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La recherche des points singuliers d’une fonction analytique
représentée par une série des puissances ;

Pac S, MANDELBROJT

L Pavis).

1. Par analogie avec un théortme de M. Hadamard concernant la
détermination des singularités d’une fonction analytique représentée
par L'expression

= e e\ds
Fae)y= /'/(:)?(-‘:’ -::)a,,b,.‘z?",

.

en counaissant les singularités des fonctions

. -
fR)=ap+ a3+ ass¥+...

et
o(3) =D+ by3+ by +. ..,

Hurwitz a démontré le théoréme suivant :
La fonction
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admet comme seuls points singuliers possibles les points d’affixes « + 8,
si les points singuliers de b(.¢) sont les poiuts d’altixes et ceux de la
fonction &(x) les points d’aflixes 3.

P(w) et E(w) sont done supposces réguliéres i l'infini, et la fonc-
tion I'(w) Pest alors ¢galement.

FFixons la fonction

N 3 ;
S()=% + —'3—' e
& QB

Une fonction () régulicre a l'inlini, quelconque d’ailleurs étant
donnée, nous désignerons’opération (1) par

F(ae) =T (), 2(w) ]

2. L’opération T peut étre considérée comme une généralisation du
procédé qui correspond i la transformation d’Euler effectuée sur la
série entiére

B(3)=tt+ 2,34 233 ..

En effet, on sait qu'en posant

-
~
w——
]
-
S

r=
1 —

on a

(4) o =N (

&z

MALE AR

) =——3J 1—3 T e—

3 )"‘.&“x.l___ 1

1
== (Al 4~ Alogy V- o= AR L)

1—3
ot Az, est la & différence par rapport au coefficient «, dans la suite
Ao Kyy Xgy 0oy
c'est-a-dire I’égalité suivante a lieu :
Aoty = g — Crotgey -+ Cf Rpes b0 c B,
D’autre part, on voit qu'en posant

1 1 I -
(B)=- =5+t 5 =ul),

()

S g
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on a d’aprés la formule (1)

NSRS IN LI LI EL T N
= w0
Ein posant dans (1) et (3) @ ::é, on voit que par P'opération T on
est conduit dans ce cas, en prenant £(2) =%, (@), & associer i la série
(V) 2,8+, 4L

la série
A%, 0 4+ Al == LAy - A UL )

qui est, & un facteur sans importance prés, de la méme forme que la
séric qui counstitue la partie droite de la formule (4).

Ces considérations permettent de voir que les résultats obtenus en
appliquant U'opération T seront beaucoup plus précis grice au théo-
réme de Hurwitz.

3. Nous supposerons lc rayon de convergence de la série (6) égale
A un, c'est-d-dire que nous supposerons quc la fonction (i) est régu-
litee & Pextéricur du cercle de rayon un, elle admet au contraive sur
ce cercle un point singulier au moins.

Pour

. 3
ey =2 B

nous prendrons toujours une fonction qui n'admet qu’un seul point
singulier d'aftixe — 1 dans le plan tout entier. On sait, d’aprés un
théoréme de M. Faber, que la série

(3 bis) 3ol =B+ B —. ..

(qui n’a, alors, dans tout le plan qu'un seul point singulier dallixe 1)
est telle qu'on peut trouver une fonction entiére g( s) avec

(2 lg=)l<e  (Isl=n)
¢ étaut donné, pour 7 assez grand, pour que 'on ait

(3) Ba=—g(n-+1).
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La réciproque est d'ailleurs, d’aprés cet auteur et d’autres, égale-
ment vraie; c'est-d-dire que de (7) et (8) il résulte que (3 bix) veproé-
sentc bien une lonction n’ayant pour singularités que le point d'altixe 1.

A. Nous posons alors

avee
Ba=mw(n 1) = (rn==o,1,2,...),

g(z) satisfaisant & la condition (3). Comme on I'a remarqué pour
Popération H(g, /) (qui correspond au théoréme de M. lladamard,
mentionn¢ au début) remarquons que si l'on a

. 9 () == 01 () -k 0a (),
on a aussi

(9) Tlo(e) i(e)]="Tlai(w), ()] + Tl (@), ().
Il est ausst trés facile de démontrer le lemme suivant :
Lewye I — St o) w'a quun sewd point singulicr d'affiee a,, la

Sonction o), ECe) | admet le point d’affive a,—u comme point
stngulier,

En effet, d’aprds le théoréme de [urwitz, c'est le seul point singu-
lier possible. §’il n'¢tait pas singulier, la fonction T serait réguliére
dans le plan tout entier (P'infini compris), clle serait donc constante,
et d’aprés (1) on voit qu'on aurait

Tlo(e), Le)]=y,
et encore d’aprés la méme {ormule (1), on devrait avoir
ATT O, X O L., A= O (n==o, 1,2, ...)

le lemme est donc démontré.
1l vésulte du lemme I et de (), le lemme 1L :

Lonwe Il — Sigle) w'a qu'an nombre fint de points singuliers
non critiques d'affives x,, @y, ., & les points d'affives @, —1,
oy — I, ..., & — 1 Sontdes points singuliers de la fonction

Tlo(e), 2(0))
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Daus les hypothéses du lemme, on pourra présenter ¢(x) sous la
forme
o (@) = 3, (r) + 9y (@) .ot op(X),

o g;(x)({ =1, 2, ..., k) n’a qu'nn seul point singulier d’altixe «,.

La formule (9) qui est aussi vraie pour un nombre quelconque de
termes [o () = ¢,() + oy()4-...+ 9,(r) joinle au lemme I suffit
pour conclure le lemme 11.

8. Lewwe U — Désignons pu ez () une fonction n'ayant qu'un
seul point singulicr d'affive (| 3| = 83w). Désignons par

n.‘S\ Y‘ial . .
—:—' - ?' ST | [Q;}(.l-‘), ;2(.‘{‘)].

Alors la fonction X(8) dé finte par Dégalite

e ) m———

K () = K(Z) == K(— ) = lim {[ /2] =lim {77

n "
est une foncltion constamment erotssante de la variable & pour
05037,
En désignant par () =1 (=%£5%) le point d'affixe ¢*7 et par

P (8)="T.,(%=¢2) le point d'affixe ¢*” —1, on voit immédiatement
que

Pi(d)o> 1 (d)o
si 0, > 0., car

" /_/—\r\\ /\. .
OP(0) Py(8) > OP(dy) P, (3 |

d’autre part, la quantité K(== ) représentant le rayon du cercle en
dehors duquel la fonction

Tlos(x). ()]

est régulitre, et le point P,(— $) étant un point singulier de cette
fonction (d’aprés le lemme 1) et le seul point singulier (d’aprés le
théoréme de Hurwitz), on voit que la conclusion du lemme a lieu.
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On voit en méme temps que

K(xr)=2a (Y,

6. TutoriMe I. — Soit
(A) FG)=ay+as+ayst+...

une série de rayon de consergence égal & un. St §(z) n'a des points
singuliers que sur ce cercle (elle est donc réguliére a l'infint), la
quanlité

(10) cp::al‘ccos(x-- E\n—)’

avec

— g g p——

K=limy]|y,I.
ou
Y= B g(1) — Guang(2) +.. . ayg(m—+1),

g(3) élant une fonction enticre satisfaisant a la condition
lg(s)] <er,
représente un argument d’un point singulier.

Comme cas particulier, on a le théoréme :

Tusorine I bis. — Dans les conditions du théoréme 1 la quantité

K2
9 == arccos (1—- T> )
avec
K =limy]A%a,],

ot A"a, est la n*™ différence de la suite

@ @ ey

-

(!) Douc la remarque de M. Lindeldf (pour le cas considérd) (Comptes rendus,
28 février 1898) d’aprés laquelle le point d’affixe 1 est singulier si

lim 5

1
TV Al @ T

entre comme cas particulier de nos considérations si 'on se bornc au scul cas traité,
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par rapport a Uélément a, représente un argument d'un point sin-
gulier (c'est-a-dire qu'un des deux points =% est un point singulier).

Démonstration des théorémes [ et I bis :
Posons dans (A)

et désignons par

La série
avec
Y= G § (1) — G g(3) +. o Earg(m+1),
est réguliére a 'extérieur du cercle de rayon K
[N :il_lljl:/l Ym s

el elle admet sur ce cercle au moins un point singulier.

Soit Ke® un de ces points singuliers. D’aprés le théor¢me de Hur-
witz, et d’aprés ces hypothéses, la fonction 7 () doit admettre un point
singulier ¢ qui vérifie 'égalité '

ei?— == Keil;
ou alors
(B) ) b eosT 1 = 005y
{ Ksiné  =sing,

d'ou I'on tire immédiatement

K'l
@ = are COS([—— —;>‘

L’'un des deux points ¢** (ou tous les deux) est un point singulier
de ¢, (), et aussi de la fonction §(z).

Sil'on sait qu'un des deux points e*¥ est un point singulier, alors il
n’y a plus de difficultés pour discerner lequel de ces deux points I'est.
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Par exemple, pour que e*¥ soit singulier il {aut et il suffit qu’on ait

on N b “y -
lim (/] @p— ¢} @, €™ - ¢} a7~ — [ Eq, enT-9 =2 (M.

Tuionine 1. — St #(3) w'a qu’un nombre fini de points singuliers
non critiques tous situés sur le cercle de rayon un, le point d'af-
fixe ¢=%, ol g est déterminé de la maniére indiquée précédemment,
est le pornt singulier le plus rapproché du point d'affive — 1.

Soient 8,, B., ..., B les affixes des points singuliers de la fonc-
tion §(x) ldonc les points singuliers de (=) sont les points d’affixes

1 1 ]
LT
By B

On peut écrire

£

FOY=/£1(0) + Lo (@) 4 S (@)

Ji(x) admettant le point d’affixe 3, comme seul point singulier,
EEn adoptant Iécriture

Bi=eRi (=00 k)
supposons que I'on ail
(12) EAREAREARSEA
On a d’apreés les lemmes | et 11
RAZDRAZD R OF -

Il résulte du lemme 11 que K(]3;]) est le rayoun de convergence
de T[n(a), %.(2)], c’est-a-dire que celte fonction restant réguliere a
lextérieur du cercle de rayon K(|9;]), elle admet sur ce cercle un
point singulier au moins (d’affixe ¢ — 1), c’est-d-dire

K(1% ) =K=Tu {72 =Tay 7.l

n,

les v, étant les coefficients de la série

T[F(e), E(0)] =12 L

(") Foir Lanviiie, Comptes rendus, février 1918, ou UmNesueim, Comptes rendus
de Muuich, 1g12. L'analogue résulte aussi du théoréme T bis.
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Le point ¢*i étant précisément obtenu par (B) on voit d’aprés (12)
que le théoréme est démontré.

[11 se peut que ¢ soit symétrique de ¢ par rapport & I'axe réel,

c’est-a-dire que les points ¢”i-* et ¢ soient tous deux des points sin-

guliers de §(z3).]

8. Grice & ce dernier théoréme si #(s) n'a qu'un nombre fini de
points singuliers, tous non critiques et situés sur le cercle de conver-
gence, alors on peut de proche en procke calculer les affives de tous
ces pownts.

Ceci résulte de la remarque simple suivante :

Si, v étant un nombre entier, on considére les points d’affixes

2T 22T 2yl W) T

(13) e e L e, L e M

il est clair que quel que soit I'ensemble fini de points x,, z,, ..., 2%,
donné & I'avance et situé sur le cercle de rayon r, on peut choisir un
entier v et un autre entier ¢(q <2"*") tels que le point x,, par
exemple, soit de tous les points a,, @, ..., x4 lepoint le plus approché

g
du point ¢¥'".
En effet, en désignant par

Lol'yy Loy, cey

les distances comptées par les arcs du cercle de rayon 1 entre le

op y .
point x, et les points &, @, ..., & successivement, et en désignant
par ¢ la plus petite de ces distances, il n'y a qu’a prendre

v>1+ log

S/ A

car alors on aura
k19

27— 1 < §.

On peut alors trouver un entier ¢, tel que, & étant la distance entre
x, et x5, on ait que sur 'arc 2, x; soient situés les points

STy, TC 2Pl O
e PIRY e!. e evtl ;

Journ. de Math., tome V. — Fasc. II, 1926,

12
~1
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g, T
I'un de ces points, par exemple e =", est plus prés de @, que de 2, le

gy

point ., est alors le point singulier le plus rapproché du point £,
En désignant par ., = ¢, on voit que pour la fonction

3 i (DT (DE
(1) F(3)=a,+ alelhv 1).-v+...+a,, vmk N “)\v"-*-..q
[0 iu:],'.:+
=aitaze t o ae > T avec (gp<<2avt+!)
. , i(“"‘q—:-':'*’?u) . . - e
le point d’affixe e* ¥ " est le point singulier le plus voisin du

point — 1. Ce point seraalors obtenu parla formule (10) appliquée & la
série (14).

C’est-d-dire aprés un nombre fini d'opérations qui correspondent
successivement aux nombres v =1, 2, ..., p et cn prenant pour
chaque v tous les entiers correspondants ¢ =2""" on finit par déter-

—if

miner l'affixe du point ¢ = '"), on peut de méme tout de suite
discerner lequel des deux points est un point singulier.

De méme aprés un nombre fini d’opérations on aura déterminé les
affixes de tous les points singuliers.

It faut évidemment connaitre a I'avance le nombre de points sin-
guliers, pour ne plus continuer 'opération une fois les affixes de tous
les points singuliers déterminés. ‘

On voit, d’ailleurs, que de la méme maniére on pourra déterminer
les affixes de tous les points singuliers isolés non critiques (en suppo-
sant que tous les points soient situés sur le cercle de convergence).

9. Clestici qu’il convient de placer la démonstration d'un théoréme
qui porte, il est vrai, un caractére différent des considérations précé-
dentes. mais qui se relie facilement i ces considérations par la
démonstration.

D’aprés un théoréme d'Llisenstein, une série entiére & coefficients
rationnels

(13) Ao Az Aeata. .,

qui représente une fonction algébrique jouit de la propriété que l'on
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peut trouver un entier N tel que les quantités A,N” soient des nombres
entiers.

La réciproque n’est évidemment pas vraie.

Il suffit, en effet, d’aprcs le théoréme déja classique de M. Fatou,
de changer le signe d’une infinité de coefficients d'une série jouissant
de la propriété telle que les A, N" soient entiers, pour que le cercle de
convergence de la série ainsi obtenue soit une coupure; donc la fonc-
tion représentée par cette nouvelle série, bien qu'elle jouisse de la
propriété mentionnée, n’est pas algébrique.

Dans le cas ol tous les A, sont des enliers, on connait le théoréme
de M. Carlson : ou bien la série (15) admet le cercle de convergence
comme coupure, ou bien elle représente une fonction rationnelle de la
forme

_W(s)

(=27

ou P(x) est un polynome et oli p et ¢ sont des entiers positifs.
Nous allons démontrer le théoréme que voici :

Si(15) est une série & coefficients rationnels, tels que Uon puisse
choisir un nonibre N pour lequel les quantités

Aw AN, .., ALNe

sotent des entiers, et que la fonction représentée par cetle série
soit régulicre a Uextéricur et sur la circonférence du cercle de

N N,
rayon g (.*l de centre —— N <ou, en particulicr, st cetle JSonetion

est regulicre a Uextériewr du cercle de rayon g el de centre 1)

alors cette fonction est de la forme

9(=)

(l-—:)")
ot P(x) est un polynome, et o n est un entier positif.
Pour la démonstration, posons dans (3)

an Nn(_ [)Il,
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] N M b
c’est-a-dire qu'on a
. Y (___ X)" A
Sa() =}‘——‘5"—$
etdans (2)
A= QAp 4. N"‘H\
c'est-d-dire qu’on a
. Ty N1
F(a) —__—:2 caxt

‘,I_\n—H

On aura alors pour (1)

TLF(), 2(0)]=3, I

;n-a— 1

avec
(16) Ya=(a;N)N* — G (ay N¥) N*=1 4, . 2= (@, N*")N.

D’aprés les hypothéses du théoréme la fonction

-~ [ \‘ Tg i 2
Fao)= 24 250
Ry N

est réguliére & I'extérieur et sur la circonférence du cercle de centre N
et de rayon t, et d'aprés le théoréme d’Hurwitz la série

e - N 7

TLF(e), G(0)) =Y
est réguliéve & Pextérieur et sur la circonférence du cercle de centre
séro et de rayon un.

D’autre part, d’aprés les hypothcses et d'aprés (16) on voit que

les v sont des entiers. On a donc

m{'/ly,.l =0<13

donc lim y,= o, et comme les v, sont des entiers, il en résulte qu'il
existe un entier 2, tel quel’on ait y,= o pour n > n,.
On a donc, d’aprés la formule (4),

Ry

A :ﬁ—l:v '\k"\“ ( < )k___ Pl(;)
I S

= L= \i=3) T a—er
etl'ona
P (3)s P(z)
:\\)“}"[\13“*—...:4‘\0—*-SE.‘\,,:"“:T‘:E:)T+ao:m

et le théoréme est démontré.
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10. Il vésulte de ce théoréme en particulier que si 'on désigne
par ¢ la distance du point 1 au point singulier (*) le plus éloigné de
lui, on peut écrire
(73

N <P

N>—1+4 "é)
c’est-a-dire en supposant que toutes les singularités sont assez rap-
prochées du point 1, et si 'on suppose l'existence des points singuliers
autres que celui d'affixe 1, on obtient une limite inférieure pour la
quantité N, dont I'existence pour les fonctions algébriques résulte du
théoréme d'Eisenstein.

Car si I'on suppose que (1) n’a pas lieu, il résulterait du dernier

théoréme que la fonction en question n’a qu'un seul point singulier
d’affixe 1.

1L. On peut tirer du dernier théoréme des .conclusions qui se
rapportent aux nombres transcendants. Je l'ai fait dans une Note aux
Comptes rendus del’ Académie des Sciences (février 1926). L’énoncé
du théoréme étant compliqué, je veux ici reproduire un cas particulier
plus net de ce théoréme, sans reproduire la démonstration (qui est
donnée dans la Note citée).

Je remarque seulement, comme je ’ai fait & la page 199, que si une
fonction entiére g(s) croit moins vite que ¢**! alors la fonction repré-
sentée par la série

S g(n)ean

n’a qu'un scul point singulier dans le plan tout entier.

Tutortne. — Soit L un nombre donné.
Supposons que Uon puisse faire correspondre & tout polynome

Q(x)=Ay+ A zc+. ...+ Az

a coefficients entiers et de degré p quelconque, une fonction

(') Le point singulier & infini doit aussi &tre considéré.
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entiére g(3) crotssant moins vite que ¢, telle que st 'on éerit

Sg(n)an

() =Q(a) L g(n)xr+ Y

=3¢+ by+ b+ o+ byar,
R(w)=b,+ b,x +...+ byx?r disignant la partie principale dw péle
al'tnfinide la fonction )(x), on a que les quantités ¢, k" (n=o, 1, ...)
sont des entiers, k étant un entier concenabilement choist, alors le
nombre { est transcendant.

Nous reviendrons sur les sérics de Taylor encore une fois, dans un
Mémoire de ce méme Recueil.



