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* PURES.ET APPLIQUEES.

Sur les spheres des espaces de Riemann.
« trots dimensions ;

Par Eue CARTAN.

On sait qu'on appelle ombilre d'une surface de I'espace ordinaire
un point oti les deux rayons de courbure principaux sont égaux, ou
mieux un point o I'indicatrice est une circonférence. Cette notion
s’é¢tend aux surfaces plongées dans un espace de Riemann quelconque
a trois dimensions. Daus 'espace ordinaire, les surfaces dont tous les
points sont des ombilics sont les sphéres; elles forment une famille
continue a quatre paramétres. Le probléme de la détermination, dans
un espace de Riemann quelconque, des surfaces dont tous les points
sont des ombilics, n'a jamais & ma connaissance été traité('). Ce pro-
bléme est au fond un probléme de géométrie différentielle conforme,
car si deux espaces de Riemann admettent une représentation con-

(1) Vouir, pbur le probléme analogue dans les espaces de Riemann  un nombre
quelconque de n dimensions, J. A. Scuovtey (Der Ricci-Kalkiil, Springer,
Berlin, 192, p. 179-180), qui donne des conditions nécessaires de possibilité,
toujours remplies du reste quand n = 3.

Journ. de Math., ome V. — Fasc. 1, 1920, I



2 ELIE CARTAN.

forme I'un sur P'autre, les surfaces des deux espaces dont tousles poinls
sont des ombilics se correspondent par cette représentation. Or
I'ensemble des espaces de Riemann qui se correspondent conformé-
ment, définit ce que j’ai appelé un espace conforme normal, et le pro-
bléme revient & déterminer dans ces espaces les surfaces auxquelles
j’al proposé de donner le nom de sphéres.

Il n’y a que 'espace conforme proprement dit (sans courbure) qui
posséde »* sphéres. Les espaces conformes normaux qui conticnnent
des sphéres sont exceplionnels. In tous cas, les spheéres qui passent
par un point donné doivent étre, en ce point, langenles a un certain cone
du second ovdre, capable d’un tri¢dre trirectangle circonscrit, attaché
a ce point. Si ce cone [cone (C)| n’est pas dégénéré, il ne peut passer
en un point arbitraire qu'un nombre fini de sphéres; I'espace contient
au plus huit familles & un paramétre de sphéres; il peut du reste n'en
contenir aucune. Si le cone (C) est dégénéré et seréduit & deux droites -
rectangulaires, 'espace peut ou bien coutenir deux familles de »*
sphéres, respectivement tangentes  ces deux droites, I'équation ds* = o
étant alors réductible a la forme

Whdwt+ Wid?+dat=o (W, W, fonctions de )}

ou bien contenir une seule famille de =* sphéres et une autre famille
de ' sphéres orthogonales aux premiéres, I’équalion ds*= o étant
réductlible a la forme

du? +ds* = o dz ¢lément lindaire & deux variables):
7Y

ou bien ne contenir au plus que des familles de =' sphéres, 4 au
maximum, :

Dans le second cas, les sphéres de la seconde famille sont définies
par « = const.; celles de la premiére par I'équation d’une géodésique
arbitraire de 'élémnent linéaire do*.

Tels sont, briévementrésumés, les résultats obtenus dans le présent
article. Je conserve les conventions et les notations de mon Mémoire
sur les espaces & connexion conforme (.Ann. Soc. Pol.de math., 2,
1023, p. 171-221), en utilisant ccpendant partout des indices infé-
rieurs, ce qui ne peut préter ici a aucune confusion.
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Généralités.

1. On sait que sur une surface d’un espace de Riemann & trois
dimensions, les théorémes de Meusnier et d’Euler sont valables. On
peut en particulier généraliser la notion d'ombilic, et se proposer de
chercher les surfaces X dont tous les points sont des ombilics.

Si I'on attache & chaque pointde X un tri¢dre trirectangle dont 'axe
des s soit normal & la surface, les composantes du déplacement infini-
tésimal de ce tricdre, quand on se déplace sur X, sont six quantités :

Oy W2y, G3=0,

Magy  Oggy Mpay

dontles trois premiéres définissent la translation élémentaire, les trois
derniéres lavotation élémentaire. On a des relations de la forme
= aw, -+ bws,

s == Doy -+ oy
la courbure normale d’une courhe de X est

; 2
B3 Walay AW+ 200,00, 4+ C0}

i o) w3}

= !r)g ’

le point considéré de la surface est un ombilic si 'on a
== C. b==o,

autrement dit si l'on a, en se déplacant sur la surface,

(1) )3 == At . W3 = Aoy,

2. Leslignes de longueur nulle de I'espace de Riemann permettent
d’autre part de définir, dans le continuum constitué par cet espace,
un espace conforme normal (*). La connexion de cet espace est définie

par dix formes de Pfaff :

Wy, Wy, My Wop) Wiz, Wiy, Wiy Mgy Wagy  Wgy5

(1) L. Carray, Les espaces a connexion conforme (Ann. Soc. pol. math.,
t. 2, 1923, p. 171-221).
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satisfaisant aux relations de structure

k==
. . t O -
(2) LW |_0)00'«’)i.l+Z|_wlf(°/:f]~
A=t
k=23
, Y
(3) o=, [orom],
k=1
k=1
, . . O -
(4) ofy == [0i0j]— [8;00] + 3, [0wk]:

k=1

La courbure de cet espace est délinie par les trois formes Q,,, Q,,,
Q,, données par les relations
k=23
'
(5) o= [Wir 0] +>_‘ [wiwro] 4 L.
k=1

Dans le cas présent, on peut prendre pour w, ©,, W;, ©,;, 05, ©,
les mémes formes que celles qui servent a définir I'espace de Riemann;
on a alors

Wy = O,

et les trois formes w;, sont complétement délinies par les formules (3)
et (4). '

Les dix expressions o, ,,, ®;;, w; peuvent ¢tre regardées comme
définissant le déplacement conforme infinitésimal d'un pentasphére
attaché & chaque point de I'espace, ce penlasphére comprenant une
sphére de rayon nul A (dont le centre est le point considéré de
l'espace), trois sphéres unitaires orthogonales A,, A,, A, passant
par A, et une sphére de rayon nul A’ dont le centre est le second
point d’intersection de A,, A,, A, le produit scalaire A. A’ étant
égala1. Ona

A = 0 4+ o A+ oA+ wg Ay,

k=3
X
— o ] R !
dA;, = vy A -1—:,:‘ oA — w; A,
k=1
k=3
O
dA'=— ¥ wpAr— woA
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d. Cela posé, soit T une surface de 'espace de Riemann donné
jouissant de la propriété que tous ses points soient des ombilics, et
considérons, dans I'espace conforme normal.correspondant, en chaque
point de X, la sphére A, +AA. On a, en se déplacant le long de X,

d(A3 -+~ )\n‘\) = (&);““f")\&).l)f\l“*‘ (&)3g+ )\b)_))Ag‘!- (d)\ —+ OJ;;‘))A,
c’est-a-dire, en tenant compte de (1),
d(Ay+ 2A) = (dh + wyo) A

Or les équations (1), dérivées extérieurement, donnent, en tenant
compte de I’équation w, = o et des équations (3) et (4),

[oimg] + 2[wewy ] =A[wywy ] + [dle],

ou, en simplifiant,
[w(dh + wg)]=o.
On a de méme
. [wa(dh+ wye)] = o,
et par suite
dh + wye == 0.

Il en résulte que le champ des sphéres A, + A A, attachées a chaque
point de X, veste stable quand on se déplace d’une maniére quelconque
surlasurface X. On peut encore dire que sil’on développe, sur l'espace
conforme tangent en un point fixe quelconque de =, une ligne quel-
conque tracée sur X, cette ligne vient se placer sur la sphére fixe
A, + A A attachée & ce point fixe; ou encore que la surface X se déve-
loppe, sur I'espace conforme tangent en un de ses points, suivant une
sphére. Nous dirons que la surface S est une sphere de Uespace con forme
normal.

La recherche dans un espace de Riemann des surfaces dont tous les
points sont des ombilics, revient donc & la recherche des sphéres
dans les espaces conformes normaux correspondants. Nous dirons que
ces surfaces sont des spheres de I'espace de Riemann.

Il résulte en particulier de ce qui précéde que les sphéres d’un
espace de Riemann ne changent pas si 'on multiplie le ds* del’espace
par un facteur fini arbitraire, ou encore que dans deux espaces de
Riemann admettant une représentation conforme 'un sur l’autre, les
spheres se correspongent par cette représentation.
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Le vrai probléme a se proposer est donc la recherche des sphéres
d’un espace conforme donné.

Les spheéres et le cone (C).

A. Prenons, en chaque point d'un espace conforme normal, un
pentasphére de référence aussi général que possible. Toute sphére
passant par le point considéré pouvant étre prise pour sphére A, la
recherche des sphéres de 'espace revient i I'intégration des équations
(ui exprimentque  \, = o, & savoir

(6) My, =20, My T 0, My == 0, "W, == 0.

La dérivation extérieure de ces équations conduit &

(7) Q== 0.

Rappelons que les expressions Q,, Q,,, {,, sont dela forme géné-
rale

Q= a[myny ]+ 3"] mymy |5 5 e,
() Q= 5" [y = [ )4 3 [mym, ],
. 2y = 5 [wamy ] -+ Bl mym ]+ 2 o
avec
(9) 2424 a"=u,

l.e cone dont I'équation tangentielle est
(10) zui+ 2 wi4+ 2" EaBugie 23 vy - 23w uy= 0

est le cone (C) (') attaché au point considéré de I'espace; il est
capable d’un triédre trirectangle circonscrit.

Ici Péquation (7) donne a” = o, ce qui exprime que la spheére A,
est tangente au cone ((G). On a donc le théoréme suivant :

Toute sphére ¥ d’un espace conforme normal est tangente en chacun
de ses points au cone (C) attaché ¢ ce point.

(") E. Carran, (loc. cit.), p. 197.
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Les sphéres X sont donc des solutions particuliéres d’une certaine
équation aux dérivées partielles du premier ordre.

l.a conclusion serait illusoire si les coefficients de I'équation (10)
c¢taient tous nuls, ce qui signilic que Pespace est I'espace conforme
ordinaire (ou holonome). On en déduil en particulier le théoréme
suivant :

(e n'est que dans lespace conforme holonome qu'tl passe, par un
point quelconque, une sphére tangente a un éliment plan quelconque
tssw de co point. Les sphéres, dans ce cas, dépendent de quatre con-
stantes arbitraires.

#. Avant de procéder a la recherche plus approfondie des spheres
d’un cspace conforme normal, cherchons U'expression générale du ds®
d’un espace admettant une famille & un paramétee de spheéres, de telle
sorte (u’il en passe une et une seule par tout point de I'espace.

On peut supposcr que chacune de ces sphéres se développe suivant
lasphére \,; on aura donce, en tenant compte de v, = o,

(r) M3 Wag == 0.

n changeant au besoin les sphéres de référence \, et \,, on peut
supposer que les relations (11), au lieu d'avoir lieu en tenant compte
de », = 0, ont lieu tdentiquement. Si en effet on a

my3=— hﬂ;n g 7= Py,
on aura

A(A = LAY = (g 20y — ALY A — 2o Ay -+ (s — hona) Ay — m AV
d’on
A d (A —2A) = o;

en prenant A, —AA ct A, — u.A comme nouvelles sphires A et \,
les composantes ,, et w,, deviendront identiquement nulles.

Réciproquement, si I'on peut choisir le pentasphére de référence de
maniére & avoir identiquement

Mg T )y T 0,
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on aura, cn dérivant extérieurement,

[&)1(1)30] —_ [0)3&)[0] =0,

[@ymg0] — [050009 ] =0,

ce qui montre que l'expression ®,, ne dépend que de w,. Par
suite /A, == o, quand on tient compte de ©, == 0. L'équation comple-
tement intégrable w, = o définit donc une famille de sphéres.
PPour avoir 'expression générale du ds* correspondant, partons des
formules
0y = ooy ] -+ [oamay |
wy = [wyews] -+ [ 0y0],

Wy = [0y ws].

Comme les composantes ©,, ®,, w; ne sont définies qu’a un facteur
prés, on peut prendre
w;=dw,

ce qui donne
oo =l dsv.
On a ensuite
0y = Loy == [ (40— (W42 ) () =+ £ma) |.

ce qui prouve que I'équation w, + jw, =0 est complétement
intégrable. Soit
oy o= K e (du + idv);
on en déduit
wi 4+ o= K (du®+ dv?)
el

ds?== do? + K (du? + dv?)

La fonction K est du reste arbitraire, car on a

7 . . .
(_l% + {dp. = wio— w4+ (0 +ig) (du —+ i dv),
d’ot
wdu —ogdv = fi—ls — H dw,
\ K

1

pdy + 6 du = dp. + 0.
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On peut prendre arbitrairement les fonctions K, u, ¢, o; on a alors

H= ()Ing, e =pdv + ¢ du—du.
o ! !

Le résultat précédent montre que les espaces conformes normaux
qui admettent une famille i un paramétre de sphéres, dépendent d'une
fonction arbitraire de trois arguments. L’espace conforme normal le
plus général dépend au contraire de deux fonctions arbitraires de
trois arguments. Les espaces de Riemann qui conticnnent des
sphéres sont donc exceptionnels.

Cas ou le cone ((0) n’est pas dégénéré,

6. Nous allons maintenant chercher quel est le plus grand degré
de généralité possible des sphéres d'un espace conforme normal, en
commencant par le cas général ol le cone (C) n'est pas dégénére.
Nous supposerons, dans ce qui va suivre, le ds* défini positif.

Toute sphére unitaire attachée & un point de 'espace est de la

forme
2 A - A - g Ay - e A
avec

(12) a4+ xi4ei=1.

in exprimant que sa différentielle (covariante) est nulle, nous obte-
nons les équations

i dxy 4 Taway + T30+ 2 0 =0,
Ay -+ 2,001+ Lyge -+ & 0y =0,
(13) [ dg 4 03+ TaWay+ L w0y =0,
dr 4 2,0+ Tawag+ Xytigy—+ T 6y, = 0,
o - Ze s+ L3y == 0.
Les conditions d'intégrabilité donnent

& R+ @y Qo+ 23 Q5= 0,

éqquation qui doit étre vérifiée en tenant compte de la derniére équa-
‘tion (13). On obtient ainsi
(14) axi-ra'ai4a'xi+ e fay a4 2f 2y, + 28 @ 2= o,

Journ, de Math., tome V., — Fasc. I, 1926. 2
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ce qui exprime simplement que la sphére est tangente au cone (C).
Avant de poursuivre, rappelons les identités de Bianchi généralisées
qu’on obtient en dérivant extérieurement les équations (5) :

h=3

- -l
Q[0 0] — X [0 Le0] =0,

k=1

‘n remplacant les Q par leurs valeurs et développant, on trouve

| dot +3amy —23"6,, -+ 23 oy =0y T O W ok Xy 00y,

do 432" g — 23wy - 2570, == o) ) - o Wy e 2y iy,

() do” + 3 2" myy— 2B gy - 2800 = o Wy Ay 0y - 2y Wy,
‘ d3 -+ 33my, — 3"wgy 4+ 5y + (2 — 2" ) o= 3wy 4 Bamy b By,

sl . as1 - o e e : o
d3' 35 m — G - BTy (21— 2) = 304 By 0y -+ 5wy

cr , aan iy - , L an o
D d3" 383"y — 3"y Py 4+ (o8 — 2) oy = 3w 4= 350+ 35,

Les premiers membres de ces équations sont les différenticlles cova-
riantes de 2, ..., 3”. On a du reste, et ces relalions constituent les
identités de Bianchi,

P oy == 0

. ‘al-}— 8, +3y=o0
(10) o, orr T ’
?;31»'7-2.1—&—33:0,

L B =,

W

Nous pouvons maintenant différentier 1'équation (14), en restant
sur la sphére X. Posons

S=oait el ol 23y 2l e 25 e 2y,
2 4 E LY = LN T g
Simapui o 23 a0t 23y 253 0 4 2 3 .

I. vient, en tenant compte de f = o,

_af LI . of
. fl - ().I‘l f?'— * {)~v3 /5 « ("l..'! .
( 1= l. - ————— pamng N -
‘ 2 £y Ly

Ces formules montrent que, si I'on connait les coefficients z,, 2., x,
relatifs & une sphére X, le coefficient « est parfaitement déterminé.
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On a de plus, pour toute sphére X, la relation

; ./‘l J“.‘ ./'R

- a o U
(18) gz, e, dn
N £a Wy

7. Supposons d'abord que la relation (18) soit une conséquence de
la relation (14). Nous pouvons supposer les repéres choisis de
maniére a avoir

[
i

<

—_—R . E
=2 <_p = 0,

<

On aura alors une identité de la forme
(2= ")ty [ (@ — )ty fo b (e 2 ) fy = f U (g 2, @),

H étant une forme quadratique convenablement choisie. On voit
q q
immédiatement que cette forme ne conlient que des termes
rectangles :
H=Ar,o,+ Aya 4+ A e,

On en déduit

(2 — 2" Yo, = Aoy

(o —a)a i = \N2",

{a'—2")8, = o.

St donc «'=£ «”, 'ensemble des termes de £, qui ne contiennent pas
«, est proportionnel & «'w)—+ "], par suite peut, en lenant compte
de (1), étre remplacé par un terme en x}; autrement dit =* est égal,
pour toute sphére X, & un polynone déterminé o, du pl'em;'e/' degré
€N Xy, Ly, Ty

St les trots coefficients o, o'y " sont distincts, les équations (17)
peuvent donc se mettre sous la forme

0—20@ = Q,— 22 L = 03— 22”02

par suite, + est un polynome déterminé du premier degré ena,, ., 5.
Par suite enfin, en choisissant convenablement les sphéres de réfé-
rence A, A,, A;, on peut supposer x = o.

Les équations
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étant maintenant des conséquences de I'équation f'=o, on en déduit
facilement les identités
ff = /’ij"“" J“,'f:),

en désignant par ¢ une forme linéaire convenablement choisie. Mais,
d’aprés les relations (16), les formes f,, f., f, sont harmoniques et l'on
a de plus

o s O

dv, vy, 0wy

Comme la forme f est elle-méme harmonique, cela exige ¢ =o
et ;= o. Donc I’hypothése que la relation (18) est une conséquence
de la relation (14) entraine, aw besoin par un chotx convenable du
repere,

Si=fa=fiz=ol

Les équations (15), ol l'on suppose toujours 8 =3" = 3"=o,
donnent
a3 == W3y == 02 == O,

doa F3am o= dax -+ 32" 0y da’ 4= 32" my, = o;
d’ot, par dérivation extérieure,
W) 4 I Wag == B3y I= V.

Ce résultat est absurde, parce que la courbure de I'espace serait iden-
tiquement nulle. _

I’équation (18) ne peut donc pas étre une conséquence de l’équa-
tion (14).

Les équations (14) et (18) ayant au plus huit solutions communes,
il résulte de ce qui précéde que 'espace conforme normal donné ren-
ferme au plus huit familles @ un parametre de sphéres. Ce nombre
peut naturellement &tre réduit; il peut méme étre nul, comme on I'a
remarqué plus haut.

8. Le raisonnement fait dans le numéro précédent suppose les trois
coefficients 2, &', «” distincts. Supposons « =o', et par suite &"=—2a.
L’équation (18) se réduit a

(18) az(@, fo— 22 f1) =o0.
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Les formules (15) donnent
o=y,

d’ou, en tenant compte de (16),

On a donc
Jim (] - el - 23+ a( 30+ 30 ) g
I.’¢quation (18) se véduit donc, en tenant compte de (14), &
L3 = (37 = e ) e — Brai] = o.
Liile ne peut étre une conséquence de 1'équation (14) que sil'on a
Si=3y=3—Bs=o.
Les équations (17) se réduiraient alors &
3y o = g+ Byt 22

clles donneraient pour . une forme linéaire en x, 3’2» 3 en chan-

geant au besoin les sphéres de référence A,. \,, \,. cette forme
pourrait &tre réduite i zéro, et 'on aurait

3 =3,:=3,== 0.
Lies équations (13) donneraient alors

d 2 4 3wy 21 Wy == 3y =2 04
T . L . Y N
d’oll, par dérivation extéricure,

ooz Heoy, mgy = Heg, = — Hoy,
puis \ ,
5210:.—_[({['(1)]“, S-)ﬂ\\:[dl‘&\ﬁ]‘ s-)._“):‘—[(ill(\)&].

Mais cela est lmpossible, car le coeflticient « de | v, ®,] dans Q,, serait
nul et 'espace serait holonome.

1.’équation (18) ne pouvant &tre une conséquence de I'équation (14),
et ayant par suite avec cette derniére au maximum quatre solutions
communes acceptables, il en résulte que Yespace conforme
normal donné renferme au plus quatre familles @ un paramétre
de spheéres.
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Cas ou le cone (C) est dégénéré.

9. Si le cone (C) est dégénéré, il se décompose en deux droites

rectangulaires et I'on peut supposer que I'équation (14) se réduit a

L T Q)

Les sphéres possibles de espace se répartissent alors en deux caté-
gories : les unes appartiennent aun véseau A, ., A+ A, les
autres au réseau &, A, + @, Ay -+ rA.

Pour déterminer les spheéves qui appartiennent au premier réseau,
posons

FRE—X\FY-N Xy sing.

Les équations (13) deviennent

COS 3 My, i~ SINY g -+ T, = 0.

COSZ Wy ~+ SN My =0,
O)a oy
d:)-;—- Wy = .U — = — .
: sin 9 cosD

Ay + €038 My SINY Wy + Ty = 0.

En supposant vemplacées les expressions ©,, et ©,, en fonction
linéaire de w,, w,, w,, on voit. par la premiére d¢quation, que . est
une forme linéaire en cosy et sing. On peut done supposer le repére
chotsi de maniére que toute sphére de la premiére catégorie appar-
tienne au faisceaw cos3 A, +sing \;. Les formesw,, et w,, sont
maintenant indépendantes de w, et les équations (13) deviennent

COs Y a - SING Wy = 0,
COS T fgy =i SIN S gy I 0,
COS Y tagy == SIN T Mgy == O,

do + Wy = 0.

Nous allons chercher dans quel cas I'espace admet une famille &
dewr paramétres de spheves de la premicre catégorie. Il est nécessaire
que l'on ait des relations de la forme
;a5 2 Wo M3 I W3,

\
(19) ;

e = g, wye = Haws.



LES SPHERES DES ESPACES DE RIEMANN A TROIS DIMENSIONS. 13
S'il en est ainsi du reste, le systéme de Pfaff

€OS Yy + SN Py == 0,

(20)
’ do 4 Wy =0

sera complétement intégrable, comme le montre la dérivation exté-
rieure. L'existence de cette famille & deux paramétres de sphéres
entrainera la dégénérescence du cone (C), puisque daus le cas con-
traire il ne pourrait ¥ avoir au plus que des familles & un paramétre
de sphdéres.

On peut encore simplifier les équations (19) en changeant la sphere
de référence \,, de manicre & annuler . On en déduit en passant,
d’apres les résultats du n® 3, que U'équation w, = o définit une famille
& un paramétre de sphéres. D'ott le théoréme suivant :

S’iliextste dans un espace conforme normal non holonome une
famille & dewa parametres de sphéres, il cxiste une famille a un
paramdétre de sphéres towles orthogonales aur premiéres.

D’aprés les résultats du n® 8, le ds* de 'espace est réductible a la

forme
dst= du? + K2 (do? 4 dn?);

on a ici
dloskk
e = 2 du, oy = du,
du
W == 0, Wy ;== 0,
Wp==pdi + sdv — du,

avec

o — dlogh _ dloghk

DO R - ow

Le calcul des formes ®,,, w,,, ©,, s’en déduit immédiatement, et
pour que les deux derniéres équations (19) soient vérifides, il faut et
il suffit qu’on ait

M*logk Plogk
. — :0’ —— T
du ov du dew

par suite K est le produit d’une fonction de » par une fonction
de ¢ et . Finalement on voit qu’on peut supposer le ds? réductible &
la forme

dst=dut+ de?* |,

ds* étant un élément linéaire & deux variables +, w.
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La forme (20) des équations des sphéres est du reste identique &
celle des équations qui donnent les géodésiques de 1'élément linéaire
da*. Toute équation en v, w définissant une géodésique de Uespace
de Riemann a deux dimensions d’élément linéaire ds® définit une
sphere de Uespace conforme normal donné.

Toutes les sphéres de la premiére catégorie sont donc engendrées
par x? courbes ¢ = a, w = b.

Remarquons que s'il n’existe pas une famille & deux paramétres de
la premiére catégorie, il en existe au maximum deux familles & un
parameétre.

10. \vant de poursuivre, notons que l'existence de «? sphéres de
la premiére catégorie permet de supposer
( ga= 0 Wyy== 0. W= 0.
(‘.!l ) { (U ) 12 1%

w0y, == — Hwy, gy = H g, mae = ey

la forme w,; ne dépend, de plus, que de w,, w,; quant au coefficient H,
c'est la demi-courbure totale changée de signe de 1'élément
linéaire ds*, et cela en vertu de la formule

gy == L0 g ] — [@smes ]2z 2 H| sy .
Partant des hypothéses précédentes, nous allons procéder a la
recherche des sphirves de la seconde catégorie. 1l en existe déja une

famille & un paramétre, délinie par I'équation ®©, = o, ou « = const.
Remarquons auparavant qu’on a

Quu=—[dHx 1. Qey=[{dHws]. Qo= [dHwy].

ou, en posant
dll = Hyw:+ Hyng,

12”._:—-— ll3[11)3 (l\l] —_ ]]gl.ﬁ), '.-)3],
523‘1—:“ "3{!03{\,3].
Q= NJwsw;]-

Si nous voulons que le cone (C) ait pour équation tangen-
tielle .v,x, = o, il faut supposer H, = o, ce qui conduit & la conclusion
que la seconde droite dans laquelle se décompose le cone (C) corres-
pond a la tangente aux courbes d’égale courbure totale de Uespace
de Riemann a deux dimensions d’élément linéaire ds®.
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Toute sphéredelaseconde catégorie est définie par les équations (13),
ou l'on pose ’

@y = cosV, 23==0, &y =sin,

On a par suite
; W, €03 - wysind =z 0. |
\ — sin wyy+ 2wy =0, <

( —sind d¥ + vw,=o, |

da — H cosba, + Hsindwy=o.

Nous pouvons supposer sin = o, sinon nous retomberions sur la
sphere A, et aussi cosd = o, sinon nous retomberions sur une sphére
de la premicre catégorie.

Soit

(22) a3 == My - 100y
les équations (13") entrainent

@& = hsind, wsind = o;

donc on doit avoir u. = o pour qu'il y ait des sphéres de la seconde
catégorie autres que celles déja signalées, qui coupent orthogo-
nalement les spheres de la premiére catégorie.
Supposons qu'il ensoit ainsi. La dérivation extérieure de (22) donne
| (l)g(d). 4+ (21 —22) cox)] —=o,
d’ou
dl = pws+ (A*—2H) wy.

Les équations (13") s’écrivent alors

y cosY + wy sind = o,
dl — don = o,

oW,y == 0,

On doit donc avoir encore 3 = o. 3'il en est ainsi les équations (13°)
sont, comme il est facile de le voir, complétement intégrables, et il
existe =* sphéres de la seconde catégorie.

En résumé si un espace conforme normal non holonome admet
une famille @ deux paramétres de spheres, ou bien 1l admet une
seule famille @ un paramétre de sphéres orthogonales aue premicres,
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ou bien 1l admet une scconde jfamille a deux paramétres de
spheres.
Dans le cas d’existence de deux familles de s sphéres, on peut
supposer qu’on a
", == o, oy == My ], Wy = 0.
avec
dro= (12— 2l wy.

On peat alors prendre

w, == du, wy == dw, me= L dv,
avece
dlogl
an

hom—

Comme 2 ne doit dépendre que de «, on peut supposer que L est
une fonction quelconque de o, et 'on a

ds*=du* -+ W4 dn?

Les sphtres de la premiére catégorie s'obtiennent en cherchant les
géodésiques de I’élément linéaire

e} = dwi4- Wided,

celles dela seconde catégorie en cherchant les géodésiques de 1'élément
linéaire
W du?

We W

| J—
({’j! =

Oa peut encore mettre ce ds* sous une forme plus symétrique, mais
qui dépend en apparence de deux fonctions arbitraires d'un argument,
dsavoir

ds?= dn?+ Wi du+ Wi de?,

Enfin on peut remarquer que lesdeux familles desphéres de espace
ne peuvent avoir aucunc sphére commune, car unc telle sphére corres-
pondrait, pour la seconde famille, i cos = o, et I'on devrait avoir

({\!J = 7\0), == 0,
c’est-a-dire A =0, ou W\’ = o. Le ds* serait alors euclidien.

——— T



