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JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Sur les sphères des espaces de Riemann. 
à trois dimensions ; 

PAR ÉLIE CIVRTAN. 

On sait qu'on appelle ombilic d'une surface de l'espace ordinaire 
un point ou les deux rayons de courbure principaux sont égaux, ou 
mieux un point où l'indicatrice est une circonférence. Cette notion 
s'étend aux surfaces plongées dans un espace de Riemann quelconque 
à trois dimensions. Dans l'espace ordinaire, les surfaces dont tous les 
points sont des ombilics sont les sphères; elles forment une famille 
continue à quatre paramètres. Le problème de la détermination, dans 
un espace de Riemann quelconque, des surfaces dont tous les points 
sont des ombilics, n'a jamais à ma connaissance été traité (' ). Ce pro-
blème est au fond un problème de géométrie différentielle conforme, 
car si deux espaces de Riemann admettent une représentation con-

(1 ) Voii\ pour le problème analogue dans les espaces de Riemann à un nombre 
quelconque de η dimensions, J. A. SCHOUTEX (Der fticci-Kalhiil, Springer, 
Berlin, 1924, p. 179-180), qui donne des conditions nécessaires de possibilité, 
toujours remplies du reste quand η — 3. 

Journ. de Λ/atk., Lome V. — Faso. 1, îyuU. I 
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forme l'un sur l'autre, les surfaces des deux espaces dont tousles points 
sont des ombilics se correspondent par cette représentation. Or 
l'ensemble des espaces de Riemann qui se correspondent conformé-
ment, définit ce que j'ai appelé un espace, conforme normal, et le pro-
blème revient à déterminer dans ces espaces les surfaces auxquelles 
j'ai proposé de donner le nom de sphères. 

Il n'y a que l'espace conforme proprement dit (sans courbure) qui 
possède co* sphères. Les espaces conformes normaux qui contiennent 
des sphères sont exceptionnels. En tous cas, les sphères qui passent 
par un point donné doivent être, en ce point, tangentes à un certain cône 
du second ordre, capable d'un trièdre trirectangle circonscrit, attaché 
à ce point. Si ce cône [cône (C) | n'est pas dégénéré, il ne peut passer 
en un point arbitraire qu'un nombre fini de sphères; l'espace contient 
au plus huit familles à un paramètre de sphères; il peut du reste n'en 
contenir aucune. Si le cône (C) est dégénéré et se réduit à deux droites 
rectangulaires, l'espace peut ou bien contenir deux familles de co2 

sphères, respectivement tangentes à ces deux droites, l'équation ds2 = ο 
étant alors réductible à la forme 

W* did H- ΛΥ; (A-2 -h du>- — ο (W|. \Y2
 fondions de u); 

ou bien contenir une seule famille de ac,J sphères et une autre famille 
de χ1 sphères orthogonales aux premières, l'équation ds- = ο étant 
réductible à la forme 

du· -f- dr- — ο (d7 élément linéaire à deux variables); 

ou bien ne contenir au plus que des familles de ce1 sphères, 4 au 
maximum. 

' Dans le second cas, les sphères de la seconde famille sont définies 
par a = const.; celles de la première par l'équation d'une géodésique 
arbitraire de l'élément linéaire da-. 

Tels sont, brièvement résumés, les résultats obtenus dans le présent 
article. Je conserve les conventions et les notations de mon Mémoire 
sur les espaces à connexion conforme (Ann. Soc. Pol. de math., 2, 
ιγ)23, p. 171-221), en utilisant cependant partout des indices infé-
rieurs, ce qui ne peut prêter ici à aucune confusion. 
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Généralités; 

1. On sait que sur une surface d'un espace de Riemann à trois 
dimensions, les théorèmes de Meusnier et d'Euler sont valables. On 
peut en particulier généraliser la notion d''ombilic, et se proposer de 
chercher les surfaces Σ dont tous les points sont des ombilics. 

Si l'on attache à chaque pointdeSun trièdre trirectangledont l'axe 
des s soit normal à la surface, les composantes du déplacement infini-
tésimal de ce trièdre, quand on se déplace sur Σ, sont six quantités : 

ω,, GO») (>>;( o, 

w23ω31ι '·112 > 

dont les trois premières définissent la translation élémentaire, les trois 
dernières la rotation élémentaire. On a des relations de la forme 

o»u = a ω { -Hbw2 
f* ΐ O;î b Ci > | ~t~~ C f* > ο 5 

la courbure normale d'une courbe de Σ est 

0( ι CO 13 H- f<L> CO 03 ^ 0>2 *4~~ C CO* 
ω^Η-ω| 5 

le point considéré de la surface est un ombilic si l'on a 

a — c. b -- o, 

autrement dit si l'on a, en se déplaçant sur la surface, 

(ι) ω,3=λ(ι»ι, ω
ί3

=:λω
2

. 

2. Les lignes de longueur nulle de l'espace de Riemann permettent 
d'autre part de définir, dans le continuum constitué par cet espace, 
un espace conforme normal ('). La connexion de cet espace est définie 
par dix formes de Pfaff : 

G),, Γ»3; ω00; ω»3, ω·Λ1, ωι»; <·>!ο> 'j>îh> ω3ο5 

(L) Κ. CARTAN, Les espaces « connexion conforme (Ann. Soc. poi. math 
t. 2, 1928, p. 171-221 ). 
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satisfaisant aux relations de structure 

k-Λ 
(a) · ωί |>>oo«/] + 2wk wkj 

A = l 
A = s 

(3) ω'
ϋ0
=2 [ω/,ω/,ο], 

λ·=ι k~.:\ 
(4) ωί

7
 =: [ω,·ω7·0]·— [ω;ω/0] + 2 Ιω»Αwkj 

k=1 

La courbure de cet espace est définie par les trois formes Ω,0, ÎL0, 
Ω

30 données par les relations 
k — i 

(5) oi'io— [ω/οΜ ~^~^2 [
ω

·'
7
''

ω/,
'°]+ quo 

k = ι 

Dans le cas présent, on peut prendre pour ω,, ω
2

, ω
3

, ω
23

, ω
3Ι

, ω,
2 

les mêmes formes que celles qui servent à définir l'espace de Riemann; 
on a alors 

ω0(|— °· 

et les trois formes ω
/0

 sont complètement délinies par les formules (3) 
et (4). 

Les dix expressions ω
4
·, ω

οβ
, to

/y
·, ω

4
·
0
 peuvent être regardées comme 

définissant le déplacement conforme infinitésimal d'un pentasphère 
attaché à chaque point de l'espace, ce pentasphère comprenant une 
sphère de rayon nul A (dont le centre est le point considéré de 
^espace), trois sphères unitaires orthogonales A,, A

a
, A

3
 passant 

par A, et une sphère de rayon nul A' dont le centre est le second 
point d'intersection de A

n
 A«, A

s
, le produit scalaire A. A' étant 

égal à i. On a 
ci Λ — ω0ο A ■+- ω ι Λ [ -f- ω

2
 Λ 2 -f- ω3 Α 3

, 
Α = ;5 

ci\
t
= ω/ο Λ + V (,),·/, Α/,— ω,· Α', 

Α =ι 
Α = :ι 

ci-Υ — —ω/, ο Αλ — ω0ο Α'. 

Α = 1 
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5. Cela posé, soit Σ une surface de l'espace de Riemann donné 
jouissant de la propriété que tous ses points soient des ombilics, et 
considérons, dans l'espace conforme normal correspondant, en chaque 
point de Σ, la sphère Α., λΑ. On a, en se déplaçant le long de 2, 

d ( A. 3 -f- λ A ) — ( £*>3 , λοθ[ ) A, -h ( W39 -Η λίθο ) A» -+- ( ci"k -4- ω 30 ) A, 

c'est-à-dire, en tenant compte de(i), 

d(A3 λ A ) ~ [ d\ -4- tO30) A. 

Or les équations (1), dérivées extérieurement, donnent, en tenant 
compte de l'équation to

3
 = 0 et des équations (3) et (4), 

[ωι ω30] + λ [ω
2

ω
2

ι ] ~ λ[ω
2
ω

2|
 ] -f [ίίλω,], 

ou, en simplifiant, 
[ + iû30)] ~ 0. 

On a de même 
[ω2(^λ -4- w30)] —0 

et par suite 
ί/λ -4- Wjo ~ o. 

Il en résulte que le champ des sphères A
3
 -+- λ A, attachées à chaque 

point deΣ, reste stable quand on se déplace d'une manière quelconque 
sur la surface Σ. On peut encore dire que si l'on développe, sur l'espace 
conforme tangent en un point fixe quelconque de Σ, une ligne quel-
conque tracée sur Σ, cette ligne vient se placer sur la sphère fixe 
V

3 4- λΑ attachée à ce point fixe; ou encore que la surface Σ se déve-
loppe, sur l'espace conforme tangent en un de ses points, suivant une 
sphère. Nous dirons que la surface Σ est une sphère de l'espace conforme 
normal. 

La recherche dans un espace de Riemann des surfaces dont tous les 
points sont des ombilics, revient donc à la recherche des sphères 
dans les espaces conformes normaux correspondants. Nous dirons que 
ces surfaces sont des sphères de l'espace de Riemann. 

Il résulte en particulier de ce qui précède que les sphères d'un 
espace de Riemann ne changent pas si l'on multiplie le ds2 de l'espace 
par un facteur fini arbitraire, ou encore que dans deux espaces de 
Riemann admettant une représentation conforme l'un sur l'autre, les 
sphères se correspondent par cette représentation. 
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Le vrai problème à se proposer est donc la recherche des sphères 
d'un espace conforme donné. 

Les sphères et le cône (G)· 

A. Prenons, en chaque point d'un espace conforme normal, un 
pentasphère de référence aussi général que possible. Toute sphère 
passant par le point considéré pouvant être prise pour sphère Λla 
recherche des sphères de l'espace revient à l'intégration des équations 
qui expriment quo d \

:!
 = o, à savoir 

(('») M
;
,
u

— O, = Ο, ω
;!
,= 0, Ο. 

La dérivation extérieure de ces équations conduit à 

(7) "*>=«· 

Rappelons que les expressions Ω,„, ih
0

. Ω
;Ι0

 sont de la forme géné-
rale 

ί --10 a P'J2r,\'l J p 1 /'V'M j -1' Ρ I M1 (Ο .. ] , 
(S) | Ω

2ι>
— 5"[ω

2
ω

;
.] -h of! [ο»;/.»! ] 4- 3 [μ, ω,], 

f "ÏI»~ ρ' [ω2Γ·>:ΐ.1 -I- β ( ,J> I J "t"" ?· I. 01| '.»· |, 
avec 

(9) y- 4- y.'-η α" = ι». 

Le cone dont l'équation tangentielle est 

(10) x. u 1 4- χ u ί; -I- χ.'' a H -4 2 β ιι·
λ
 4- 2 3' ιι

λ
 η, -f- :> ρ " it

 {ιι.,~ ο 

est le cône (C) (') attaché au point considéré de l'espace; il est 
capable d'un trièdre trirectangle circonscrit. 

Ici l'équation (7) donne a" = o, ce qui exprime que la sphère Λ., 
est tangente au cône (G). On a donc le théorème suivant : 

Toute sphère Σ d'un espace conforme normal est tangente en chacun 
de ses points au cône (G) attaché à ce point. 

(*) E. Cartan, (toc. cil.), p. 197 
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Les sphères Σ sont donc des solutions particulières d'une certaine 

équation aux dérivées partielles du premier ordre. 
La conclusion serait illusoire si les coefficients de l'équation (10) 

étaient tous nuls, ce qui signifie que l'espace est l'espace conforme 
ordinaire (ou holonome). On en déduit en particulier le théorème 
suivant : 

Ce n'est que dans iespace, conforme holonome qu'il passe, par un 
point quelconque, une sphère tangente à un élément plan quelconque 
issu de ce point. Les sphères, dans ce cas, dépendent de quatre con-
stantes arbitraires. 

ii. Avant de procéder à la recherche plus approfondie des sphères 
d'un espace conforme normal, cherchons l'expression générale du ds2 

d'un espace admettant une famille à un paramètre de sphères, de telle 
sorte qu'il en passe une et une seule par tout point de l'espace. 

On peut supposer que chacune de ces sphères se développe suivant 
la sphère V, ; on aura donc, en tenant compte de co

;
, = o, 

(il) wI3= ω23= i>. 

Lu changeant au besoin les sphères de référence V, et \
3

, on peut 
supposer (pie les relations (ι i), au lieu d'avoir lieu en tenant compte 
de ω., = ο, ont. lieu idenliqucmenL Si en elï'et on a 

rol3=>.W3, M
i3
 = pj>

3
, 

on aura 

d( Λ ι λ A ) — ( o> ίο - — c/λ ) A — )w| \ ι - h ( '»*12 — ) A ·> — '»>, A', 

d'où 
Λ :i. d ( Λ, — λ A ) — ο ; 

en prenant A, —λΑ et A
2
 — u.A comme nouvelles sphères A, et Λ,, 

les composantes co
l;)

 et co
1>3

 deviendront identiquement nulles. 
Réciproquement, si l'on peut choisir le pentasphère de référence de 

manière à avoir identiquement 

',1U—: ω·.:, — Ο, 
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on aura, en dérivant extérieurement, 

[ω, Wao] — [ o> a ro ι ο ] — o, 

|>V<>30] — [ω3ω50] = <4 

ce qui montre que l'expression co
30 ne dépend que de ω

3
. Par 

suite dΛ
a
 — ο, quand on tient compte de ω

3
 ~ o. L'équation complè-

tement intégrable ω3 = ο définiL donc une famille de sphères. 
Pour avoir l'expression générale du ds- correspondant, partons des 

formules 
ω', = [wo0w,] -f Ov-ML 
ω2 — [ω0θω2] -H [WIW|Î]I 

m'.,— [ ω0ο (0:i ]. 

Comme les composantes ω,, ω
2)

 ω
3
 ne sont définies qu'à un facteur 

près, on peut prendre 
ω3 — du·, 

ce qui donne 
ω0Ο = Il du·. 

On a ensuite 
ω', 4- ί.ω'2= [(ί·»«ο — '"is) ('«'ι -τ- ι'·>·).|· 

ce qui prouve que l'équation ω, 4- /ω. = ο est complètement 
intégrable. Soit 

ω, -H fio5= Κ e'V-(clu 4- idu) ; 

on en déduit 
coj 4- ω; — k'2(du-4- ίΛ'*) 

et 

ds- — <7<v2 + Κ'-(du2-+- du-) 

La fonction Κ est du reste arbitraire, car on a 

^ -h i dp — ωόο— /"ω
12

4- (ρ -h ισ) (du 4· i du), 

d où 
i,du — σ du — — II du·, 

ρ du 4- σ du — dp 4- ω12. 
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On peut prendre arbitrairement les fonctions K, u, p, c; on a alors 

Il — ,
 0pdv σ du—du., 

Le résultat précédent montre que les espaces conformes normaux 
qui admettent une famille à un paramètre de sphères, dépendent d'une 
fonction arbitraire de trois arguments. L'espace conforme normal le 
plus général dépend au contraire de deux fonctions arbitraires de 
trois arguments. Les espaces de Riemann qui contiennent des 
sphères sont donc exceptionnels. 

Cas où le cône (C) n'est pas dégénéré. 

6. Nous allons maintenant chercher quel est le plus grand degré 
de généralité possible des sphères d'un espace conforme normal, en 
commençant par le cas général où le cône (C) n'est pas dégénéré. 
Nous supposerons, dans ce qui va suivre, le ds2 défini positif. 

Toute sphère unitaire attachée à un point de l'espace est de la 
forme 

.r, A, 4- Λ4~ .*4 Λ;, 4- ·ν Λ, 
avec 

(12) -r'î + χ2 4- x'i = ι. 

Lu exprimant que sa différentielle (covariante) est nulle, nous obte-
nons les équations 

j (ÎX j 4- .Ρ·>(ϋ·)| 4- 4*;)(l);n4- X it) I Ο, 
1 (ΙΧ·\ 4~ Χ ι 0) 12 ~t~ 4";j)»)32 4~ Χ' (>)·> Ο, 

(ιό) ( d.v 3 4~ Χ Ι 0J13 4- Χ% 0) 2 ;) 4- Χ ■'») ;J Ο, 

Ι (ίχ% 4~ 0)|„ 4- .Το (»20 "Η "^*3
 fj>3o —'— ^'^Οιί— Ο) 

{ ,Ί'Ι Μι 4~ Χι Wj 4- r»>
3
 — Ο. 

Les conditions d'intégrabilité donnent 

#ιΩιο4- .τ4Ωί0+ a?3^so = o> 

équation qui doit être vérifiée en tenant compte de la dernière équa-
tion (i3). On obtient ainsi 

(ΐ-Ί ) ax'\ 4-·α'Λ'ί|4- a"xj 4- 2 j3a?2.r34- 2 β'#3Λ:, 4- ι^"χϊχίζ=. ο, 

Jour·η. de Math., tome V. — Fasc. I, 1926. 2 
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ce qui exprime simplement que la sphère est tangente au cône (C). 
Avant de poursuivre, rappelons les identités de Bianchi généralisées 

qu'on obtient en dérivant extérieurement les équations (5) : 

h — :> 

ί-Λ» + [ '·»οο Ω,
β
 ] — ̂  ] = Ο. 

Λ = I 

Ln remplaçant les Ω par leurs valeurs et développant, on trouve 

j dz +3ao>
00

 —2 ρ"ω,
2 -h ?.ρ'ω31 = «ι^ι -H α2

ω
2 +x3w3 

1 dec1 -l- 3CZ'M00— a po>2ï -i~ :!Ù"m|3 — α', a»! -+- a'2co2--i- a'.,M;,, 

J dec" -t- 3 y."fi\,
0
—''.β'ω;-! -!- a βro.,

3 χ\ ω( + α*Μ
2
 -b α'3

 w
:t

, 
(13) "Ή ^P'^oo — p f,1;u "I- p'&'ij "Τ" (&· — y~ pi^'i [3oi»>o p3'·>:(, 

J dp' -+- 3 ρ'o>
(
,^ — p',( 12 "I- p (ϋ2:ι "3~ ( ^ ^ ) '*':ιι Ρ ι k)ι ~t~ p·> ^2 Ρ:!

 ω
ϊ' 

| ί/ρ 3 β Ρ ^211 "i
_

 p''bu "3~ ( & — ^ 2 ™~ Ρ Ι ι ~Ρ ·> ^'*2 "Ι
-

 ρ2 '^3· 

Les premiers membres de ces équations sont les différentielles cova-
riantes de α, ..., β". On a du reste, et ces relations constituent les 
identités de Bianchi, 

/ */ -+■ «)· "i~ = υ 

\ ccι -j— p., -I- ρ..;r= O, 
(•t>) < ... ; ' (/=--1,2,0), 

1 Pl ^ ^,-H P;, = 0
; 

( Pi Pî -1-· Λ3 — Ο. 

[Nous pouvons maintenant diiTérentier l'équation (i4)> en restant 
sur la sphère Σ. Posons 

/' rr: ce λ: ]+■ z'#l -H Ct".vl + 2p.-+■ ap'.i·;,./'! ~b 2p"a't.Z\, 

/,· — α,·.γ + etj Λ'Ι -+- α· .)■- -H 2 p,-.*Yt'3
 -h 2 5',· -+- 2 3j'x1 x2 

I vient, en tenant compte de/ = o, 

/. - —- /θ — ^ γ- J, - Λ' 

(17).r, ~ ~ ./·, —x3 

Ces formules montrent que, si l'on connaît les coefficients a?,,a?
3

,a.*
3 

relatifs à une sphère Σ, le coefficient χ est parfaitement déterminé. 
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On a de plus, pour toute sphère Σ, la relation 

/. Λ Λ 

(18)É it =0· 
.r, .c, ,f

:| 

7. Supposons d'abord que la relation (18) soit une conséquence de 
la relation (i/|)· Nous pouvons .supposer les repères choisis de 
manière à avoir 

β = β':τ=β"=0. 

On aura alors une identité de la forme 

{y.1— Λ").ΐ',.ί'
;)
/,+ (oc" — y.)x

:r
<·, fi-h (oc — α').ι··,.·ί'ί/ι=/11 (-«ι» -Cj, >r,), 

H étant une forme quadratique convenablement choisie. On voit 
immédiatement que cette forme ne contient que des termes 
rectangles : 

il Λ.,.γ~i- —(- A .r, .<■.>· 
On en déduit 

(y'— y*) oc, = Λα',' 
(y.1— oc")oc\ = λ α", 

Ια'-α*)β, = ο. 

Si donc α 'φ α", l'ensemble des termes de/', qui ne contiennent pas 
x

{
 est proportionnel à α'α^-b par suite peut, en tenant compte 

de (i/j), être remplacé par un terme en aq; autrement dit ^-7 est égal, 
pour toute sphère Σ, à un polynone déterminé 0, du premie/· degré 
en a?,, a;,, 1·,, 

N/' les trois coefficients α, a', a" sont distincts, les équations (17) 
peuvent donc se mettre sous la l'orme 

ο ( — 2 αχ — φ., — 2 oc'χ — φ3 — 2 oc"χ : 

par suite, χ est un polynome déterminé du premier degré en a··,, x
s

, .r3
. 

Par suite enfin, en choisissant convenablement les sphères de réfé-
rence A,, A2

, A
S
 , on peut supposer χ = ο. 

Les équations 
li-h-L· 
Xi d'o d';· 
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étant maintenant des conséquences de l'équation f — o, 011 en déduit 
facilement les identités 

fi~ h,·f-V Λ·/©, 

en désignant par φ une forme linéaire convenablement choisie. Mais, 
d'après les relations (16), les formes f\, sont harmoniques et l'on 
a de plus 

df1 df2 df3 
0.v

x
 (J.r

a
 ' 0.v

3
 °" 

Gomme la forme f est elle-même harmonique, cela exige φ = o 
el A, = ο. Donc Vhypothèse que la relation. (18) est une conséquence 
de ta relation (14) entraîne, au besoin par un choix convenable du 
repère, 

y 1—,/·.> -/a-- °· 

Les équations (i5), où l'on suppose toujours β == β' = β" = ο, 
donnent 

Γ0.)3 ~ (03, — C«)|2 ~ O, 
(ta f- S a 0 — da' -1- 3 a' ω„0 ~ da" -t- 3 a" m,,,, := o ; 

d'où, par dérivation extérieure, 

w10- W20 r=: ύ>30—1. 

Ce résultat est absurde, parce que la courbure de l'espace serait iden-
tiquement nulle. 

V équation (18) ne peut donc pas être, une conséquence de Γ équa-
tion (i4). 

Les équations (14) et (18) ayant au plus huit solutions communes, 
il résulte de ce qui précède que Yespace conforme normal donné ren-
ferme au plus huit familles à un paramètre de sphères. Ce nombre 
peut naturellement être réduit; il peut même être nul, comme 011 l'a 
remarqué plus haut. 

S. Le raisonnement fait dans le numéro précédent suppose les trois 
coefficients α, a', «"distincts. Supposons a — a', et par suite α"= — 2 a. 
L'équation (18) se réduit à 

(18) Χ3{χιΑ—λ\Α) — Ο. 
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Les formules (i5) donnent 

<x.j—ai% β'|· —ο, 

d'où, en tenant compte de (ib), 

α) — — a a,·. 
On a donc 

J]~ a, (.vj -i- — n.v* ) 4- a ( β,-a?*4-β) .ν, ).rt. 

L'équation (i8) se réduit donc, en tenant compte de (i4)> à 

4 1. Ρΐί "*'î ( β l βΐ )*Pl U'j β l " D. 

Lilc ne peut être une conséquence de l'équation (i4) que si l'on a 

3, :t-
 (
5'a= β', — β." Ο. 

Les équations (17) se réduiraient alors à 

5', .r3—a.r =.·: β3.<·54- p".,.r, 4- aa.r ; 

elles donneraient pour .r une forme linéaire en a?,, .r,, .r, ; en chan-
geant au besoin les sphères de référence A,, \2) \v cette forme 
pourrait être réduite à zéro, et l'on aurait 

β', — 3
;i
 — 3 — Ο . 

Les équations (i5) donneraient alors 

ί/α 4- 3 αω00 -. - ms3 — ω31 ο, 

d'où, par dérivation extérieure, 

M, 0 :u- 11 ω 1, '.u0 — 11 (.iâ, ω30 = — H ω3, 

puis 
Ι21β=|>/Ι1α>,], Sïsezrrfrfllta,]. «ï0 = -[c/Ηω, J. 

Mais cela est impossible, car le coefficient α de [co
a

co
s

] dans Ω,
0
 serait 

nul et l'espace serait holonome. 
I/équation (18) ne pouvant être une conséquence de l'équation (14), 

et ayant par suite avec cette dernière au maximum quatre solutions 
communes acceptables, il en résulte que l'espace conforme 
normal donné renferme au plus quatre familles à un paramètre 
de sphères. 
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Cas où le cône t,C) est dégénéré. 

9. Si le cône (C) est dégénéré, il se décompose en deux droites 
rectangulaires et l'on peut supposer que l'équation (14") se réduit à 

.r, — o. 

Les splières possibles de l'espace se répartissent alors en deux caté-
gories : les unes appartiennent au réseau Α., H- .e, As -+- ,cA, les 
autres au réseau a·, A, -h «rs A3 4- xA. 

Pour déterminer les sphères qui appartiennent au premier réseau, 
posons 

,<.. = coso. .r3:rr?ino. 

Les équations (i3) deviennent 

cos-ο -l- sino w3| -+- λ*o. 
co?9 Wj 4-sine? m3 — ; o, 

do 4- = .r . = — .r « S1119 cosa 
d.v -+- cos φ &>·ο-+- sin φ ωΐ0 -4- .νω09 = ο. 

Κη supposant remplacées les expressions <o
ai

 et ω
:!|

 en fonction 
linéaire de ω,, to

2
, ω

3?
 on voit, par la première équation, que .r est 

une forme linéaire en cosp et sin p. On peut donc supposer le repère 
choisi de manière que toute sphère de la première catégorie appar-
tienne au faisceau cosoA* + sino\3. Les formes ω21 et tos, sont 
maintenant indépendantes de co, et les équations (i3) deviennent 

en? 9 (o2 4- sin ο ω3 = ο, 

C O S ' SHI ν — o « 

COS Cp (0^ — SIUC/ '<*30 ~~~0. 
do 4- — o. 

Xous allons chercher dans quel cas l'espace admet une famille à 
deux paramètres de sphères de la première catégorie. Il est nécessaire 
que l'on ait des relations de la forme 

\ α ω,. Μ13=αω3. (19) 
I ~ 11 <<U, W;iO— "ί03· 
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S'il en est ainsi du reste, le système de PfatT 

(20) icosoa>5-+- δίηφω3 = ο. 
do -4- ω53 = ο 

sera complètement ïntègrable, comme le montre la dérivation exté-
rieure. L'existence de cette famille à deux paramètres de sphères 
entraînera la dégénérescence du cone(C), puisque dans le cas con-
traire il ne pourrait y avoir au plus que des familles à un paramètre 
de sphères. 

On peut encore simplifier les équations (19) en changeant la sphère 
de référence Λ,, de manière à annulera. On en déduit en passant, 
d'après les résultats du n° », que l'équation ω, = ο définit une famille 
à un paramètre de sphères. D'où le théorème suivant : 

$yiLexiste dans un espace conforme normal non holonomc une 
famille à deux paramètres de sphères, il existe une famille à un 
paramètre de sphères toutes orthogonales aux premières. 

D'après les résultats du n° o, le <As,a de l'espace est réductible à la 
forme 

dsi = du* 4- Ks ( dv* 4- dw~ ) ; 
on a ici 

Γ,ν,ϊ = —r— du. du, 

(0,2=0. ω13 = ο, 

coS;,= ρ div 4- σ de —du, 
avec 

dloglv <) log lv 
p = dv o = dv 

Le calcul des formes ω,
0

, ωί0, ω
30

 s'en déduit immédiatement, et 
pour que les deux dernières équations (19) soient vérifiées, il faut et 
il suffit qu'on ait 

(îMoglv ùDogk 
du ΰ\· °' du ϋιν ~~ ° 

par suite Κ est le produit d'une fonction de u par une fonction 
de t» et «\ Finalement on voit qu'on peut supposer le ds3 réductible à 
la forme 

I dsi=dui^- rfaâ 

ί/σ3 étant un élément linéaire à deux variables r, w. 
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La forme (20) des équations des sphères est du reste identique à 
celle des équations qui donnent les géodésiques de Γ élément linéaire 
do2Toute equation en c, w définissant une géodèsique de l'espace 
de Riemann à deux dimensions d%clément linéaire dσ2 définit une 
sphère de Γ espace conforme normal donné. 

Toutes les sphères de la première catégorie sont donc engendrées 
par ao* courbes r = «, <v — b. 

Remarquons que s'il n'existe pas une famille à deux paramètres de 
la première catégorie, il en existe au maximum deux familles à un 
paramètre. 

10. \vant de poursuivre, notons que l'existence de ocs sphères de 
la première catégorie permet de supposer 

( &V<0 == Wu— <■>. Wj;t— O. 
(21)| ω,

0
~—Hw

h y
!0
 - HM., M

;:o
—|IM

3
; 

la forme co
2s

 11e dépend, de plus, que de ω
2

, ω
3
 ; quant au coefficient H, 

c'est la demi-courbure totale changée de signe de l'élément 
linéaire et cela en vertu de la formule 

w'33— lwîwao] — * Hl '.u'.uj, 

Partant des hypothèses précédentes, nous allons procéder à la 
recherche des sphères de la seconde catégorie. Il en existe déjà une 
famille à un paramètre, délinie par l'équation ω, =o. ou u — const. 
Remarquons auparavant qu'on a 

ow = -[V|| r,hl iU= [<M W21, o30= [y IIw3 

ou, en posant 
(VU — IL ω5 + H3ro3, 

Îîi0-~—ÎLtwaWi] — lL|'(u,w
s
], 

s20— — H3[wi^3]. 
i-so — lL[w

s
w

s
]. 

Si nous voulons que le cone (C) ait pour équation tangen-
tielle .tyr2 = 0, il faut supposer H2 = o> ce qui conduit à la conclusion 
que la seconde droite dans laquelle se décompose le cône (C) corres-
pond à la tangente aux courbes d'égale courbure totale de l'espace 
de Riemann à deux dimensions d'élément linéaire </σ2. 
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Toute sphère de la seconde catégorie est définie par les équations ( 13), 

où Γ011 pose 
.r,— οο»ψ, = sin ψ. 

On a par suite 
ω( cos ψ ω;(

 sin ψ — υ,
 Ν 

) —sin ψ (.)2;>+ «ΐ'ω.πζ: ο., .. 
(ι3'") \ j —βίηψ ίίψ-4-Λ·ωι = ο, ^ 

\ tlx—II cosJ/Wt-h II $ΐηψω3= ο. 

Nous pouvons supposer βίηψ^ο, sinon nous retomberions sur la 
sphère A,, et aussi cos| φ. ο, sinon nous retomberions sur une sphère 
de la première catégorie. 

Soit 

(aa) ω..
3

— λω·»Η- μω
3

; 

les équations (i3') entraînent 

x— λβιηψ, ρ.8Ϊηψ=ο; 

donc on doil avoir υ. — ο pour qu'il y ait dos sphères de la seconde 
catégorie autres que celles déjà signalées, qui coupent orthogo-
n(dement les sphères de la première catégorie. 

Supposons qu'il en soit ainsi. La dérivation extérieure de (22) donne 

| ω»(cil 4- ( :ï II — λ4 ) ω#)] — 0 > 
d'où 

(ft· — ρ (η 2 H- ( Λ"— '2 H ) ω 3· 

Les équations (i3') s'écrivent alors 

'» ι j cosd* -+· ω3 si η ψ — ο. 
ίΛ!/ — λωι = ο. 

ρω.» = ο. 

On doit donc avoir encore ρ = ο. S'il en est ainsi les équations (i3') 
sont, comme il est facile de le voir, complètement inlégrables, et il 
existe oc- sphères de la seconde catégorie. 

En résumé si un espace conforme normal non holonome admet 
une famille à deux paramètres de sphères, ou bien il admet une 
seule famille ti un paramètre de sphères orthogonales aux premières, 
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ou bien il admet une seconde famille à deux paramètres de 
sphères. 

Dans le cas d'existence de deux; familles de œ2 sphères, on peut 
supposer qu'on a. 

w1— ο, (>ΰ — λ [wjWj], ω', = ο. 
avec 

dit. — ( )r — all) ίο>(. 
On peut alors prendre 

γλ, — du. (χ\·λ —Lrfi·, 
avec. 

dloeL 
A ~ 7)^~ ' 

Comme λ ne doit dépendre que de u·, on peut supposer que L est 
une fonction quelconque de et l'on a 

ds*— du*-h- AVJ <Α,2-τ- dw* 

Les sphères de la première catégorie s'obtiennent en cherchant les 
géodésiques de l'élément linéaire 

(fa* — d\V*-\- AYS (/r*. 

celles delà seconde catégorie en cherchant les géodésiquesde l'élément 
linéaire 

'^=■^7-1-\yr 

On peut encore mettre ce ds- sous une forme plus symétrique, mais 
qui dépend en apparence de deux fonctions arbitraires d'un argument, 
à savoir 

ds* = dxv* -+- ΛΥ» du* + \\l (fa-. 

Enfin on peut remarquer que les deux familles de sphères de l'espace 
ne peuvent avoir aucune sphère commune, car une telle sphère corres-
pondrait, pour la seconde famille, à cos ψ = ο. et l'on devrait avoir 

ί/ψ — λω, — ο, 

c'est-à-dire λ = ο, ou λ\ ' = ο. Le ds- serait alors euclidien. 


