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EQUATIONS AUN DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 381

Des e’qu(c.u.'tm.v awr dérivées /)(c.l*lft'//('.s' i second ordre
intégrables par la méthode de Darbouwr;

Par R. GOSSE.

Ce Mémoirve (') est consacr¢ a la démonstration du théoréme fon-
damecntal suivant :

St une équation r+- f(x,y, 5, p, ¢, $, ) =0 admet, pour lv
systéme WU de caractéristiques correspondant @ la racine ne,, un
incariant dordre supéricur a3, suns en admetire d’ordre inférieur,
dm, am,
ar Ty
est nul sauf peut-&tre dans un cas particulier qui sera précisé.

\prés avoir généralisé quelques résultats connus et introduit
quelques notations (*) et détinitions commodes, je démontre (*)
d’abord que :

ou bien elle admet une neolution ordre 3 ow bien

St e systéme W admet une invcolution o ordre n > 4, sans on
admettre & awtre dordre compris entre noet 3, o bicw elle admet

. . . . cdin, dan,
une tnvolution d’ordre 3 ou bien S o= est nul.

Pour avoir complétement démonteé le théoréme fondamental, il
suffit alors d’étudier le cas ot I'équation dounée admet & la fois un

(') Volr ma Note aux Comples rendus, t. LT, p. 1612, Quelques-uns des
résultats de ce Mémoire ont é1¢ publiés sans démonstration par M. Gau dans une
Note postérieure & la mienne, mais qui provenait de Pouverture d'un pli cacheté
déposé bien avant ma Note: la priovité de M. Gau, en ce qui concerne nos
résultats communs, est donc incontestable.

(?) Pour les notations, velr Gouwsar. Legons sur U'intégration des équations
du second ordre, t. |1, p. 78, et Gav, Théses (Gauthier-Villars, 1911), Chap. 1,

(*) Ge théoréme a été énoncé par M. Gau dans la Note précitée,
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invariant d’ordre » >> 3 et une involution d'ordre 4 et de montrer qu’il
conduit aux mémes conclusions : c'est & cette étude et a 'expos¢ de

quelques conséquences évidentes du théoréme fondamental qu’est
consacrée la fin de mon travail.

L. Notations. - «a. Nous poserons, en supposant 1, 2 m,,

dm, " dm, )m. dm,
—— e -_t el e PNy ———
- e Loy R ot s
G = > gz ’
My— iy — m,
dm, dnry  ding dn,
e Dy — e e 1y e 2
L ol Tds o dt bos
) my—m, nmy—m,
da R el \ el e FTLER A
1y (@) == ———m, —y Gala) =2 { o=~ ) - ma | —— ) e k et \
()I'\m ‘)plu 1 ‘ dv ) l\({.\’ ()I'Iu t (/\Y” .

Si a est une expression oti 'on considére comme constantes toutes
les dérivécs partiellex d’ordre supérieur & #, on a alors. sur une carac-
Leristique du systeme 11,

! da Wl N . :
((/(Il‘ et ‘ :;‘;‘J -+ My \ i{; ‘ aGa) -+ (= M Pan . l) I W L)

b. St 3, ona (voir Gau, loc. ¢il.)

dn o o/

ll‘ . RN UTE l()T ~t= anr (_)? A L) “u Sl LR \n'i' T

S on pose

|“‘/’n:i ; l"/'l:’ I‘(",

'1'-/ /o » Jf dr/ df
\ “""/ 13 1'/’.\'.")—[‘ - (/’l:"(); i /" Jt )

on obuient
B Jf Jdf \
= = Py A Py == Mg g cis Napay T
|75 ] = s N
3, ¢lant facile & calculer. On en ddéduil sans peine », et a,. Cette
dernidére expression est linéaire par rapport aux dérivées d’ m'drc 5 oet
Pon démontre, par voie d’tnduction compléte. que, pour 2725,

“'n = ”/:]’ln—l -+ 'u [’On -~ l\m



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND onbhe. 383

K, étant au plus d'ordre » — 1 et Il, et [, étant donnés par les
formules

H, = n ld ()IJ_‘ n(n—~|) W78 1}/ | = ‘l Jdf 1~—|)| a Jf

dy dp (ll 7/5 c_?r—/ oy ()t

Si nous convenons, toutes les fois qu’il n’y aura & craindre aucune

ambiguité, de désigner par IV ce qui reste de 1" quand on y a supprimé
. , n—ri)(n—2)

les termes d’ordre le plus ¢levé, on a, en posant N == -(————»--»-);(«-—~—~—~

, Wy )2 vy, 0
“n- l::”nrl—""l\(/)lt ){ -+ Pos ;\ )/t> ln |:|4 1+:\<PIJ()\(:‘ -t oy ToE AIE )

¢. Nous poserons, avec M. (iau,

ey ,___"(lmo 1 | edmy “ldlm, Jdf df>
A T l__(rlgl—‘-bl ’ b= lT/_)—] nig— 1, (I e ‘ T+ [7{)] i dp dq,

et nous désignerons par u, 4 Uexpression Ao« + Bj, « et § étant des
constantes. On a

. ) dni, dne,
Magint Py (3 —a) ( =Py -t i l’ox) — 3G (pra-- 01y pos).
Sil'on posc

Toa= A 4B M, =+ My
on a de méme

)i hin
Tow ) 7T (n—-l)(‘ ’ Pro -t (TTI/)""> (.1(/),., A= 0y P ) = 1

Eafin, nous désignerons par 0, le groupement pyj,_, =+ ne, p 4, nous
réservant de supprimer U'indice toutes les tois (ue ce sera possible
sans nuire a la clarté.

2. Définition des facteurs canoniques. -— a. Nous dirons qu’une
équation d'ordre » > 3, cn involution avec r + / == 0, est mise sous la
forme canonique quand on I'écrit

'!J'IE/'1I1~I -+ 'n'll)\'ll—{— ?(‘l‘a “') 3y /)nl e ~I’n/n [’ll) vy I)lu 1) = 0.
M. Gau (loc. it p. 12-13) a monteé que I'on a

(/J,,

d—-— =, (An 4 B) == py Y.
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Cette condition nécessaire n’est suffisante pour qu'il existe une
involution d'ovdre n que si , a la forme indiquée. Plus généralement,
s'il existe une fonction 9 d’ordre n telle que

dy = I’

({.1‘ -— Y k]
I étant d’ordre inférieur a 2, il existe une involution d’ordre » si ¢ ou
1 . )
- sont susceptibles de s'annuler.

M. Gau a démontré (loc. cif., p. 11-12) que s'il exisle une invo-
lution d'ordre n > 3, le systéme

I‘/I~-l(<?) = hps G, l(?) S oy e QM0

admet une solution. Pour démontrer la réciproque, il suffit de remar-
quer que si l'on pose
Lmm Py o Py - D,
on a identiquement
oY g

————— — My e T 0

‘)/’\m ()I’ln i

e AL\ fdn N 0
i) )= (57 )i
g ‘(/HI i ([
= Pon (l_jl—lll -+ Ny \ (0 J) - (—’n ,(O) + F n (Q)(/’lw»l’*‘ ”'l/'u")

._"(I'ln~l~\|u \'*‘/»'unxu l+~.’.n l)‘

et

[.e second membre se réduit, Ltous calculs faits, & u, b, Donc le
premier s'annule en méme temps (ue ¥, ce qui démoutre la propo-
sition.

b. M. Gau a signalé que, s'il existe un invariant d’ovdre #, on peul
le mettre sous la forme
U= O (Praey ~F My Pog + 0) = 0y,

(v étant d'ordre 2 —1).
Nous dirons 1111][ est alors mis sous la forme canonique (')

(VY Foir Crams, Sur les incariants des équations awa dérivées partielles
de second ordre (Annales scientifiques de ['Ecole Normale supérieure, 1920,
p. 107-110).
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M. Claivin a remarqué que v vérifie alors une relation de la forme

dv
S Oy 7T O

d

Si nous appelons f«ctewr canonique d'ordre K toute fonction d'ordre

o

- e . " Y
K qui vérifie une relation de la forme T e =0 (« et étant des

constantes), on peut donc dire :

S'il ewiste wn invariant d’ordre n >3, il existe un facteur cano-
nique dordre an plus égal an — 1.

- < ’ . . .

Quand 3 n’est pas nul, z s’appellera ['indice du facteur. Done s'i/

' . . . .

y aune involution d ordre n, il existe un facteur canonique dordre
et d'indice ny 'l y @ un incariant d’ordre n, il y a de plus un fac-
teur canouique d'indice n ot d’ordre inféricur a n.

Nous ferons souvent usage des remarques évidentes qui suivent :

1° Sl existe un factear canonique ¢, il ne pewt en exister un
auntre w de méme indice (1=~ const.) sans qu'il y ail un tnoa-
riant dordre égal a celul du factewr quei est de Uordre le plus hawt.

2® Sl ewiste trois facteurs canoniques (ordres différents, il v
a un invariant d'ordre égal @ celui du facteur qui est de Uordre le
plus haut.

o. Tukonine |, — L'existence 'un jacteur canonique dordre
h >3 entraine ow bivn colle d'un factewr canonique d’ordre infé-
rieur el d'indiee h, ou bien celle d’une involution d'ordre h.

On a, par hypothése.

. - . | N
) :{—‘I- gy [—:%-\ - My \ %‘ +c{Aax-+BB)y=o.
d’'olt, puisque A esl supérieur & 3,

(2) Fi(¢) =0, Gu(0)+ ey p=o;

¢ ne dépend des dérivées d'ordre /i que par I'intermédiaire de 8, et'ona

“dv de’] do N o
lm’_l -+ ni, [(‘{—V‘ -+ ml_l’oh('nz— ”Il) bng— 6/(‘\,1/1—*1_(”:—!] -+ "Po(,(.’v:- o,
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les deux premiéres dérivées étant prises en regardant 0, comme une
constante. Cette relation se réduit a une identité en p,, quand on y
vemplace p,,_, par 0, - m, py,. tl vient donc :

'

: . — . dv
(3) Fu()y=124, 56 Gy () + 7, (O paa == 1)+ ¢ pa g =0,
et les systémes (1), (2), (3) sont absolument équivalents.

Si le systéme (3) admet plus d’une solution, il y a un invariant et
par suite une involution d’ordre £. S'll n’admet qu'une solution, le
systéme complet qu’on en déduit a tous ses coefficients indépendants

de 0,, sauf ceux de qm sont du premier degré en 0, et ¢ vérilic par

suite une équation de la forme

de le
(’0,, [ 9;‘ -+ I»

On a par suite deux cas a distinguer :

1° o= be” (ab = o). Le systéme (3) donne alors immédiate-

ment

;—1——+(1(\/I H);n.

Il y a un facteur canonique « d'ovdre S/ — 1 et d'indice A.
M. Clairin a montré que, si a se vréduit & une constante 5= 1, 'équation
proposée est une équation linéaire. Nous écarterons ce cas.

2¢ v = ¢ (0, + b)". (ac == 0). Il y a alors évidemment une involution
d'ordve /i, 0, 4 b = 0. On a d’ailleurs

Froa(a)=o, G (a)y=o:

s'il n’y a pas d'invariants d’ordre $/ —1, @ est une constante et Ton a
de plus
(4) g%+c)A(oz+a/1)—}—B(|6+a)f:n.

Il y a encore un facteur canonique d'ordre <A —1. Mais il peut se
véduire & une constante. Dans ce cas, on a

A(a+ ah)+B(p + «)==0,
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et nous tombons sur le cas écarté d'une équation linéaive saufst l'on a
o+ alh=3+ a.
c’est-a-dire si l'indice est égal a 'unité.

Dans le cas particulier ot = + @/ et 8 + « sont nuls simultanément
la relation (}) se réduit & une identité.

Corotrawe, — St Léquation proposdée, qu'on suppose non linéaire,
admet un factewr canonique dordre >3, sans admettre dinvo-
lutions dordre - h, il existe un facteur canonique d’ordre 3.
I en est ainsi, en particulier, si Uéquation admet un invcariant
dordre n >3 saus adnicttre dinvolution dordre infériewr a n.

A. Tueovine I, — S/ wne équation admet un facteur canonique
d'ordre 3, owbion Cy = o, ou bien il y « aw moins une involution
dordre 3z sile facteur est dordre inférienr a3, les mémes conelu-
stons subsistent @ condition que indice da facteur soit différent
den,

.

Ona

;‘7[%‘-‘ -t- \(\7 B.a) o,

Si ¢ est d'ovdre o, 1, 2, en ¢égalant & zéro les coefflicients des
dérivées d’'ordre 3, on trouve C, = o. s/ f—u #'est pas nul. Si v est

du troisiéme ordre. le systéme
() =wo, () - Uy 8T 0
montre que 5 = ¢£.¢ ne dépend des dévivées du troisi¢me ovdre que

par Uintermédiaire de 0 =p,, + m, p, etlona:

‘ ). ) ]
\ Fy () = bg(lo— kY= a(3—2) + 30,
-

| Guo) =+ 3‘; [0t I — ) = Q= (5 = ) Cof — pis.

Si ce systeme admet deux solutions, il y a un invariant du troisiéme

ordre; s'il n'en admet qu’une, le systéme complet qu'on en déduit
. ST ) .

aura ses coefficients indépendants de 8, sauf pour ceux de 57, qui sont

Journ. de Math., tome [V, — Fasc. IV, 1923, 51
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du second degré au plus, les seconds membres étant des polynomes
en 0. On aura donc

do P(6)

5= T il (P étant un polynome en 0) :
L i i ' )

1° Si { ==/, = 0, 5 est un polynome en 0 et laseconde équation de S
montre alors que C, est nul.
2°8i/=0, 0na

o=a, L0+ 2)+ P (9), ¢= (0 1) P0)

et § + A, = o est en involution avec la proposée.
3° Si {n’est pas nul, on a soit

o=a, L(J+ 1) +aL(f-+2)+ P (5),
soit

Qq
o=a,L{§+1)— —— + P, (0).
¢ (8 1) 9+’~1+ 1(9)

Dans le premier cas, il y a deux involutions d’ordre 3; dans le

. . d(6 417 A
second cas, il est clair que ——(—dT—’—) s'annule en méme tempsque 6 +A,;

il y a eéncore une involution d'ordre 3. CoQuroD,

Covortane. —— S Péguation  proposée  admet un  invarianl
dordre n>3, sans admetive dincolution  d'ordre inféricur,
ona C,=o0.N"tl enw est de méme pour le second systéme de carac-
téristiques, on a aussi G, = o ot Uéquation est une équation de
Monge-Ampére.

3. Tukorine L. — S/ existe un nombre ¢ d'ordre au pluségala3
el tel que U'on ait
e o
77 + e, 4+ KRG, =0,
K étant une constante non nulle, ou bien C, = o, ou bien il y a une
rnvolution d ordre 3.

En changeant ¢ en K¢, on peut toujours prendre K =1. Si ¢ est
d’ordreinférieur & 3, le calcul indiqué pourle théoréme Il donne C,=o.
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Si ¢ est d’ordre 3, la relation donne
F.(0) + J9 (16 —RK)+ol=no,
06 -
G,(@)—l—(—,3[‘32024-0“(—F)+G]+qa(z(1:,0-*-l{—-l“)+C.,:o.
En posant ¢’ = ) 5> on en déduit
. Jdo!
Fo(9) -+ 55 (1 —RK)+ o'l =o.

Gy(9') + %io [(:io'-* 9K =)+ G 29 (20,0 + K — F) + 20 G, = o,

Mais on voit facilement que

e N L
el I'on a évidemment :
. o' —= :
Fa(o'—o*) + -L'-—)-a'——)-(lfj—l\\ -+ Zl(?'— o)== o,
Jd(9

Ga(o' —0?) + ———d——-(C)@ +O0(K—=1)-—G]+2(0'—0?) (2GI+K—F)=o0
Si o' — 2* n'est pas nul, ces relations expriment que y % — 9* est un
facteur canonique d'ordre et d’indice 3; nos conclusions résultent

I

alors du théoreme . Si3’ — ¢* est nul, A== el ’on voit

immédiatement que § + % = o est une involution d’ordve 3 (voir Gav,

These, Chap. 1). €. Q. F. D

6. Incolution d’ordre supériewr @ 5. — Nous sommes maintenant

en mesure de discuter rapidement les conditions ausquelles le sys-
téme ‘

(2) Fn-—l(@) = )‘u.h Gn-l(‘?) = Sy O Py

a au moins une solution, c'est-a-dire les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que I'équation proposée admetle une involution d’ordre

n>3.
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Nous aurons loujours, si 2 -- I est supérieur & 3

D= Pon-y b+ {lr, Yo Sy Pore e Pon - Prie s Prw-ss 9. 1)

du s (/7,” dh, .y ]

||| ] e

—+ ._i)i Pon - ' ‘(QN_FI -+ m . l/”l"l)
/A ( Cde ldy ],

Jdu
()0 ([’ln "ln—)+/)w1—ll\n
1

:+ Jn ~'.’)

= Para(Pow -1 Ty~ o)+ ] P Prn--a 1= buzt Pon 1+ K,

Supposons n > 5. Quand on fait, dans la relation précédente,
/’lu 2 = '[/;r-l —m, pun—l .

elle doitse réduire & une identité en p,,_,. En tenant compte de l'ordre
des diverses expressions qui y figurent et posant

(/l,,,
— m, — Py by~ M2 Il,, vl
|

I)In—‘"l, ST T
1l vient

\l,,_,(u)'— du .

,‘N’l,l - Gu,l -+ ”Illlu 1
. [}
N\
(=)

()((
\ ) — 4 L0

’ ('u»-'_'(”) 1 9 (Y [ICERE I B u~2) =ALLy P N, .
o .

Nous discuterons d’abord ce svstéme ez supposant qu'ed 1y ait pas

d'involution ’ordre inférieur & n el nous désignerons par des aceents
les dérivées par rapporta i, ,. Ona

P, (') dJu' .

N 14 = / «

no2 ] not!
29,

o . Jdu’ .
Goa(ee) ()9 (5““1 Moyt g = paea) == A+ Guas
. -1
‘\"2) ! ”v
Vo, oy = du 7

n--2 - T4 N
o,

adu”

““ woale )+ 09”__" (Fn- 1 w10 —

Fpea) == U Py s 22 0.

Sil'on compare les deux derniéres égalités au systéme (3) du théo-
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réwme |, on voit que
du’

-d—-+u [(A(p—2)+B]l=o.

1° ¢ =o. Soit »’ 'ordre effectif de «'. Si n' = 4, en remarquant
que
Ty = Gua =t (10— 2) G (pry+ map) + N (pn 0(;”” -+ 0,"(;’:’»
du systeme
(M F.(«)=o, Ge)Y=Aw+a,,

on live, en désignant par w une fonction de 0, les conditions
B, (o) = < ) w(n—2)C — N3,

. . oy .
Galm) - ()—f;- (D 2y g =) 2= m\ - gl — G0Ny,

(I

d’on, en désignant par des accents les dérivées par rapport a 0,

(.‘Ia((-)v) —‘r“ (6, P J;;) -+ ’J\,‘Uu:"l == I\C_; == o.

Si w” n’est pas nul, on a
do’

I A (P Pag) =0,

Il y a un facteur canonique d’indice : etil v’y a pas d'involution
d’ordre inféricur & I'ordre du facteur. On a done G, =o (th. 1I).
Si »” est nul, ona %,{ll, + ' (3A + B)+ NG, = o et G, est nul d’aprés
le théoréme Il Si 2" est inférieur & 4, les coefticients des termes
du quatri¢me ordre de 5, , sont nuls et 'on en conclut encore G, = o.

20 1’ = o et n' > 4. Le systéme X, s'écrit

F (') =0, G (W)y=Au+a,,.

On entire, par un calcul déjil fait,

s —I( ) et Il’,l\
II

o

oo
G/l’~l(") -+ 6. (Qn’ Mra— M) =Av 4+ On 1y
n’
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v ne dépendant des dérivées de l'ordre r/ que par l'intermédiaire
de 6,. En dérivant par rapport & 6,, on a encore

%((-%’—) (;’0 AW —1)+Bi=o.

Comme par hypothése n’est pas nul, c’est un facteur canonique

ov
90,
d’indice »'— 1 et d'ordre inférieur & 2. On en conclut comme plus
haut que C, est nul.

3° Si«” n’est pas nul, on retombe sur les équations obtenues dans
le cas que nous venons de traiter, ot I'on aurait fait 2’ =n — 1. Onest

donc ramené au méme résultat.

Remarque. — Les résultats du calcul que nous venons de faire
subsistent intégralement si, au second membre dela seconde équation
du systéme X, nous ajoutons une expression  d’ordre au plus égal
a n — 2. [l suffit en effet d’ajouter § & K,_, dans le systéme X, et nous
retrouverons les mémes conclusions car, pour les obtenir, nous avons
dérivé au moins une fois le systéme X, par rapport a 0,_,.

7. lnvolutions d’ordre 5. — S1n =135, on a encore

@=Pu >'Ii.l+ u (‘U)yr Sy Pyl S L [Pras Pose 9-’. )

Mais o, ne suit plus la loi démontrée pour »,, #2 5. Le calcul direct
de 5, montre alors que 'on a

dls,y diy
Pos ({7,:]‘ - ru.3| %- > 4 Gy(a) = Fy(e) [ G+ (my— my) pay ]

he )
+ é—gi [ Pos (g — my) 2y — G, My —01y)

= P (Lo hsp+ ) + K, 3 !:/)oz (3{ m, 3/) G, Q‘Z ‘ (*)

PRETSR R INE s
N M‘Idpw - dv dl)J + o((?)_/i ds /)

AR d Jf Ly A af\ |
-%(9;—1)1.,;)0-,)35/-)’—;-1— [dy ‘)’/ -4~ (z/)'t)l\)

Cette relation est une identité en p,,. Si I'on identifie les termes
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du deuxiéme degré, on tombe sur I'identité facile & vérifier
20 9 af\ (2
3(my— m)*Ci=3 (5{__ mn, 3{\) ( ),

et en appelant H;, I;, 5,, ce que deviennent les expressions
H._, I.-. 5., quand on y fait n = 5, I'identité en p,, donne

. Ju . ;dm s
l-;,(ll):ﬁl.',‘,%—f)’ﬁ,( ()\’ C,) — a4 m

Gy (1) + e (By g0 — 3) == 10 gy — 393 Cy = ey =+ G, 751

,’

On en tire successivement, en dérivant,

= 03 (x2 ),

. , Ju’ ) PN ,
(‘1‘ (“ )+ E (e;ng—"(“g): “\lll'—" (36',(.._,—%— Tane
, du’ .
Fo(a"y= ——1,,:
J( ) (}9', e 1

Gy () = 31: (6 o — ) + " gy, +6Ci=o.

Si «” est nul, u” est une fonction du troisiéme ordre au plus qui

vérifie la relation
13
— +u"(3A +B) +6Cy=o.

S’il n’y a pas d’involution d’ordre 3, on a C, = o (théoréme I1I).
Si «” n'est pas nul, une dérivation de plus donne

(—({71— +u"(3A+2B)=o.

En supposant toujours qu'il n’y a pas d’involution d’ordre 3,
si u” est d’ordre <3, on aura encore C, =o. Si u«” est d’ordre 4, ou
bien il n’y a pas d’involution d’ordr 4, dans ce cas il y a un facteur
canonique d’indice 4 et d'ordre <3 et 'ona C, =0 ; ou bien il y a une

involution d’ordre 4 :

D’aprés le théoréme 11, le seul cas ot I'on ne soit pas assuré que C,
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est nul, est celul ol

0" = e (0= b
a étant une constante, et l’on a

%‘. +e ANGa- D+ B2+ a) ! =o.

Si fa@ + 7 n'est pas égala 2 + a, ¢ estun facteur canonique d’ordre <3
et d'indice différent de 1 : C, est encore nul. Si maintenant on sup-

D
pose « = — 7 on a
3

" ¢
=
a—+1

(4 DY Uy,

u, étant d’ordre au plus égal a 3. Or

du" .
7,% (3N - BY - 60, = o,

‘n remplacant dans cette relation «” par sa valeur, on a

d .
—llz—‘ 4+ (3A - BY 46U, =0
.

et le théoréme 111 montre ¢ue C, = o.

Donce, s/l ewiste une incolution d'ordre 5, sans qu’il en coiste
Lordre 3, on a certainement C, == o.

Les résultats obtenus dans les paragraphes 7 et 8 peuvent ¢videm-
ment s’énoncer ainsi :

St Uincolution d’ordre minimum est d’ordre n > 4, on « C, = o.
S'il en est de méme pour lautre systeme de caractéristiques, Uequa-
" tion proposée est une équation de Monge--Ampere.

8. E"gua/ions qui admettent une involution d'ordre §. — Ladiscus-
sion directe des conditivns nécessaires et suffisantes pour (u’'il en soit
ainsi parait trés difficile.- Nous ferons, pour la simplifier, une hypothése
supplémentaire. Nous admetirons que, l'involution d’ordre minimum
étant d’ordre 4, il existe un invariant d’ordre n >3, sans qu'il en
existe d’ordre inférieur.

N

Sin = 4, il existe un facteur canonique d’indice 4 et d'ordre n<3:
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onaC,=o. Sin=>5, il y a une involution d’ordre 5 sans qu'il en
existe d'ordre 3: C, est encore nul. Si n >3, si 'involution d’ordre
minimum est d’ordre /5, C, = o le seul cas qui reste & examiner
est donc celui ot L = 4, n > 5.

A. Supposons qu'il existe une involution d’ordre 4 compris entre 4
et 1. On peut supposer k& > 5. S'il existe un facteur canonique ¢
d'ordre m < £ et d'indice p, on a

& TN ,‘ '
t—({—.—‘l' =v¢(Ap -+ B), (711;—/‘ =L (A 4+ B, __; — 0, (5A + B,

[l existe un invariant d’ordre /i, si p n'est pas égal 4 4. Ona donc p =4,
et puisque U'invariant d’ordre minimum est d’ordre #».> 4. on a

v=rc, (¢ élanl une constante).

Discutons alors le systéme X (n° 6) ot I'on a fait » = k.
1°Siw” estnul oust ' 4, ona G, = o. St w” n'est pas nul (»' =14),
c'est un facteur canonique dont U'indice £ est différent de 4 et il y a

alors un invariant d’ordre A, ce qui est contraire & nos hypothéses;
®” ne peut éire diftérent de zéro et C, est toujours nul.

. o . . - e pe e .
20 N n' >, 57 ¢st un facteur canonique d’ordre inférieur & & et
"

d’indice n' — 1. On doit avoir 7' = 5 et
"= C‘!J'.(O::'F 1),

«n'étant pas nul et ¢, ¢tant d’ordre = 4.

On en déduit, en portant cette valeur de v dans les conditions que
vérifie cette expression,

F’;(T“l) = }~5.|\ Go(0)) =+ s C oy ‘-!44»
c'est-a-dire
dv, . , \
-(—1—‘:_;:4 :"l(a:‘\ -+ B) - CO',,’I Y
En posant
v = cl \l’h

Journ. de Math., tome 1V. — Fase. 1V, 1925,

(844
(]
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on voit que
dl

('7;; == Al -+ Gy

[ étant d’ordre au plus égal i 5. On est ainsi ramené an systéme (T')
qui entraine la condition C, = o, sauf si [ est égal & 5.

B. ¥'il n'y a pas d'involution d’ordre compris entre 4 et », I'exis-
tence de Pinvariant d’ordre » imiplique celle d’un facteur canonique ¢
d’ovdre A "n —1 et d'indice #. Si < 4,0on a Cy,=o0. Si h> 4,
comme il n'y a pas d’involution d’ordre A%, il existe un facteur cano-
nique v, (théoréme ) d'ordre < /i et d'indice /4 les relations

;;:— A= (An - B) =g :—j‘T, = (A B (‘%:k!/;(./gs\—f— B),

ol /i est compris entre j et n, entraineraient 'existence d’un invariant
d’ordre h < u, ce qui est contraire & nos hypothéses. 1l ne nous reste
donc i examiner que le cas ou 4 = 4.

L.a seule forme de v pour laquelle G, ne soit pas obligatoirement
nul est alors ¢ = @}, @ élant une constante et » une fonction d'ordre
au plus égal & 3. On a d’ailleurs

1/.'\' )

NIAS

-+ (l( ,| A - H) + .‘\ n -i- B I,

el le seul cas o (., ne sera pas oblizatoirement nul est celui ol
2 bl
Aa4+n=—a+1,

w ¢tant une fonction d’ordre au plus ¢gal & 2.

9. Nous n'avons donc qu’a élucider le cas ou, I'invariant d’ordre
minimum é¢tant d’ordre > 5, 1l existe exclusivement une involution
d’ordre j et un nombre w + o d’ovdre au plus égal i 2 et tel que

.
fﬁ—: = (A +B),

.t

Daaus ce cas, s'il existe un facteur canonique ® d'ordre < n tel que

(—1—'{') 4+ m(Az+BS)=u,
da '
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on a necessairement

2 .
99— ~
w=cdywh a .. ——, b=——35—a,
3

= élant une constante non nulle.
Reprenons alors la discussion du svstéme (X,)(n" 6):

1° w'=o et est dordren’S4. Sin' S j,oubiensin’ =4, =0, on
a Cy=o0. Si w” n’est pas nul, on a

do’ —_— i (7 A+aB)y=o.

e

On a done, d’apres la remarque (que nous venons de faire.
y Ay | :

Lo >
., " . 1 -
m S, o NI/ R R
. f [ i T
cn® cnd

w, étant d'ordre au plus ¢gal & 3.
On a d'ailleurs

/'t ' ,
S (BN -k B) 4 N o,

qui donne, en y remplagant o’ par sa valeur,
REC TN
_(T;‘-—I- l(|\-l I))—[—\(.l\ ER==NN
.l
et, en posant o' == chy*,
fdl

- BA-=-B) [+ NCy=o,

[ étant d’ordre 3. On a encore C, = o.
2® Supposons "= o et &’ d’ordre »’ (4 < #'<n-—1). On a

Y
%1\59‘7) )9",.\(n———| “+ Ble=o,
et par suite
de et ()
?)@; b = ) == ——-——-—(—~—-————
avec
fl:z—:”,, l;:—l—.z_"’.

3 3
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Si 'on porte cette valeur de ¢ dans les conditions (C), en remar-
yuant que

V() = o, (0 =o. Fo(9,0) w20
“,f{‘,};;\:ﬁ A - “, (;,,-(\\‘) i W l:, (‘l,f(fj”‘);’_n.
ou trouve les conditions
woro 2w
\(:)’ l:u‘- Ik“l):7’11'.l° “u‘ vl(“I)::‘.n'-—| == “Iluvr'.l‘]‘ (?/!,,,I "{-.“ W ’ ]

o 2’ ~n —1. Supposons que ' soit supérienr a 6. On peul poser
VU= Panca 1:;',1 —t= ¢y

et la remarque faited la fin du n* 6 nous permet d’écrire immdédia-
tement ue «, vérifie le systéme

du, .

g l;n‘— 3(“( ) == )'r /‘n' [ Rl 27N -+ n, ”/1'.I~
I

duy

. ' N - ' ; . A0 .
‘” ' '( 3 )}‘— = (T o = 3) R A N Ouﬁl Tua i |\II | T, 7, W
LT

\ . Ju . ) s ) . .
['n posant ¢, = -:-*-; on obticndra en dérivant un systéme (X,) qui

by

n'est autre que (X,) ot ¢ est changé en « et " en 2. On le disculera
comme (X,) et il nous amcnera, par conséquent, a un systéme (X, )"
u’on obticndrait en changeant dans (X, ) enn”, 1" ¢tant tel que

n"on ~—v| n—n
et ainst de suite. ()n ne sera acrété que lorsqu’on tombera sur une
fonction v d'ordre »'< 5 vérifiant les conditions (G ) ot 7 est remplacé
par unnombre N> 5.

S’ >5, v, qui est au plus d’ordve #' — 1, est au plus d’ordre 3;
il en est de méme de»). | ; les termes du quatriéme ordre c,, , dotvent
dl:pal‘am‘e, ce qui exige que G, soit nul.

Sin' =51l existe un nombre v d’ordre 4 tel (ue

K, (9) == 7y, Gu{e) = 3 v - c oy by

c'est-a-dire tel que

{.
= = ¢(dA + By +cax b

dr
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O
Ee

kin posant ¢ == eld,, on en tire

- dl
(l ) -—-;'_:A/—I—T_\"l,
d
[ étant d’ordre au plus égal & 5. Celte relation conduit au systeme (1')
et l'on a encore C, = o, saul si /est égal & 3.

10. Nousavons douc démontré dans tous les casle théoréme fonda-
mental énoncé au débutde ce travail. ll entraine évidemment les consé-
(uences suivanles :

Niwne équation wwe dérivées partielles de second ordre. 1w ad-
metlanty, pour un systéme de caractéristiques, aucune involution
dordre inféricur ow dgal @ 3, admet wn incariant, co systéme de
caractéristiques admet des maltiplicités caractéristiques dw premier
ordre.

St wne dquation, qui v’ admet queane involution d’ordre inféricur
ou cgal a3, admet un invariant pour chaque systéme de caractéris-
ltques, c'est une équation de Monge-Ampére,

Fu particulier, wune équation de la premicre clusse, qui w'admet
avecwne involution dCordre tnféricur ow dgal @ 3, est une équation
de Monge--lmpere,

Nos conclusions ne peuvent ¢tre en délaut (ue si, en gardant

toutes nos hypotheses, il existe en outre : 1 uue involution d’ordre 4
et 2° une fonction £ d'ordre 5 vérifiaut la condition (1).

P Y —



