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SUR DES SUITES DE POLYNOMES,

Sur des swites de polynomes ;

Par Piekre HUMBERT.

L. On sait que M. Appell a montré (') qu'a toute fonction a(4),

développable en série ordonnée suivant les puissances croissantes
de 4,

h he
a(l) = ay-+ @< R O 3 + iy

on pouvait faire correspondre une suite de polynomes en x,
Ao Aj(0)e ooy Ap), ool

définis par le développement

, n
el a(h) 22 z‘i'? Ay (),

et possédant la propriété fondamentale suivante :

d\,

—2L =nA,.
da net

Ces polynomes, dont I'expression générale est
Aty =+ Cla a4 .+ C8 Vap_ v+ ap,

forment une classe fort intéressante, dout I'étude a été faite par
M. Appell et quelques autres auteurs; en particulier, on lit dans un
Mémoire de M. Angelesco (*) que le polynome A, peut &tre mis sous

la forme :
N §

:\,,(J‘)r:/ (& — u)d(u)du,

v

(1) Annales de U'Ecole Normale, t. 9, 188o.
(®) Bulletin de la Société des Sciences de Cluj, 1921,
Journ. de Math., tome IV, — Fasc. IV, 192d. 47
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olt Y( ) est une fonction liée & a(4) par la relation intégrale

i
n(ln):::, e~ (u) du.
0

Le but du présent travail est de généraliser la classe des polynomes

de M. Appell, par I'latroduction de parameétres supplémentaires: la
? :

liaison intime entre ces polynomes et les séries hypergéométrigques
sera ainsl nettement mise en évidence,

2. Soient dounés deux groupes de constantes

Fye Rasy eeen Ape

e Pe s ¥s
quelconques, & part les deux restriclions suivantes :

@. Le nombre r des constantes x est inférieur ou dgal & s +1,
s étant le nombre des constantes .
6. Auncun des y n'est égal & zéro ou & un entier négauf.
| by ]
Nous nous proposons de montrer qu'a toute fonction donuée a(4),

dépendant ou non des z et des y, on peut faire corvespondre une sutte
de polynomes en .z, contenaut les constantes 2 et y,

No(®iy Fae vovy ey Fa oons W)y

N2y ey ooy 203 AT £ SIRRENF A ),

tels quentre deux polyunomes de degrés consécutifs existe la relation

d
T R N N A Y IRy
da

3% N
' ——_———

iz s

= Y T e T I U T o BRI ERR R
et nous ferons I'étude de cette classe de polynomes.
D’une facon géndrale, et afin de simplifier I'écriture, nous désigne-

rons le polynome
L N SR TR
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contenaunt » constantes « el v constantes vy, par le symbole
Apo(e),

et nous dirons qu'un tel polynome fait partie de la classe (7, s).

Le cas ot les nombres » et s seraient nuls simultanément donne évi-
demment

[¢ . \
UM v e-- UN | DIF SN
;—,—l-’::\;;" (‘l )-...— ll:\',;_‘ (\l),

de sorte que la classe (0, o) est la classe des polynomes de M. Appell.
o. Nous désignerons toujours, avec les auteurs anglais, la série
hypergéométrique générale

ANEE MY (R, 00) o (A, m) @t

() (e ) (Y, 1) !

par la notation
BN TR S S 1T SRR RO R

et nous adoplerons, comme d’ordinaire, les symboles suivants pour
les fonctions hypergéométriques, complétes ou confluentes, du pre-
mier ordre :

s . O (o, e ) (ay, my) a™

I (2, Aajy i) = gl',::? g_l’__l.’_’__) —

ot (y,m) m!

pour la fonction de Gauss;
N (o, )

—
- (p,n) m!

LES 7y 2) =, =

pour la fonction de Kummer;

? 2 n

-— (7~ .L‘) :‘_.‘o“ 1 =d m

pour la fonction de Bessel-Tegendre. Nous nous souviendrons d’ail-
leurs que les fonctions d'ordre zéro sont

LFaloty ) = (1 —v) 7,

oFo()  =eb.

4. Le probléme général, tel que nous nous le sommes posé, com-
poite deux cas tout a fait distincts, suivant que la fonction a(/)
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donnée dépend ou ne dépend pas des constantes « et . Nous exami-
nerons successivement ces deux hypothéses, commencant par la
seconde, qui est la plus intéressante. Et, afin de simplifier encore la
question et de faire apparaitre d'une fagon plus tangible I'analogie dua
probléme traité avec celui de M. Appell, nous étudierons spécialement
le cas trés simple ou, olt le nombre 7 étant nul, le nombre s est égal &
'unité, de sorte qu'il ne subsiste, parmi les coustantes donnces, qu'une
seule, y. En d’autres termes, nous ferons I’étude des polynomes de la
classe (0, 1) attachés & une fonction donnée

h hn
a(lz):rlu+a,—l+...+ a,,;l—,-—i-.,.,

oli les «; sont des constantes indépendantes de +.

5. Pour montrer qu’on peut toujours, a(/) étant donné, déter-
miner une suite (o, 1), considérons le produit de a(/) par la série
hypergéométrique confluente Z(y, ~x), et développons ce produit
suivant les puissances croissantes de /. Ul est évident que le coeflicient
de /" est un polynome en x, d’ordre n, contenaut la constante y:
nous écrirons donc le développement sous la forme
Y/l

(s heya(h) :E —

n!

No(y-2).
n
Or, dérivons les deux membres de cette relation par rapport a .c,
et souvenons-nous que, d’aprés la théorie générale des séries hyper-
géométriques, on a

d o L
Tv‘(”"')“-/‘(/ 1)

de sorte que nous pourrons écrire

fe o N e d
;—(/ +l,/l.l)(l(/l)_.‘/-‘;;-? o

Nu (7).

Mais le premier membre est

A he .
t/f‘,\:;—!z\,,(y—{—l\.r)

n
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et par consdquent, en comparant les somnues,

o
:[‘T '1(,31\—/’ ("’3_'

X, est done un polynome dela classe (0, 1): et nous voyons atnsi qu'a
toute fonction «(4) on peut faive correspondre une suite (o,1) par le
développement

Z(poheyachne \,W\un“)

Nous divons que « (&) est la génératrice des polynomes A"

Ainsi les polynomes de la classe (o, 1) s'obtiennent comme cuefh—
cients dans le développement du produit de la génératrice par une
série 2, c'est-i-dire par une fonction hypergéométrique I, : de méme
que les polvnomes de la classe (0.0) ont ¢té obtenus, par M. .\ppell
comme coefficients dans le développement du produit de la géndra-
trice par une exponenticlle, ¢'est-a-dire par une fonction hypergéome-
trique I,

. West aisé de voir, dapres ce développement, quelle est la forme
m‘ll@l‘dlL du polynome A5 Wsuftit dexpliciter les caleuls, et detlec-
tuer le produit

hoe It ' h n:
I e Ao 1=y - - e
1 Yoy ) )
On trouve ainsi
\‘:\\“ tly
‘
\"i\‘l = "‘4\? -y,
{
‘ :
Ao =0 e
T
et, en général,
a N o R Ly~
A - LI (_.,l' A____L___\“,.n-n R -1 __‘f::e_‘t_ 2 a,
Ly ) ys 00— 1) (/J)

les C étant les coeflicients du binome
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On voit que I'on a, en particulier,

Al (o) == an.

Le cas le plus simple correspond & @(/) =1 : tous les @; étant alors
nuls, sauf a, qui est égal a I'unité, on a

2o

\(n]
“(yn)

La suite

9

il_' a2€e
AIVESY

est donc évidemment la plus simple des suites de polynomes (o, 1).

7. Comme exemple, considérons le cas ol la génératrice donnée

est
a(h) = e*,

c’est-a-dire oul tous les «; sont égaux a 1. La formule établie plus haut

nous donne alors

i ‘l.n---l
A\u t— N +- Cl

T (7. n) (g —1)

<€
S C:;"':/——i—l,

ce qui n’est autre que le polynome de Kummer,
APN=® (—n, y, — )

On peut d'ailleurs vérifier ce résultat de la facon suivante. Suppo-
sons qu’on ait, en général, deux développements de la forme

S (h) g (h) }] N (@),

glhe) f(h) = S‘ 2Vl
Quelle relation existe-t-il entre X et Y ? il suffit, pour le voir, de
faire un changement de variable évident dans la seconde formule,
afin de rendre son premier membre identique & celui de la premiere
relation, et 'on trouve

o (L) = Xt
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Or, si I'on considére la fonction Z (v, /) comme génératrice d’une

suite (0,0), on a, comme je I'ai montré (€. R. ead. Se.. t. 172,
1921, p. 1282), & la suite de M. I'élix Vaney,

ﬂ/t

el 3 (7. /))._ — l'"ll’(-—-m,y ——'—),

k21" £

et par conséquent, si l'on passe aux polynomes (o,1) par

O A
=~ Wy plt — - 0,
(7, /1.1.)(,’__> oy Al

2 l nmo0

on aura immediatement
AV =P (—m, y, —a).

8. Ceci nous améne au probltme général suivant : quels sont les
polynomes (0,1) correspondant & une génératrice hypergéométrique?
La réponse est bien aisée si I'on se reporte a la formule géncrale
donnant le produit de deux séries hypergéométriques quelconques
(Annales de la Soc. scient. de Bruxelles, 1923-1924, 2¢ fascicule),
laquelle, dans le cas particulier ot ’'une de ces séries est la fonction E,
s'écrira

O A R I T S T TANNN )

—~ h m Rl . |
=X (/mﬁ) ,,...J,,(—- my t—y—m, by, ..., by ., 0y z)
m ' '
de sorte qu'a la génératrice hypergéométrique
(((/l) - [)F:,([)l, ey ['p: Ciy v ooy Gy /t)
correspondent les polynomes

RN n

(7» )

Aph=

R 1
xH_J',,(—n, t—y—n, by oo, bpoyy o, c‘,;——>-

RE

9. Une génératrice @ (/) étant donnée, on en déduit donc une
suite (o,1) parle développement

E(y, hax)a(h) :Z ]_. ALY(2).



362 PIERRE HUMBERT.

Mais on en tire aussi une suite (0, 0) par
N \
el (I(/I) - l ,_‘_'_ .\(,(,'""(‘I‘).

Quelle relation existe-t-il entre les polynomes (o, 1) et les poly-
nomes (o0, o) ainsi délinis par cette méme génératrice? On peut tout
d’abord, se souvenant (ue

3 .
AL gy - - ) R EE CP
" a\lw’ ) B ,,r(l(}" )
el que

AVt A= e et e
écrire la formule ¢vidente

B AUy, 7)) = AR,

Mais on peut encore indiquer une relation plus intéressante. On tive
p 1 P
en effet des développements fondamentaux, par élimination de ¢ (4),

. n n
AY IL, AP N=Z(y, ha)e W —/l—l A
i 1. ad !

Or, d’aprés la formule générale de multiplication & laquelle il a été
fait allusion plus haut, P'on a

~ha T (. g — N (___,)m moam -
e " Z(y, /“)—'ZT—/' b (—m, oy, )
m

d’on, par identification des coefficients des mcémes puissances de /4, le
résultat

>o=n

1 ) O (m=)Fae .
AR = X G R D AR,

RE=1

10. Recherchons a présent comment certaines propositions données
par M. Appell sur les suites (0, 0) doivent ¢tre modifices lorsque I'on
passe aux suites (0, 1).

L’un de ces résultats a trait aux polynomes ayant pour génératrice
la dérivée, par vapport a /, de la fonction @ (/). Désignons ces poly-
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nomes (0,1) par la notation (€A )", Comme nous avons

O N
A0 D
} '_y‘\ln )

Z(y k) a(h) =27

nous en tirerons, en dérivant par rapport & /4,

) Jon—1
Al
Z(y+, haya(h) -+ Z(y, /)z) (1(/: L(It-—l)!}\('?‘-

1)’on
(A= AR (g 0) — —I/ ANy +1, ),

ce qu’on peut encore écrire
(([5\ B = :\(/‘zht‘: (/v a£) l}_ ) (//L (l(t)l-'l (/’ ).

LL. Uneaatre propriété trés remarquable des suiles (o, 0) concerne
les polynomes ayant pour géndratrice le carré de a (%), ou le produit de
deux géndratrices différentes. On sait que M. Appell a défini ainsi,
pour ses polynomes, des opérations distributives analogues & la multi-
plication el & I’élévation aux puissances, sur la simplicité et la généra-
lit¢ desquelles MM. Pincherle et Amaldi ont insisté dans leur Ouvrage
Le Operaston! distributive. On ne peat pas donner pour les suites
(0,1)de propositions aussi simples et aussi élégantes : il est néanmoins
possible d'indiquer, dans le méme ordre d’idées, quelques propriétés
inléressantes.

D’une facon générale, nous ferons, avec M. Appell, usage du sym-
bole suivant : soient X,,(.v) un polynome de degré m, Y, () un poly-
nome du méme degré, nous désignerons par (N 'Y),, le polynome
oblenu en remplacant, dans X, +* par Y.

Considérons alors une génératrice a (£), donnant naissance, d'une
part, & une suaite (0, 0) de polynomes A;"" (&), d'autre part & une
suite (o, 1) de polynomes A;*' (v, «). Dudéveloppement fondamental
pour les polynomes (o, 1), nous tirons, en mullipliant les deux
membres par a(/h),

— 2 \' /In il {
Z(y, hx)ar(h) :}_‘ ”—!a(lt) AlN{e)

/ r
_2‘ \mn(l |\a0+al~5+...+a,,—l[i—l~+—..._l.

Journ. de JIath., tome IV. — Fasc. 1V, 1925, : /|S
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. . ,/lln
Au second membre, le coefficient de o7 est

m(m-—
Ay AN+ m & LAY w_( o ) A .
Mais, comme l'on a
m m(m —1 .
A0 — g™ 4 - e -t m(m 5 ,————} Ay M-

(0,0)

ce coefficient n’est autre que le polynome Af)
remplacé 2* par A", c’est a dire le polynome

dans lequel on aura

[A®O A,
D’ou la formule

Z(y, ha)a*(h) = wl AGOA©DT,

qui montre, premitrement que les polynomes [A """ A" ], forment
une suite (0,1), et secondement que leur génératrice est le carré de la
génératrice a(h).

D’une maniére plus générale, soil une suite (o,1) de polynomes, A,
correspondant & la génératrice a(4); et soit une suite (0,0) de poly-
nomes, B, correspondant & une autre génératrice &(%); ensorte que
'on aura

Z(y, hxya(h)= E 7/),1—' At

) Jon
e b(h) =, — B
Le méme raisonnement montrera que la suite (o, 1) correspondant
au produit a(/%) b(/) est formée par les polynomes
[B(o,o) Ao, ]m)
qui sont d’ailleurs identiques aux polynomes

[A©0 B0,

12. On sait former les polynomes (o, 0) ayant pour fonction géné-

ratrice —— : M. Appell les nomme ineerses des polynomes (o, o)

(’)
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\ y . . t .
correspondant & a(/%). Si on les désigne par (7\70_»'5),,’ on a la relation

AW, u)] —ah,
l A0 "

D’aprés le résultat que nous venons d'établir, nous pouvons écrire
le développement

_(hhMaM)(lfiZ [nmxw1;

Or le premier membre se réduit a la série E, et par conséquent est

égal a
O At
Zn! (v n)’

[Ann) \‘onl == / Il)

On tire de cetle remarque un procédé pour exprimer un polynome
quelconque a 'aide des polynomes A""; a (%) étant douné, écrivons
en effet les polynomes inverses de la suite (0, o) correspondante, ils
seront de la forme

d’ou

1
[7\_@.&] = Ao Bt b At L
4 n

“n vertu de la formule ci-dessus, on aura donc

B

(yn)zhA%”+hA&P+uw
b

d’oti 'expression en polynomes (o, 1) de toute puissance de x et par
conséquent d'un polynome quelconque, et méme d’ane fonction quel-
conque développée en série de Taylor.

Comme exemples, considérons la génératrice a(%)=-¢". Nous
savons que la suite (o, 1) qui lui correspond est formée par les poly-
nomes de Kummer ®(—n, vy, —2). Or, d'aprés M. Appell, les
inverses des polynomes (o, 0) liés & cette génératrice sont

! ¥
[:\(p,m]" - (‘T — "
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Donc

W =®(—n,y,—2)=CL®(—n+1,9,—-2)+Cld(—n-+u,7y, —a)+...,

relation qui permet d'exprimer une fonction quelconque de x par les
polynomes de Kummer. On en tirera en particulier le développement

- oy \ﬁ(l'(—n. Y —v)
(r)m g M=

Considérons également la génératrice

a(h)= l——l—/7:l+ [ L

Les inverses des polynomes (o, o) qui lui correspondent sont,
comme 1'aindiqué M. Appell, les polynomes

at—np.orr b,

On a donc, dans ce cas,

ah

{v. n)

— A0, [SUNE
=AM - A

ce qu'il est bien facile de vérifier, car les polynomes (o, 1) correspon-
danta a(/) =1+ / + h*+... sont évidemment de la forme
20 .l.u»-rl .l"'—"‘

-+ l'(/'-‘l)F/:-n—————i;‘_) + .o

(0,1
R Ty I ey

15. Ainsi que nous I'avons rappel¢ au début, les polynomes (o, o)
d étre é ent représentés par l'intégrs
euvent étre également senlés pav Uintégrale

"
A0 = / (@ -—u)d(u)du

0

I3 ’

ot {(u) est une fonction liée & la génératrice (/L) par la relation
1
a(/z):/ e (u)du.

v

Nous allons montrer que tout polynome (o, 1) est susceptible d'une
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définition analogue, et que l'on a

1

AP D = (—~r)"j' G ( ", 7, -:[> 1w b(n)du.
0 -

En ellet, le second membre est bien un polynome en & de degré «,
et, si l'on prend sa dérivée par rapport &.¢, on a

1

(=0 [ gmt (D) e by

t

= (=t /

Al

. .
d)(- nttoy 17) W V() dug

donc
;%A””f*”:§Awwz+hm»

ce que nous devions trouver. D’autre part, un polynome (o, 1) ¢tant
donné et sa fonction génératrice connue, on peut déterminer la
fonction J qui figure sous le signe d’intégration : nous avons en effet,
comme on I’a vu plus baut,
ADU(0) =2,
donc
1
(— )" [ wtb(wydu=a,,
Ja »
ce qui raméne la détermination de ¥ & la solution d'un probl¢me de
moments. D’ailleurs, comme

A N
a(/L)_.Q” Uns
on aura
|
..__.\“ —_— Il_/_'_” / nod .
a(/z)._‘,_‘( 1) il at b (u)du,
donc

t

a(h) ':.:/. e~ () du.
s 1]

La relation qui lie les deux fonctions a(/h)et b(«)estdonc la méme
ue dans le cas des suites (o, 0). Nous dirons, pour simplifier, que la
fonction (u)estla fonction intégrale des polynomes (o, 1) considérds.

La forme intégrale des polynomes (o, 1) semble, & premiére vue,
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assez différente de celle des polynomes (0, o) : I'analogie est cepen-
dant trés nette : on peut en effet écrire

—_— —_— ar\ N
(% — w)r=(— )" (v — &)= (~1)"u" <1 Z)
et, par conséquent,

- @
(¢ — )t =(—1)*u"F, <—— n, l7> .

1
Aﬁ;""): (_'l)nf |Fo (‘_ n, ll> w” ! (ll)dlt
)

1

A},"’”:(—l)"f ,l",(—n,y, >u,,y(u)du
0

Donc

alors que

14. Considérons, a titre d'exemple, le cas ot (u) est ¢gal & w'=,
v ¢tant un nombre quelconque, entier ou fractionnaire. Il est aisé
alors de déterminer a(%). En effet, daus l'intégrale liant a (4) & ¢(u),

. . t .
faisons le changement de variable « = 5+ Il vient
h
a(h) = h""[ e~ 1"t dt.
<0

L'intégrale qui figure au second membre n’est autre que la fonction
gamma-incompléte ou fonction de Prym : on écrira donc, avec la

notation consacrée,
a(h)y=h=>P(L, ).

Nous pouvons alors écrire I'expression des polynomes (o, 1) corres-
pondants. Eu effet, d’aprés un développement connu, on a

hp+Y
P(h, v)_Z(—- FETIh

Donc le coefficient a,, dans a(%), sera égal &

(=)
p + v -
et, par conséquent,
(= p)at=r
Apl=
> ~ipl(p+9) (7, n—p)
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ce que, par des transformations simples, on pourra mettre sous la
forme

RV (—-T—l-)—,i.,Fo(—lt —n—Y; 1—n—Y, ¥;T)
n n—+v =2 4 ) bl ]

ladiquons encore les aulres cas suivants, oit 'on peut, a la suite de
calculs faciles, écrire la valeur de la fonction génératrice correspon-
dant & une fonction intégrale donnée

()= (1—u), a(h)y=(—1)Y"h7e"P(—h,v),
I” étant la fonction de Prym;

h

d(u)=sin"gu, a(h):%e_ff(m,, _%>,
/ ¢lant la fonction de Pearson (London Phil. Trans., t. 186, 1895).

15. On peut fort aisément donner l'expression des polynomes (o, 1)
correspondant & certaines fonctions intégrales liées & 4 (w). Par
exemple, cherchons quelle relation existe entre les polynomes AD"
définis par («) et les polynomes B!>", dont la fonction intégrale est
wy(u). D'apres la formule

O(—n,y7,2)=0(—n+1,y,a)— ;‘-D(-— N1, Y+, 2)

nous pouvons écrire

t
Al = (— )" [ u* tl*(— n+1,y, §> Y(u)du

vo

13 1 5 5
+ {(— l)n——l‘-_;f w1 <-— R,y 41, %’) () du,
0

T , :
B (7, @) = - AR (y 1, &) — ARy, ).

S

On verrait de méme que le polynome C"(vy, x) dont la fonction

1
intégrale est Z—lﬁ est donné par la formule
{2

(@ W, [ xz"
CRV=nARY + (=" (1) ®(—n, y, 2) — (m¢(o).

16. L’expression par une intégrale du polynome Af:" va nous con-
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duire & un nouveau développement en série introduisant ces poly-
nowes. Considérons, en cllet, la formule bien connue pour les poly-
nomes de Kummer,

14- ¢ *
=N s =, ),

(O ()

Hno

Ra . .
Posons ¢ = uf), remplacons . par e multiplions les deux membres

par 'y(u), ct intégrons par rapport & « entre o et 1, nous obtenons

! ’

» l()'l fn \
[ (:U (u)du:E(w—l)" ;J’—!('/,n)/ u" (I'an 7 Il—)uf;(u)c/u,

OU} A y

d’oti 'tntéressant développement qui, dans le cas des suites (o, 0), se
confond avec la formule ovdinaire de la génératrice a(/),

[m”

17. Les diversrésultats que nous venons d'établir surles suites (o, 1)
vont nous permettre d’énoncer immédiatement un cerlain nombre de
propositions relatives au probleme général que nous avions posé an
début, c'est-d-dire aux suites (1, s) correspondant a une fonction « (/)
donnée, et supposée toujours du type

() du = \;

n=0

0" A0
;'T /. N) kl\

h Lt
(7(/1)7?(ll.—}—((|T e “+..

ot les «; sont tous indépendants des constantes %,, ..., %y Yy oeoy Yoo
Bornons-nous & indiquer les résultats suivants, dont il est évidemn-
ment inutile de donner les démonstrations : elles sont calquées sur
celles que nous avons indiquées pour les suites (o, 1).
L’expression générale d’un polynome formant une suite (r, s)
correspondant & la fonction (dite génératrice) a (/) est

=l

Al () :a‘,(a" "?"'(a"‘ ”).u"—f—C,‘,a, (e ez n). . (o 1)
(1o RY oo (s 1) (yy 1) e (s H—1)

_ Oy .oy
+ Crtq, , ——— v +a,.

I ARERND
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b. Les suites (r, s) sont engendrées de la facon qu'indique la for-
mule suivante

ooy, coryaryyn, oo yss ho)a(h) = ? I_Nr’s)(x\

c. Tout polynome (r, s) peut étre mis sous la forme d’'une intégrale
définie

1
A @)= (= " [ b= g 1 7w blu) du
/o

ot Y(«) est une fonction liée & a (/) par la relation

1

a(h) :f e~hedi(u) du.

0

18. Ense servant de divers résultats connus sur les fonctions hyper-
géométriques, on peut établir des relations entre des polynomes par-
ticuliers appartenant a des suites différentes, mais ayant méme geéne-
ratrice. Indiquons rapidement quelques formules de ce type.

Considérons d’abord la suite (1, 1) définie par

n
(o, y, hx)a(h) :2%’\3&’”(“» 7, 2)
et la suite (o, o) correspondante :

o, Sk
et a{l) = }‘ .l AL (a).

De la comparaison de ces deux formules, nous urerons, en élimi-
nant a(/%), la relation

W) g e

e ey s s D AP

}’—!—I/—n

ou, en remplacant au second membre la fonction de Gauss d’argu-
ment 1 par sa valeur, et simplifiant,

p=nr

A (x)—?( «)"T/%)m‘“" TP AL ().

,l
Journ. de Math., tome 1V. — Fasc, 1V, 1923. /-I9
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En second lieu, nous servant de la formule bien connue
Py —a,y, —x)=0(2, y, x),
nous pourrons écrire la relation

p=n

Al a, y, &) :E(Jf,;l""l’.'\;,"“(‘/ —a, Yy —a)

p=a
ainsi que la suivante
p n
[AOD AN (o, y, 7)], = Z(){;A(o_?‘)( EYAYT (g — oy, — ).
p=0

La formule de duplication de la fonction de Kumer (Comptes
rendus, t. 173, 1921, p. 217) nous permettra d’autre part d'écrire
(a p+q)r\(] 1

-d plq!
roq

At (e gy 22) = (— 1) (—pP=q.7 )

Enfin, considérons les deux développements

— ,l'"l’"’
= (7, bx):z T

mi(y, nz)’

={7, h.'v)a(h)_zli AW (y, @)

et faisons le produit membre & membre, nous souvenant de la relation
(Comptes rendus, t. 177, 1923, p. 1092)

22y, ha) =k, (7 -— %; Yy 2y — 1 .’,Iz.z'),

nous obtiendrous la formule

(‘\’,: I.’\ ‘ . N Y D
FYER (},_ 5372y —/IL) = Cf;w\p AL (7 0.

19. Abordons maintenant la deuxiéme partie de la question : le cas
ou la fonction a(A) donnée dépend des constantes « et y; et, toujours
dans un but de simplification, étudions en particulier les suites (o, 1)
correspondant a la fonction

N .,k
aly, /I):fo(‘,’)—i—-./‘(“/)-li +. ..+‘/,,(“/)# +
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que nous appellerons encore génératrice de la suite; les coefficients
de / dans cette série étant des fonctions de ¥ supposées données, arbi-
trairement d'ailleurs.
Montrons d’abord comment I’on peut rattacher a cette génératrice
une suite (o, 1) de polynomes A tels que
d

7‘)“'\110 )\/w :7“\»01‘(/“}']’“1.)'

A cet effet, formons I’expression suivante

nm

R h h
F(y, by ) =a(y, h) -}-Tya(y+ 1, ) +...+m aly+m, hyx™ ...

ou, sous forme condensée,

le"' a(y -+ m, lz)
m! o (y, m)

m=0

et développous-la suivant les puissances croissantes de /, écrivant

o

— Qi
Ay )= 3 5 Xaly, ),

n=o0
X, est évidemment un polynome en z de degré » : je dis qu'il fait

partie d'une suite (0, 1). En effet, dérivons par rapport a x les deux
membres de 1'égalité précédente :

_J"_\W ha(y +m, h) I h d
dr s (m—1)! (v, m) @ }d .dL 2 (7 @)-

m

Mais la premiere somme est égale &

{7'3.(‘/—%-!, hy @),

d’ou la relation

d n.
;i—wkn(% CL‘):"—.‘-_;X,,_,(-/ -+ 1, &)

qui montre que les X sont bien des polynomes (o, 1).
Ainsi la suite (o, 1) correspondant a la génératrice a(y, /) s’obtient
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en considérant le développement

v/,m an _v hn o
e ! (7, m)a(/+m g P A G,

m n

qui comporte comme cas particulier le développement étudié plus

haut, car si les f sont des constantes par rapport a v, a(y + m, h) est
) ) Y %) i

identique & a (%) quel que soit m, et le premier membre se réduit &

a(h)Z(y, hx).

La forme générale du polynome A®" s’obtient sans difficulté : on
o) n
trouvera

A= 'jo((:,’:)lz) lel(;ﬁ;‘”_h:)l') e G ‘/""’“l’(}/%) + Ja(p)-

On wvoit que I'on aurait pu se poser aussi le probléme de la fagon
suivante : déterminer les polynomes A{"(y, x), formant une suite
telle que

d ..
A D= SA G )

avec la condition
AR (s )= Lu0)-

la suite £, (y), /. (y), -.. étant donnée arbitrairement.

Il est possible d’indiquer une relation, d'ailleurs assez compliquée et
peu intéressante, entre les polynomes (o, 1) correspondant a la géné-
ratrice a(¥y, &), et les polynomes (o, o) liés & la méme fonction, ou
I'on considérerait alors y comme une constante ordinaire.

20. Donnons quelques exemples de suites du type considéré. Sup-
posons que, pour génératrice a(y, %4), on prenne la série Z(y, £); en
d’autres termes, que I'on ait

Suly) = T ”)
On aura alors
hom e

———————...’~'m IR
s (e, M) Vo ),

J(/, hy @)=
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ou
=~ — -~ hmtp g hmtp pm
g7 l X)) == —
g ): sl e 12 Py, MY (y +mp) T -dA-Im'p'(y m+ )y

m o p m

Or on sait que
- O O My
Sy L+ )= -\-l:dm'n'(/_——_‘li/m-)
Donc )
oy, by 2y =Z (3, he + ).
Par conséquent
Sy h(a+1)] = b f AUy

o~ !
d’on
( R 1)"

:\‘,‘,\‘l)-m_
(7> )

Supposons & présent que a(y, /) soit la fonction de Gauss
F(=, B;v; £), « et 3 étant des constantes quelconques indépeudantes
de y. On aura alors

vv (O( /)) /,/n-g.p.rm
vk (/ -~ m, p) (7, mym!p!

\ \ (2, /)) (3, p) /l’“+ll ,/u
T i (75 mp)  mlpl

J(/, hy, 2) =

Or ce second membre n’est autre que le développement de 1'une des
fonctions hypergéométriques confluentes de deux variables, (ue j’ai
étudiées dans Proceedings Edinburgh Royal Soc., 1920-21 : on
avait posé en effet

yv (1, I)l.) ([3’ Ul) .L'"“}"‘

=3.(a, 3; v 2, )).
b i (. ) mlnl =:(a 25752, ))

Donc, dans notre cas,

F(ye by x)=Z4(a, 35 7: hy ho)

et les polynomes (o, 1) correspondant & la génératrice considérée
naissent du développement

lz

Za(a, 35 75A, lu:): , Ay, @),



3476 PIERRE HUMBERT.

21. Les polynomes de la suite étudiée peuvent étre mis sous la forme
ASE(y, @) = (——l\" (— ny . —-) Wty (y +n, u)dug

ou Y (v, ) est une fonction convenable. 1l est aisé de montrer en
effet, comme plus haut, que le polynome en . défini par cette inté-
grale fait bien partie d'une suite (o, 1), et, d’autre part, que la fonc-
tion ¥ peut étre déterminée lorsque 1'on connait a (v, #), c'est-d-dire
les quantités £o(v), £ (Y,

La relation intégrale qui lie les fonctions a et y est alors

a(y. h)y= \ \-—l)"-—- ( wt Yy 4+ now)du,

n
A titre d’exemple, indiquons que si I'on a
b

vy ) =,
alors

~ hn ! PR ' . R
a(ll)__..(—x)‘;l—;/ w? -du_/ e du,

L LI

ce qui s'écrit, en introduisant la fonction gamma-incompléte,
b IR
a(hy = - I’(/l\ L.]

22. 1l nous suffit d'indiquer d'un mot 'extension immeédiate de ce
qui précede & des suites (r, 8) quelconques. Par exemple, remarquons
que les polynomes formant uné suite (1, o) naitront du déve-
loppement

N hm e

v/
Y (x. m)ya(x—=+m, h) _'. ()
ne

Cette reiation va nous permettre de retrouver un résultat intéressant.
Supposons que la génératrice soit alors la fonction

a(x, h)= (15 h?)2,

Le premier membre de la formule écrite ci-dessus deviendra dans
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ce cas
fim pm _ S\ o2 N (@ ) [l T
2 m!‘(z’m)(l'*_/') =0+ A AR 1+ 2

ou
hz

(I -+ /I"’)"al [l* l—m

-
] =(—ha+ h)y>

’ »

Les polynomes correspondant & la génératrice envisagée sont donc
donnés par

-y /I,"
(1—ha 4 /1‘-’)*’::2‘ | ALY (o, ),
Mais on connait par ailleurs le développement
(1—2hw 4+ Ay~ = S G2 (),
ol C® est le polynome de Gegenbauer. Nous vovons donc que 'on a
“ P bol J q
o w [
AL )y = nlGE (:) )

et comme nous savons que

d .
(TEAS,"“ (o) = na ALV (2410 0),
nous en tirons
d .
7o Chte) =Gt (),

ce qui est en effet une propriété bien connue des fonctions de Gegen-
bauer. De nombreux résultats relatifs & des polynomes analogues,
mais plus généraux, peuvent évidemment étre obtenus de la méme
maniére.

23. Onpourrait donner diverses extensions de la théorie précédente
a des suites de polynomes de deux ou plusieurs variables. Bornons-
nous a indiquer en quelques mots la suivante, qui semble la plus
rationnelle et la plus simple, mais qui n’est pas la seule que I'on puisse
envisager.

Soient données des constantes, au nombre de u -+ 2v + s+ 2q,
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groupées ainsi qu'il suit

Ay, Aoy . 3{);
BI' [3‘11 . ‘3‘/\
5, B ... 3
i e o
Oy, Ose  .-., Og.
8, 5. ... o

A toute fonction a(4, k) de deux varviables 4 et £, indépendante des
coustantes «,, ..., 8,, on peut faire correspondre une suite de poly-
nomes en . et en ), contenant les constantes a,, .... ¢,, dont nous
veprésenterons le plus général (d'ordre 7 en & et n en ») par la nota-
tion’

4N NN .
Z o
3Iv 2 R A .
«\m.n i ")' )
/1 /o
~ . N N
Oy, 61\ Or}‘; T

de sorte qu'entre des polynomes de degrés consécutifs existent les
relations

Ay e Ofy
; ' Y
U R
‘)T‘L m.n . . t .)
~ N e T
, N
_01. 0. ... d5 05 ]
fr ST ol I “een 3(:J_+|
“ ~ = Y ) N
TR TS TN CTIE S TG Y N L T
=N, ey
/,.../,,0....0.—, ;/l+l‘ e e Yp+l
~ 2 oy
| 0, +1.6, ... 83+1.0; _
Ay, “u.
' 3 a
0 B8,.8,. ... 3.5
5 “\npn Y
dy 71 s
B [
N N
_ 9. 0, «v 05 0p -
ISR ceey Ay 7
P - Y s ar
_11,...0(9;‘...93 T e T T L .
TSN e e Ny e RN .
1 +729,.+.0g 7+, yP+l

Y N s
0,0 +1, ..., GOg Gg-+1
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Ces polvnomes naissent du développement

v . s Oy,
2 e z Gt
N B2 ITH TTNNC NI 19 ~ N\ Atk
a(h. )b o oo o, Ly :\ S ——,——,'f\;::.:»~
0 Vit /a e 2! 0!
! k m n

N ' N
0! Ohaxs coey Mgy fg

la fonction I étant la série hypergéométrique d’ordre supérieur & deux
variables de M. Kampé de IF¢riet, compléte ou conlluente suivant le
nombre des constantes donndes; les cas de dégénérescence on cetle
fonction se raménerait, soit & une fonction de & -+ 1, soit & un produit

d’une fonction de . par une fonction de ¥, n'étant pas exclus a priori,

l.e polynome \,,, peul aussi se mettre sous laforme d’une intégrale
double, étendue & un cercle ayaunt pour centre 'origine et pour rayon
Iunité,

Y 2. e U
. Y " =
VS b=y - n D Su. R
\ e )R | ! 1 fjl AN AR ! )
A a ( ! y
o 5 71 . /5 w o
- ) o
3 9. 0 ) P PO _

oumet Lo o dide,

3G ¢ élant une fonction lide vagfe, £) pare la velation

aho b)) , /u I Cees e Ydleed v

. o

Journ, de Math.. tome IV, -~ Rase. IV, 1923, A0



