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.

Note sur Cevistence

des intégrales des cyuations différentivlles ;

Par N. SALTYROW.

1. On connait les démonstrations devenues classiques de Cauchy,
Lipschitzet de M. F. Picard. concernant I'existence des intégrales des
dquations différentielles.

Cousidérous un systéme d’équations différenticlles ordinaives du
premier ordre, résolues par rapport aux dérivées. On suppose ordi-
nairement que leurs seconds membres sont des fouctions coutinues
des variables réelles, vévifiant de plus les conditions dites de Lipschitz,
dans un certain domaine de variation des variables.

M. Ch. de la Valléc Poussin avait étendu la démonstration ¢n
question sur le cas o les seconds membres des équations en question
n’étaient plus continus par vapport & la varviable indépendante.

M. Arzeld leva, ensuite, la restriction introduite par Lipschilz, en
¢tudiant les propriétés de certaines séries des fonctions.

I s'agit daus les lignes suivantes de donner une nouvelle démonstra-
tion de l'existence des intégrales requises. Japplique dans ce but les
considérations analogues & celles dont avait profité M. . Painlevé
dans la théorie des intégrales définies ('). La méthode développée
présente l'avantage de douner une nouvelle formule générale pour
Uintégrale requise, sans avoir recours & la condition mentionnée de
Lipschitz.

Cette derniére formule permet de représenter U'intégrale des équa-

(') Voir G. Hungert, Cours d’ A nalyse, t. 1, Pacis, 1qod. Chap, 111, p. 262 et
sulvantes,
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tions étudiées moyennant une série des quadratures, d’ailleurs d’une

manicre ditfévente & celle dela méthode des approximations successives
de M. L. Picard.

2. Considérons, pour fixer lesidées, une équation différentielle ordi-
naire

(1) ) V= @, )

dont le second membre représente une fonction continue des variables
réelles w et v, lorsque @ vavie de @, & &, +«a et que v vaviede ), - b
&y, -+ b, en supposant a >0, b > o, '

Désignons par M lalimite supérienve de| f(.2, )|, dansle domaine

- . b

considéré, et par 4 le plus petit des deux nombres a et ;-

Soit a la valeur de la variable indépendante appartenant & U'inter-
valle (g, g+ &),

Intercalons entre ., et @' un nombre quelconque des valeurs inter-
médiaires

{2) R TR SN A SET TN o) SO L

allant en croissant de @, & .x.

Pour démontrer P'existence de I'intégrale requise, nous allons cons-
traive une courbe polygonale de la maniére suivante: Tracons, par
rapportd unsystéme des coordonnées vectangulaives NOY ( fig. 1), en
suivant M. K. Goursat ('), deux droites BC et BD, admettant vespec-
tivement les cocfficients angulaires M et — M et passant, toutes les
deux, par le méme point imtial B (a,, ).

Tirons, ensuite, pavallélement & Uaxe des y, leslignes droites D, C,,
D,Cyy o ovy Ui Gimyy DGy, -0, DL G, dout les distances & axe
des ) ¢galent vespectivement les abscisses (2) et la derni¢re abs-
cisse . Les figures obtenues, le triangle ABD,C, et les trapézes
C,D,D,C,, ..., G Dy, DGy, ... apparticnnent toutes au domaine

K. Goursar, Cours d’Analyse mathématigue, t. 11 (3¢ édition), Pavis, 19138,
\
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(@, @y + A), (37y — b, ¥, + b) de variation des variables x et y,
que l'on dira domaine de régularité de Uéquation (1).

Cela ¢tant, dessinons, en partant du sommet B, les cotés d’un poly-
gone, dont les coeflicients angulaires soient respectivement m,, m,
My, ..., Ma_,. Placons les sommets de notre polygone B, B,, ...,
Bi-, By, ..., B, respectivement sur les droites, que nous venons de tra-
cer parallélement & Paxe des y. Soit m, la valeur minimum de f(x, y),
daus le triangle ABD, C,, et toute autre valeur m,_, soit le minimum
de f'(a,y) dans le trapéze Cy_,D,_, D,C;.

R

C
%
¢
P
Cy” '
Cior?
0 X
SN
D

Fig. 1.

Il va sans dire que les sommets B, B,, ..., By, ..., B, sont situés &
Pintérieur de l'angle £ DBC, car le coefficient angulaire de chaque

coté du polygone considéré est contenu entre les deux limites - M
et M.

On calcule aisément les ovdonnées 17y, vy, oo 1y ¥y o1y ¥, des sommets
Journ. de Math., tome 1V, — asc. LI, tgad, 36
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en question, moyennaunt les formules suivantes:

M=V Ry (),

\ M=y by (e — ),

Ll vésulte de ces derniéres égalités la méme conclusion que l'onavait
obtenue plus haut, grice aux cousidérations géométriques. Fneftet, la
somme de & premiéres égalités (3) nous donne

V= e (0 — ) s g (e — ) e gy (O = g
On a, par conséquent, la formule
Lye—vol <M — )

démontrant que le somumet B, sc trouve, effectivement, & 'intérieur du
™~
segment D, G,
lin supposant .t =.¢,, on obtient la somme des ¢galités (3),

ne--1

N
(,l ) V= Vo ‘*‘"\_‘ Mgy — RUSN

h=0

On va voir, d’abord, que la valeur obtenue (1) de ), tend vers une
limite finie et déterminée quand le nombre » des cOtés de notre
polygone augmente indéliniment, suivant une loi quelconque, de
manicre que tous les intervalles (v, wiy,) tendent vers zéro.

Supposons en eflet que, par une division quelconque, ['inter-
valle ., —x, soit partageé en deux autres par une valeur intermdédiaire
quelconque ., Uintervalle @, — @y, soit partagé par a) | el ainsi de
suite.

Il en vésulte que le second terme de la somme y, devient remplacé,
dans la nouvelle somme que nous allons désigner par y, par deux
termes suivants :

(:)) }L()(J‘In'— ‘l'o)+ P’(\("L‘l"‘ \"Jo)s
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le &=+ 1" terme de la formule (4) sera remplacé par deux termes
suivants :

(6) S (U = pmt) i (= O

Pour calculer les nouveaux coeflicients w,, w,

bt
menons des droites paralléles & U'axe des y, dont les distances & cel
axe soient respectivement cgales !, oy, o

Désignons par DI, ... Dy, ..., Gy oy Gy, - les poiuts d'inter-
section de ces derniéres droites paralléles avec les cotés de angle pri-
mf £ CBD.

Daprés Uhypothése introduite, u, veprésente la valeur minimum
de /(e pour le triangle ABD, C) et u) le wminimum de f(x, y)
pour le trapéze (D' D, C,. Par conséquent, le coeflicient me, ¢tant le
minimuw de £, ) pour le triangle ABD, C,. un des nombres u,, v,
est égal & mey,, 'autve lui est supérieur ou au moins ¢gal. Cela ¢tant, la
somme (3) ost done supérieure ou au moins égale au premicr lerme
de la somme dans t'égalité (4). Le méme raisonnement sapplique &
la somme (6), t‘émpl;\q:ml le A" terme du second mewmbre de la for-
mule (1), dans la nouvelle somme y,, et & tous les termes de 1. On
voit done que la nouvelle somme y), est supérieure ou au woins
égale &y,

’
by veey Yh—ay Bpgy ceey

Or, il est évident que les sommes y, vestent inférienres & un nombre
fini
M — ).

Par conséquent, y,, ne décroissant jamais, tend donc vers une limite,
que nous allons désigner par y ().

1l est de plus évident que, pour ==, la fonction ):(.x) devient
égale & y,.

3. Démontrons maintenant que la fonction v () est coutinue et
dérivable et qu'elle représente U'intégrale de 'équation différentielle
étudiée (1).

On déduit ovdinairement la derniére démonstration de la condition
de Lipschitz. Or C. Jordan avait démontré, dans son Cours d’Ana-
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S |

lyse ('), que celte derniére restriction n’était point nécessaire.

Donnons, en effet, 'accroissement / & la variable indépendante x et
appliquons les formules (3) 4 I'intervalle (&, & + /) contenu dans le
domaine de la régularité de I'équation (1). Considérant / comme infi-
niment pelit, bornons-nous  I'éuation unique

(e -0 —y ()= fle, ),

«’ et y’ désignant les valeurs des vaviables . et y correspondant au

minimum de f(.v, y°) pour le triangle initial de la méthode étudiée.
La fonction f(., y) étant continue dans le domaine considére, la

formule que 'on vient d’obtenir peut &tre mise sous la forme sui-

vante :
ylo+ D= v (@) =[/(x, )+

oli ¢ s’annule en méme temps que /. ll en résulte

Flrk D=y ()

J Jrory-te.

Les deux derniéres formules démontrent que y () est une fonction
conlinue, vériliant de plus I'équation donnée (1).

4. La formule (4), introduite pour définir U'intégrale requise, peut
élre généralisée de la maniére suivante :
ésignons respectivement par
‘.:jth Ty &..lv Tty wo e E/-'* Ny oees E""‘l’ Tin--1

les valeurs des variables .« et ) vérifiant les conditions

'"(\Ef(z()« 'nn}s '”lE':./‘(Zl) '!)1)» ey

,"/-'Ej(‘;k* T‘k)) ceay ’”n--IE_/.(:,!I—-Iv .’]ll——l\-s

dans nos formules (3).
Sur I'axe des v, dans chaque intervalle («, ¢.,), prenons un point
arbitraire %,

(') T. 1L, 2¢ édition, Paris, 1896, p. g2.
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(&
~3
~1

Considérons la somme

n—1
" \‘
(7) RIEE ‘.B+Z ’Ni.(.’vkﬁ-\ - ‘l‘/\')»
k=v
A\l ’ L4
oli I'on a posé
&y T mi= (g, i)

Multiplions & présent le nombre des points de division suivant une loi
quelconque, de maniére que tous les intervalles (&, x4,.,) tendent
vers zéro. La fonction /(.v, y) étant coutinue dauns le domaine consi-
déré, on a '

S G 0) 7= S Groan) + g

¢4 Ctant un reste qui tendra vers zéro avec la différence %, — 5. On a
donc les égalités
M= g+ 4

ur toutes les valeurs de l'indice 4, & partir de zéro jusqu'i n — 1.
our toutes | l de l'indice &, & partir de zér I
Cela posé, la formule (=) devient, en vertu de I’égalité (1),
nr—1
) ] QU .
(%) V= ok Y ek — )

A=n

Désignons par ¢’ la valeur absolue du plus grand coeflicient parmi
- tous les g Ll résulte alors de I'égalité (8)

I,,V’lln_‘ ).ng < Sl(‘l‘ —_ \1'0).

D’aprés Uhypothése introduite, ¢ tend vers zéro quand # tend vers
'infini, On a par conséquent 4 la limite

lim == lim .

La formule (7) définit done la forme généralisée de Uintégrale
de léquation (1).

5. La définition de 'intégrale qui vient d’étre établie permet de la
présenter sous une forme nouvelle.

Profitons, en effet, des notations du n°® 4, en désignant par &;, n; les
valeurs des z et y, correspondant au minimum de f(a, y), pour la
tranche trapézoidale C,—, Dy, D Gy (vorr figure 1).
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Définissons, ensuite, les ordonnées des points situés sur les bases
pacalléles des trapézes en question, moyennant les formules snivantes :

ity

Y, =, +/ Jleon, ) de,
Yo=Y, + -f(.l\ n) de,

.......................

La somme de ces derniéres ¢galités nous donne

R ooty TR

(9) Y,=ye+ / Feong ) de + / fleon)de oo , Soes 6, de

. .

K "y AN DT

l.a fonction f(.v, )) étant continue, dans le domaine considéré, il
résulte du théoréme de la moyenne

LY BN
/ Slr v doe = F(50 @) (W — 22,
ay,
%, désiguant une valeur comprise entre .y ety .
Cela étant, I'égalité (g) devient

(r10) Y, = Yot f(:lvw Tia) () —)

’l'f(s..ll Gl ) () "é'."( El- e o) (=)

Laformule (10) ayant la forme deUintégrale généralisée étudice (7),
il ’ensuit que la somme Y, de la série (g) converge vers l'intégrale
v(x) de P'équation différenticlle donnée (1),

6. Passons, i présent, i un systéme d'équations différentielles ordi-
naires. Considérons, pour tixer les idées, deux équations

(1) V=Ll s, S el a8,

ol ¥ et = désignent deux fonctions d'une variable indépendante
/ et ¢ étant deux fonctions continues lorsque x varie de «x, d x,+ a et
que y et s varienl respectivement entre les limites (v, — b, y, -+ b),

(do— € 5y +¢)ya>0,b>0,c>0.
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Soit M Ia limite supérieure de | /(. y)| et de |@ (2, )|, dans le
domaine considér¢, et soit & le plus petit des trois nombres «, 4 [\LI

Supposons que x appartienne & I'intervalle (,, x, + /). Intercalons
entre &, et z un nombre quelconque des valeurs intermédiaires (2) et
faisons pour chacune des variables fonctionnelles y et z une figure
analogue & la figure précédente.

Désignons respectivement par my, et ny les valeurs minima des {onc-
tions f(x, v, 3) et o(w, y, 3) pour les (£ + r)¥™ régions trapézoidales
correspondant & intervalle (ay, 24y ).

Ul est alors aisé de démontrer, en posant x,== &, que les expressions

n=i
VI Vet ‘\:‘ My (& gy — 1)

k=0

n=\
W
5,= 3+ }_‘ R (g — g )

k=0

tendent respectivement vers des limites bien déterminées, quand le
nombre n des cotés des courbes polygonales correspondantes augmente
indéfiniment, suivant une loi quelconque, de maniére que tous les
intervalles (ay, ay., ) tendent vers zéro.

Les fonclions obtenues y (&) et z(x) représentent un systéme d’in-
tégrales des équations (11) continues dans lintervalle (x,, &, + £) et
prenant respectivement les valeurs v, et z,, pour & = .

Désignons respectivement par %, n;, G et &, 1z, o les valeurs des
variables , y, 3, vérifiant les conditions

"I'/(‘:f( i';!.'v T :I.‘\) np= (?(E/n ;-/-') C;)‘

On démontre ais¢ment que les intégrales requises du systéme (11)
admettent la forme généralisée représentant respectivement les limites
des expressions suivantes, en posant &, = :

n—1

Py Wl -
‘)’/’p'—'—‘)"u - z./‘(‘:ll.v Tk :A) (‘l"k-+—l - *Ulf)s
k=0

n—1

N —
Sp = Sy + 2‘ CP(&'A» Nk CI) (\l"/.~+l — ),

k=0
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£, etk désignant les abscisses des points arbitrairves quelconques de
lintervalle (ay, @, ).

Enfin, géuéralisant les considérations du n® &, il est aisé de repré-
senter respectivement les intégrales en (uestion comme limites des

sommes suivantes :

)
Y, = Vot /

g

N
Jury g L) de

Wt

wry
—+- ( ,[('1‘\ Ty :I)({"" I o { ,f(*l‘, Np—1s Lu --l) da,

Ly MR

o

1 o= 30+ / (., Ny, T de

T
.',".‘ . - — . . —_—
+ [ o (2, i, ’;,\:{\z‘ “4 / o(.v, Np—, ;’,,_‘>d.z‘.
.

LRt



