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EQUATIONS CUBIQUES A DEUX INDETERMINEES. 209

So/umm N)mpl\ ¢te de quelques équations cubiques
eur indétermindées ;

I. Trveve NAGELL,
\‘\\i- ’/";;‘\\\:-“\.'/ { Oslo (Norvege).
~_

INTRODUCTION.
1. D’aprés le résultat fondamental d’Axel Thue (') sur les équa-
tions a deux indéterminées, ’équation
At By'=C(,
A, B et C sont des cutiers donués, n’a qu'un nombre limil¢ de

solutions en nombres catiers x, y (*).
Pour Péquation spéciale

() L D).a:“
nous avons le théoréme trés beau de M. Boris Delaunay (*) :

[’équation indéterminde (1) posséde aw plus une seule solution
en nombres entiers &, y avec y #o. 2° St =, y =y, esl une
solution, le nombre

| g, VD _

(') Voir Axel Tuue, Ueber Anndherungswerte algcbraischer Zahlen
(Journal f. Mathematik, Bd. 135, 19vg, p. 284).

(*) M. Delaunay vient d’annoncer qu’il a démontré, -dans le cas de G =1, que
le nombre de solutions ne dépasse pas 5 (voir les Comples rendus, t. 171,
1920, et t. 172, 1921,

(%) La démonstration fut publiée (en russe) dans les publications de la Société
mathématique & Charkov, 1913. Voir aussi les Comptes rendus, (. 162, 1916,
p. 130.

Journ. de Math., tome 1V. — Fasc. I, 1923. . 28
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est Lunité fondamentale de Uanncaw |1, YD, (VD] du corps
cubique K (Y1),

[ndépendamment de M. Delaunay, jai donné une autre démonstra-
Lion pour la premiére partie de ce théoréme (V).

D’abord, dans le paragraphe 1, nous allons donner une précision
du théoreme de M. Delaunay. Nous allons en eflet démontrer :
Si w =, y =y, est une solution de Péquation (1), le nombre

Ry -+ ,‘.l 3\"".4[5

est Lunité fondamentale du corps eubique K(YD) ow bien il est le
carré de Lunité fondamentale; le dernier cas ne peut se préseater
que pour un nombre fini de cas.

Notre méthode est une précision de la méthode de M. Delauuay.
Dans le paragraphe 11, nous allons nous occuper de I'équation plus

géncrale
(2) At Byr=C,

oti C a une des valeurs 1 ou 3. Sans rien perdre de la géndralité, nous
pouvons faire les suppositions suivantes : l.cs entiers A ¢l B sont
positifs et A >B. ADB n'est pas divisible par le cube d’un nowmbre
premier. AB n’est pas divisible par 3, quand C = 3. Lorsque les deux

. RYAEWIN 3/ . . . .
corps cubiques [\(\/%) el K <\/ ﬁ‘-) sout idenliques, je dis que
1,
les deux équations
‘ At Byd==C
et
At Btz ()

. ) \ ) g : /\
appartiennent & la méme classe, & la classe du corps K (\/ H-\}'
Cela posé, le vésultat principal de ce Mémoire est le théoréme :

1° 1’équation (2) posséde au plus une seule solution en nombres

(" Voir T. Nagery, Ueber die Einheiten in reinen kubischen Zahlkirpern
(Videnskapsselshapets Skrifter, Kristiania, 1923, n° 11): voiv aussi Vollstin-
dige Lisung einiger unbestimmiten Gleichungen dritten Grades (Viden-
skapsselskapets Skrifter, ne 14, Kristiana, 1922), Dans une Note, & la fin de ce
Mémoire, nous allons donner une simplification de cette démonstration.
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entiers x, y, différents de zéro. Il v a lunique exception pour
léquation _

a4 3= 3,

qui posséde exactement dewe solutions, savolr v =y =1 el v =4,
Y= —.

2° Parmi toutes les équations de la méme classe, tly en a aw plus
une sewle qui est possible en nombres entiers, sauf pour les classes
des corps K(V2) et K(v20). Dans la elasse du 'corps K(vz2) il y «
trots équations possibles, savoir : ‘

2t ¥, 2’ + 13=3 et Jad+ yi=3.

-2 . R . .
Dans la classe du corps K(y20) (L y « dewr équations possibles,
savoir :
200°+ y3 =1 et dad4w)d=3.

lintin, dans le pavagraphe 1V, nous allons donner une méthode

pour déterminer la solution de 'équation (2) dans tous les cas ou elle
est possible.

2. Noient donnés les deux nombres entiers positifs /et g, tels
que fg ne soit pas divisible par le careé d'un nombre premier, et
soit fg>1. Posons D=fu*, D=/, 0=|VD| et T=|yD|.
Alors, d’aprés Dedekind ('), on appelle le corps cubique K(0)
corps de premicre espéce, st f* — g* n'est pas divisible par g si,
au contraire, f* — o* est divisible pav g, le corps est dit de seconde
espéce. On peut évidemment formuler cette définition comme il suit
K(0) est de premiére espéce lorsque D==o, == 2, ==+3 ou
=+ 4 (modg); il est de scconde espéce lorsque D = =% 1
(modg). Dans un corps de premiére espéce, une base des nombres
entiers est donnée par 1, 0, 0. Dans un corps de seconde espéce,

N . ! . T N
une base des nombres entiers est donnée par s+ 0+ g0), 0, 0.

Les corps K(0) et K(0) sont naturellement identiques. Quand «

(") Voir R. Drvekixn, Ueber die Anzahlder Idealklassen in reinen kubischen
Korpern (Journal f. Mathematik, Bd. 128, 1goo. p. fo).
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est un nombre de K(0), nous désignons comme habituellement par &’
et o les nombres conjugués; comme o' et «” sont imaginairement
conjugués, le produil a'a” est évidemment positif. Ainsi, si a est
positif, la norme de « est aussi positive.

. 1 - . -
Soit oc:\,;(::;+.)r'0—+—:0) un nombre entier, avec des coefli-

cients x, y et s entiers, rationnels. Sile corps est de premiére espéce,
tous les nombres w, y et 3 sont divisibles par 3. Si le corps est de
scconde espéce, el si I'un des nombres &, v, 5 est divisible par 3, les
deux aulres le sont aussij car nous avons

o == % (v --y04s0) = g(l S0 +g0) + 0+,

oli &z, v ¢l w sont des nombres enliers (ralionnels) ; si vz est divi-
sible par 3, il faut donc que fgu le soit, ou, comme fg n’est pas divi-
sible par 3, que « le soit. Spécialement, si le nombre & + -0 estentier
et si et ) sont rationnels, ils sont anssi entiers. Pour que le nombre y
d’un corps de premiére espécee,

n= .2+ v04 30,
olt.e, y el s sont des entiers (ralionnels), soit une unité, il faut et il
suffit qu’on ait N(n) = 01’ n" = == 1. c’est-d-dire
(3) B[y fred =S fears =X

Pour (ue le nombre v d’un corps de seconde espéce,
ug . 7 7
0=+ 0+ ¢0)+ 04+ w,
Q

oli at, v el w sont des entiers (rationnels), soit une unité, il faut et il
suftit qu’on ait

9 a4 feyd - o — 3 feays =Dz ay,

olt nous avons pos¢ =, fu + 3¢ =y el gu + 3w = 3.

Si 7 est positif, il faut prendre le signe supérieur dans les équa-
tions (3) et (4), puisque n' 0" est positif.

On sait qu'il existe une unité fondamentale &, 0 <% <1, telle que
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chaque unité v puisse se mettre sous la forme

n=223",

ol 2 est un nombre entier po\mt ou ne ratif.
Une unité positive de la forme n=2a +~r0, oli . et ) sout des
entiers, est toujours < 1. Car, & cause de .«* + D* =1, ona

1 N TR B
== ey I - T+ >3,
n v )

puisque @)y est uégatif. Par conséquent, si & est une unité telle que

o< 1, et si

N = -i—\\‘g =",

le nowmbre m doit étve positif. On trouve naturellement les mémes
choses pour une unité de la forme 3 =+ 30. Dans la suite, les
lettres latines désignent toujours des nombres rationnels, Le nombre 3
désigne une racine de équation g* + 3 + 1 = o. De plus, nous com-
prenons toujours par v\ la valeur réelle de ce nombre.

Dans le paragraphe 1, nous allons démontrer quelques lemmes sur
les nombres de la forme

Rz

(v X VY,

N

ot N est un nombre entier posttif.

I. — Démonstration de guelques lemmes.

3. Soit m un nombre enlier positif; et posons

m m
R

Ill

Alors, nous avous :

Se4- S =Sy attzz (— ) T (mod 3),
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et
X ‘m\ m—1 mN\ m—4 . . a
,2:( -+(, L E=E— S+ S {(mod 3),
| 2 \ 5 .
. mN o om mN\ m—3 _ . 2
"_(o.) - +(5) 3 o= omS, (mod 3);
donc

(1 2m — m)S == (—1)" (mod 3).

Le nombre 8, n'est, parsuite, jamais divisible par 3.

A. Lexve 1. — Sout D) wun nombre entier rationnel > 1, qui n’est
pas divisible par le cube d'un nonbre premier. Alors, si v et y sont
des nombres entiers rationnels, tels que w et y1) solent premiers
entre eux, el st nous avons

(e+riD)'=X+Y\D+z( D)

avee des coefficients X, X, 4 rationnels et avee n entier > 1, tous
les coefficients X, X, 4 sont différents de séro, sauf dans les dewx
cas suivants :
3 5 T P
(Vio—1)’= g9 —idy10,
(V3 =) '=—13 + 1272,
Démonstration. — Comme . est premier a D, il est évident que X

est dillérent de zéro. Supposons que Z = o; dans ce cas nous aurons
I’équation

(1) (,:) A (t) etTE D+ (’é)w"“ﬂ)ﬂ" Dy =00

[l faut évidemment que v et y solent de signes opposés. Lin divisant
1, T

par - n(n — 1)), il vient

(3) . Kn — 2> ERUML v K” — 3) L e R

A -\ 3k )G+ @)

2

ES

1/

Soity divisibleparlenombrepremierq. Alors,comme ¢ 20t >3k 42
pour tous les A2 1, la plus haute puissance de ¢, yui divise le numé-
rateur de la fraction

2 pr-3k=2 3k Dk

3) (5/.'+|)(3/\‘~|~‘3)’
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est plus grande que la plus haute puissance de ¢, qui divise le déno-
minateur. Tous les termes & droite sont ainsi == o (mod ¢). Mais
c’est tmpossible, puisque le terme & gauche, — a"~*, n’est pas divi-
sible par ¢, & élant premier & ). Par conséquent, nous avons ) = == 1.

Soit ensuite D divisible par ¢%, ¢ étant un nombre premier (x est
ou =1 ou =2). Lorsque ¢*> 2, la fraction (3) est =o (mod ¢),
pour tous les A2, Car, ¢* 238 > 3 &+ 2, si AZ2. Clest aussi le cas
pour A = 1, pourvu que ¢* soil diflérent de 2 et de 5. Dans ce cas,
tous les termes & droite sont ainsi == o (mod ¢). Mais c’est impos-
sible, car @ est premier & D. Par conséquent, il faut que ¢* =2
ou = §, et il reste pour D seulement les possibilités suivantes : 1) = 2,
=5 ou =0,

Lorsque 2 =0 (mod 3). U'équation (1) peul s’écrive :

n—x

n > ot _'—"_‘A
==t SN — R LURTUEE Lt AR
. y" -3 — \"‘ ( R“ 1 Lo ] _ |
-\ 54 3k 4+
A2t
et lorsque # 1 (mod 3)
n--a
n-—1 3

- N on—a\ Sk o
—an=ip s ’-‘-\ 2 VS T ’
-k \ 3Lk J(3Ah+0) (3K 2)
k21

et lorsque 722 (mod 3)

h2 ~ n h—2 &
N ] L B 3 N )J‘“‘ yu—sk=2) ® .
. a—d 3 I( | %
L

Si v est divisible par le nombre premicr ¢, il suit, comme plus
haut, que toutes les trois somues ict sout divisibles par ¢, puisque
¢"* >3 k <+ = pour tous les A2 1. Mais c’est impossible, car yD n’est
pas divisible par ¢. Par conséquent. nous avons & = = 1.

Alors Péquation (2) peut s'éerive :

(1) |“(n—2\)3l)+ n—:\\aﬂ* - —a
! 3033 6 Js¥ T TR

/

lei D a une des valeurs 2,5 ou 10. Si ) = 10, nous aurons

n—ay ST PRIV \ P ‘n—a a,10f .
( 3 ) l_ﬁ(" ) (n:—Ain ())__.,-( 1) ( 3k >(_3A‘+1)(3k+:x)
PR
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Cette équation est satisfaite pour » = 5. Nous avous aiusi la solution
suivante de notre question

-\ . . 1 -
lsn divisantl par <(2 — 3) nous” aurons
o

n——(i‘) (-2 —3Yn - PDanae?
: 345608

\ nt—-dn -6 K

CAN N (— ¢ n w—(i) (n—2) (n—3) (n—=j).1 m“"
' R (3/-‘——! 3hSh+ 0 Sh+ ’)(0/-»{~o)(o/. ) (3h D)

A e
leir le numérateur du terme général de la somme est au moins
divisible par 3*'. La plus haute puissance de 5, qui divise le déno-
minateur SASE+ D3 b+ 2) A+ 3V ECh+ D 3h+ D) est évi-
dommoul S5(3h + 3. Alors, comme 3> 5(3h 4+ 5) pour tous
lesh "2 la sommeest o (mod 3). Par conségquent, nous aurons

n—in - 0= (n—2) - nuto (maod D),

e (ui ost impossible.
Lorsique DD = 2 ou =), nous aurons de Uéguation () (mod3):

n—2 cn—2 “
l+( a \—*-K . ) .. 20 (mod 3).
> LI

Or, cette congruence est unpossible d’apresle n® 3.
Supposons eusuite que Y = o dansce cas nous aurons 'équation

(6) (" R k','\.z-v—i_.-*ln- (").r" Ty 4L LT o
v 4/ P '
Il faul que .« et ) solent de signes opposés. En divisant par myv, il
vient .
=) nei— =1 DN *'n‘—l‘) .r_":_"_‘;___“l)‘
: k T T i\ 3k ! PR

b2
Soit v divisible par le nombre premier ¢. \lors, comme

FHEIF S>3 b+
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pour tous les A= 1, la plus haute puissance de ¢, qui divise le numé-

rateur de la fraction
Rk 3 DA

(%) TR
est plus grande que la plus haute puissance de ¢, qui divise le déno-
minateur. Tous les termes & droite sout ainsi =0 (mod ¢). Mais
c'est impossible, puisque le terme & gauche, — "', n'est pas divi-
sible par ¢, .« ¢tant premier & ). Par conséquent, nousavons y == == 1,
Soit ensuite D divisible par le nombre premier ¢ > 2. Alors,
comme ¢*7 3> 3k 41 pour tous les A >z, la fraction (8) est
=20 (mod ¢q). Tous les termes & droite sont ainsi ==0 (mod ¢).
Mais c'est impossible, car @ est premier & D. 1l faut donc que D=2
ou = {.
Lorsque n - .o (mod 3), 'équation (6) peut s'éerive

"k
n . Pronakilia
A ~ — a3 =3k )
oy =N (n .1) a3k y b
r_J
k2

Sk ) Bh+0(k42)
et lorsque n- 1 (mod 3)

" \1 n n—1 "
LNyt = 5\‘:0: TN NN .
. (Sl\ vty 1
kX
et lorsque n =:2(mod 3)

n 2

n X

-- % B R ) -
. -3 — Y SRV EENY S | R
ey o NV () D
‘\ - a D —
-d\ 3} SA -+
Fag

De la méme manic¢re que plus haut, on conclut de ces équations
que v = = 1.
Lorsque 1) = {, nous aurons par suite de I'équation (7)

N ;
/

n—n) T PR . 2y — N\ of B0 Gtk
k 3 ) |__G(n N(n '.!n+o)___‘_‘(——1)( Th \)Wl

K22

Celte équation est satistaile pour n = 4, ce qui donne

T \X N B -
(Va=—1) =r1aya—1i.

Journ. de Math., tome 1V, — Fasce. U1, 1ga3. 29
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.« s 1
En divisant parz(n — 1), nous aurons

R W s R—3\ n—1 36,28
\n-—:&n-i—o: Q " —

2 3 3.0.5.6.7
ta) AN N 5‘) ‘n—i 36, a2 )
’ —2 (SI;—IJ K 3 ) SAQGA+ ) BA+2)(h+3) (34 +19)
k22

Ici le numérateur du terme général de la somme est au moins
divisible par 2***. La plus haute puissance de 2, qui divise le déno-
minateur 3A(3Ak +1) (34 + 2) (3k + 3) (3k + 4) est évidemment
28(34 + 4). Alors, comme 2** > §(3 4k + 4) pour tous les AZ2, ia
somme est ==o (mod 4). Par conséquent, nous aurous

nt—an+3=(n—i1)+2:x0 (mod 4).
ce qui est impossible.

Lorsque D = 2, il suit de I'équation (7) (mod 3) :

) WU s P
D

congruence impossible d’aprés le n° 3.
Le lemme I se trouve ainsi démontvé.

8. Lewne 1. — Soient D, et D, dewr nombres entiers rationnels,
tous les deuw > 1, qui ne sont pas divisibles par le cube d’un nombre
premier. Soient encore x et v deux nombres entiers rationnels.
Alors, st xD, et aD, sont premiers entre eux, el si

(D03 B = X+ VB + 27,
avee des coefficients X, Y, Z rationnels et avec n entier positif, lous

les coefficients X, Y, Z sont différents de zéro, sauf dans le cas
suivant :

(V5—V2) =—131+ 63y/20.
Démonstration. — Comme 1), D, > 1, le nombre X n’est jamais

égal & zéro. 1l suffit donc d’examiner le cas de Z =o. Dans ce cas
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nous aurons l'équation

In 3n o
(10) ( )v“" tybu- ‘-i—( )v"‘ byl D""*Dg-i-...—!—(g"__Qar*y“"-l);“‘:o.

ll faut évidemment que .v et ) soient de signes opposés. Lin divisant par
3nz*y, nous aurons

Jn—1\ a¥M-tysprip,
3 ' — : TP s
(r1) —asn=3pi- ( > 3
V “3n _,) - u-.\unn -k ‘l‘»"
L ( 3k Ry
k22

Soit v divisibleparle nombre premier ¢. Alors,comme ¢**22** >3k + 1
R ) 3

pour tous les £71, la plus haute puissance de ¢, qui divise le numé-

rateur de la fraction

pin—-dk -3 ‘.:ckDr‘z -1k
(l‘?) . 2

3k

est plus grande que la pius haute puissance de ¢, qui divise le déno-
minateur. Tous les termes & droite sont ainsi .20 (mod ¢). Mais
c’est impossible puisque le terme & gauche, -— ™~ D7~ n’est pas
divisible par ¢, D, étant premier & y. Par conséquent, nous avons
y==xI. ' ‘

Soit ensuite D, divisible par le nombre premier ¢ > 2. Alors,
comme ¢“23">3k +1 pour tous les AZ2, la fraction (12) est

o(mod ¢). Tous les termes a droite sout ainst ==z0 (mod ¢).
Mais c'est impossible, car D), cst premier & D,. ll faut douc
que D, =20u = 4.

-~ « . | R . K “ . ‘e .
En divisant par - 32 (32 — 1)*y, U'équation (10) peut s'éerire :

In — 2) v dn—s 1.4 D" eD
A|.§)

DY

N )
v 3 — __,‘) 2 .y;m—:ik—»:)\v:t/r |‘_)/!I—k ! nﬁlr
20

(l\;) ___).310—31)'2!%:(
+ 3k GErO0k+ )

.

A

3

Soit @ divisible par le nombre premier ¢. Alors, comme

PRI 3h + 2
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our'tous les A>1, la fraction
b

2.,.31141:.-3&.3/.‘ l)g-k—-l D';'

(1) ENETEITE Soan

est ==0 (mod ¢) pour tous les AZ1. Tous les termes & droite sont
ainsi ==o(mod ¢). Mais c’est impossible, puisque le terme gauche,
v DeTY, w'est pas divisible par ¢, v D, étant premier d.c. Par con-
séquent, nous avons .x = - 1.

Soit eusuite D, divisible par ¢*, ¢ étant un nombre premier (x est
ou =1 ou =2). Lorsque ¢*> 2, la fraction (14) est =0 (mod ¢)
pour tous les k22, Car ¢*23* >3k + 2, si &2 2. Clest aussi le cas
pour k =1, pourvu que ¢* soit différent de 2 et de 5. Dans ce cas,
tous les termes & droite sont ainsi == o (mod ¢). Mais c’est 1mpos-
sible, puisque v-D), est premicra D,. Parconséquent, il fautque ¢* = 2
ou =3, etilreste pour D, seulement les possibilités suivantes: D == 2,
= 5 ou = 10.

D, et D, étant premiers entre eux, il ne reste que les deux cas :
D, =5et D,=20u D, =4 Quand D, =4, il suitde (11)(mod 3)

a Y
3n—i S — R
|+k N )%—k) . )—l-...?-:—o {mod 3),
N] K O y

congruence impossible d’aprés le n® 5.
Quand D, = 2, il suitde (13)

o1 -‘3::——-).) 5.an-! \'w(\'%n——a} (— 3 an—k
ak-t=— — . e ey
K S/ 453 ad \ 3K T (Sh )3k 4 2)

ou

’

\ Sn—a (— d)k ad &
— ni— +8)= Y .
(n—a)(gri—gn-¥) .'.a( 3k >(3/.~+1)(3/.'-§-‘.;;

Cette équation est satisfaile pour » = 2, ce qui donne
(V5 —32)° = — 171 + 63} 20.
En divisant par (# — 2), nous aurons

gnt—qn+38
7 3(3n —3)Y(3n —4)(3n —3)(3n —2)(— d)hat-* .
3k~ o) GA—=0)3h=3)(3h —2)Bh - )34 +1)3k(3h+2)
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lei le numérateur du terme général de la somme est au moins
divisible par 5*. La plus haute puissance de 5, qui divise le dénomi-

nateur
(3h—DBh=3)(3h—2)BA—=1)3LBA+1) (3L + a).

est ¢videmment Z5(3A + 2). Or, nous avons 54> 5(34 + 2) pour
tous les AZ 33 et pour k =2 le dénominateur est seulement divisible
par 5. La somme est ainsi ==0 (mod5). Mais c'est impossible,
car le nombre
’ 3\* ad
gnt—yn -8 ::(3/0 —_ :;) + 0
n’est jamais divisible par 5.
Le lemme |l se trouve ainst démontre.

6. Lenvg HL — Sotent DY, et Dydews nombres entiers rationnels,
tous les dear >, qui ne sont pas divisibles par le cube d'un
nombre prewier. Soienl encore v et y dewr nombres entiers ralion-
nels. Aors, st D, et ¥Dy, sont premiers entre eur, el si

Co M ey VD 1= X (YT ) o Y (YR ) 2 i,

avee des coefficients X, X, 7o rationnels el avee noenlier posilif,
tous les coefficients X, X, 7osont différents de zéro.

Démonstration. - Comme D, et D, sont > 1, il est évident que \
et Y sont dillérents de zéro. Si 7 = o, nous aurons
‘3 —
(t9) o :( . >.z~3““"y!)',’ !

3n—1 "3 -
+ , NELEEL RS PRt | NS aydeDY = o,
4 ) 3n—a/ "

Or cette équation est évidemment symétrique par rapport
., D, ety, D,. Endivisant par (32 — 1) .y, nous aurons

RPN _<3" - -)‘)',,an—cy:t W{r—-a D, N \' (5 no— ._,‘> .z‘:"""“""""y“"'D',""" -1 |)/2r
L M — ‘_———‘“/ — .

3 , H i 3k 3h -1

ke

Soit D, divisible par le nombre premier ¢ > 2. Alors, comme
q*23*>3k +1 pour tous les AZ2, tous les termes & droile
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sout =0 (modgq). Mais c'est unpowble puisque £*=*D™* n’est pas
divisible pal‘ q- Il veste, pav suite, seulement les possnbllltes Dy=>2
et D, = 4. Or, & cause de la symétrie de 'équation (15), nous avouns
forcément D, = 2 ou D, = 4. Mais cela ne va pas, parce que D, et D,
sont premiers entre eux

Le lemme 111 se trouve ainsi démontré.

7. Lenwe WV, — Soient D, et D, dewe nombres entiers rationnels,
tous les dewe > 1, qui ne sont pas divisibles par le cube d un
nombre premier. Soient encore @ el ¥ dewr nombres entiers ration-
nels. Alors, si xD, et y D, sont premiers entre ewx, et si

(VD 0 YD )ar = XD 4+ YV D+ 2 (VD D)2,
avee des coefficients X. Y, L rationnels, ¢t avee noentier posttif,

tous les coefficients X, Y, L sont différents de séro.

Démonstration. — Comme D), et D, sont > 1, il est évident que X
et Y sont différents de zéro. Si Z = o, nous aurons

2 R
. 3n F3n- . S
(10) ( :l\:‘" Yy ‘+K) ..+-(>J"‘"'"‘ DY D
: 5 '

/
7
i SN -1 KRR LERE DU T
3n—1 : :

Or, cette ¢quation est évidemment <vmétrique par mpport e, Dy
et y, D,. Il faut que 2 et ) soient de signes opposés. Kn divisant

par n(3n +1)a?y?, nous aurons

pla-dpe -t n—i "‘"'R”—“"u“? P,
' . 3 5.5

v “3n M__,) g3 ¥-34 xnn & ||)I-
( 3k (oA+|)(oA+ a)

Soit y divisible par le nombre premier ¢. Comme ¢**Z 24> 3k + 2
pour tous A Z 1, tous les termes & droite sont =20 (modg). Comme
plus haut, nous ticons de la la conclusion que y est nécessairement
égal & = 1. Soit ensuite D, divisible par ¢%, ¢ étant un nombre pre-
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mier, « =1 0ou =2, Lorsque ¢*> 2, tous les termes de la somme
sont=:= o(modg). Car, ¢g** 23> 3k + apour tousleskZ 2. Lie premier
terme a droite, correspoudant a k=1, est aussi==o0 (modg),
pourvu que ¢* soit différent de 2 et de 5. Dans ce cas, tous les
termes & droite sont ainsi ==0 (modgq). ‘

Mais c'est impossible, car aD, est premier 4 D,. Par consé-
quent, il faut que q*=12 ou =5 et il reste pour D, seulement les
possibilités D, = 2, = 5 ou = r10. '

A cause de la symétrie de I’équation (16), nous aurons aussi
D,=2, =5 0u =10, et.x = 1. Comme 1), et D, sont premiers
entre eux, il suflit donc d’examiner le cas de D, =5 et D,=2. 1l
s'agit ainst de trouver tous les entiers positifs n, tels que

VA= V2T = X 4 Y s,
ou bien tels que :

(17)

V| AV BV
- B \/

ol A et B sont des nombres rationnels.
Supposous d’abord que » soit impair, et posons 37 + 1= 2m.
Comme m = z(mod 3), nous pouvons poser m = 3p + 2. Alors,
puisque
( /5 —V2) =1+ {20 — /5o,
nous avons

T Y
___ m . / o oy
‘\)‘ \2 _-(l+\/20--\ )n) --)—4 V2l = IVZ) i 'V E \m’
R V3 V9

ol .t, )* et 3 sont des nombres entiers rationnels, tels que
(18) Bt -4 yP+ 103 — Jowys=yg.
Par suite, nous avons

v\/20+y\/;+‘\/m .~\:\‘/5+|§:\;/'A
= = Y

V9 </3

d’on il suit, comme le coefticient de {/100 doit étre égal a zéro,

(19) St=—oaay.
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Si ¢ est le plus grand commun diviseur de v et y, il résulte de la
que o divise s. Or, il vésulte de 'équation (18) que le plus grand com-
mun diviseur des nombres ., y et sestégala 1. 1l faut done que 8 = 1.
Puisque, & cause de I'équation (18), . est impair, I'équation (19)

entraine done
@£ =l Y= acd, s=aus,

ol « et ¢ sont des nombres entiers premiers entre eux.
Or, nous avons d’aprés I'équation (18) la congruence
dyizzg (mod 3).

donc
dvi=gmdact=gact=gm=— (mod d),

ce qui est impossible, parce que = 2 est reste non quadratique de 5.
Supposons ensuite que 2 = 2/m. Alors, comme

W X &
J 2 EP
[\ " ] =i

Uéquation (17 ') peut s’écrive

) — 34 By
(—n) {-‘\my'\o \,: \\):* \)
\/3 '\a

in égalant le coefticient de \'roo & zéro, nous aurons I’équation

m
( \ (_ l())'" l - + ( )(___ l(})'" o.-\ 20
m m--3 b
-&—(_ {(—)" s, a0t
m R m .
( )(—lq)'"'-." 1+< ) 19)™ 3. 7% a0
m o
-+ <S ) (—rg)" 782,200+
in divisant par 7/m, cetle équation peut s’éevire

(~-— lq)'n-—i + V ('" — l) ( 'Q)m -4 '-.'M 20‘
¥ anel

3k 3h
=
\' [ m- l\)(~|g)'"“"' R LA BT
T e \3h -y, 3k +2

k20
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Comme 7> 3k +1 pour tous les k21, la premiére somwe est
évidemment == o(mod 7). La deuxi¢éme somme est aussi == o(mod?7).
Car nous avons 7" > 3k -+ 2 pour tous les A2 0. Mais c’est impos-
sible, car le premier membre, (— 19)"™", n’est pas divisible par 7.
L’équation (17) est, par suite, impossible pour 2 > o.
Le lemmelV se trouve ainsi démontré.

II. — Sur Yequation %+ D)d==1.

8. Nous voyons que le probléme de résoudre 'équation
3 + l)‘)»'& =1,

ol D est un nombre entier >>1, en nombres entiers v, ¥, revient an
A " . . Py oy
méme que de déterminer dans le corps cubique K (D) toutes les unités

RN \ . .

de la forme & + y\'D), olt & et ) sont des entiers (rationnels). Nous
ponvons supposer que [) ne soit pas divisible par le cube d’un nombre
premier; nous avons donc D = fg?*, ot fg n'est divisible par aucun

carré > 1. ), 0 et ) ont les mémes significations que dans le n° 2.
Soit ¢ une unité positive <1,

¢ == -Ig(\ -+ \0+Z0) (()
et posons

y | =

=5 (N Y0+ 25),

[

Alors, nous avons évidemment

3N'= X — Y7,
3Y' = f72 — X\,
32 = g\ N\,

ce qu’on vérifie sans difficulté, en prolitant de I'équation

Xoa DY* - DZ2— 3 fg \NYZ =2,

s f3 [ \ - ;-
(') Lorsque le corps K(y/D) est de premiére espéce, lous les nombres X, Y
et Z sont divisibles par 3, d’apres le n° 2.

2
Journ. de Math., tome IV, — Fasc. III, 1925, J20
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1 Y ) . b st
Comme - > 1, d’aprés le n° 2, les coefficients Y’ et Z’ sont diffé-

rents de zéro. Les équations
“JT3—XY=0 e oY!*—XZ=o

sont ainsi impossibles.
Si £ est I'unité fondamentale, o < ¥ < 1, nous aurons alors a exa-
miner |'équation
@4 yl=Im,

oli, d’aprés le n° 2, il faut que m soit positif.

9. Nous allons démontrer le théoréme suivant :
Le carré d’une uniié de la forme
n=—+ y0 -+ 36,

avec des cocfficients x, y, 3 entiers (rationnels), n'est de la
Jorme X + Y 0 que dans le cas de

RYOON M
n =1+ {20 —/do.

Le carré d’une unité de la forme
LI _V\
e 3 (J'—i—_)’@-{— s0),

acec des coefficients x, y, 3 entiers (rationnels), n'est de la
Jorme X + Y0 que dans un nombire limité de cas.

Démonstration. — Soil v une unité positive,

n=x+y0+ 20,
ol x, y et 3 sont entiers, et par suite
(x) 234 DyI 4 Dt — 3 foays =1,

et

= (@ 2 fgys) + () + f30)0 + (2w s+ gy?) 6.
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Sile coefficient de Oest égal & zéro, nous aurons

£

ST — e

ax

.

En introduisaat cette valeur de s dans I'équation (1), il vient

. D ) D~‘ yt‘. " |‘) “-3 i
£ y—‘ g—(—‘i-{“o. 2‘.—|,
ou
Dyt — 20D Pad= St — 8%
done
(2) Dy?=row*zzaxy a7t — a .

Par suite, le nombre 274" — 22 doit étre égal & un carré, ou
(3) :a7‘z:‘—— 22 = ad.
Si @ est pair, il suit de cette équation

27 4% — 2 = b awd, £B== e aey

Le nombre «*+ 1 étant indivisible par 3, il faut y prendre le signe
inférieur; donc, en éliminant .,
108 08 - 1= 02,
d’ou
w = 1== D48, e v=12abs,

et par suite
27¢4— d¥ == 1.

Or, & cause de l'impossibilité de'équation X*+Y*=Z7" pour XYZ o,
cette équation entraine ¢ = o, ce qui donne ¢ = o et & = o, valeur
impossible.

Si  est impair, il suit de I'équation (3)

agad—a =t u?, @£y
Comme il faut évidemment prendre le signe supérieur, il vient
a7xd=(3@) = ut+ 2.

Or, il est bien connu que cette équation n’admet que la solution « = 5,



298 TRYGVE NAGELL.

x=1 ('). Alors il suit de (2), Dy*=10 =10, c'est-a-dire D = 20
et y =1. La seule solution de notre probléme est donc

(r+ V20 —{/30)* = — 19 + 7 {/20.
Soit ensuile v; une unité positive de la forme

n= :,;(;1‘ + 00+ 36),

ol &, ¥ et 5 sont entiers, et par suite

&) & Dy D — 3fawys = a7,
et

- l . I ) g l e 7
() = (e a )+ S Caay RS ) 0 D gy

Si .« est divisible par 3, les nombres y et = le sout aussi d’aprés le
n® 2. Or, nous venons de traiter ce cas. Supposons que x est indivi-
sible par 3. Si le coefficient de 0 dans (5) est égal & zéro, nous aurons

fa
“

yar
(6) SES A

RIS

En introduisant cette valeur de 5 dans I'équation (4), il vient

‘.l'. ]43
¥ 3 2 . 2 . —
Q0 ]))’ “ \\‘.Ij:i -+ 9 I) —:)- = 3/ .

ou

D2 ys— 20Dy 3= 8x'— 1082:
donce
(7) D)* = 1ot == Gy/30t — b

I1 faut donc que le nombre 3&*— G soit égal a un carré :
(8) 3wt — G =t -

Si @ est pair, cette équation entraine, puisque x est indivisible

par 3,

ad— 2= Gu?, @r= =t a?;

(') Voir par exemple L.-E. Dwkson, /History of the theory of numbers,
vol. Il, p. 533. ‘



EQUATIONS CUBIQUES A DEUX INDETERMINEES. 229
“donc
et — 1= Jud
Il faut y prendre le signe supérieur, puisque 4¢®+ 1 n’est pas divisible
par 3. Alors, cette équation peut s’écrire

(0 4+ 1)— (0 — 1) = (20?3,

ce (qui entraine nécessairement « = ¢ = 1. ’ar suite, nous aurons . = 2
et, d’apres I'équation (7), Dy* = 80 = 72, c’est-d-dire D=1g et y=2
et s = — 1. La seule solution daus ce cas est donc
R Yaun I/77\2 )2 @ j—
[‘-‘ + 2 \‘/'9'—‘(\/‘9) ] =—8+3V1g.
J

Si w est impair, Péquation (8) entraine

Ve a = oE 3l Rt s R

donc

= etem o=tk 3,
Il faut y prendre le signe inférieur, puisque ¢® — 2 n’est pas divisible
par 3; par suite
(9) Jud=— 2+ ¢4,
avec & = — ¢*. D’aprés un théoréme d’Axel Thue (') cette équation
n’a qu'un nombre limité de solutions en nombres entiers w«, . Une

solution est u =¢ =1, ce qui donne &= —1 et Dy* = —10 18,
c’est-d-dire D =28 et y = — 1 et 3 = 1. Nous aurons ainsi

[ ] ST

v
v

Je ne sais pas si c’est la seule solution.

10. Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Le bicarré d’une unité w'est jamais de la forme X + Y0,

(V) Voir A.Tuue, Ueber die Unlosbarkeit der Gleichung ax*+ bx + ¢ = dy*
in grossen gansen Zahlen x und y (Archiv for Mathematik og Naturvi-
denskab, Bind 3%, ne 16, Kristiana, 1917). ’
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Démonstration. — Soit ¢ une unité positive < 1,

§= :‘;'("'l‘*'\.‘"\o"*‘ 5,0)

et soit
S" = \ -+ \ 0.
Alors, il faut que
(10) 6} vig +daia +Afe vz y sl = ey =o

En posant

nous avons

1 .
=g (@32 feris),

(2w y,+ f37).

S d

y o

1 .
S (23 2r}).

Or, comme n? = X + Y0, nous pouvons appliquer le résultat du

numéro précédent. Le cas de D =120, x=y =3, 3=~ 3 est évi-
demment impossible, ainsi quele casde D =19, v =y =2, 3 =—1.
Il faut donc que & =—¢%, otlt ¢ est impair, ¢'est-d-dire

It at=—a foy 5.

Comme ¢ est impair, 3v*+j==4 (mod 8). Par conséquent,
un des nombres f, g, y, ou 3, doit étre pair, tandis que les autres
sont impairs. Or, il suit de I'équation (10) que f*g= est pair; le
nombre y, est donc impair. Si 3, est pair, il résulte de (10) que
62}y g==0(mod 8), ce qui est impossible. Si g est pair, il suit
f2gz1==0(mod 4), ce qui estimpossible, puisque g n’est pas divisible
par le carré d’'un nombre premier. Si f'est pair, il suit 67y g==0
(mod 4), ce qui est aussi impossible.

Notre théoréme se trouve ainsi démontré.

411. Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Le cube d’une wnité n'est jamais de la forme X + Y 0.
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Démonstration. — Soit n une unité positive,

n= é(v+)'9+ :0).

~ Le cocfficient de 0 dans »?® est égal &

l 2 \J
9 (gay*— s + fors?).

Comme v est premier a g, il faut, dans
(11) geyt+4 ats + ferst=o,
que 3 soit divisible par g. A cause de I'¢quation
(12) 2t Dyd - D3t — 3 fowys =2

le plus grand commun diviseur ¢ de w, y et = est égalé 1 ou & 3. Nous
pouvons évidemment poser

(x3) €= 0y dyy, y=0dydyy, s=0gd,d; 3,

ol |d, ] est le plus grand commun diviseur de et 6_’ et ol | d,] estle
S

plus grand comwmun diviseur de'get%, et ot | d,| est le plus grand

.. y 3
commun diviseur de“g et == Les nombres d,x,, d,y, et d,5, sont
bel

premiers entre eux deux i deux. Kn introduisant les valeurs (13) dans
I"équation (11) et en divisant par 8* gd, d, d,, il vient
& 2

did, e i+ didyats + Ddydiy si=o.

Il suit de & (que @, est divisible par &,, que y, est divisible par d,,
et que 3, est divisible par ;. En posant alors

vy dy X, N1=ds )y 5= dy 3y

oll &y, ¥, tL 3, peuvent étre supposés positifs, et en divisant par d, d,d,,
il vient

({g\l":\y:::._{- d:: &3 sg+ l)({ _’«n ::: O.

Il suit de la que Dd}y, 3] est divisible par «,, ce qui n'est possible
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que pour &, = 1. On aura de méme )+, ==t et 3,="1. Donc

(14) -+ dy -+ Ddi =,
et _
(13) r=0dids.  v=0didy, z=2dgd\d}.

En introduisant ces valeurs dans I'équation (12), on aura
~ . e . a3
dVeld - DAS A} + D S — 3D LY el = £
2 2 : SRHES

in éliminant de cette équation D/} & U'aide de (1), il vient

(16) 0 Gt S 4 3l — ol (3) :

Or, I'équation
W Jute —Ouet - =

est possible en nombres entiers «. v, w seulement pour . =v = —w.

Cela se voit par I'identité suivante :

(3 = et 4- P — (e — v = (1 -+ Sutv— Guv+ v¥) (12 — ue - v,
Pac suite, I'équation (16) est seulement possible pour o, = — 1 et’

d,=1, ce quiconduit aux valeursimpossibles v == 3, y = — 3, s = o.
. Notre théordme est donc démontré.

12. Nous allons ensuite démontrer le théoréme :

St p est un nombre premier > 3, la p™ puissance d’une unité
w'est jamars de la forme X + Y.

Démonstration. — Soit v une unité positive < 1,

+39).

—~
~
+

‘-
O

St v? = X + Y0, nous aurons évidemment
] ]
4 3[‘1* 4= v0of 4306 |
Y BUNSoR : = o

3 | =

S

v

3 3

: l;v—k— vh -+ 29 ‘l" [.z‘+ vo9 4 3010
—— + |o - ...._.....‘.An..mﬂ_.‘..

ol p satisfait & I'équation g* + g + 1 =o0. D’aprés le lemme 1 du w° 4
il faut que y et s sotent différents de zéro.



EQUATIONS CUBIQUES A NEUX INDETERMINEES. 233

Supposons d'abord (ue p soit de la forme 37 + 1; alors, I'équa-
tion (17) peut s'éerive

[z's»z-j‘o‘-‘ﬁ-!-:’z "' rot ro"J—~-:/\" lw—k\ b+ :'1]"
T Y cr N =i 5y - -«) *
N B} 9

Or. comme p est impair, le membre gauche est divisible par le
nombre

E4

. , ! 1 : .
3\.1*9 +aets - 39)+ 3 (e - ve s ’/) =5 (. —90+as ).

qui est évidennuent un nombre entier. Par suite, ce nombre est une
unité, puisquiil divise 7,7, H faul done (ue

—at— Dt — QD3P — Gfeaevs o doas,

.

Or nous avons aussi

N R L AR RN T B it I

done par addition

g frezt—qfervi =034 ou =o.
Dans le prenler cas, nous aurons
b
Jes(fat— o) = G,

d'oti vésulte que les nombres v, ¥, z ne sont pas tous divisibles par 3;
alors le corps K(0) est de seconde lespéce, ce qui est impossible
lorsque f& divise 6.

Dans le deuxiéme cas, nous aurons
s(f3—ay)=o.

Comme s == o, 1l faut que f3*—.vy soit égal & zéro. Or ce nombre,
’ ¥ N 3 b . " hY . \
étant le coefficient de O dans o n'est jamais égal & zéro d’apres le
n® 83 car v; est suppos¢ < 1.

Supposons ensuite que p soit de la forme 3# + 23 alors, 'équa-
tion (17) peut s'écrire

<

W

Y
3

[.z'p*+")'9 -+~ :.‘o-"
B

i 0o+ vh 4 3085 |” EYPEINY/ QY
-+ —_— L T - . LS s

Journ. de Math.. tome 1V, — Fase, T, 1923,
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Or, comme p est impair, le membre gauche est divisible par le
nombre

1 ) .
.-i(mp’—!—‘rG + 3ha) + :;-(J‘g e v 305 ) =

<

A=A =29,

23

qui est évidemment un nombre entier. Pav suite, ce nombre est une
unité, puisque c'est le membre droit; donce

— et R = D — G fgens 3T e

.

Or. nous avons aussi

A Dy Dt 3 fee s = am
done, par addition,
ofgfvi—gfmers Sjen o

Dans le premier cas, nous aurons
devieat - ez) G

d’ol résulte que les nombres v, v. 3 ne sout pas tous divisibles par 3:

e . . . .
alors le corps K{y )} est de seconde espice, ce qui est impossible
lorsque fg¢ divise 6. Le deuxiéme cas nous donue

SJuv(eyi—e3) -,

B

Or, le nombre gy*— ez, dant le coetlicient de ) dans . nest

Jamais ¢gal & zéro d’apreés fe n° 8,
I3. Des numéros précédents, 8. 9. 10, b et L2, il vésulte ke
théoréme : L'équation indéterniinie

RE NS R |

possede au plus une solution en nombres enticrs v, v avee v - o,
St =,y =y, est une solution, le nombre

337
=y D

est Cunité fondamentale du corps W\ D ; ow bien il est le carré de
Uunité fondamentale : le dernier cas ne peat se présenter que pour
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un nombre fini de cas: ainst, lorsque D west pas == =1 (mod g),
cocas dexception se présente seulement pour) = 20,08 ¢ = — 19,
y=restune solution, tandis que

~ 19+ 40 =0 a0 -5,

. W= 3T , .
ot 1=\ 20 — V30 est unité fondamentale.

III. - Sur les équations \ %+ By*=1 et At Byi=3,

L4. Le probleme de vésoudre en nombres entiers v, v, I'équation
At By =C.

ot \, B, C sont des entiers, ct oli C a une des valeurs 1 ou 3, est
évidemment équivalent au probléme suivanl @ Trouser toutes les
unites de la forme

(l: | e/ vy B} e - () REPTGAEY e a.ry" VAR

dans le corps cubique K{(yAD), w e A élant des nombres entiers.,
Nous pouvons supposer que les nombres A et B soient indivisibles
par le cube d'un nombre premier, qu’ils soient premiers entre eux, et
que A>BZr1. Lorsque C=3, AD est supposé indivisible par 3.
Lorsque C==1, nous pouvons supposer que B3>1, comme nous
venons de traiter le cas de B==1 dans le paragraphe précédent.
Posons A = ac® et B = bel®, ot a, b, c et d sont des nombres enliers
positifs, tels que ahed ne soit divisible par aucun carré >1; les
nombres «, b, ~ et « sont évidemment premiers entre eux deux &
denx. Posons D= ac?h*d et 0=yD. Lorsque C=3, le corps
cubique K (0) est de premiére espéee; car, dans ce cas, nous avons

A+ Bvi= At B=3 (mod g);

car, si .c était divisible par 3, y le scrait forcément aussi, ce qui est
évidemment impossible. Or, cette congruence est impossible, si le
corps est de seconde espéce; car, daus ce cas,on a A == = B (mod g).

Il est évident que . et y sont de signes opposés, sauf dans le cas

de A =12,B =1, C=3ectr =) = 1. Alors si v est une unité positive
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de la forme
1 LN R I
VIR Il{ A - vy l;l .

N 1 Ny ki ~
elle est <1, sauf dans le cas de v, — 3 |_\‘2 + 1 ] . Car, nous avons

) 1 LR N . e s RCI
; =ENn = (\3|J“K\ ,\\)!--—- AN :\l)-}:)‘*&\. |§\ l s (t? 3.

puisque .y est négatif,
S1 % est une unité positive < v et si

t (‘: l (\ A Ry '\;-"|§ '3.-;' BN

il faut done que 2 soit positif. Nous allons démonteer que cette équa-
tion est impossible lorsque #e est tnpaie > 1.

13, Supposons dabord que U=1. Nous avons supposé¢ que
ac? > bd* > 10 Soit alovs v, une unité positive <21 dans le corps K9
et soit

(M (@ {/':1;;‘5 + {;7:(-13 Ve,
olt p est un nombre premier impair, S p = 3, nous aurons
N BTN t R Re 8Ty g
BN A = b sy w0 oy @t it e ey atebd®),
O
ce qui est évidemment impossible, puisque le membre gauche est un
nowbre algébrique du neuviéme degré, tandis que le membre droitest

un nombre algébrique du troisicme degré.
Supposous que p = 3m + 13 alovs il vient

et vy by g
donc

i‘iv. e {)"a(:g—i— \\ hed?). ;‘;(\ =Y \ actbid - /\ ;(f(~l:}{5)‘

et, par suite,

sy l (g \ e 5 R \ bedt o=y b)),

o X, Y, Z et ., vy, 5, sont des nombres entiers (rationnels) qui



2
23"

==7) cst
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sonl tous divisibles par 3, si le corps K(0) est de premicre espéce. H
(\ act, \‘Z)J;).
=1 est un nombre entier du corps cu-

-
est évident que ¢ est un nombre entier du corps du neuviéme degre

23
g

¢ est une unit¢ du corps Q, comme ¥ =

parce que le nombre
 plus,
SHatehrd — 3y vy s abed) =1

bique K (0). De plu
une unité du corps K(9); et nous avons o << ¢ <t
La norme de v, dans K (0) cst évidemment égale &
2 2 »

b2

(07 aed -
L act 4 v b St ehtd — 3y ) 3 abed =23

-~
)

done
() .
Nous aurons donc & traiter I'équation suivante
3 l (z,\m-+\"f'b_(l*ﬁ—..ﬁi*ch’d)]':: vy act - vy
e I=o0, cctle equduon

(;) ;":
> satisfait & Péquation
() act 4y oy bt 3 0% ated? :()i = ol vact + y o {hd?)

Lorsque ¢
Yo e
3 T ¥ r K
\ z‘\ e+ v lo’ b 4 3 \ @ebid) | = o\ e 4+ y o bd )

entraine
e In

\ O 3= 3, 0® \‘ atehtd

el
Nous tirons de la par addition
B TN D
—_— 5[. —-— ) l ._‘._\:..(-(_._ _,') ‘._.3...._ . __uf A
Rl
. [ £y ;(7( + 3 _o’f bet? - 3, 0 f:’('.l"-(.‘.l_)_f('? |"
_.}.. ?‘ 3 Y
3
119’\ (l( IR TN \ Bl - ~|€-”a’('[)’d-l"
‘w.-_. NPT
9

K

I

ou bien
zla\ (u 409t \l)¢1~~:—\l\a-(b o

0
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Il résulte de celte équation que < est divisible par le nombre

3T L ST 1N 2 RT3 TS R
_ ipVac b o VO s V@b | ngtVact = ot B s Vetebid
— R D)

o 3 3
37— YR S PYRDe|
= aVact— y Vb - azatebrd
= 3 —_—
3

qui est entier, puisqu’il est la somme de deux nombres entiers. Le
nombre ¢, est donc une unité dans le corps Q. Par suite, nous aurons,
en prenant la norne de ¢, I'équation suivante:

T,

—atact — 3 bd* - 83wt ehlrd — by yy 3 abed

De cette équation ct de I'¢quation (2) on tire par addition

a3fadehtd — gy spabed = B on = o,

Dans le premier cas, nous aurons
abed 3y (ab 37— v v) =26,
Al \ M 1 L \ . Ed - N 1 N -~
d’ott il résulte que les nowmbres «, y,, 3, ne sont pas tous divisibles

par 3; le corps K(0) est donc de seconde espéce, ce qui est pourtant
impossible, lorsque abied divise 6. Le deuxiéme cas conduit &

s(absi— )=

Supposons que 3, = o. Alors I'équation (3) devient
L ebada Ly VB | = el y Y
5 e 4 = = .r\ et -i- 9 o=,
Rll\”( - ‘;)I\ ( | \ l)\

Cette équalion est impossible d’apres le lemme IV du n® 8. Car, les
{ l . .. .
nowmbres 4.z, et y, sont entiers. Clest ¢vident lorsque h (0) est de
premiére espéce. Lorsque K(0) est de seconde espéce, le nombre

Y ot B S Ve S B W ! L
\/a-ckg rvact Ry /)({-> = gaac+ 3 @ebd
est un nombre entier du corps Q, et par suite aussi un nombre cntier

- \ . 1 ] .
du corps K(0); d’aprés le n° 2, il faut donc que 5 ac et 5y, soient

3 v

. . I B ] .
entiers; et comme ac est indivisible par 3, le nombre 5., est entier.
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Enfin, & cause de Péquation

1 3 A
50 act -+ 5 ¥y ) bd?* =,
3 31,

1 bd sont prewmiers cntre eux. Ainsi, le

Dl -

1
les nombres ;a,ac et
J

lemme 1V s'applique. 3, = o est donc impossible.
Supposons que «bsz] — ., 1, = 0. Si nous posons

b1 -

33 3179 4 RIS Y
= .y @re - ¥V hrd 4+ s,V act bl

2

oll .y, ¥y 5. sont rationnels, il est lacile de vérifier qu'on a
l Rl
Sy Tm o~ (@h3t— ).
9

Ni oz, = 0, les nombres ., et ), sont entiers. (Vest évident lorsque
KN (0) est de premicre espéce, les nombres oy, y,, 7, étant dans ce cas
tous divisibles par 3. Lorsque K (0) est de seconde espéce, lesnombres

\\ T’(:‘\’Z-‘? - _l\_x:\“/ﬂd) TT U Yy C/(—IFT‘(‘II
el

\ BBy @t 4 vy ) = @ et - vy bd

sont des nombres enticrs du corps Q, el par suile aussi du corps K(0);
d'apres le n 2 il faut donc que v, el @, soient entiers. A cause de

“ . ! .,
I'¢quation & - est une umtc)
e+ yibtd =,

les nombres v, et v, sont de signes opposés; nous aurons done

3

vaier— ‘1‘._,")'._,:"(73 cb*d -+ 13 :\'/b" > 3.

E=

e

Or, nous avons : < 1. Le nombre z, est donc différent de zéro.
I.’¢quation (3) est donc impossible pour p premier > o.
Supposous ensuite que p = 3m — 1; alors il vient

Y e A TE = oY)
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donc
l - -3 R v :'/ o 12
AN - Y actbrd + Ly @ elnd®)
3~ bl
Vo= EY ey 3/ 79 -
‘ .r\’/ac’-’ + A,\'(/’bd-
el par suile
$ I e 3757 Ry R
s=vn = 4 .l‘,\"u-c A vV b d - :.\‘ actbud?).
3

ot X, Y, Zet.w,, v, 5, sont des nombres entiers (rationnels) qui sont
tous divisibles par 3, si le corps K(0) est de premiére espéce. 1l est
évident que ¢ est un nombre entier du corps du neuviéme degré
&2({:&3, iE/‘-), parce que le nombre ¢ =7 esl un nombre enticr du
corps N(0). De plus, € est une unité du corps Q; puisque ¢* == 7 est
une unité du corps K(0); et nous avons o < ¢ < 1. ar conséquent,
nous aurons I'équation

(1) e 4+ i brd 4+ stacthd* — 3.0y 5 abed =T,
Nous aurons donc & traiter I'équation suivante :
- N E e N TT T s | R e Ky
(5) = [3 ey ate + 7V hid + 3, \1 e hed*) ] = .z'\l uc? —+-‘r\“ bel*.

De la mé¢me facon que plus haut, nous tirons de cette ¢quation

. [.rl \aie 4 ¥y p\:"b‘*’(/—}— 50 Vact [)(/'4’1"

—et=g?
' 3
3

: 35 Ve YR Y
VA 4 Y, 0 0 d A 30y act bed?
+ pl o (R R A R

D

ou bien

e — l-.z", ovarc 4 v pV0rd + 3, Q/};EEZTIE]"

D

N S R i R AT o
3
Ul résulte de cette équation que s* est divisible par le nombre

. xyovate -+, 0O d + 5y act b* vy Vare + y oV B8 d + 3,3 actbd?
= 5 - Y

Sy -

D N
_ —ayate— YW 0id + 2 5 Vact l)d_”
- 3
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qui est entier, puisqu’il est la somme de deux nombres entiers. Le
nombre :, est donc une unit¢ dans le corps Q. Par suite, nous

auromns
— @i ate — v 0t d 4 8z aebd? — vy 3y s abed == = a7,

De cctte équation et de 'équation (4) on tire par addition
933wt bl — gy syabed =354 ou = o,
Dans le premier cas, nous aurons
abed 3y (ed 33— 0y 1)) == 6,

d’out il résulte que les nombres &y, y,, 5, ne sont pas tous divisibles
par 3; le corps K (0) est donc de seconde espéce, ce qui esl impos-
sible, lorsque abed divise 6. Le deuxi¢me cas conduit &

S(ed 3 — . y)=o.

Si nous supposons que 3, = o, '’équation (5) devient

T R avewn L Sl L E W R s
[_:; e ate 4 370\ Ll = ‘\»’uv‘ +)'{l bl -

Or, cette ¢quation est impossible d’aprés le lemme 1T du n° 7.
Car nous pouvons, de la méme fagcon que plus haut, démontrer que

1 i . 1 1 .
3 vy €l 5 v, sont entiers, et que 5., acet 5 ) b sont premiers entre
J oI g [ I

eux. Si nous supposons que cd 37 — ., y, = 0, et st nous posons

= VTS - g2 UTR + b,

1 -

ol by, Va, 3, sont rationnels, il est facile de vérifier qu’on a

1 -

-(cdzi— v 0y) == 0.

e =

2

Or, nous pouvons évidemment de la méme facon que plus haut
démontrer que c’est impossible, puisque ¢ < 1.

L’¢quation (3) est donc impossible pour p premier > 2.

Par conscéquent, I'équation (1) est impossible pour p premier > 2.

LG. Supposons ensuite que C = 3. Nous avons ac? > bd* 2 1. Soit

D
Journ. de Math., tome IV. — Fasc. ITl, 1g25. 9
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alors 7 une unité positive < 1 dans le corps K(0) et soit

(6) 3 (Ve + y Yo =,

ol p est un nombre premier impair. Si p = 3, nous aurons

(I(," b /[)(/a e 8= 5
2\ 5+ —— =N=u + e acthid -+ wyatehd?
\ "3 e

ce qui est ¢videmment impossible, puisque le membre gauche est un
nombre algébrique du neuvidwe degré, tandis que le membre droit est
un nombre algébrique du troisiéme degeeé.

Supposons que p = 3m + 1; alors il vient

" \/u:_ : \‘,/{).(,i ="\,

donc

s Vp = \/ "-+)1\/—)£-F~\\:;/S{%)—(/’

ol x,, y,, , sont des nombres entiers (rationnels). Il est évident que
le nombve = est un nombre enticr du corps du neuvieme degré

Q (‘\ Sact. Q-"S/m"—’ Yy

parce (ue le nombre ¢* == v est un nombre entier du corps cubique K (0).
Comme * = 7 est unc unité du corps K(0), ¢ estunc unité du corps Q;
et nous avons de plus o< e« < 1. Par conséquent, nous aurons
'équation

(7) 2iact+ 0V bl si @t ebrd — 3 v sabed =3

Nous aurons donc & traiter I'équation suivante :

8) e a'Z" m/ atelid s Jaet w IR
(3) 1‘1\, R e T _._z'\ ——»~}—|%/ ~

Comme dans le numéro préc('dent, nous tirons de 1i

SR K
3 3/"“"('/1“(/ I’

—=p |0 /‘_’E -+ " ’/bz + 30—
\ Vo sy s
lrlp.\/_ H\/ ¥ 50 /ac('dl)
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o /(_u_ . :;///)_rﬁ e fatebrd |"
_‘L"O \ 3 "o\/ R \ T
v a4 /’(—1(“‘; s :‘./W - A:: ::*‘7/»-'_({ P
£y 0 \[/ -;;;— == 3 10 \/ T - 3 5
[I résulte de cette ¢quation que <? est divisible par le nombre
/ Y WINE a cl) atcbid
S = .l'.p'\ 3+]/|§7\/ 3 -+ 3
{0 /;(_E s ::/Z—(F _ 7(1"’0[)’-’1/
- ~l,\ —3—+)u VY s
/[n N ‘;TE[){(—[
::-—z,\ -——). = 23\

qui enst ctier comme la somme de deux nombres entiers. Le nombre ¢,
est donc une unité du corps Q. Par suite, nous aurons

ou bien

—_— =

-

—riact — yiod? -+ N sfat e d — 6y 5 abed = 3.

De cette équation et de 'équation (7) on tire par addition

gstatebd —gap vy zabed =6 ou = o;
donc
s (absi—wy)=o.

Supposons que 3, = o. Alors, I'équation (8) devient

i“‘l} a fact . [)(l /a(' . /[)TI’
| 3~ .7\ 3

Or, cette ¢quation est impossible d’aprés les lemmes I et IV du
paragraphe L. Car, & cause de I'équation

a}act+ yi bd*=3,

les nombres a:, ac et y, bd sont premiers entre eux.
Supposons que abs} — 2, y, = o. Si nous posons

1 b‘d act bd‘
E = J/g _— + ¥ S
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\ . . . ) s Iy
oll Ly, ¥y, 7, sont rationnels, il cst facile de vérifier qu'on a
Sy=absi— @y,

ro=dy} —aca, 5

Pz e — by 3.
- ] .
Si 3,= o0, nous aurons, comme - est une unité,

adate + yibtd =y.

abed n'est pas divisible par 3, et il est ¢vident que w, v, ne peut I'dtre
non plus. Nous aurons donc (mod 9)

EateEtd=o (mod g),

ce qui cst impossible comme le corps K(0) est de premiére espéce.
(Voirle n® 14.)
L’équation (8) est donc impossible pour p premier > 2.
Supposons ensuite que p = 3m — 1; alors il vient

/5 e
donc
Uel?

s::\l"‘Fj- \'~-F /-—-'"'- ‘l\/u« -y
ob &, ¥,, 7, sont des nombres entiers (rationnels). Il est évident que e
est un nombre entier du corps du neuvieme degré Q (V3acE, \ 30d®),
parce que le nombre ¢* =y est une unité du corps K(0). De plus,
comme ¢ =7 est unc unité du corps K (0), = est une unité¢ du

corps ; et nous avons aussi 0 <t < 1. Par conséquent, nous aurons
Péquation

(9) wjdte + yihtd 4+ sfactbd— 3,y s abed = g

Nous aurons donc & traiter ’équation suivante :
q

s fate 2 /bt d s factbedt | b
RS I Ve St o R e
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Comme plus haut, nous tirons de la

. v /hvd actbd?
— e =p? \ —i—y.\ -6—-%- 1 0

9 ]
a" a [0 ;x/uc*lu{
T VAR Varshb Ll VAl I
[ . ajae 2 /b /Ii('*—lﬁl-]
o o/ g

0 9
) a ¢ LG v . :l/}u:“l)(l2
wo e ]

ou bien

1l résulte de cette ¢quation que <” est divisible par le nombre

- ::I/""'-‘ \ _/ o T
gzt <-"l.9' \/ ((( \/ ¢ \/(l((‘) (~:>
+( WP \~/ P -k—no-V —~—+‘,l\/u<*gbdﬂ>

e/ =/ e

qui est entier comme la somme de deux nombres entiers. Le nombre ¢,
est donc une unité du corps Q. Par suite, nous aurons

—ajate — yi 0 d -+ 8t act bl — 6y, 5 abed = g,
De cette équation et de I’équation (9) on tire par addition
g3tactbd*— gy spabed =18 ou =o.

Dans le premier cas, il vient

abed s (edsi— 2y y)) =2,
d'ont
ac = 2, b=d=—1, s==£1, ¢c— @y )y==Z1.
Si @ = 2 et ¢ =1, nous aurons «, v, = o ou = 2 et, d’apreés (9),

gl 3 R K I p - e
A+ yi+ 28— 6, y,5, =09,

il faut que y, soit impair. x,=o donne y}—+ 23} =g, impossible
mod 9. #, === 2 et y, = =1 est évidemment aussi impossible.
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Sia =1 etle =2, nous aurons &, ), =1 ou == 3 et, d"aprés (9),
2.0 4 v - 3 — G 5=,
Or, cette équation est impossible pourw, = v, ==%1, 5, =+1e¢t

pour|.e |=3,|v,|=|s |=rtetpour|e,|=|5|=1,]|¥|=03.
Dans le deuxiéme cas, il vient

S(edsi— v =m0,
Supposons que =, = o. \lors I'équation (¢) devient
iate 4070 d =,

abed n’est pas divisible par 3, et il est évident que ., ), ne le peut étre
non plus. Nous aurons donc (mod g)

Crate il b¥d oo {(modyg),

ce qui est impossible comme le corps K(0) est de premicre espéce.
Supposons que cdzj — ., ¥,= 0. Sinous posons

£ ) !
1 alue? UL arehd
TV R
s 3 K ¥ 3

olt &y, ¥4, 3, sont ratiounels, il est facile de vérifier qu'on a
t ° .
BT g (cdzt— v ).
Nous avons aiusi 3,= 0. Les nombres a,, v, sont eutiers; car les

nombres
AP
Vaate

=@, ac 4 Yoy @ cbid?

«

et

=2\ act 03d + vy bd
sont des nombres entiers du corps 2, et par suite aussi du corps K(0);
d’apres le n° 2l faut donc que y. et @, soient entiers.
~ I “ 0 .
Comme < €st une unite, nous avons
' adact+ y3bdt=3.

Par suite, les nombres ., et y, sont de signes opposés, sauf dans le
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¢
cas de wy=y,=1,a@=2,¢= b = =1, avec cette exception, nous
aurons donc .

P Jaci it NSy S
/t'.e- A T S N
\ \’ 9 ' \ 9 )

cc qui est impossible, comme ¢ < 1. Dans le cas de @, =), =1,
@ =2, b= ¢ = =1, nous aurons

ViV

Ll reste donc seulement & examiner l'éqnation
3 /'|>

o WAV ey

olt p est un nombre premier de la forme Gm — 1.

s /3 3/T . .
Posous p = 2y + 1. Alors commes* =4/ 1 — V3 Iéquation (11)

D

peut s’éerire

T s /' i /7 s/ s /a9 a /o s /1
AN B (VAR VAR VA ERVARRYAS

- . A . .
Comme le coefficient de | /5 disparait, nous aurons de 1
R " ,

i) ;‘,LL
v kq .'\‘ts.)"'g_
) [ '
-—-:).K' )—9—3&‘.).3 —i
2 )
U, fu o,
-—k‘ )—i—(,‘) I S
I, (.
N e ) i g .
d’ott il suit que west impair. De plus, comme 1— 2 7 }—( | == 1—u¥,
.‘/ N

il suit (mod 8) ' l
__(‘:‘L\)'I . (‘L,:)":;o (mod ¥),

%M#—Ow—ﬂny¥ﬂzo (mod 8):

ou bien

donc
BiE41 on =x— (modS).



248 TRYGVE NAGELL.

Si nous posons w =1+ 8n nous aurons p == 16n + 3; comme
z=x—1 (mod 3), il faut que 2N =1 (mod 3).

Alors, comme 8=\/2 —1 et s* = ;v z - )\/-, "équation (11)
peut s’écrire

l"\‘/g "’\‘//ﬂ ((/_’“‘3:&\://3X —*l\s/l)

Il suit de la
ir' o +Z(_l)/\(0n>.a

o ‘.'n+‘.’_(_
J/\‘—i—-'.)_

,
w
td

BN

¢quation impossible (mod 5).

Si nous posons W = — 1 8n, nous aurons p =16n — 1; comme
p==—1(mod 3), il faut que n==0 (mod 3). Alors, comme

s"_—_—:\/\) + \‘//_'.,

Péquation (11) peut s'écrire

. _) Y R - .
Li/3 (/5] @D =aim o,

Il suit de 1a

' ’ in
AN Ly v & e j REYS] ":"”—A
-_ RS I —_— — )" . .
(.) i — 2 )<:;/.~+., !

k2
In
X . R
- \ (—1)* 2 Uk 4T
P Skt
k2o

Ln divisant par 102, il suit de cette équation

e,
2 Mg TR
e T ()t ’an——l\)a"’*.:’l‘
VT & 3L ) Sk
k21
- 20

g
an —1 » H¥kAL A
21(— RY A 3h+2

k20
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Lci la premicre somme est =0 (mod 5), comme 5'*> 34 -+ 1 pour

tous les A 71t et la derniére somme est aussi : =0 (mod 3), puisque

534> 3k 4 2 pour tous les A ~o. L'équation est donc impossible,
in

puisque 4° n’est pas divisible par 5. L’équation (10) est ainsi toujours
impossible.

Par conséquent, I'équation (6) est impossible pour p premier > 2

17. Des deux numeéros précédents, il suit le théoréme suivant :
St Eest Punité fondamentale du corps K(0), 0 <E< 1, el st
. P ) ’

= Lot 0 =i,

on a_forcément me= 2", avec n=0,1,2, 3, ... .-

1l y aune seule exception pour
h = I\ .1+|] .l_\/l—ll -

v n o v p R W
olt y'2 — 1 est l'unité fondamentale du corps K (y/2).
(Il faut observer que le théoréme n'est pas valable pour B=C=1.)
Soit maintenant v, unc autre unité (positive) dans le méme corps

Ny == (—l‘— [\n §~\4|-+- RN \‘/l‘.‘ﬂ!l‘\’: &y
“

ol 'on a par suite m, —= 2™, Si nous supposons v > v),, NOUs aurons

=0t
donc
s '\ 3 /B S + /A, 3 /B,
R I e
Comme 2* A + y*B = C, les nombres @ A et y B sont premiers entre
eux.
Par suite, d'aprés les lemmes I, UI et IV du paragraphe I, cette
équation n’est possible que dans le cas snivant:

V-V =/i=sv/s

Journ. de dlath., rome IV. — Fasc. U, 1923, 33
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Supposons maintenant qu'il y ait en méme temps que n une unité
o 3 3N |
(positive) ¢ == r, + ), yD dans le corps; alors, nous avons d’aprds le
paragraphe 1l ou s =% ou ¢ == £*. Supposons d’abord ¢> . Alors,

nous aurons

» * _\- 3 ;"T’»- ! BN\ W
=fer/ =y = | = G VDY
K {\/(,*’9\/(.J Fam Lot b,
ot v a une des valeurs 2” ou 2”°' suivant que €=
(Comme ¢ >, onan?2.)ll vient done

R N i 1] .
SR e B <i§\z‘l‘“),‘ D4,

ol tous les termes & dvoite sont divisibles par w,. puisque w n'est
pas divisible par 3. Il faut donc que ., === 1, ce (ui donne D) == 2

i ::/K *' 3 ’T{ ¢ 5 o
IR WA L N RN PR A L LS
SR VAP B R

Or, d'apres le lemme UL du paragraphe 1, cette ¢quation ne peut
subsister que dans le cas suivant :

_ 3 // \:) 3 _./ 2 : 4 L.
R U B 1) R ai UL
Vitvs 9TV

infin, nous voyons aisément qu'il ne peut exister dans le méme

corps & la fois deux unités (positives) des formes suivantes :
"o— LIRS
s+ D el Sz 4 v b,

Car les équalions ¢ == ¢} et ¢, ==¢* sont évidemment impossibles.
(D’aprés le paragraphe 11 il ne subsiste pour s et ¢, que les valeurs &
et £2.)

Nous avons ainsi le résultat suivant :

o, o, r 235 .

Iy a aw plus une seule unité positive dans le corps K(YD), qui
est de Uune des formes suivantes :

(2) £+ \/D,

(8) leVA+y v,
1y - "

(7) 3 leVA o VB
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Iet tous les nombres x, y, A, B, D sont entiers. A, B, D sont

posttifs et non divisibles par le cube d’un nombre premier. D >1 el

A>B>o0. Dans le cas (8). nous avons B>1; dans le cas ()

AB est non divisible par 3. Cependant il v ales exeeptions survantes:

Dans le corps K(\ 2) il y @ cxactement quatre unités des formes
(), (8), (), savair:

Sy | J 3 - <\ U oeges 0 A\8
Vi—1, 3(\_i—()3. 3(‘1\/-_2—;))‘ el 3(\“3—.—11.

IR Bamn . e .
Dans le corps K{\ 20) il y a deww unités de ces formes, savour
9y —s5 et

On peut I'énoncer aussi comme il suit :
L'équation indéterminée
At + Byi=

ot G =1 ou U =3, posséde au plus une sewle solution en nombres
enticrs . y différents de séro, sauf Uéquation

; o
ard =3

qui posséde  exvactemen! les dewy solutions w =y =1, wv=1,
V= - 3.

Parmi toutes les équations que appartiennent @ la méme classe.
tly en @ aw plus une seule qui est possible en nombres entiers, sauf
dans les cas suivants : Dans la classe du corps K{y2) ¥ a trois
dquations possibles, savoir

RN R SRON ARt et Jat 4 =3,

. -3 . . . .
Dans la classe du corps K(y 20) d y a deus cquations possibles,
savoir :
200+ yr=1 et St ardi=3.
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IV. — Solution compléte du probléme.

I18. D’aprds les résultats du paragraphe 11 nous savons résoudre
complétement U'équation
- Dy3=a,

‘n effet, nous avons seulement & déterminer 'unité fondamentale £
du corps K{} D) et & examiner si % ou * est de la forme & + y yD.
Dans ce paragraphe nous allons exposer une méthode qui donue la
solution en nombres entiers ., y de I'¢quation

(1) . At R;\‘:‘ = (.,

avec (i =1 ou (i = 3, dans tous les cas ou elle est possible.
Comme plus haut nous posons A\ = ac?, B=0f*, ot le nombre abed
n’est divisible par aucun carré > 1, et de plus

)= i‘(l("2 bid el G :\‘.(lé(:,;.‘(—(‘*-.

Nous supprimons ici la supposition faite plus haut que A > B.
D’apros la théorie géncrale des anneaux (') il existe une unité fon-
damentale de I'auneau R{x, 0, 0), soit ¥, telle que toutc unité de
lanneau est de la forme =", m entier. Nous prenons I positive
et < t. Dans un corps K(0) de premicre espéce, on a ¢videmment
c=2=% ou £ est l'unité fondamentale da corps. Dans un corps de
seconde espéceona s = Sou = (roirla Note Lalafinde ce travail).
Si 'éguation (1) subsiste, le nowmbre

“
J

1 Nt N R 3 a N ,
= G l.v\ Ny l%‘|‘= - G vidy + ¢ E2reh

est une unité de I'anneau R. Dongc, d’aprés le numéro précédent, on a

S e— M —
iz M=

an

Il faut ainst que 7 = 2/, olt / est un nombre entier 0.

(M) Voir Do Alueser, Bericht dber die Theorie der algebraischen Zahl-
kirper (Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. &,
1897, p. 234). '
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19. Supposons d'abord que Ci=1, et ac* > 1 et bd* > 1.
Nous allons établir les conditions nécessairves et suffisantes pour
qu’on ait

() [.v{‘/.:\‘—i—y \f/l{l*::. 03,

olt v} est une unité de Panneau R, et 0 < n < 1. Il suit de cette
équation

RY :\;l':\ + v :\‘/B = (\hﬂ)—l S
donc

i \ + Y Vact b%d + 7.\ 'at cbd?
o Y p—— ’
@ vacd+ v\ b

et par suite
Vi = Vate 4+ v VBT + 3, yact b,

ou \, Y, Z ct |, y,, 3, sont des nombres entiers (rationnels).
La norme de v est égale &
(e =y 0td 4 sjact b — 3.0 vy 5 abed) .
donc
(3) Zhate 4+ 0} 0d = stact hd® — 3y )y 3 abed =
Nous avons & examiner Uéquation suivante :

(e aTE v VI 308 0B ) = e Vet ey VB

Elle entraine
(1) sted == — aw ).

A cause de I'équation (3), les nombres v, et d. ainsi que les
nombres y, et ¢, sont premiers catre eux. Done, si § est le plus grand
commun diviscur de @, ¢t y,, il vésulte de (4) que ¢ divise 3,. Or, &
cause de I'équation (3), le plus grand commun diviseur de @, y,, 3,
est ¢gal & 5 donc 6 = 1.

Par suite, il résulte de (4), ou

RN N Y N q
b= 4 Ne, = M, 5= \M
¢ I
oul
TNy, ﬂl:_—;;\l’, 1= \NM,

¢ [4
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N et M étant des nombres entiers premiers entre eux. Il suffit évi-
demment.de prendre le premier systéme. En introduisant ces valeurs
dans 'équation (3), nous aurons

1 . e D T
e 5 @A NSE SN - = bl NINP == 1,
R

At et N3\ 2
ac? i\'-‘) T 07( > T
4

Comme R*+ 1 un’est pas divisible par 3, il faut prendre le signe

supérieur; donc
o ' N2 WeENY\ 2
(9) <bdf MF o uc‘-‘,\“\) — a7 (t—i—,——\ =1.
/ 4 &

ou

=+ ( O\ =

PRIV

FRN?

Cette équation peut s’écrire aussi

7

(6) (' actNT—3 {;1123l3>'+ 2= (b2 M3 )2 == u,

Pour résoudre complétement I'équation (2), nous avons ainsi i
résoudre 'équation de Fermat

;) N1— =Yooy,

S1 X, Y est un systéme de solutions de cette équation, les nombres
a, by ¢, d, N et M sont uniformément déterminés par les équations

AY —=act N3, N\ —3Y = bd* W3,

Car il est évident que tout nombre eatier x (dillérent de zéro) peut
se mettre sous la forme & = ue*w?, ol uv n'est divisible par aucun
care¢ > 1, et d'unc seule maniére, quand « et ¢ sont positifs. Les
nombres 4Y et X — 3Y sont ¢videmment premiers entre eux. Car, i
cause de (7), les nombres X et Y sont premiers entre eux, I'un est
pair et 'autre impair.

Le cas de ac* =1 ne se présente jamais. Car, si Y = 2 N3 =aNj,
I'équation (7) devient

N2~ 108 Nf =1,
d’on

I\ |1 =358, [N |5 1==aNi



[&]
wr
vt

EQUATIONS CUBIQUES A DEUX INDETERMINEES.

done

équation impossible, puisque ©® = ¢* — @+* est impossible.
Le cas de bd* = 1 se présente seulement pour X = =% 20, Y = %35,
Car, si nous posons bd* =1 dans (6), il vient

arMé=2 + M3,

Cette équation n’est possible que pour| M| = 1,|M,|= 5 (¢/.len®9);
donc

X = k& 20, Y =) el @ct N\t == = ao.

Quand on adéterminé les nombres @, b, ¢, d, Net M, lesnombresa,,
¥, 5, sont donnés par les équations

2Oy = — :;('N*, ri=dM3, 3= NM.,

Chaque systéme de solutions de (7) donne ainsi une solution de
I'équation (2). Le systtme X, Y donne la méme solution que le
systéme — X, — Y. Il suffit dounc de supposer Y peositif. Le systéme
— X\, Y donne une autre solution que le systéme X, Y.

Comme la valeur de Y croit, on ne peut jamais tomber deux fois sur
le méme systéme a, 0, ¢, d, N, M. Ainsi chaque systéme \, Y donne
une nouvelle solution de (2). D’aprés le n® 17 il existe au plus une
solution de (2) dans un corps donné. Done, il y @ une infinité de
corps K(0) dans lesquels Uéquation (2) subsiste.

20. Si nous supposons dans (2) que
n =i,
ol 1, est une unité positive de I'anneau R, 1l vient
! P ’

X 3T ;\ 30—
@€ ‘\‘/1\ “+ v \',/ B=xn}=mn (/1;1,
ou

V= (e Vac -+ » Vo ) (X, + Y Vac b3 d + L, /@ cbd®),

v N - . . 1 . .oy
ou \,, Y,, Z, sont entiers. Car o Appartient aussi & 'anneau R,
1
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. \ . 1 N
puisque, d’aprésle n° 8, les coefficients u, v, n\dansn— = 1t -+ 00 + w0
- 1
sont entiers. Donc il résulte
Vi = 2 Vact + vy Vbl 4 3, Yt clid,
oll .y, V4, 7, sont des nombres entiers, qui sont reliés avec.c,. y,, 5,
par les équations
\ abzl+o2x,vy =3 =NM,

([)rQ -4~ . vy Jsac :,"l :([l\l‘",

(8) ~
1
’ ey 2y Sbd = vy — ;(:Nf.

Si ¢ est impair, il faut que N soit pair, comme @, = — —c\“ Sie
est pair, ., est pair, comme @, = ¢ -+ 2)

RS
.-

1

hd. Alors puisque
X = — ; eN? et;: est impair, N doit ttre pair. linsi N est towjours
pair. )
‘n posant N =2, I'équation (3) peut s’écrire
N\ - =o8aref ¥, .
Cette équation entraine
N e=2f2Ni, [N o e = 34 e3N\e

Ea

ot les nombres fN, et N, sont premiers entre eux, fo = ac® et

N, N, = ll, et par suite
(0) = 2N — as g3 NS,

i
Ici il faut évidemment prendre le signe supérieur.
21. 1l résulte des deux numéros précédents que nous pouvons
résoudre complétement 'équation
(10) ' At Bayr=1,
(A >1 et B>1), si noussavons résoudre complétement les équations
(1) A+ By vd=i,

ol tous les facteurs premiers de A, B, divisent A ou bien divisent B.
(A, B, est supposé sans facteurs cubiques > 1.)
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En effet, pour résoudre (10), nous avons & déterminer Uunité fonda-

mentale de Panneau R (1, 0, 0), soit I, et examiner si { ou {* estde la
forme

oK+ y AT

Dans ce cas le probléme est résolu. Dans le cas contraive, il faut
chercher s'il existe une unité v, de 'anneau R telle que

l:t

Or, d’aprés le naméro précédent, cette équation entraine

(12) wt =] VN oy

=l

(13) Vo= [HN - am gt N

olt f& == A ou bien [ = B. Nous aurons ainsi & résoudre un nombre
fint d*équations de la forme (13). Ni nous savons résoudre toutes les
équations(11), nous savons aussi vésoudre les équations (13). Sil’équa-
tion (12) subsist®, il existe toujours une des équations (13), qui est
possible. Alors les notbres N et M sont déterminés par les équations

D . v .
INY =162\ = 5 @ N3 | == /3N 4 ar o3NY
|
el
3 = aetN3 =8 SN NG,

el enfin les nombres vy, v,, 7, par les équations ( 8).

Le probléme de résoudre. Péquation (10) est ainsi réduil & celui de
vésoudre les équations (11). Orv, st u désigne le nombre de facteurs
premiers différents de AB, et si u, désigne le nombre de facteurs
prewmiers dillérents de \, B, nous avons &.> u,. De la méme manicre
chacune des équations (1 1) (pour A, >1 ¢t I3, > 1) conduit i un sys-
teme d’équations A&t + B,y == 1, ott le nombre de facteurs premiers
dillévents de A, BB, est encore plus petit que u,. lia continuant de la
méme manicre, on tlombe enfin sur un nombre fini d’é¢quations de la
forme .&* + I’ v* ==1, olt I> est un nombre premier ou le carré d'un

nombre premier. Or, nous savons résoudre toutes les équations de
cetle forme.

22, Pour que 'équation (6) soitpossible, il faut que tousles facteurs

premiers de bd soient de la forme 87 4+ 1 ou de la forme 87 -+ 3.

Journ. de Math., towme IV, — Fasc. 111, 1920, 3’[
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Nous aurons ainsi les vésultats spéciauv :

St ac est pair. st b est dicisible par un nombre premier de la
Jorme 8t — vou de la forme St+ 5. et st Uéquation

(1) act et 4 hd® =

subsiste Uunité fondamentale de Pannecaw R, 0, 0) est ézale a

|.eVad + y o

3

Lorsque ac et bd sont tous les deawe divisibles par un nombre
premier de la forme 86— ou de la forme 8¢+ 5, on ale méme
résultat.

Ainst il résulte des éguations 1 5 — § =z 1, 20 — 25 =
16— 15 =21, jy = 38 =1, que les nombres

.

O — ) =1,

9

(W —1 1 (00 — {3 (16— )Y (V= ) et (§ jo— ) W)
sont les unités fondamentales de Panneau R dans les corps
K(yio), K(yaise)y, Kiyhe), K(yi6e) et K(yj2).
1 eciste ainst un nombre infini de corps K(0), oit Cunité fonda-
mentale de Uanneaw R {1y 0, 0% est de la forme
l LR, L TR R
et vy [ul~| .

Car nous pouvons choisir dans (14) le nombre be* impair et divisible
par un nowbre premier de la forme 8/ —1 (oude la lorme 3¢+ ).
Alors,sinouschoisissons le nombre impair ) tel que bet* y* — 1~ e ?
ne soit pas divisible par 8, le nombre ac® est pair.

Nous pouvons aussi démontrer le théoréme :

1l existe un nombrednfint de corps K(0). ot Uunité fondamentale
e UCanneau Rin, 0, U5 est de la forme

< ellet, d'apres le u® 20, nous avons seulement i choisir N impair,
ce qui est toujours le cas lorsque Y est impair, puisque 4Y = ae*\*.
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Les solutions de 'équation (7) sont donndées par
ING Va7 Y| = (a4 5y/ag)".

Stz est impair, le nombre Y, est toujours impair, comme

n—23i

. n o1 .
. . —_— n
e D = 2 SN - 2 32 ).
RN +Kq)» ar o abtge L,

Pour n=1, nous aurous

. . : . R . AU B .
\ | =1z ab, Y, =5 et acN? oz o, O M? - s aer* NS = oz a6
A
done ae? == 20, N = vet hl2M* =1 ou = - 51. Dans le dernier cas

on aura
bed? = D, Mo—

Donc.rjuz — 1, yy—1, 3, =1 et

(—V 50 -+ yaBor — 1\ 1o vu\ == 21D - - 9Ty 20,
\ V \ 7 \ 97\
[.e nombre

(=1/51 — g7\ " m) 4591 4 12327 9550 — 168, Haoan

est donc I'unité fondamentale del'annean R dans le corps K (y2350).

23. Supposons maintenant dans (1) que CG==3. Cherchous les
conditions nécessaires el suflisantes pour qu’on ail

() ) ‘.% [.’l‘:i\’.x +y tf"i‘{ |R:

ol v estune unité du corps K(0), et o<<n<C1. Cette équation en-
traine

/1\ ) rl: TN -
“\/3 T\ 3 =)
donce

XN+ Y \/a(-b d+ L\ a*(,bd*

t\/—-*-y\/

Vo=
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el par suile

L5 sfade 2/ hid + s/acthd?
= —_— e H\ S —
\ ! \ 9 N \ 9 ) \/ 5

o \,X,Z et .\, ¥, 3, sont des nombres entiers ( rationnels).
L.a norme de v est égale &

o N
= (rjate 4+ vibrd+ stact bad?— Jubeda, vy 5)?

donc
(16) pyate + vibtd - sactbdr— Sy v s abed =g,

Nous avons & examiner l'équation suivante:

slate ; S0 ) u;"-[m’ "W
(g s o\

l<lle entraine

(r7) syed = — 2 .

A cause de P'équation (16) lesnombres ., ct «, ainsi que les nom-
bres )*, et ¢, sont premiers entre eux (cd nest pas divisible par 3).
Donc si ¢ cst le plus grand commun diviseur de &, et v,, il résulte
de (17) que ¢ divise 3,. Or, & cause de Uéquation (16), le plus grand
commun diviseur de .¢,. ¥,, 5, est égal & 15 done 6 = 1. Par suite,
I'équation (17) entraine ou

P R N DM 5 =DM,
¢ | ol
ou
2 . 29 ‘
— = N veo= o MB, 33 == N,
¢ ' d B 1=

N et M étant des nombres enticrs premiers entre eux. ll suffit évidem-
ment de prendre le premier systéme. En introduisant ces valeurs dans
Péquation (16), nous aurons

Uy oinu s g L
s @ENE BN - aet bd NN =g,
8 2 :
ou
g c 0 ac* N¥\?
madiull /72 LY Eu gt uc-\3> =3 (-—T—> =t
9 4 y |
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Comme R* + ¢ est indivisible par 3, il faut prendre le signe supeé-
rieur ; done :

(18)

/ 5 2 RN
([,da M3 - gm,zl\a) __3/(%,& ) _,
4

t
9 4

Pour résoudre complétement Uéquation (15) nous avons ainsi &
résoudre 'équation de I“crmat :

(1v9) X2—3Yi=,

St X, Y est un systéme de solutions de cette équation, ies nombres
a, by e, dy, N et M sont uniformément déterminés par les équations
4Y = ac*N3, 3N DY = hd* M3,

Comme plus haut, on voit que 4 Y et 3\ — 5Y sont premiers entre
" ' . . N . \ . N
eux. Le cas de «e? == 1 ne se présente jamais, Carysi Y == N = 2 N3,
A
I’équation (19) devient
\?—2Nj=1,
dolt
I N == 1= 6N, IX|gmr=aNi:
donc
1= 3NS— N,
équation impossible, puisque «* =3 ¢* — w" est impossible.
Quand on a déterminé les nombres «, H, ¢, «/, N et M, les nombres
21y Vi, 5, sont donnés par les équations

J‘,:——\—:(JNS, = dME 5= NM.

Chaque systéme de solutions de (19) donne ainsi une solution de
I'équation (v3). Le systéme X, Y doune la méme solution que le sys-
téme — \, — ). ll suffit doncde prendre Y positif. Lesystéme — X, Y
~donne une autre solution que le systéme N\, Y. Comme la valeur de }
croit, on ne peut jamais tomber deux fois sur le méme systeme a, b,
¢y oy N, M. Aiunsi chaque systéme X, Y donne une nouvelle solution
de (13). D’aprés le n® 17 il existe au plus une seule solution de (15)
dans un corps donné.

Donce, il y a une infinité de corps K(0) dans lesquels léqua-
tion (1)) substste.
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24. Sinous supposous dans (15) que

n=mn3,

ol v;, est une unité posilive du corps, il vient

/ 3

R
ou

= R ]7\‘7.—3 . i B Anumrarieanr) . R 0y
v = ( \/ ”'('- ey \/—%‘> (Xy == Y dae? i d - Ve ebd?),

ot \,, Y, Z, sont entiers. Donc il vésulte

_ /m : Fed? ill/a"('/)’(/
e e

o
ol .ry, ), 3, sont des nombres entiers, qui sont reliés avec .y, ), 3,
par les équations :
absi+4 2w,y

=z, == NM,
Ay 2wgssqe 2 e dME
(20) Fath 25 ol
D) ‘ 2
criroyssbd = vy=— ~cN?
. . - . LN
Si ¢ est impair, il faut que N soit pair, comme v, — — - ¢ N?

.

Si ¢ est pair, .4, esl aussi pair, comme .r', = .05 4 2y 5y Iul. Alors,
¢ . . . N . . I
pusque &, = — ::4\' et — est 1mpair, N doit étre pair. Ainsi. N s
loujours pair.
n posant N =211, Péquation (18) peut s’écrir

N = 1aazet 1Y,
Cette équation enlraine

X |1 =2/*N}, IN| om1= 622N},

oti les nombres /N, g N, sont premiers entre eux, /g
et N,N,=H, et par suite

o —act
(21) = fENY— 3 9NT.
Ici il faut évidemmwent prendre le si

(

signe supemeur
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25, 1l résulte des deux numéros précédents que le probléme de
résoudre completement 'équation

(a2) A3+ Byd=3
est réduit i celui de résoudre Uéguation
A= By =,

En effet, nous aurons le procédé suivant pour résoudre Péqua-
tion (22). Nous déterminons P'unité fondamentale du corps K (0),
soit I, el nous examinous si £ ou £2 cst de la forme

1 o KT
S VP
aQ *
Dans oe cas le probléeme est résolu. Dans le cas contraire, il faut
2 ’
chercher il existe une unité 7, telle que
" i 3o R E
(13) al=m, Loy AV
N}
Or, d’apres le numéro précédent, ceite équation entrajne
(24} V= AN — 3 g2,

ot /& = A ou bien fz == B. Nous aurons ainsi a résoudre un nombre
lini d'équations de la forme (24 ). Si I'équation (23) subsiste, il existe
toujours un systéme de nombres f, ¢ tels que I'équation (24) soit pos-
sible. Alors les nombres N et M sont déterminés par les équations

! ) . N A
N = 5 Ol M? 4 = aciN? | = f* NP4+ 3ot Ng,
AY == aer N3= S'/:;"\:,‘ N
et enlin les nombres ey, )y, 3, par les ¢guations (20).
26. 12¢quation (18) peul s’éerirve aussi
(e . e A\
J(b N3P — (-) act NS — 5 bef? M“) =,
9\

Pour que cetle équation soit possible, il faut que tous les facteurs
premiers de b soient de la forme 8¢ + 1 ou de la forme 8¢+ 3. Nous
avons ainsi les théorémes spéciauy :
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Siae est pair, si bd est divistble par un nombre premier de la
forme St —vou dela forme 81+ 5, et st léquation
et o byt 3

subsiste, Uunité fondamentale du corps K () est égale a

! B ; R ]
l.r \ etk Y\ bed? | .
3 -

Lorsque ae et bd sont lous les deur divisibles par wrnombre prewer -
de la forme 8= v ow de la forme 80+ 5, on ale méme résultat.

Ainsi il résulte des équations

. . N 2 ? - N .
D -2 o, T — oo 20— 2V IO, a8 -0 = 5, [KUBE IR

o
aJ

|

,,.
——
[

L R ERRY L :
L8 =) et L (Vb -y
3 3

sout les unites fondamentales danx les corps
Mepoza), KOGV KGyo). K(yijo) et K(yH).

Comnie dans e n® 22, on voit qu'il existe un nombre infini e
corps W () o Uunité fondamentale est de la forme

L) a— ST
o l a \‘/(u:"' + v\ ha? l "
N

Nous pouvons aussi démontrer le théoréme suivant :

I eciste un nomdbne infini e corps KDy od Canité fondamentale
est de la forme
3

0

s /act s /e
VA S VA
VIOV

o cflet, d’aprés le n® 24, nous avous seulement & choisiv N impair,
ce qui est toujours le cas lorsque Y est impair, puisque 4Y = ac* N*,




1S
(o)
or

EQUATIONS CUBIQUES A DEUX INDETERMINEES.

Les solutions de 'équation {1¢) sont donndes par
ING V3V = (a4 v3)".

Si 7 cst impair, le nombre Y, est aussi pair, comme

Pour n=1, nous aurons X\, = =x2, Y,=1 et ac*N*=4 et
Od*MP 4 5 = 0. kn prenant le signe supérieur, nous aurons
bd* —1 et M=1,elentine,=—1,¥ =1,3,=1etl

R VARSVARSVA) RVERR VS
(%

est done l'unit¢ foudamentale dans le corps K (y2).
i prenant le signe inférieur, nous aurons bl* =11, M= --1, et
enfina,~ —1,3,=1,3,= -~ 1¢t

‘/l /u) s “./'il- - /’;
O VORRVARR VAN EEVARIVEL
. : 4
(v =7/ 1) =TT T s s ()

est donc I'unité fondamentale dans le corps K (4§ 20 ).

l.e nombre

3
Il/; : I""":;. "' 9 o=
- \//3) :\'!—‘).\‘rt! ~+ C/,l::'\‘/').—-l

Dl

l.e nombre

NOTE 1.

L. Méthode pour déterminer Uunité fondamentale de l’'anncau R.
-— On peut toujours trouver une solution ., ¥, 5 de I'équation

34 feryd 4 flod—Sfrays =1
Journ. de Math., tome 1V. — Fasc, HI, 1923, 33
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par des essais (*). Ainsi on aura une unité 7, de lanuneau R (1, 0, 0)
daas le corps K(0), ot 0*= /= Alors on peut déterminer ['unité
fondamentale T de anneau de la maniéve suivante. Nous pouvons sup-
poser que 0 <7< 1 et oL 1. Si v n'est pas égal & I, nous avons

| o<w=Imni<n,
Ui YR pain = v

(1)

De plus, nous avons
IPosons

» et = étaut entiers. Alors, si ¢ est une racine de P'équation
S+ 1=0,0na

J=e-bro 30 7,
F=u -l—)p’ﬁ‘&-:p—’;
Ll suit de 1

L ) -

N S 3 (s - -3
Ve e e

):E(\-}-.‘zr- o),
1

= (T o "ot
39

d'olt il vésulte, en vertu des inégalités (1),
P e b . "_"D
NI (o e oy’

el :;-,;(v-hﬂl\'?l)‘

{312 R alyva').

w7
N

Il est évident que T est complétement déterminde par cesinégalités,

2. La relation entre Lunuté fondamentale du corps et I'unité
Jfondamentale de Uanneaw R (1, 9, 0). — Soit% 'unité fondamentale

(") UL, aussi R, Deorkxo, loc, eit.. p. 113-120,
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du corps, 0 < %< 1. Dans un corps de premiére espéce on a évidem-
ment { =%, Dans un corps de seconde espéce on a {==%oul{=25%.
Nous allons le démontrer. Soit

‘ -
: e 7); (.r +‘)-/) - :9) _— ;m’
donc

('A) Qo= im .*_(sl)/u_‘,_(\'_;«")m~

ol ¥ et %"

'

. " . b4
sont les conjuguds de ¥, Les trois nombres %, £, §

h

" sont
contenus dans le corps du sixicwme degré Q (y —3, ). Daus le corps
K (0) nous avons (')
: (3= N‘?ﬁ
ot p et p, sont des idéaux premiers différents et du premier degré.
Donc nous avous dans le corps Q(yv —3,0)
. (V=3 =i,
ce (qui entraine
P,
ot 3 est un idéal premier du premier degré dans Q. (Comme Q est
un corps de Galois, il résulte de 1a que (3) est ¢gal au produit de six
1 ldaux premiers dans Q.) Alors tout nombre 2 de Q indivisible par
satisfait & la congruence

MW=t 2 =y (mod ).
Si 'on choisit dans (2) = 2, on aura donc

@WE=E 3o (mod ¥),
ou
rE=0 (mod 3),

Lorsque .v est divisible par 3, les nombres y et s lesont aussi, d’aprés

le n° 2. Ainsi il suffit de prendre m = 2.

o. La relation entre lunité fondamentale du corps et lunité
Sondamentale de Uanneaw R,(1, 0, 0%). - Soit £ l'unité fondamen-

(") Veir R, Drvrkixv, loc. cit.
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tale du corps (0 <2< 1) et

I ;l; (= v :9)
Dans 'équation
(e 00 30) e X YO o 29,

n entier positif, le nombre 7 a la valeur suivante :

" (n n . )
‘_.: ( ).l‘“'"—’)"') ; k \‘l\n-—.“‘\l) RV |
R * Y] *
n no—
“}- ( \); ‘I.u-al_*_ ( " )J.':-s “.'lh 4 ‘
b S N

n - i N— -
-4 ( !>:‘ﬂ./$r \ l )'(."'\‘TV}MK , )'I.“ B );.l) R
R . v L '

On a donc
lizns (mod &).

Soit @ le plus grand commun diviseur de s et oo Alors » == -'i est e

\
2

plus petit nombre positif tel que (- ¥ 0 4 30} appartienne &
Pannean R (1, 0, 0*). Par suite, quand m est le plus petit nowbre
(positil) tel que Z™ appartienne & Pannean Ry (1, 0, 07), on a ou

W > Ve o p
nessou s = Alors, le nombre 2" est évidemment Punité fonda-
o [

mentale de eet anneau.
NOTE .

Démonsiration simplifiée du théoréme : 1 'y a au plus qu'une
seule unité (positive et £1) de la forme ¢ + avl) dans le corps
cubiqgue K (\DY. — Soit I, lunité fondamentale de lanneaun
R, (1,0,0%). Pour trouver les unités (positives) de la forme ¢ + a0,
(@ et e entiers rationnels), on a & examiner la suite

» vl i v
I AN J A 2 ) =i

(¢f. le n® 8). Soit

n=e+ad=yr
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le premier terme de la suite ayant cette forme, et soit
A NI

une autve unité de la méme forme; donc M > ne 1. Soit encorve
M= nm+r, avec o < rvm — 1, Car, & cause du lemme 1, le cas

r = o est impossible. Posons

R R SN R AN

olt ., ¥ et 3 sont enliers; 3 est différent de zéro.
Alors de I équation
DG Aoz e a N - v % 4 3 %)

il suit, en comparant les coefticients de 0%,
Ny k \)t‘ 2a? - ( \" AFTEY | IRV
N
SR} k et ta -ﬂ( \L" ARTLE A IO
1
3 o i (,,\(‘" AITEN LIS LN
oW

Cette équation entralne

() 3i30 (wod ).

Op, nous avons ¢videwment

\ N3,
() '<§="{=ic't<lnl--mt
? In ;—-—-l\;(.,.{:“('cg“‘t‘ |\\o(\-§-[up)

puisque
v§::§r,—-a~3;<1-;.-§a[9.

Nous avous de plus

¢ d¢taunt une vacine de U'équation 3* -+ 3 + 1 = o, Done

3:ft=e+p+a"oh
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ct & cause de (1)
Mal P 3Ry

d’oti, en profitant des indgalités (2),
a3 (- a9

Or, pour [a] 1 et ) 28, nous avous

la] >+ ay3 =+ ANAR

Le seul cas avee D<<Setjaj=1 est D=mod— 1=,

Celte inégalité subsiste encore pour -af ~2 et 5.

Le théoréme est ainsi démontré pour toutes les valeurs de D, saut
pour D =2,3, 3, 7. O, on démonu‘e ‘ucilement que les unités
tondamenl.\le\ dee corps K{y2), K37 el K =" sont \2—1,
VG — 2,2y T Am:n, en apphquant le lemme 1, on voit que le théo-
réme t.st aussi vrai pour ces dernitres valeuvs de l).

Cette méthode est beaucoup plus courte que celle du pavagraphe 11,
Cependant, elle ne donne pas un résultat aussi préeis.

Originalement, ¢’est en généralisant cette méthode quejai démonteé
les théordmes du n® 17, Dans un twavall ultérvienr jexposerai
cette premiere démonstration qui est dailleurs heaucoup plus longue
que celle que je viens de donner iei.



