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DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur Uitération analytique
et les substitutions permutables (')

( SUITE) ;

Par P. FATOU.

CHAPITRE MI.

L'ITERATION ANALYTIQUE DANS LE DOMAINE D’UN POINT DOUBLE
DE MULTIPLICATEUR -+ I.

Quand une substitution uniforme présente un point double de mul-
tiplicateur + 1, il existe, comme je I'ai démontré dans mes recherches
antérieures sur l'itération, une fonction, analytique dans certains
secleurs ayant leur sommet au point double, qui vérifie I'équation
fonctionnelle d’Abel relative & cette substitution el qui joue, au point
‘de vue de l'itération analytique,le wméme réle que la Tonction de
M. Keenigs pour le cas d’un point double attractif. J'ai donné l'ex-
pression asymptotique de cette fonction au voisinage du point double

(') La premiére Partie du présenl Mémoire a para dans ce journal, g¢ série,

t. 11, 1923, p. 343.
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2 P. FATOU.

qui est, en général, un point singulicr transcendant de la fonction ().
Je vais montrer qu’on peut obtenir une expression asymptotique plus
précise, utile pour une étude plus approlondie de I'itération analy-
tique, et qui s’obtient par un procédé ¢quivalent au fond & Pemploi de
la formule de Stirling pour 'évaluation approchée de la fonction I'.

Je considére donc une substitution avant a Pinfini un point double
de multiplicateur + 1, et gui est de la forme

¢
=RV =zs+u-+ -_) +7(3).

Je supposerai tout dabord @ = o, et méme réel et positif, ce & quoi
on parvient par une transformation lincaive préalable; R(z) n'est pas
nécessaircment rationnelle, ni méme uniforme & Uintiniy nous suppo-
sons seulement que dans un secteur d'angle 2= — 0 (*), ayant son
sommet sur la partie positive de U'axe réel et pour hissectrice intérieure
la direction positive de cet axe, la founction 7(3) est holomorphe et
verifie les inégalités

lx(:)l<|—'—\;’

avec y > 1; le point a Pinfini pourrait done ¢tee pour R(z) un point
critique algébrigue, par exemple. Eunfin dans le secteur considére la
fonction R(3) est univalente; ce secteur contient ses constquents
obtenus par itération de R(z), ct de telle maniére qu’on ait unifor-
mément

|5, ] =1Ra(3)|>Kn (K > o).

Pour la justitication de ces différentes hypothéses et leur dépendance
mutuelle, je renverrat & mon Mémoire cité '), La fonction d’Abel

(") Voir Bull. Soc. Math. Fr. (1919). Sur les équations fonctionnelles
(Chap. 11, § 9-12).

() m est positif, mais peut étre aussi pelit que l'on veul,

(3) Toates ces conditions sont remplies par un choix convenable de T, lorsque

v (3) est réguliére ou algébrotde & Uinfint et d'un vrdre infinitésimal >1 en

) -
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qu’il s’agit d’étudier est la limite pour » infini de I’expression
Upy==3,—na— alogn,

ou, si l'on veut, la somme de la série convergente
A(S) =g+ (Uy— )+ oo (U — )

On oblient ensuite :

b
u,:R(s)——a:"-l——_+_%+' )
1 i / i
Upp— Uy =10 3—,:_ "Zlog(l+ n +7(“}z)~
AG) =V (s 3 L (L et
AGE) =2 aG) +35+0 :-+2L(:n 2 08—
0 1
(n A(;)—_—EX(:,,H-H.I;B(:),
Q
en posant .

(2)  B(s)=

|-

k-4 -] ’
1 n—1 1 1
+ 3 —wt] S(E - =)
5+ na n 5, 3-na
1 L

. L. o . ,
Remarquons d’abord que la série ¥ 7.(3,) est uniformément conver-
A
o

gente dans le secteur considére T, considéré comme dowmaine fermeé,

. (G . .
puisque |y (3,)]| < — (Y>> 1); elle représente une fonction de z holo-
morphe dans T, continue et nulle & I'infini.

Evaluons maintenant la derniére somme qui figuve dans ’expression

de B(s). Ona('):

__i_+ 1 G — (5 + na)
3, s4na 3 (3 + na)
|51 > Kp,

| s +pa|>Kp.

(') Je désigne par K, K’, R”, ... des constantes positives relatives au

domaine T; la méme lettre pourra désigner quelquefois deux constantes diffé-
rentes,
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cette derniére inégalité s’obtient de suite au moyen d’une figure. On a,
d’ailleurs,

n—1
1 1 1
S, — :-i-n(():l;(—+-——+...+-——>—+—v' 3p)e
n—{ p 3 . ‘/_‘A( »)
u

in lenant compte de ce qui précede et de expression de la somme
des n premiers termes de la séric harmonicque, on en conclut

|3, — (5 + na)| <NK'logn,

C .
I 1 K7 logn

S I+ na

n?

v . ;e R I
terme d'une série convergente. La série Y <;— —
™

) représente
donc une fonction holomorphe dans T, continue ct nulle & Vinfini, car
elle est uniformément convergente dans le domaine fermé T. On peut
donc écrire, en désignant par (=), une fonction holomorphe dans T,

continue el nulle & U'infini,

(3) A(3)=+(3) + s+ OH(3).
en posant
) _{1 I 1 “.)1+1'.
(4) }1(‘)~Q[:+/za ('.'I0° n |
1

Celte derniére fonclion peut étre évaluée au moyen des formules de la
. ~
théorie des fonctions eulériennes, car elle se rameéne & ¥ ()3 mais nous

procéderons directement ; posons

S = «d,
T n41 1
ll = :_\ —-—-———-——*lt)"“"‘—“ g —\L t).
() (1 d | LA 10 "o a'()
1

On peul encore écrire

b)) =limd, (1),

H=w

n

)= X,

— log (re + 1),
L+ p 8 )
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En tenant compte des identités évidentes

logt =log ¢ +lowt+l +...—f—|00——£—f—n—-—-lo°"(t+n—|—l),
° St ¢4 2 St4-n+1 °
4 ) — 1 1
Iog—j——!——-:log 1———>,
(+p t+p
on obtient
n
! i ’ t+n
L.I.a,,(t)+logt:2 —— +logl 14+ —— ) | + log +r,
t+p P n
* 1

. ’ I
Le dernier terme tendant vers zéro avec ~1ona

st =5 15 e (5)

On doit prendre la détermination du logarithme réelle pour ¢ positif;

-
b}

le point ¢ = = restant dans un domaine qui laisse 4 son extérieur le

53

demi-axe réel néeatif, le second membre est convergent. D’une manicre
o] ’ o]
précise, on a, au moins dés que |Z| est suffisamment grand,

[t+pl<Kp,
I | K _K
2t +p) 3(+p) | T t+p T2

___l__+lou(]._ ! )]—_
‘t-i—p ° t+pl|

On en conclut que la fonction §(¢) + logt? est continue et nulle a
Pinfini quand ¢ reste dans le domaine é(T) On est ainsi conduit a
Pexpression suivante de la fonction d’Abel, valable dans le domaine T,

b,
(5) 1\(.,)__¢-—(—lloga +&(3),

¢( ) désignant toujours une fonction holomorphe dans T, continue et
nulle a 'infini. '

Il n’est pas difficile de préciser Pordre de grandeur de (). 1 suffit,
pour cela, sachant (ue A(3) vérifie I’équation

(6) A[R(5)]=A(s)+a

d’en déduire I’équation fonctionnelle que vérifie ¢(s), et de rechercher
Pordre des termes principaux, parmi les termes connus de cette nou-
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velle équation. On déduit de (5} el (6)

log

NS

As(:)_s(:l)::l—'(s_‘_a)_

a I_',‘

en posant 3, = R(z). En remplagant, dans le second membre, z, par

] ' . b VARY . .
sa valeur, et développant en série log<1 + 44 2+ /—(_——)>, il vient

() = e(s) = 1(2) + 0( )

en désignant, avec M. Landau, par O(«) une quantité variable dont
le rapport & « reste borné en module; en appelant 3 le plus petit des

deux nombres y et 2, comme y (z) = O (_—[)>, on a

I
) () — (=) =0(%)-
Ecrivons les égalités analogues & (7), en remplacant s successive-
ment par 3,, 3,, ..., et ajoulons ces égalités en remarquant que z,
tendant vers l'infini, ¢(3,) tend vers zéro; il vient

(8) 15(:)|<K[|:‘lﬁ+—§‘?+l—::—”~,+...].

Remarquons maintenant que

-~
&
<

reste borné uniformément dans T ;

n

nous avons déja démontré ce point (loc. cit., § 72); en voici une autre
démonstration. On a d’abord, cn considérant la figure du domaine T,

|54 na|>|s]|cing,
|5+ nal> nasing.

D’autre part, nous avons obtenu plus haut

sp— (3 + na) = O(logn),

d’ott
S O(logn),
i+na 3+ na
Of(logn . . . 1 . .
OUogR) o6t infiniment petit avec — puisque =+ na est au moins de
S+ na n

3 . N I . .
'ordre de n; donc —"; tend uniformément vers — pour n infini et,
-~ [4

-— N
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comme il n’est jamais nul, on a

Sa

>K'>o.
3 + na

Cowmme, en oulre, par ce qui précéde,

l;i_"_” > K> o,

on a bien

~n

>Rk">o. €. Q.F. D.

-~
&5

Revenons maintenant a la relation (8), et évaluons le second
membre en nous rappelant que |z,| > K™zu. Soit N la partie entiére
de | 3}; faisons d’abord la sommation de o & N —1. D’aprés le lemme
que je viens de démontrer, j'aurai

N—1

Y 1 N
/

<05 S WD

o

N—1
+ N N
Comme N est de lordre de |5, on voit que la somme >—: est au plus
1
1 . .
de l'ordre de T D’autre part, on a, pour les termes suivants :
=

S

NN :(.'_>:0(;>.
=T S Wy~ OANE ) = O

On a donc hinalement

s(;):0<;,‘5—l—7)'

En particulier, si R(z) n’a pas de point critique a l'infini, on a
toujours
b 3 1
A(s)= =z — —log—- _j .
(2) aloga—*-O(s/
Nous allous évaluer de méme 'ordre de grandeur de &'(z). Faisons
) o
d’abord quelques remarques qui découleat facilement de ce qui
précede. En dérivant I'expression de R(s) et tenant compte de ’hypo-
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thése faite sur y'(z), on obtient
R'(z)=1+ O(:l-,_;)
De cette relation et de I'identité

R, () =R(3)R'(5) ... B (5,y),
on déduit

|R§,(5)—!|<<1+ ﬁ)<r+|—:—><1—r I—:—f-T)‘—l

En appliquant le calcul précédent au cas de § = 2, on voil que 'expo-
sant qui figure dans le dernier lerme de ces inégalités estau plus de

1 '
I'ordre de —-- On a, par conséquent,

I3 ,
1{;,(:):1+0Ki.>.

Il s’ensuit, en particulier, que R),(3) est uniformément bornée dans T
et que sa limite, qui n’est autre que A’(z), est continue & l'infini et de
valeur 1 en ce point quand on ne sort pas de T.

Nous allons maintenant faire I’évaluation de ¢'(5) en deux élapes;

1 .
nous montrerons d’abord que ¢'(s) est au plus de 'ordre de -, puis, en
nous servant de I’équation fonctionnelle que vérifie cette fonction,

qu’elle est au plus de I'ordre de —'5

<

On a, en égalant les deux expressions (1) et (5) de A(3),

b W3 ANFSL PO \i«* .
c(~)——-5+~'10 - +b <:"—-al0° " )—i—‘,_‘/‘(\-,,),
[
d’ot, par dérivation,
b b1 IR (5) < )
O R TR = WACALAC)
1 0

11 faut montrer que cette expression estau plus de lovdre de =; il suffit

de le faire pour le troisiéme et le qualriéme terme; pour le troisiéme,
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c’est évident puisque R/,(3) est uniformément bornée et que
1 1
Srp=o()
ENE 5

R, (3) =00,
7 (3) = 0(577),

Pour le quatriéme, on a

d’oti 'on déduit, d’aprés ce qui précéde,

I
D k() =0(%)-
. ~n
0
Comme y > 1, notre assertion est exacte.
Précisons maintenant la valeur de ¢(3) en nous servant de U'équa-
tion fonctionnelle

b b
gs) —e(s)=R(:z)—s5—a— (-IlogR(:«) + 2 log 3,

d’on, par dérivation,
b ,
b t— 5+ () b
e’(;)—e’(:,)R’(:):-—E—z-+—x’(:.)-—a + —-

b
s+a+ - +y(s)

En développant en série > on obtient, toutes réductions

sH+a+ -+ %(3)
faites,
()= GORG)=2(5) + 0(;‘3)'
—'§>; le pro-

» donnera

Au premier membre, on peut remplacer R'(z) par 1+ O

=~
[X]

duit de £'(3,), qui est au plus de U'ordre de =, par O(

0(:'-3) qu’'on fera passer dans le second membre, d’ott :
’ . ’ 1 i
V()= (5) =% (3)+ 0(,:_5) :0<:_5:1>’

‘8 étant toujours le plus petit des deux nombres y et 2. J'opére alors
comme pour évaluer :(z); J’ajoute les égalités obtenues en rempla-

Journ. de Math., tome 111. — Fasc. I, 192} 2
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cant s par s,, 5, ..., et, remarquant que lime'(s,) = o, j'obtiens

3,(;):0(-5%)'

Je pense qu'une application judicieuse de cette méthode permettrait
d’obtenir, au moins dans le cas ot R(z) est dévcloppée suivant les
puissances entiéres de 3, un développement asymptotique pour la
fonction A(s), procédant suivant les puissances cntiéres de s et de
log=; mais ce serait sans doute le résultat d'une analyse longue et
laborieuse qui nous détournerait de I'objet principal que nous avons
en vue, & savoir I'étude des substitutions permutables & R.

Dans tous les cas, on voit que la fonction d’Abel, dont nous avions
déja obtenu une expression asymptotique, se trouve définic mainte-
nant avec une précision déja grande par les formules

A(:):z—f—:log : +0<%—>,

Qe

b 1

A =1 — - +0(\:—,§)
qui mettent trés facilement en évidence les propriétés de la représen-
tation conforme, donnée par cette fonction, du domaine T dans lequel
elle est univalente pourva que le sommet de ce secteur T soit suffi-
samment ¢loizné de l'origine vers la droite. Aux deux demi-droites
qui limitent T, la relation Z = A(z) fait correspondre dans le plan
des Z deux courbes, de forme parabolique en général, la divection
limite de la tangente étant définie par I'angle = == v avec O X, le méme
que la droite correspondante du plan des z fait avec Oz. La région du
plan, T, a droite de ces deux courbes, correspond d’une maniére uni-
voque a T, les frontiéres se correspondant point par point d'une
maniére continue, y compris les points a 'infini des deux plans. Si l'on
remplace les deux plans par les sphéres de Riemann, on peut dire qu’a
deux courbes se coupant sous un certain angle a I'infini, correspondent
deux courbes se coupant sous le méme angle. De la relation

N . b L3 Clay — A -
Z=:——log= +(3) = A(3).
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on déduit inversement

QWN

::r::Z—{-glog +&(2)=8(Z).
Aux points R,(z) correspondent les points Z + na; on est donc con-
duit & définir I'itération analytique par la formule

Ri(3)=9(Z +ra)=9[ra + A(3)]
qui donne lieu a 'identité
Ri[Ru(z)]=Rospn(3).

et définit ainsi un groupe de substitutions & un paramétre, isomorphe
a un groupe de translations. Il est inutile de s’étendre davantage sur
ces généralités que j’ai déji développées ailleurs; mais il y a lieu
d’insister sur un point qui n’est pas aussi simple que dans le cas du
point double attractif, & savoir 'identité, sous certaines conditions de
continuité, des substitutions permutables & R, avec celles qui sont
définies par I'itération analytique. Cherchons d’abord la forme analy-
tique, dans le voisinage du point & P'infini, des itérées d'indice quel-
conque : -

5(Z + la) :Z+)\a+—glogz_‘;la + 6, (Z + ka)
b, 1+ da

. + &(3) + &, (Z + a).

=s+ha+ ;llog
Comme on a .
Z + ha b 5 ha  =(3)

=1— —log> + — + =,
E as “a 3 3

le logarithme de cette quantité pour s trés grand est un infiniment

. . b 3 .
petit dont le terme principal est — ——log=, si & 5 0. On obtient donc
95(L +ra) = Ry(3) = s+ ha +o(3),

v (z) étant infiniment petit avec

al

- Pour R(3) uniforme (y = 2), le

~

. . s 100'0
terme principal de 9(5) est, en général, un terme en —-.

Cherchons maintenant les substitutions permutables 4 R qui, &
Pinfini, ont la méme forme que R, cette forme étant d’ailleurs celle
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de toute substitution ayant  l'infini un point double de multiplicateur
+ 1, et réguli¢re en ce point. Supposons donc la substitution S ana-
lytique dans T, ou du moins dans une partie T, de T comprenant un
angle non nul ayant I'axe récl pour bissectrice ; on a, symboliquement,

, RS =SR
et, d’autre part,

S=:z+ka+¢e(3).
Posons ensuite
S=Ry=:3—2a+¢(s).

De RS = SR et RE = XR, on dé¢duit
RSX =SXR.
SX est permutable 4 R, et de la forme
3+ &(3),

g, €, €, nulles & 'infini. Nous allons montrer que toute substitution
-permutable & R, qui & U'infini est de la forme précédente, se réduit a la
substitution identique.

Nous supposerons (ue R est de la forme

P P+ ¢, ... nombres entiers ou fractionnaires positifs (*); soit

) ) S(3)=135+&(3).
On a identiquement

R(a)+s(:,)=:+a+s(:)+(—S-%S;[b-*—(:+:)’/+. )
d’on
1 1 ..
() —(s)= (;_*_:_)pf(:.—!— §) — —;7_/(:),
en posant
./'(;):b‘%:c:—,—t-... (¢ >0)

ou encore

g(3y)—¢(s) = j———-——-—(: —{»—S)—f(:)

s

.+—f(3 +€)|_(:,+a)~p _ ;_,,'J.

(*) La conclusion subsiste si p est compris entre o et 1.
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Nous avons écrit au second membre ¢ au lieu de ¢(z), et au premier
membre 3, au lieu de R(z). En appliquant le théoréme des accroisse-
ments finis pour les fonctions de variable complexe, on a

Js+ 81—/ () =¢0( ),
(s+¢e)yP—sP= eO(z_pl;>.

Comme f(z + ¢) = O(1), on obtient finalement

_(%56(_;) =0(;,f+—,>= == B(2),

B(3) étant bornée dans T, ou

(51) _
g(s3) =

(0%

~
w
—~
L3
~

En remplacant 3 PAT Sy Tuy eeny Sy e qu’on peut supposer tous
compris dans T, et multipliant membre & membre, on a

n—1

£(3,) =¢(3) [I [l + fi's,’il’)_l .

Comme £(3,) tend vers zéro pour n infini, et que, d’autre part, le pro-

duit infini des quantités 1 + ‘3_53’,) est convergent a cause de I'inégalité
S

|5.| > K et différent de zéro pour | z| suffisamment grand, il faut que
¢(s) soit identiquement nulle. On voit donc que les itérées analy-
tigues fournissent toules les substitutions permutables a R, se com-
portant & Uinfini de la maniére indiqude.

On peut encore remarquer que ces itérées R,(3) ont une dérivée
continue el de valeur limite égale & 1 au point & Pinfini; cela tient & ce
que dans T la valeur limite de A’(3) & U'infini est égale & 1, et qu'in-
versement dans T, la dérivée de la fonction inverse a aussi pour
limite 1 & Pinfini; toule courbe ayant une direction de tangente déter-
minée au point & 'infini est ainsi transformée par R, (5), en une courbe
tangente & l'infini & la premiére.

Nous devons maintenant examiner le cas ol le terme constant de
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R(z)estnul:

a

5, =R(5) + oy SRR

le second membre étant ordonné suivant les puissances enti¢res descen-
dantes de 3. Nous avons déja démontré (loc. cit., Chap. 1I, § 12)
que 'on raméne ce cas au premier, en transformant la substitution
donnée par deux transformations conformes auxiliaires, la premiére
réguliére dans le domaine du point double & I'infini

A p—s

o
W= 5ok Oy = . —r = Q(3),

la seconde de la forme

= W™

on obtient, par un choix convenable des «;, une substitution trans-
formée qui s’exprime par

B C
HL=p(t)=t+ ma+ 7 — .

1+—

[ wm

Au domaine T du plan des ¢ défini comme précédemment corres-
pondent n2 domaines, secteurs curvilignes dont 'ouverture est la m'**

. " . 27 . N
partie de celle de T, c’est-a-dire j - ;%, et rvelativement a chacun

desquels on pourra définir la fonction d’Abel et I'itération analytique ;

les m fonctions d’Abel ainsi définies ne sont pas, en général, le prolon-

gement analytique les unes des autres. (/) contient généralement des

exposants fractionnaires, c’est pourquoi nous avons dit considérer ce

cas lorsque le terme constant de R(z) n’était pas nul. Considérons la

fonction d’Abel relative a la substitution [¢}0(¢)]; il importe de spé-
!

-

cifier la détermination choisie pour le radical ¢, c’est-a-dire celui des
m domaines D® du plan des 5 qu'on fait correspondre & T; la fonc-
tion A(¢) ainsi obtenue et qui est la limite pour » infini de

() n B |
—nma— —logn
fn ma °

vérifie I'équation
: Afp(D)]=A(t) + ma.
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Elle a pour expression asymptotique

B t
=t - — log —
Ae)=¢ ma 8 ma +e(t)

1
e(¢) étant, en général, de 'ordre de ¢”. En remplacant ¢ par sa valeur
en fonction de 3, on obtient

A(8) = HAo(3),
fo[ R(3)] = Mo (3) ++ ma.

[’expression asymptotique de .(3) sera

B ot \
RO __|(,g..__+0 —
ma ma "
ou

. o o\ B B i
<L+a0+~_—'+...+-'1—‘> —-Elog(;-l—a.,—i-...)+;)—;(—l«logma-f-o(;)-

~m=~1
e S 3

Elle sera donc de la forme

L=P,(s)— g‘log: +O<é),

P,.(z) étant un polynome de degré m. La correspondance entre le
plan des z et le plan des Z n’a plus un caractére aussi simple que pré-
cédemment; mais il y a toujours correspondance continue, méme au
point & P'infini, entre un domaine D (i = o, 1, 2, ..., m — 1) du plan
des s et le domaine T’ du plan des Z, deux courbes qui se coupent a
Pinfini dans D ayant pour images deux courbes, qui font entre elles
un angle m fois plus grand, du domaine T'. On devra loujours, pour
I’étude de cette correspondance, se servir des variables intermédiaires
wett. '
L'itération analytique se définit toujours de la méme maniére; les
itérées analytiques définissent dans le plan des 3 un groupe de trans-
formations qui est I'image du groupe des translations du plan des Z;
elles s’obtiennent en transformant la relation :

t'= ()

par la transformation qui fait passer de ¢ & =, et qui change le
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domaine T dans le domaine D¥; les transformations qui en résultent,
permutables entre elles et avec R, laissent invariantes les directions
asymplotiques des courbes du domaine D®. [l est facile d’obtenir
I'expression asymptotique de R,(s), en partant de celle de ¢, (¢);
ona
U=p(t)=t+mda+e(L).
d’ou
1
w = [ “+ Ama + E‘(“.)]Fz: W [1 —+ I:—t})%:-l -+ %;Jm,

ha 4 gy (w)

!
0= 4=
v o win—1

£,, ¢, nulles a Uinfini; la détermination du radical a été choisie conve-
nablement puisque les directions asymptotiques se correspondent. Si
maintenant on transforme cette dernicre relation par

& py—
W=354 ayg+. ..+ 22 =Q(z),

z'n—z
w'=Q(s"),

on obtient encore une velation de méme forme; c’est la une vérification
algébrique facile, qu'on abrége en remarquant que si I'on pose

. [~2
W W - ‘—;;’;:-T)
la quantité ¢ = Aa + ¢, étant regardée momentanément comme un
q 8
paramétre, on définit une correspondance (w', w) qui a m + 1 points
doubles confondus en un seul & I'infini;si 'on transforme cette corres-
b
pondance par la substitution w = Q(), qui est biunivoque a P'infini, la
correspondance transformée aura encorc un point double de méme
ordre a I'infini; d’autre part 3’ scra développable suivant les puissances
; | I

descendantes de 3, le premier terme étant 53 une vérification facile
montre que

Par suite, on a encore

On établit ensuite, sans difficulté, que toute substitution de cette
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forme, permutable a R, est fournie par U'itération analytique, ce prin-
cipe se ramenant & celui qui a été déja élabli pour la fonction ¢(¢); la
forme considérée de substitution permutable est supposée valable pour
un secteur DY, Nous laissons de coté, pour l'instant, la question de
savoir s'il existe des substitutions permutables a R et qui ne seraient
pas de cette forme; nous y reviendrons a4 propos des substitulions
rationnelles.

Nous pouvons maintenant, dans le cas ot R(s) est une fonction
rationnelle, étudier la nature des fonctions auxquelles conduit I'itéra-
tion analytique et développer a ce sujet une théorie analogue a celle
du Chapitre 1. Nous allons supposer d’abord @ == 0; en ramenant le
point double a ['origine par une transformation homographique, on a

R(o) =o, R'(0) =1, R"(0) Zo.

[l existe un domaine invariant D, comprenant notamment un sccteur
d’angle aussi voisin (qu’on le veut de 2= ayant son sommet a l'origine,
et dans lequel les R, (5) tendent vers zéro, de maniére que les consé-
quents d'un point de D, se répartissent sur une courbe invariante,
tangente a l'origine & une demi-droite qui sera, pour fixer les idées, le
demi-axe réel posiuif. La fonction A(s), solution fondamentale de
I'équation d’Abel, a pour expression asymptolique dans un secteur
d’angle 2= — ¢ ayant pour bissectrice ce demi-axe :

Z=A(3)=- + klogs + &K'+ O(s).

al| -

A(5) est holomorphe et uniforme dans D, ; en général, tous les points
de la frontiére £ de D, sont pour A(z) des points d'indétermination
compléte auxquels aboutissent, d’autre part, des chemins de détermi-
nation infinie; mais-ce point est plus difficile & établir que la propriété
analogue de la fonction £(3) de M. Keenigs, et il peut y avoir des cas
oti la démonstration que nous en avons donnée ne s’applique pas.
Nous devrons donc tenir compte de celle circonstance dans ce qui
suit.

On peut admettre que les antécédents des points critiques de la
fonction algébrique R_,(3) ne sont jamais & I'infini. On a ensuite

A'Gs)=lim R, (s) = lim R ()R (3)... R (5, )
nz== ne=

Journ. de Math., tome II1. — Fasc. I, 1g2}. 3
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d’ott il suit que les points racines de A’(z) dans D, sont les points
racines de R’'(z) compris dans ce méme domaine (il en existe tou-
jours), et leurs antécédents. Nous devons maintenant étudier les singu-
larités de la fonction 0(Z), inverse de A(z); nous savons déja que
quand s décrit un domaine A ayant l'origine sur sa frontiére et com-
prenant notamment un secteur dont la bissectrice est 'axe réel positif,
A(z) décrit un domaine simplement couvert du plan des Z, que la
correspondance de ces deux domaines est biunivoque ct continue méme
aux points frontiéres, I'infini du plan des Z correspondant a I'origine;
nous pouvons choisir comme domaine du plan des Z un demi-plan a
droite d’une paralléle 4 I'axe imaginaire qui jouera le méme role que
le cercle I' de la démonstration du Chapitre I et que nous désigne-
rons toujours par I'; le domaine correspondant A du plan des s sera
tangent a I'axe imaginaire, & droite de ce dernier, et voisin, comme
forme, d’un cercle. L.a correspondance conforme entre A et T' définit
une branche defonction 0,(Z) continue et nulle a U'infini, réguliére et
univalente dans I', vérifiant [’équation fonctionnelle

80(Z +a)=R[6,(Z)] (a>o)

qui permet d’en faire le prolongement; en appelant R_, (3), la branche
de fonction inverse de R, nulle a 'origine, la fonction

6(2)=R_,[6,(Z + a)],
qui coincide avec 0,(Z) dans T, se trouve définie dans le domaine
LL.>T,
déduit de I par la translation — «; elle est algébroide dans T'_,, car Z
décrivant ce dernier domaine, f,(Z + ) = = décrit A et R_, () déerit
A_, antécédent de A qui contient A et le touche a lorigine.

(Z) aura des points critiques algébriques dans T'_,, si R_,(z) a des
points critiques dans A. D’une maniére générale

9(2) == E—/z[gu(z + na))

définit 0(Z) algébroide dans T ,,,, identique & 0,(7) daus I" et dont les
valeurs dans I'_,, recouvrenl A_,,, »"*™* antécédent de A, contenanl A et
tendant vers D, pour # infini. Soient ¢, ¢/, ¢’, ... les points critiques
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de R_,(3) restreinte au domaine D,, ceux de R_,(z) sont R,(c),
R,(c¢"), ..., pvariant de 0 & n — 1 le point Z* deviendra critique pour
0(Z),sil’'ona
0,(Z*+ na) =R, (c)
ou
7'+ na=A[R,(c)] =A(¢) - pu

Zt=A(c) — (n—p)a (n=p20).

On en conclut exactement, comme au Chapitre 1, que les seuls points
critiques possibles, 4 distance finie pour )(Z), sont :

A(c)—qa, A(c)—qa, ... (g=1,2,3,...)
(qu’on peut encore désigner par
A(g)—ma, A{)—ma, ... (m=o, 1,2, ...),

¢, , ... étant les zéros de R'(s) dans D,. On poursuivra le raisonne-
ment toujours de la méme maniére qu’au Cha'pitre I, et 'on montrera
que les points ci-dessus désignés sont effectivement des points critiques
algébriques pour certaines branches de 0(Z), réguliers pour d’autres.

[Faisons voir maintenant que la fonction A (5) ne peut pas exister en
dehors du domaine D, ; pour le cas de la fonction £(z) de M. Keenigs,
ce fait résultait de ce que tous les points frontiéres de D, sont des
points d’indétermination de la fonction, alors que nous n’avons pas pu
établir le méme fait d’'une maniére absolument générale pour A(z).
Mais le procédé de prolongement par lequel on définit 6 (Z) montre
que cette fonction n’a d’une part que des points critiques algébriques
isolés comme singularités a distance finie, d’autre part que les valeurs
qu’elle prend sont toujours intérieures au domaine D,. Il en résulte
que A (3) ne peut pas exister en dehors de D,. La chose paraitra évi-
" dente & tous les géométres qui sont familiarisés avec I'étude des fonc-
tions inverses des fonctions uniformes. Iisquissons la démonstration
qui, du reste, n’'a rien de nouveau ('). Il s’agit, en somme, de montrer
que si une fonction ou branche de fonction A(z) est holomorphe dans

(') Pour ces généralités, on consultera avec intérét les premiéres pages de
Pexcellente Thése de M. Iversen (Helsingfors, 1914) sur les fonctions inverses
des fonctions méromorphes,
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un domaine connexe D, les valeurs de la fonction inverse pourront
toujours étre obtenues par voie de prolongement analylique a partir
d’un élément de cette fonction inverse prenant en Z, la valeur s,
5, désignant un point de D, et Z, la valeor A(z,). Nous supposons
A’(z,) 5 o et nous joignons z,5,, 5, étant un autre point de D, par
une ligne simple intéricure a D, formée par exemple de segments de
droite en nombre lini et sur laquelle A’(z) 3£ 0} soit ¢ cette ligne:
z décrivant £, Z = A (z) décrit une autre ligne L, formée d’arcs ana-
lytiques réguliers, pouvant avoir des points doubles, mais sur laquelle
peut définir un sens de parcours correspondant au sens adopté pour £.
Tout point de ¢ est le centre d’un cercle dans lequel A(z) est holo-
morphe et ne prend jamais deux fois la méme valeur; nous considé-
rons le plus grand de ces cercles intérieur & D; si nous prenons un
cercle de rayon deux fois moindre, sa circonférence aura pour image
une courbe fermée simple entourant le point correspondant Z de 1., et
si & est la plus courte distance de cette petite courbe fermée a Z, 8 a un
minimum non nul » quand s et Z décrivent respectivement 4 et L. Si
de chaque point L comme centre on décrit un cercle de rayon r,
chacun de ces cercles sera I'image par A(z) d’un petit domaine entou-
rant le point de ¢ qui correspond a son centre; on pourra couvrir L &
I’aide d’un nombre fini de ces cercles, de maniére que chacun coupe le
précédent et le suivant; il est clair que I'un de ces cercles de centre Z'
est le cercle de convergence d’un élément de fonction s5(Z) tel que
Pon ait f(s)= Z, ct prenant en Z'la valeur z’, si =" est le point cor-
respondant & Z’ sur ; que, d’autre part, ces éléments se prolongent
mutuellement; on obtiendra donc la valeur z, de la fonction 5(Z), par
prolongement analytique & partic de I'éiément initial le long de la
ligne L ou Z,Z,.

Daans le cas qui nous occupe, on voil bien que A(z) ne peut pas étre
prolongée au deld de Dy, puisqu’on peut faire le prolongement de
0(Z) le long d’une ligne arbitraire (en admettant les éléments algé-
briques), et que les valeurs obtenues pour la fonction sont toujours
représentées par des points intérieurs a I),. Iin outre, si un chemin du
plan des s aboulit & un point frontiére de Dy, supposé accessible,
les valeurs correspondantes de Z = A(z) ou bhien ne tendent vers
aucune limite, ou bien lendent vers l'infini, sinon 9(Z) aurait un
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point critique transcendant & distance finie, ce qui n'a pas lieu (').
Je dis que P’infini est un point critique transcendant pour 6(Z); en
effet, si z tend vers zéro, en restant par exemple dans le domaine 4,
A(z) tend vers l'infini qui est donc une valeur asymptotique pour A (z),
par suite un point critique trancendant pour la fonction inverse; et
méme pour toutes les branches de la fonction inverse (vorr Chap. 1),
parce que les points frontiéres de D, formant un ensemble parfail sont
pour A (3) des points singuliers d’espéce transcendante.
On peut encore remarquer que le groupe des substitutions algé-
briques
R,(3)=R,(s5") (n=o0.1,2,...),

qui est discontinu dans D,, admel A(z) comme invariant absolu et
caractéristique, c'est-a-dire que deux nombres 5 et 2z’ font acquérir la
méme valeur & A(3) s'ils sont liés par une relation de la forme précé-
dente et seulement dans ce cas.

On peut maintenant, loujours en suivant la méme voie qu'au
Chapitre I, définir les singularités des itérées analytiques

Ry(=)=0[A(3) + %al.

Elles ont, en général, dans D,, une infinité de points critiques algé-
brigues définis par

A(z)y=A({¢)—ma—da (m=o,1,2,...),

ol l'on remplacera 13 par les diverses racines intérieures & D, de
I'équation R'(z) = o. Pour que certains de ces points cessent d’¢tre
critiques, il faut que A vérifie une relation de la forme

ha =B® 4+ pa,

B* étant une quantité qui ne peut recevoir qu'un nombre fini de
valeurs; les indices d’itération A, correspondants, sont donc congrus
(mod 1) & un nombre fini d’entre eux. Si la fonction R,(3) est algé-
brique, ces indices sont de plus commensurables et 'on a par suite,
pour toute substitution algébrique S ayant 4 I'origine un point double

(') On montre facilement que le domaine limite d'indétermination de Z n’est
pas borné quand z tend vers la frontiére de Dy suivant un chemin coutinu,
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de multiplicateur + 1 et permutable & R, une relation de la forme
S,(5) =R, (5),

n et p entiers, et % n’ayant (mod 1) qu'un nombre fini de valeurs. La

méme propriété a lieu quand on suppose R,(z) uniforme dans le
domaine D,.

Quant aux points fronticres de D,, ils sont pour les valeurs arbi-
traires de A, qui ne satisfont pas & une relation de la forme précédem-
ment indiquée, critiques transcendants pour toutes les branches de la
fonction; ce dernier point ne s’obtient, en toute rigucur, par I'analyse
du Chapitre I, qu'en écartant certains cas singuliers (loc. cit.,
Chap. VII, p. 74-75).

Dans tous les cas, nous voyons que la solution générale de I'équation

fonctionnelle
R{S(z)]=S[R(5)].

assujettie aux conditions de continuité exprimées plus haut, posséde
une infinité de points critiques algébriques mobiles, c’est-a-dire dépen-
dant de la constante arbitraire, et une infinité de points singuliers
transcendants fixes,

Les résultats qui précédent subsistent essentiellement dans le cas ou
le coefficient a de tout & I'heure est nul, c’est-a-dire ol la substitution
donnée est de la forme

S =35 —cs3Mt 4. ., (m>r).

Il y a alors m points doubles de multiplicateurs 1 confondus en un
seul, mais les m domaines correspondants analogues & D, sont distincts
et non équivalents par les substitutions du groupe dérivé de R et de
son inverse. Il y a pour chacun d’eux une fonction d’Abel qui y sera
encorc holomorphe, étantlalimite d’'une suite de fonctions rationnelles
uniformément convergente. De plus, nous avons démontré que chacun
de ces domaines renferme au moins une racine de R’(z). La théorie
qui précéde est donc encore applicable, avec des modifications insigni-
fiantes.

On peut encore définir litération analytique d’une substitution
rationnelle possédant un point double de'espéce que nous éludions en



L’I’I'ERATION ANALYTIQUE ET LES SURSTITUTIONS PERMUTABLES. 23

ce moment, par un procédé analogue a celui du Chapitre II, comme
on peut le prévoir a priori par le fait que le point double singulier
considéré est la conjonction d'un point double attractif et d’un point
double répulsif; les itérées analytiques obtenues par ce nouveau
procédé n'auront ni le méme domaine d’existence, ni les mémes carac-
Léres analytiques que celles donl nous venons de parler. Nous partons
toujours de la substitution

l
;l:R(;)=z+a+—:-+... (a>o0)

et nous considérons la substitution inverse
1

sag=R (s)=5s—a— - +...

dont on fait Pitération analytique par le procédé de I'alinéa précédent.
Au point de vue local, il n’y a absolument rien de changé, si ce n’est
que @ ¢lant remplacé par — «, le domaine T a une disposilion symé-
trique par rapport al'origine de celle de tout a ’heure. Maisici, R étant
rationnelle, R_, est multiforme; il en est de méme de la solution fon-
damentale de I'équation d’Abel qui est, en revanche, la fonction
inverse d'une fonction uniforme et méromorphe; nous désignerons par
o(u) cette derniére fonction, dont nous avons déja fait connattre d’in-
téressantes propriétés et qui vérifie I'équation

o(re+a)y=R[o(u)], -

par X(s) la fonction inverse; les itérées analytiques de R_,, c’est-
a-dire les substitutions permutables 4 R, et qui, dans un secteur com-
prenant cette fois le demi-axe réel négatif, sont supposées de la forme

, . . . 1
5+ Aa augmenté d’un terme infiniment petit avec - auront pour

expression
s=f(5)=0[X(3)+ra].

Les fonctions ainsi définies existent dans tout le plan, ont leurs
points critiques algébriques et transcendants fixes, ¢’est-a-dire indé-
pendants de A; on pourra répéter a leur sujet ce qui a été dit au sujet
des fonctions analogues du Chapitre II; on pourrait montrer notam-
ment qu’il ne peut pas exister, pour une fonction ¢, une autre relation
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de la forme
(v +a')y=S8[o()],

, . a . .. . ..
S étant rationnelle, — imaginaire ou incommensurable ; mais il est

inutile de refaire cette démonstration ui ne nous apprendrait rien de
nouveau, car nous savons dé¢ja que deux substitutions rationnelles
permutables R et S satisfont toujours 4 une relation de la forme
R,=3,, quand I'une d’elles présente un point double de multipli-
cateur + 1; elle est d'ailleurs facile, aprés ce qui a déja été dit a ce
sujet.

Remarquons que la fonction ¢(«) n’est pas définie uniquement par
la propriété d’étre méromorphe et de vérifier une équation de la forme
précédente ; il faut encore et il suffit d’y ajouter les propriétés sui-
vantes : ¢(u) est infiniment grande a 'infini dans un angle comprenant
I'axe réel négatif et sa dérivée y a pour valeur limite 1; elle est alors
définie au changement prés de w en « + /. 1l existe d’aulres fonctions
méromorphes vérifiant la méme équation fonctionnelle, notamment
les fonctions périodiques obtenues en changeant u en ¢* dans la fonc-
tion de Poincaré (Chap. I1); ces derniéres fonctions existent pour
des formes générales de R, celles que nous étudions, seulement pour
des formes particuliéres de R.

Dans le cas oa R(3) est de la forme

a
S =t .. (m>1r),

-1
3

il existe m fonctions méromorphes analogues a % (), vérifiant la
méme équation fonctionnelle

o(u +ma)y=R[o(«)]
et se distinguant, notamment, par les valeurs limites de I'argument
de o(u), quand « décrit par exemple I'axe réel négatif, ces valeurs
Copr . 2T 2 .
différant entre elles de multiples de — 3 on reconnaitra facilement que

les m solutions correspondantes du probléme de l'itération analytique
sont essentiellement distinctes, sauf dans le cas oi R est permutable
a une substitution linéaire (5|0 3), avec w”=1. Rendons-nous compte



LITERATION ANALYTIQUE ET LES SUBSTITUTIONS PERMUTABLES. 25
de ceci sur un exemple :

5=R(s) =3+ :

L -
_*
AR
_}_
hl,_

.
>

1 “ i . . A ’
Comme il n'y a pas de terme en -, il sufliva, pour étre ramené au cas

de « = o, de poser

2

f—= (.

]

3=

‘

La relation 5, = R(s) devient par cette transformation

2 '_2+ 2 +2+ 2 ‘_l+ 2 1
Y A N U IV

3
ll"'_':l-'{—‘,’.—{"-)-—}—

ou
Lh=o0o(t).

On en déduit inversement la valeur de ¢ en fonction de ¢, au moyen

d’une série procédant suivant les puissances descendantes de Vi, et
dont les premiers termes sont donnés par

{=o ()=l —2— — — ~—2—_—_,
‘ g & \/‘1
La solution fondamentale de I'équation d’Abel correspondant a

cetle substitution est holomorphe dans un domaine du plan des ¢, con-
tenant tout le plan, sauf un angle ¢ ayant pour bisscctricc I'axe réel
positif. Mais 5, (7,) a ici deux valeurs suivaut la détermination choisie
pour le radical; prenons la valeur du radical égale a + /oo pour
/, = — ». Nous obtenons une premiére fonction A", telle que

Aol () =A(4L) =2
ou

ALy =A°[p(¢)] — 2.

IFaisons la substitution /= 3*, qui fait correspoudre au domaine
considéré du plan des ¢ un domaine du plan des = limité par deux
courbes se coupant & Vinfini sous I'angle = — %’ et comprenant les
points + £y pour y infiniment grand positif. On a alors

Ac(e)  =X0(s),
Acfp ()] =X[R(2)],
Xo[R(s) =X(z)+ »;

Journ. de Math., tome I, — Fasc. T, 192}.
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uw= X"(z) est définie pour l'instant dans le domaine précédemment
décrit du plan des s; elle est uniforme et méme univalente dans ce
domaine, ses valeurs couvrant un domaine du plan des « qui com-
prend les valeurs négatives trés grandes et qui est limité par deux
courbes simples se coupant & l'infini sous I'angle 27 — ¢. On a inver-

sement
3 = 0 _ 3 —u — L
<?(N)-—\/u—i—alog(———2 )+O<u 2>’

uniforme dans cette région du plan des u, et, par suite de 1'équation
fonctionnelle

¢*(u +2) =R[e"(u)},
méromorphe dans Lout le plan. En outre,

0 (— o) =+ o,

En partant de la foncltion A'(¢), correspondant & I'autre valeur du
radical, on arrive de méme & la fonction méromorphe g'(u), pour
laquelle

o' (—»)=—1icn

Les itérées analytiques ont pour expression

oo [2k+ XO(3) .
o' [2) + N1(3)].

Remarquons d’abord qu’en vertu d’un raisonnement connu, ces
“deux fonctions onl les mémes points critiques, indépendants de A, qui
sont les points critiques des fonctions Ii_,(z) el points critiques algé-
briques également pour ces itérées, et certains points limites des pré-
cédents qui sont poinls critiques transcendants, notamment U'infini. Je
dis que les fonclions des deux groupes ne sont pas les mémes, ou, ce
qui revient au méme, que les deux substitutions définies paramétri-
quement par

s =o%(u),

3 F(3) =0+ 2);
3 =9'(v),

{ g(a)=gt (v + 1)

forment deux groupes qui n'ont en commun qu’une infinité dénom-
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brable d’éléments. Si une branche de fonclion f et une branche de
fonction g sont identiques pour cerlaines valeurs de A et A, on aura

¢°(w)  =9'(v),
@ (U -+ h) = @' (¢ N,

la seconde équation étant vérifiée pour des valeurs conslantesde A et &'
quand on y remplace ¢ par I'une des branches de fonctions de «, cn
infinité dénombrable, déduite de la premiére; or celte seconde équa-
tion définit alors 2’ en fonclion analytique de « et de 7 ; si cette fonc-
tion A'(er, A) dépendait uniquement de A, on aurait

de" _de' L, de de' N dh
_(l_t?(ll+ )u)— —%(( + A )%_— ;IT(( + 2 )ﬁ’
. d’ '\I r v 0 N
par suite, d—(u = la valeur commune de ces dérivées élant alors une

constante absolue; donc ¢ serait une fonction linéaire de «, de la
forme @« + b on aurait, par suite,

o (u)y=o'(au + b),

ce qui est incompatible avec I’expression asymplolique‘ indiquée plus
haut pour les fonctions ¢° ct ¢', et qui est valable quand la variable
est & Pintérieur d'un domaine comprenant un angle infiniment voisin
de 27, ayant son sommet sur I'axe réel négatif. En ¢levant au carré les
deux membres de I’équation précédente, on aurait en effel

— -1 —au— it
-+ %Iog(—oj)—i—()(u "’):au—&b—i—%log(———ﬁl-;——[i)—k()(u 2),

I'argument de « étant choisi, ce qui est possible, de maniére que les
points « et aw + b appartiennent tous deux au domaine en cuestion;
on déduirait de 1a ¢ =1, donc

o (u) =¢'(«+b),
ce qui esl encore incompatible avec les égalités limites

QO(— )=+ (o,

o' (—®)=—{ow;

A’ est donc fonction & la fois de u et de A, et ne peut devenir indépen-
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dant de « que pour des valeurs particuli¢res de A, en inlinité dénom-
brable. La démonstration est évidemment générale, bien que nous
ayons raisonné sur un exemple.

11y a toujours cependant des éléments communs aux deux groupes
de fonctions, & savoir les ilérées d’indice entier.

Qu’arrive-t-il maintenant si la substitution (5| — =) est permutable
a R, c'est-i-dire si R ne renferme que des termes de degré impair, par
exemple

1
T ]

=
—~
m

-

i

w0

+
) o—-

-3 "

L

Dans ce cas, ¢(¢) ne contenant plus de termes & exposant fraction-
naire, les deux fonctions désignées plus haut par A*(¢) et A'(¢) sont
identiques; les fonctions X"(z), \X'(z), ou plus exaclement les
branches initiales de ces deux fonctions, considérées respectivement
dans les deux domaines D et 1)’ symétriques par rapport i l'ovigine,
satisfont aux identités

par suite,
o"(u) =— o' (u).

On voit alors que les deux substitutions

21/ et [=he(:)],

pour une méme valeur de A, sont transformées I'une de I'autre par la
substitution (3| — 5), laquelle n’appartient i aucun des deux groupes.
bien qu’elle soit permutable & R. Réciproquement, si

o' (uy=—o'(u).

en restant loujours dans le cas de m = 2, c’est-d-dire si les deux sub-
stitutions que ’on vient de considérer sont transformées par (z] — ),
comme ces deux substitutions sont permutables & R, (5] — 3) est aussi
permutable & R qui ne renferme que des termes de degré impair. Tout
ceci s’¢tend natuvellement au cas de m > 2, sauf les complications
d’écriture : on définit bien, comme nous 'avions annoncé, m fonctions
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méromorphes distinctes auxquelles correspondent m groupes distincts
de substitutions permutables & R.

Pour terminer ce qui concerne les substitutions analytiques possé-
dant un point double de multiplicateur + 1, faisons voir comment on
obtiendra, sans nouveaux développements, une démonstration indé-
pendante de celle obtenue au Chapitre [l, du fait suivant : si une
substitution rationnelle R posséde un point double de multiplica-
teur + 1, toute substitution rationnelle S qui lui est permutable vérifie
une identité de la forme R,=S,. D’abord on sail qu'il existe une
puissance R,, de R ayant un point double, toujours de méme nature,
en commun avec S/, 7 et a1’ enliers positifs; la permutabilité de R,
et de S,, exige que ce point posséde, relativement a S, un multipli-

sin . . : _
cateur de la forme e 7, R, et S, ne se réduisant pas a la substitution
identique. On obtient donc deux subslitutions permutables R,, et S,
qui sont toutes deux de la forme

31=S+a+€-+...,
le point double étant a 'infini. Si @ = o pour 'une d’elles, on est
ramené & une question qui a été traitée tout a 'heure a 'aide du pre-
mier mode d’itéralion analytique, employant la fonction d’Abel
uniforme. Sil'on a deux expressions telles que

4+

T o

w et w'>1, la question a été résolue de la méme maniére sous réserve
de I'hypothése .= u’ qu'il faul maintenant justifier; or, sur une cir-
conférence de rayon infiniment grand ayant son centre a I'origine, il
existe u. arcs distincts sur lesquels les ilérées de la premiére fraction
rationnelle convergent vers I'infini, ces w arcs étant infiniment voisins

de z_ur_ el de plus séparés par des points de I'ensemble parfait ', comme
i

appartenanl & des domaines de convergence distincts; la méme circon-
stance se produit pour I'autre fonclion, w étanl remplacé par u'; si
'on se rappelle que les deux ensembles F sont identiques, on voil de
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suite que . = w’. Je donne cette démonstration parce qu’elle est intui-
tive, mais on trouvera facilement une démonstration plus générale, ne
s'appliquant pas seulement aux fonctions rationnelles, en se servant
des transformations conformes auxiliaires mainles fois utilisées dans
cette étude. Le résultat annoncé relatif aux substitutions permulables
est donc démontré par une voie différente decelle du Chépitre Ii, ce
qui permet, par exemple, de ne pas utiliser cette propriélé assez
cachée, que les puissances d’une substitution rationnelle admettent
toujours, a partir d’un cerlain rang, des points doubles répulsifs.
Je signale enfin la remarque suivante; si 'on écrit a priori
R(z)=54+a,+ f':‘ + & o,

2

u (F
S(s)=s5+ty+—= + = ...,

<~

R{S(s)]=S[R()]

o

i<

on vérifie qu’il est toujours possible de calculer les 1 de mani¢re
i satisfaire formellement & ceite identité, en se donnant arbitrairement
u, et u,; il résulte de ce qui précéde que la série oblenue est presque
toujours divergente. Je me contente de poser la question de recon-
naitre si ces séries peuvent étre sommables et quelle serait leur signifi-
cation.

CHAPITRE 1V.

LITRRATION ANALYTIQUE DANS LE DOMAINE D'UN POINT DOURLE
DE MULTIPLICATEUR NUL.

Le point double étant & l'ovigine, on peut, par une transformation
(z]ks), ramener la substitution & la forme

s=R(s)=s"+azsmt1 ... (m>1).
1l existe une fonction réguliére dans le domaine de l'origine

P(s)=s54+c3z>+...,
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qui vérifie I'’équation fonctionnelle
PLR(:)]=[®(s)]"

el qui permet de résoudre le probléme de I'itération analytique.
Si 'on pose
7=®(z),
on a inversement
s3=0(L)="4—cl+...,

réguliére au voisinage de Z = o. La subslitution donnée, transformée
par

s=0(7), s=0(Zy )
est ainsi ramenée a la forme canonique

Zx: Zm,

et la recherche des substitutions permutables & la résolution de I’équa-
tion fonctionnelle

f(Zm) = [f(Z)]m.

Si P'on se borne aux solutions pour lesquelles Z =o est un point
singulier isolé, la fonclion tendant vers zéro en méme temps que Z
dans un secteur qui contient & la fois Z el Z™, on a

S = wl* = werlos?,

avec o™ '=1,la partie réelle de « ¢tant positive. L’'itération analytique
de R(z) sera donc définie par
Ry(35) = 0{w®@%(3)]

en posant
mr—=«.

On définit ainsi un groupe de substitutions a un paramétre conte-
nant la subslitution donnée et la substitution unité, du moins en pre-
nanl @ =1; dans le cas de m > 2, en donnant & w les m — 1 valeurs
qu'il peut prendre, on définit un groupe mixte, résultant de la compo-
sition du groupe continu (Z|Z*), avec le groupe cyclique fini (Z|wZ).
Mais l'origine étant un point critique pour les substitutions du groupe,
le caractére commutatif de ce groupe est plus formel que réel, ou du
moins ne se manifeste qu'en prenant les précautions habituelles dans
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ce genre de questions, par exemple, sil’on se borne aux valeurs réelles
de A, par le tracé d’une coupure invariante, trajectoire d'un point 7
pour A variable.

Jtadions en particulier le cas ot R( =) est rationnelle.

La fonction @ (=), définie dans un petit domaine entourant I'origine
et correspondant a un petit cercle du plan des Z, pourra étre pro-
longée dans toul le domaine invariant D, contenant Y'origine et
conligu & I, par le moyen de I'équation fonctionnelle

D(3) = | 0[R()]177,

le radical étant choisi de maniére que I'argument du second membre
soit égal a celui de = pour = infiniment petit.

Si A est le petit domaine initial du plan des = correspondant au
cercle I" de rayon ¢ du plan des Z, on définit ainsi en partant de 1'élé-
ment initial ®,(z), une lonction algébroide dans le domaine A_,,
nitme antécédent de A renfermant A, les valeurs de la fonction ainst

. 1

prolongée couvrant le cercle 1'_, de rayon ¢". Comme ®,(z) ne
devient nulle que pour =z = o et jamais inlinie dans A, nous voyons
ue ®(z) ne pourra acquérir un point critique que si R,(z) devient
nulle dans A_, pour = = o. 1l peut arriver que 1, ne contienne aucun
poiut antécédent de origine autre que Uorigine elle-méme; alors ®(3)
est uniforme dans D, puisque A_, tend vers D,, et représente D, sur
le cercle unité du plan des Z d'une maniére biunivoque. Je vais
démoantrer, cn effet, que deux points distincts du plan des = corres-
pondent & deux points distincts du plan des Z: cela revient & dire que
la fonction 6(Z), prolongée a partiv de I'élément initial délini
dans I'(]Z] < p), el cela au moyen de la formule

H(%) =R, 0,(2) ],

est unilorme pour|Z|<1; dans la formule qui précede, R_,(=)désigne
la branche de fonction nulle & l'origine et dont I'argument est infini-
ment petit quand 3 est pris sur 'axe réel positif, Lrés prés de Uorigine;;
les fonctions K_, (=) n’ont pas de points critiques autres que V'origine
dans D,, sinon ﬁ,“(o) admetlrait dans D, des déterminations non
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nulles, ce qui n’a paslicu; comme 0,(Z™") ne s’annule que pour Z=o,
1

0(Z) est uniforme pour |Z]<p™, quel que soit n, c'est-d-dire
pour |Z] < 1. En un mot, les fonctions ®(=z) et 0(Z) sont celles qui
représentent d’unc maniére conforme I'un sur I'autre, le domaine D,
simplement connexc, et le cercle unité, de maniére que l'origine cor-
responde au centre du cercle, les directions positives des axes réels se
correspondant également; en ontre, le grandissement linéaire & l'ori-
gine se trouve étre ¢gal & 1. Nous avons obtenu antérieurement (loc.
eil., Chap. VI, § 40-44) ces propriétés de la représentation conforme
de D, comme cas particulier d’une recherche plus générale; nous
savons que, saul dans les deux cas banals déja examinés au Cha-
pitre I, la fonction )(Z) admel son cercle de convergence comme
coupure, (=) n'existant inversement que dans D,.
[itération analytique définie par

R)‘(G) =10 l_f,lZ/u}‘] — 0 “ (l)(;)'lm"']

conduit a des substitutions qui, dans le domaine D,, qu’elles laissent
invariant, n'ont d’autre point singulier que l'origine, la similitnde
¢tant ici parfaite entre le groupe qu’elles constituent ct le groupe
correspondant )

ANy A

du plan des 7: R, (=) sera uniforme pour 2* cntier. et seulement dans
ce cax,

Considérons en particulicr le cas d’une substitution rvationnelle ct
entiere, ct le point double de multiplicateur nul situé & Pinfini; si en
outre les points racines de R(z) n’appartiennent pas au domaine D,
on se trouve dans le cas que nous venons d’étudicr; les fonctions
itérées R, () ne peuvent d’ailleurs pas étre rationnelles siA est incom-
mensuarable, en laissant de coté les deux cas d’cxception étudids au
Chapitre 11; si donc on prend m* égal & un entier p ct de maniére
que l'on n’ait pas

m*=ph
avec o et B entiers, la fonction R,(z) sera uniforme dans D, et non
rationnelle. Elle admelira comme coupure la frontiére continue de D,
ainsi qu'il résulle du théoréme suivant :

Journ. de Math., lome 111. — Fase. 1, 1924, 5
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« Toute fonction f( =) qui vérifie I'équation fonctionnelle
SR T=R{/() ]

ot R(z) désigne un polynome: qui,cn outre, n’admet dans le domaine
du point a linfini relatif & R(s) que des points ordinaires ou des
poles, ne peut exister en dehors de ce domaine que si elle est ralion-
nelle. » .

Considérons d’une maniére un peu plus générale une substitution
rationnelle 5, = R(z), avec un pcint double attractif dont le domaine
total D est d’un seunl tenant, et par suite complétement invariant,
¢’est-a-dire invariant par toutes les branches de la substitution inverse
de R; une fonction f£(3) méromorphe en tout point de D) d'une part,
en tout point d'un domaine 2 contenant un point de 'ensemble fron-
ticve I de D d’autre part; /(=) est supposce vérilier dans D la
relation

JIRE) 1= QLA ]

(Q ¢tant une fonction rationnelle. Je dis que f(z) en général esi
rationnelle. On a par itération, en posant

. s, = R, (3),
la relation

)= Qul /()]

Cette relation définit f(z) dans 8,, nitme censéquent de & par R. La
fonclion ainsi définie est uniforme dans &,. En effet, soient z et &’ deux
points équivalents par rapport au groupe (i, des substitutions algé-
briques exprimées par la relation

R, (3) =R, (5"),
d’oli 'on tire pour s° plusieurs déterminations
s=a(s),

a(3) élant une fonction ou branche de fonction algébrique ou ration-
nelle. Si ¢(z) est une fonction analytique de = et si $(z)=1{(5")
dans une partie du domaine d’existence de cette fonction, celle relation
subsistera dans tout domaine déduit du premier par voie de prolonge-
ment analytique et contenant =’ en méme temps que 5. D’apreés cela,
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on aura loujours dans )
O If("')] - Qn Lf( 3')]

pour deux points 5 et =’ équivalents par rapport & G, qui y sont con-
tenus, puisque les deux membres de cette égalité onl pour valeur /(=,)
quand = est dans D. On voit donc que f(z,) n’a qu'une valeur en
chaque point de 3,, non seulement quand on regarde ¢, comme un
morceau de surface de Riemann & plusieurs feuillets, mais aussi quand
on le considérc comme un domaine, en général & connexion multiple,
du plan simple. Cette fonction est conlinue, au sens large, d’apres les
propriétés des fonctions algébriques, puisqu'on a

S(50) =Qu [f[l{—n(sn)]lv

2 [} ) M N ~
R_,(z,) ¢tant algébrique, et Q,| £(3)] méromorphe dans ¢. Elle a une
dérivée unicue en chaque point délinie par

S ) R(2) = Qul S(2) 1/ (2)-

C’est donce une fonction algébroide dont les seuls points critiques pos-

sibles sont ceux de R ,(3,), qui correspondent aux zéros de R, (3)

situés dans ¢. Mais la fonction est uniforme, puisqu’une circulation

autour d'un point critique de R_,(3,), aussi bica qu’autour d’un trou
N

de 5,, a pour effet de changer = en un point s’ équivalent, ce qui
redonne la méme valeur de f(z,) par application de la formule

Sy =Q, lf(:’)!

[Yapres les propriétés connues de 'itération des fractions ration-
nelles, 8, couvre toul le plan pour une valeur finie de 1, saul peut-étre
I'entourage d'un point exceptionnel, & savoir — lorsque R est la trans-
formde d’une substitution enliére — le correspondant du point & I'in-
lini ('). Supposons que ce poinl exceplionnel ou bien n’existe pas, ou
bien soil intérieur & D. £(5) ayant en tout point le caractére d’une
fonction rationnelle esL ralionnelle.

Supposons au contraire qu'il existe un point exceptionnel. Un
changement de variable linéaire nous raméne au cas ot R(s) est un

(') Nous laissons de coté le cas oit R(s) se raméne a 3%,
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polynome; le point & P'infini n’étant pas atteint par le processus que
nous venons d’indiquer peut ¢tre un point d’indétermination pour f(z)
qui serait alors une transcendante méromorphe ou entiére; le cas
d’une fonction entiére ne peut pas se présenter, comme le montre
la démonstration que nous avons donnée au Chapitre 1, pour
I'équation

JIR(HI=R{f()]
ct qui est encore applicable si le second membre est remplacé par
Q[/(=)l. Q=R

Mais la discussion compléte de cette équalion dans les autres cas
exigerait d’assez longs développements. Nous la laisserons de coté (*).
Dans tous les cas nous voyons bien qu’il cxiste, dans certains cas,
des substitutions permutables & une substitution rationnnelle et
entiére, qui sont uniformes el pourcues d’une ligne singuliére.
Revenons maintenant & ’étude de Uitération analytique dans le
domaine d'un point double de multiplicateur nul placé i 'origine,
quand ce domaine renferme des antécédents dc l'origine autres que
Porigine elle-méme. Dans ce cas la fonction ®(z) n’est pas uniforme,
mais posséde une infinité de points critiques algébriques tendant vers
tous les points frontiéres de D,. Cela résulte aisément de I'équation

D)= d R, ()]

Si { est un antécédent de rang n de lorigine, lel que R, () = o,
R,—,({) 5 o, ce sera pour ®(z) un point critique algébrique au moins
pour » suffisamment grand; en effet dans la suite des points dis-
tinets, 4, ¢y, ..., {,.,,antécédents del'origine de rangs n, n —1, ..., 1

(") S5 Q est un polynome, la démonstration donnée pour () = R est valable
sans modilications; si () est fractionnaire, f(=) élant entiére, Q| f(=)] ne peut
renfermer en dénominateur qu'un seul monome [ f(2) — @]P. f(3) — a élant de
la forme e#(). Si le minimum de e¥® pour |z|==r, ne tend pas vers zéro,
r tendant vers l'infini par valears discrétes, la méme démonstration est appli-
cable. Dans le cas contraire on remarquera que le maximum de |e#®)| sur
certains cercles est comparable au maximum de |e#*)] (Borel) et I'on sera
rameué & la méme démonstration,
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respectivement, les seuls qui puissent étre éventuellement points
racines de R/(z) sont parmi les 4 derniers, / étant fixe (indépendant
de 2 et du choix de {), puisque ces points racines sont en nombre fini
et que d’autre part les points limites des { sont sur la frontiére de D,.
Or si y = 1I7(3) est une fonction holomorphe de =, G( ) une fonction
holomorphe de y, =, une racine de I’équation

GLF(:)] =0,

et y, la quantité 1'(s,), Pordre de multiplicité de z, comme racine de
Péquation précédente sera égal a 'ordre de multiplicité de y, comme
vacine de

G()=o,

pourvu que 17 z,) ne soit pas nul. 1)’apres les identités

I{u(:‘): Rlllil“/z—h(:),ly
HIM /z(:') = H/(:')R,(‘:I)ﬁ vy R’(:nmh-—l)v

on aura R!,_, () + o et { sera racine de R, (s) avec un ordre de mul-
tiplicit¢ ne dépassant pas celui des racines de R,(z), par conséquent
borné puiscue A est lise. D’apres Péquation fonctionnelle qui délinit
®( =), on voit alors que Lous les points ¢, sauf peut-étre un nombre fini
d’entre eux, seront des points critiques algébriques, le nombre des
branches permutées autour du point { croissant méme indéliniment.
®(3) a donc une infinité de points criliques algébriques tendant
vers tous les points frontiéres de D,

La fonction inverse 0(Z) est également multiforme. En effet joi-
gnons un point s intérieur & D, (supposé ne pas contenir le point &
Pinlint), & Porigine, par une ligne brisée intéricure & D, ct dont le
dernier segment est un segment de P'axe réel positif; la 2™ consé-
quente £, de cetle ligne £ sera pour » suffisamment grand intérieure
au pelit domaine A ol la fonctlion Z = ®(z) est uniforme et univa-
lente, son image dans le plan des 7 élant le cercle I'; & », correspond
dans T la ligne L, tangenle & I'axe réel positif joignant l'origine au
point Z, et sur laquelle on fixera un sens de parcours correspondant
au sens adopté pour £, Transformons L, par la transformation

1

g
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[}

la ligne transformée L étant tangente & I'axe réel positif grice & un
choix convenable de I'argument; la formule

;o
o(27) =R, 10021

permet de faire le prolongement de 0(Z) le long de la ligne L (on
pourra facilement s’arranger pour ¢viter les poinls critiques algébri-
ques), de maniére que Z décrivant L, 0(Z) décrit ¢ qui aboutil au

oint 5 [ixé a4 avance dans D,. On délinit ainsi une fonction algé-
( e}
1

m

broide dans un cercle de rayon {™" qui tend vers ['unité pouv z iulini,
qui prend toute valeur 3 de D, pour » suffisamment grand et n'en
prend pas d’'autre. Si cette fonction était uniforme, sa dérivée ne
s'annulerait pas; en effet soit Z' le plus petil zéro en module de 0/(7.):
on a
MmO (LimyLim=y = R (4]0 (L),

0'(Z) étant nul et R'[0(Z")| non inlini, on aurait 0"(Z™) == o, ce (ui
est en contradiction avec 'hypothése que 7' est la plus petite racine;
0/(Z) n’étant jamais nul ni infini, il résulte de équation

I)I,O’(Z"' )Z'u—l

R(s)== I¥A)

’

que R'(3) n’auarait pas de zéros dans I, autres que s = o, puisque le
second membre ne s’annule que pour Z =o, et quel'équation (/) =z
a toujours une racine quand s cst dans D,. Le point 7 = o n'aurait
alors d’autre antécédent que lui-méme dans D, ce qui est contraire &
Phypothése. 1l est donc démontré que les dewr fonctions 0(Z) et ®(3),
tnverses une de Uautre sont en méme temps multiformes ouw wni-
Sformes. Si elles sont multiformes, ce qui estle cas qui nous occupe en
ce moment, il est visible que les ilérées analytiques

Diw[@(s)]*

ont des points critiques, en nombre infini, qui dépendent de la cons-
tante arbitraire et sont, de plus, d’espéce transcendante pour « quel-
conque. Nous ne chercherons pas a déterminer toutes les valeurs de o
pour lesquelles ces fonctions deviennent par exemple algébriques; cette
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étude pourrait se faire comme dans le cas du Chapitre I, mais elle
est un peu plus compliquée.

CHAPITRE V.

CONCLUSIONS,

Il résulte de 'cnsemble des discussions que nous venons de faire que
la résolution de I'équation fonctionnelle

SIR(HT=RL()],

oft R(z) est une fonction rationnelle donnée, conduit & des résultats
tres diffévents suivant les hypothéses supplémentaires que l'on est
obligé¢ de faire au sujet des valcurs et du caractére analytique de la
fonclion inconnue en certains points.

Si I'on considére un point double de la substitution R, supposé placé
a lorigine, ct que I'on se propose de trouver les substitutions permu-
tables & R possédant ce méme point double, satisfaisant en outre &
certaines conditions d’analyticité ou de conlinuité, on est conduit &
deux sortes de solulions suivant la nature du point double considéré
pour Rj les fonctions obtenues définissent toujours un groupe commu-
tatif de substitutions & un paramétre, mais tantdt ces fonctions possé-
dent une infinité de poinls critiques mobiles, c’est-a-dire dépendant de
la conslante arbitraive, et en outre une infinité de points critiques
fixes transcendants (cas A); tantOt au contraire, on obtient des solu-
tions possédant des points critiques fixes, c’est-a-dire indépendants de
la constante arbitraire, les péles sculs pouvant étre mobiles, el le
domaine d’existence des fonctions du groupe comprenant tout le plan
sauf quelquefois un point, ou méme deux points (dans un cas trés par-
ticulier). Quand cette deuxi¢me sorte de solutions se présentera, nous
dirons que nous sommes dans le cas B.

Dans I'un et Pautre cas la solution générale n’est pas uniforme, etle
caractére commutatif du groupe s’en trouve atténué d’une maniére
plus ou moins profonde.

Ceci dit, récapitulons les différentes hypolhéses que nous avons
examinces :
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1°Onao<|R'(0)] < 1. Unsuppose en outre f(0)=o, et f(3)
régulicre 4 Porigine. La solution obtenuc est de espéce A.

2 Ona|R'(o)|>1, f(0) = o, /() régulicre & 'ovigine. Lasolu-
lion obtenue cst de I'espéce B.

3° OnaR'(o) =1, ctla premicre dérivée d'ordre > 1 de R qui ne
s'annule pas a lorigine est d'ordre m -+ 1, de sorte que

W(3) =35 — as"¥t4, ...

Nous devons considérer alors les secteurs d’un cercle de vayon g
suffisamment petit, ayant son centre a lorigine, et oblenus de la
manicve suivante. Joignons l'origine aux points racines de I'équa-
tion

,l"” - d.

Nous oblenons un premier systtme de secteurs S; ayant pour his-
. . . R . .
sectrices ces droites, et un angle compris entre o et TIIT d’ailleurs aussi

petit que 'on veut.
Joignons 'origine aux points racines de I’équation

.7‘,” o],

Nous obtenons un second systéme de secleurs X; ayant pour bissec-
trices ces droiles, d’angles toujours compris entre ces mémes
limites.

Supposons maintenant (o) = o, et en outre :

a. f(s) réguliére a I'intérieur d’un secteur S, el continue i 'ori-
gine dans ce secteur. La solution obtenue est de Pespéce A. n oulre
aux m secteurs considérés correspondent e groupes essenliellement
distincts, les fonctions qui les définissent ayant des domaines d’exis-
tence distincts.

b. f(z)réguliére & Pintérieur d’un secteur ¥;, continue a l'origine.
La solution obtenue est de Pespéce B. Aux m secleurs correspondent
m groupes dislincts. Toutefois quand la substitution lincaire

i

(‘:-[e—m—:)

cst permutable a R, ces m groupes sont les transformés de 'un d’eux
par les puissances de celle substilution.
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4° R'(0) = o. On suppose en oulre f'(0) = o, 'origine étant pour
JS(3) un point critique isolé, non un point d'indétermination. Ce cas se
divise encore en deux autres :

a. Soit D, le domaine (unique) défini par la condition de contenir
'origine & son intérieur, d’¢tre invariant par R, d’étre d’un seul tenant
et d’avoir plus d’un point fronti¢re. Si D, renferme au moins un poiat
racine de R(z) autre quc l'origine, on est dans le cas A, les points
critiques mobiles élant en général transcendants.

O. Si D, ne renferme aucun point racine de R(3) autlre que l'ori-
gine, on est dans le cas B; le groupe obtenu est alors semblable au
groupe mixte, obtenu en combinant les substitutions

7' =7>
avec les puissances de la substitution linéaire

2T

P e, =1
l'=¢ 7,

ou m est l'ordre de la premiére dérivée de R qui ne s'annule pas &
I'origine; et la similitude étant parfaite, c’est-a-dire résuliant d’une
transformation conforme sans points singuliers du domaine D,, qui
est le domaine d’existence des fonclions f(z); ces fonclions ne sont
alors singuliéres qu'a 'origine.

Ces résultats concernent la solution générale. Si maintenant on
cherche des solutions particulieres présentant des caractéres analy-
tiques plus simples, on obtient toujours les ilérées d'ordre entier
positif qui sont vationuelles el les ilérées d’ordre entier négatif quisont
algébriques. On se rendra comple parles discussions qui onl été faites,
el 'on pourrait préciser un peu plus ce point, que dans le cas général,
c’est-a-dire si l'on ne suppose aucune égalilé particuliére entre les
coefficients de R(z), ce sont les seules solutions qui présentent des
singularités moins compliquées que la solution générale.

Si I'on cherche les solutions uniformes, on voit que dans tous les”
cas celles qui n’ont que des points singuliers essentiels isolés n’en pos-
sédent en réalité aucun, c’est-a-dire sont rationnelles.

L'hypothése 4°, b, fournit au contraire des solutions uniformes
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ayant une ligne singuliére essenticlle, c’est probablement le seul cas
ou le fait se présente, mais nous ne l’avons pas complétement
démontré.

Si, enfin, on se propose de trouver toutes les substitutions ration-
nelles S permutables 4 R, et sans faire aucune hypothése particuliére,
on est conduit & cette conclusion, qu’en général R et S ne sont pas
indépendantes, c’est-a-dire sont liées par une relation

Rn = S/n

pour des valeurs enti¢res positives de n et p. Mais ici deux cas sont
a distinguer. Appelons I I’ensemble dérivé des points racines des

équations
R,(z)== (n=r1,2,3...).

I. i F couvre tout le plan nous ne connaissons pas toutes les formes
de R pour lesquelles il existe des substitutions permutables § qui ne
vérifient auncune relation de la forme R,=S,, mais seulement des
exemples fournis par les formules de multiplication des fonctions
elliptiques (').

11. Si F ne couvre pas tout le plan, R et S supposées indépendantes
peuvent étre ramenées par une méme transformation linéaire a la
forme

(R) y2
(S) 7= asm,

-1l
v

m et m' entiers positifs ou négatifs, a”~'=1.
Ou bien encore R et S seront transformables de la méme maniére

(') Il résulte des recherches de M. Ritt, parues depuis la rédaction de ce
Mémoive dans les Transactions of the American Mathematical Svciety (1922-
Lg23) que ltoutes les subslitutions rationnelles permutables et indépendantes
s'obtiennent, si elles n’appartiennent pas aux classes étudiées dans Palinéa sui-
vant, au moyen des formules de multiplication de la fonction pu de Weierstrass.
Ces démonstrations de M. Ritt se rattachent a des considérations d’algébre
essentiellement différentes des problémes de théorie des fonctions étudiés ici.
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en
(R) L =: cos(m arccosz),
(S) 7. = ¢ cos(m'arccoss),

m, m’ entiers, ¢? = ¢'* = 1, les signes étant convenablement choisis.
On verra facilement que ces formes de R et S sont les senles pour
lesquelles le probléme de l'itération analytique qui correspond a 2°
conduit au méme résultat que I'un des autres problémes d'itération
analytique énumérés plus haut (ici le probléme 4°, b).
Enfin si S est du premier degré (R étant toujours de degré > 1),
S est toujours périodique et 'on a '

S,=1.

Quant & la recherche des substitutions rationnelles qui satisfont aux

deux conditions
RS = SR,

R,= Spa

c’est la un probléme de nature algébrique que je n’al pas entiérement
discuté. On se rendra compte que ces deux relations peuvent exister
sans que R et S soient les itérées d’ordre entier d’'une méme fonction
rationnelle par I'exemple

qui donne
RS = SR,
l{;: S;,

R et S qui sont de degré premier, n’étant pas les itérées de fonctions
de degré moindre. Il semble certain que, chaque fois que cette cir-
constance se produit, R etS sont les itérées d’ordre entier d’'une méme
fonction rationnelle, mais & une substitution linéaire prés du type
elliptique; c’est la une conclusion & laquelle je ne suis parvenu que par
induction.

Enfin la recherche des substitutions permutables est identique a
celle des fonctions possédant deux théorémes de multiplication dis-
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tincts. Poincaré dit qu'une fonction ¢(«) admet un théoréme de mul-
tiplication, si I'on a

o(su) = R{o(w)],

s ¢tant une constante, R une fraction rationnelle. I&n outre Poincaré
suppose que 'origine est pour la fonction 4 («) un point ordinaire ou
un pole, que 3’(0) = 1, et qu’entin | S| > 1. (La définition précédente
est d'ailleurs un cas particulier d’une autre plus générale qui concerne
non pas une, mais un systéme de plusicurs fonctions d'uue variable.)
Ceci étant nous disons que ¢(«) admet deux théorémes essentielle-
ment distincts, si I'on a
e su)=R[o(u)]
9(s"w)=S[e ()],

s ets’ nevérifiantaucunerelationdelalormes"=s'?, avec n et pentiers.
Nous avons obtenu au Chapitre 1l les fonctions enliéres qui posseé-
dent deux théorémes de multiplication distincls et montré qu’elles
se raménent par une substitution (9| ay + b) & 'une des formes

(',/.' u

3

o(u) -

(/-'”’ e )‘

o(u) = cos(iVau),

@ (w) = cos (hu -+ (/I:f—-g’ /-'=;.i_u;¢>,

les multiplicateurs correspondants s ¢tant des enliers en nombre
infini.

Quant aux fonctions méromorphes qui possédent deux théorémes
de multiplication distincts, elles comprennent outre les transformées
homographiques des fonctions entiéves précédentes, des fonctions
elliptiques et peut-étre encore d’autres fonctions (').

IFaisons maintenant disparaitre certaines des hypothéses de Poin-
caré. D’abord celle qui concerne la valeur de 3'(0) n’a pas une grande
importance; si 3/(0) £ o0, il suffit de changer « en Au pour obte-
nir ¢’(0) = r. Supposons maintenant ¢'(0) = o. Un calcul d’identifi-

(1) Pour la solution de cette derniere question, vorr fes travaux de M. F. Ritl
cités plus haut.
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cation, tout élémentaire, montre qu’en posant

R(3) =@asr+ bsr+t 4. . .,
s=o(u)=Nu"+Butt ...,
ofsu)=R(s),

@.As 7 0, on a nécessairement p =1, et qu’ensuite le développement
de () prend la forme ‘

()= Aju+ A+ Ayt 4.

de sorte qu'il suflit de faive le changement de variable, u* = ¢ pour
&lre ramené au cas de 9'(0) £ o.
Supposons maintenant o <|s| < 1, et soit toujours

o(s)y=Ro(w)]s
o(0)=1, e(o)=o.
d’ou
R'(0) =s.
On trouve alors pour ¢(w) une fonction étudiée au Chapitre 1,
qui n'est pas uniforme, ui d'ailleurs ne peut pas admettre un second
théoréme de multiplication essentiellement distinct du premier

9(s'u) =S[o(u)],

puisqu’on aurait nécessairement, comme nous I’avons vu en étudiant
I'itération analylique au voisinage d’un point double attractif,

'
S": s ,o‘

R,=38,.

Supposons maintenant | S| == 1. Si s était une racine 2" de P'unité,
on aurait
R, (3) =3,

R serait une substitution linéaire elliptique; nous laissons de ¢Oté
ce cas particulier. Si s = R'(0) = e*"*, w incommensurable, I'équa-
tion

o(stu) =R, {o(u)]

montre que les fonctions R, (z) forment une suite normale dans un
domaine du plan des s entourant U'origine ; donc F ne couvre pas tout
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le plan, et comme R n’est pas une substitution du type 11 (les substi-
tutions de ce type n’ayant que des points doubles répulsifs ou de mul-
liplicateur nul), toute substitution S permutable & R satisfait & une
relation S, = R, autrement dit la fonction 9(u) ne peut admettre une
seconde formule de multiplication pour le multiplicateur s’ que
s18"=s'F,

Je ne sais d’ailleurs pas si cette fonction o(u) peut exister, mais on
verra facilement que si elle existe, elle est uniforme dans un cercle de
rayon lini qui constitue son domaine d’existence.

Enfin remarquons que Phypothese d’un pole placé & Porigine pour
la fonction ¢(«) se raméne au cas ol cc point est ordinaire par le
changement de ¢ en é

Nous arrivons finalement aux conclusions suivantes : supprimons
les deux derniéres conditions auxquelles sont assujetties les fonctions
admelttant, d’apres Poincaré, un théoréme de multiplication; nous
pouvons dire que :

1° Toute fonction admettant un théoréme de multiplication (au
sens large que nous venons de définir) ne peut étre umforme et
a domaine d’existence illimité, que si clle est méromorphe ou entiére.

2° Toute fonction admettant deux théorémes de multiplication est
méromorphe ou entiére; les fonctions lranscendanles entieres de cette

\ . . — ! )
espece sc raménent aux fonctions e, cosyu, cos(u + = /7> par des
(

substitutions de la forme (g|ay + 0) effectuées sur la fonction
et (u|cu™) effectuces sur la variable, m étant un entier.

CHAPITRE V1.

DEMONSTRATION D'UN THEOREME D ARITHMETIQUE.

Nous nous sommes appuyés pour ¢tablir les résultats obtenus au
Chapitre 11, sur le théoréme suivant : Si les deux nombres réels «
et b ne sont liés par aucune équation de la forme

pa+qb -+ r=o.
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P, ¢,  élant des entiers non tous trois nuls, les équations

X — 03 == 2,
)’—1)5:}3

peuvent étre, quels que soient les nombres réels a et B, résolues en
nombres enliers x, ¥, = avec telle approximation que I'on voudra.
C’est la un résultat connu, qui découle d’un théoréme plus général du
a Kronecker et concernant la résolution approchée en nombres entiers
d’un systeme d’équations linéaires & un nombre quelconque d’incon-
nues. Si l'on a égard sculement au cas particulier que nous venons
d’énoncer. et si 'on se propose seulement de montrer la possibilité
d’une telle résolution sans chercher & 'obtenir effectivement, on peut
y parvenir par une méthode toul a fait intuitive; comme ce mode de
démonstration est trés voisin de ceux que j’ai utilisés fréquemment
dans I'étude des substitutions rationnelles et se ratlache aux questions
traitées dans ce Mémoire, nous allons ’exposer briévement.

Il s’agit simplement de montrer que I’ensemble dérivé E’ de I'en-
semble I des points

{=a+i3=w--as+ i{(y—>0b3)

comprend tout le plan z, y, = prenant Loutes les valeurs entiéres.

Remplacons d’abord I'hypothése faite sur @ et b par cette auntre
moins restrictive : 'un au moins de ces nombres est incommensurable ;
nous admettrons que, s'il en est ainsi, E' contient l'origine; cela
revient 4 admettre le théoréme de Jacobi sur 'impossibilité d’existence
d’une fonction uniforme a plus de deux périodes, ou, si I'on veut, le
fait que tout systeme de périodes qui comprend (rois périodes indé-
pendantes, ou deux périodes dont le rapport est réel et incommensu-
rable, contient des périodes infiniment pelites, ce qui est démontré
dans tous les cours d’analyse.

Ceci posé, si I¥ contient {, Z, J,, ..., il contient aussi

myl A4 Mo+ m i+ ..,
pour m,, m,, my, ..., entiers quelconques; en particuliersi E contient

les deux points P et Q, il est invariant par la translation I’Q et ses
multiples. On voit immédiatement que cette propriété de E appar-
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tient aussi a E'; mais E contient des points infiniment voisins de l'ori-
gine, il est donc invariant par des translations infinitésimales; on en
déduit que L est contenu dans E, lequel est également invariant par
des translations infinitésimales; 'ensemble ouvert < (E’), complémen-
taire de ', posséde naturellement la méme propriété.

Supposans que E ne couvre pas tout le plan; soit alors M un point
de = (E"); ce dernier ensemble renferme donc un cercle de centre M
et de rayon non nul; il est d’autre part invariant par une translation
non nulle, mais de segment plus petit que le diamétre de ce cercle; il
contient donc une file de cercles égaux sc coupant deux a deux et
s'élendant & P'infini dans les deux sens, et par conséquent aussi une
bande de largeur linie comprise entre deux droites paralléles et dont
la ligne médiane passe par M. Je dis que deux paveilles bandes B et B,
appartenant a < (L") sont paralléles; supposons qu'elles se traversent:
en choisissant une translation de segment plus petit que la largeur
de B ct de B,, et non paralléle & 'une d’elles, par exemple B, qu
laisse invariante & (E), et répétlant cette translation indéfiniment dans
les deux seus, on balayerait tout le plan, ce qui est impossible puisque I’
renferme au moins un point & distance finie : origine.

Nos bandes sont donc paralleles & une direction fixe A: si P est un
point de E’, 17’ contient la paralléle & A menée par P. I est douc
formé d’un faisceau de paralléles & A. Supposons que E’ renferme plus
d’une droite: si E’ contient A, et A,, il renferme le faisceau de droites
paralléles équidistantes qui contient les deux droites consécutives 4,
et A,, puisqu’il est invariant par la translation qui fait passer d'un
pointde A, & un point de A,. En coupant E' par une droite D perpen-
diculaire a A on obtient done comme section un ensemble fermé ¢’ qui
est illimit¢ dans les deux sens: il existe alors un segment contigu a ¢,
soit PQ, de longueur /. Deux droiles quelconques A, et A, de E' ne
peuvent pas étre distauntes 'une de l'autre d’une guantité inférieure
al; en effet st la perpendiculaire commune a A, et A, étail de lon-
gueur I'<C/, comme clle représente un segment de translation qui
laisse IV invariant, on obtiendrait sur D un point P’ compris entre P
et Q, & la distance /' de P, et P(QQ ne servait pas un segment contigu
ael.

On en déduit que tous les points de e’ sont isolés, et que e’ est I'en-
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semble des points représentés par les nombres entiers quand on prend
pour unité de longueur la distance de deux points consécutifs, I'ori-
gine ¢lant toujours, si I'on veut, l'origine des coordonnées du plan.
Comme tous les points de E sont de E’, on voit (u'il est possible de
faice un changement de coordonuées sans changement d’originc,
tel que les abscisses de tous les points de IE deviennent des nombres
entiers; il existe donc deux nombres A et A, non tous deux nuls,

tels que
Mo —as)+ L (y—h3)

soil toujours un entier pour ., y, = entiers. En faisant successivement

X Ml Y :)’::-:O: 2T 0. l‘)':], SO £ =20, ;)'.:O, ST

on voil que A et A’ sont des nombres, puis que @ ct b sont liés par une
relation linéaire & cocflicients entiers.

Si donc une telle relation n’cxiste pas, c’est que 1Y’ couvre tout le
plan. ‘ C.Q.F.D.

Inversement, si une telle relation a lieu on en déduit immédia-
tement que E est formé de points qui sont denses sur une série, infinie
dans les deux sens, de droites paralléles équidistantes. Le cas de E
réduit & une seule droite ne peut pas se présenter ici.

e I —
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