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Su lie trasformazioni delle reti cicliche; 

DI PASQUAI.E CALA.PSO. 

Diciamo che due reti (sistemi coniugati) 

M(\„XS, X,) ed M'(V,.X2, X3 

appartenenti ο no ad una slessa superficie, si corrispondono per Iras-
formazioue di. Guichard quando le tangenti e Λ. aile curve délia 
rete (M) nel punto M incontrano rispettivamenle letangenti l\, t\ aile 
curve délia rele (M') nel punto M' corrispondente di M. 

Nella pîesente nota è trattato esclusivamente il caso delle reti 
cicliche e sono stabilité le relazioni fra le trasformazioni di tali reti e le 
trasformazioni di Ribaucour. 

In una prima parte è dimostralo che una rete cicliea è sempre 
dcducibile conte inviluppo di un piano che conliene le normali a due 
superficie corrispondenlisiper (rasformazione di Ribaucour (le curve 
délia rete corrispondono aile linee di curvatura delle superficie). 

L'inversa è nota. 
Sotto altra forma : per (were nel modo pià generate una rclearmo-

nica ad una congruenza normale si. trasformi una superficie S octo-
gonale ai rag'gi in una. nuova superficie S, mediante una trasfor-
mazione di Ribaucour ; il piano delle normali ad S ed S, /ici punti 
corresponde ni i i/wiluppa la rete richiesta (le curve délia rete corris-
pondono aile linee di curvatura délia superficie octogonale ai raggi). 

Da queste considerazioni segue una classificazione delle transforma-
zioni di Guichard delle reti cicliche; diciamo che due reti cicliche (C) 
e (C') si corrispondono per t rasformazione di prima specie quando 
esse sono armoniche ad una stessa congruenza normale; le tangenti 
aile curve delle due reti nei punti corrispondenti si tagliano rispettiva-
mente sui fuochi del raggio délia congruenza. 
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Partendo da una superficie S, riferila aile linec di curvatura, siano 
S, ed S

a
 due superficie continue ad S per transformazioni di Ribau-

cour; si sa (*) che esiste una quaria superficie S' da cui S, ed S
a
 sono 

deducibili con trasformazioni di Ribaucour. 
Se indicbiamo con n

y
 //,,, /*

a
, n' le rispettive normali nei punti cor-

rispondeuti otteniarno qualro reti cicliche : 
(G,,,,,), inviluppo del piano delle normali aile superficie S ed S, e 

sirnilmente 
(Cnn)(Gl'/I,)Cnn 

Le quattro reti cicliche 

(C,„), (C^), (C,,„,b (C„,,
s
) 

sono nella configurazionc cspressa dal teorema di penuutabililà di 
Bianchi nel senso che la seconda e la terza sono continue alla prima ed 
alla quarta per trasformazione di Guichard di prima specie. 

Nella seconda parte vengono stabilité le Iras/ormazioni di seconda, 
specie che si basano su He considerazioni seguenti. 

Si sa che una congruenza armonica ad una rete ciclica non è di 
nécessita una congruenza normale (congruenza O), ma in genera le é 
30; nasce quindi il problema di ricercare le coppie di reti cicliche 
corrispondentisi per trasformazioni di Guichard in guisa che siano 
armoniclie ad una stessa congruenza 30. 

Ad una tale coppia di reti cicliche inponiamo una condizione. Chia-
mando come sopra con /,, /

a
 le tangenli aile curve délia rete (M) e con 

/'
t

, *'
a
 le tangenti analoghe délia rete (M'), sia P, il punto comune aile 

tangenti /, e l\ e sia P
a
 il punto comune aile tangenti £

a
, J

a
. Le reti (M) 

ed (M'^ si deformano rispettivamente in (M) ed (M'), e queste nuove 
reti col metodo di Guichard sono individuate anche in posizione nello 
spazio (posizione attuale). 

La condizione impone che la proprielà, che le tangenti aile curve 
delle due reti si tagliano rispettivamente, si consèrvi dopo eiîettuata la 
deformazione (nella posizione attuale, a meno di simmetria ) e si con-
sèrvi anche la distanza tra il punto comune ed il punto di contatto. 

Le reti (M) ed (M') nelle condizioni sudette si diranno corrispon-
denti per trasformazione di seconda specie. 

Si sa che ad ogni rete ciclica sipuô senipreassociareunareteO dello 
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spazio a quattro dimensioni. Nella présente nota è dimoslrato che la 
trasforrnazione di Guichard di seconda specie è équivalente ad una 
trasforrnazione di Bibaucour délia rete O. 

Resta pertanto accertataPesistenza delletrasformazionidi Guichard 
di prima e di seconda specie, senza che tale esistenza apporti restri-
gione alla rete ciclica di parténza (M). 

Ε chiaro che per le trasformazioni di seconda specie sussiste il teo-
rema di permutabilità di Bianchi, giacché esso sussiste per le transfor-
mazioni delle reti Ο dello spazio a quattro dimensioni. 

I. — Le reti cicliche dello spazio euclideo S3. 

1. Assuinîamo un déterminante ortogonale di quarto ordine 

.<·(! .f,2 a',; 

,ί',Ι .fjj &'8S .Γη 
(") Λ = ^ 

il -Λ Ci Ç\ 
'fil 'fi* 

i cui elementi soddisfano ad equazioni délia forma 

— m - (liXtr— PHr. - y f\r 

dnr /du~ PÇr, '"jjf =— bi>rir— <l'ir 

(Q ) l O.V, r _ . <)^U' — . 
Ou - iTlr 

— _ __fc
îYÎ/

. 

[ {r—1,2,3,4). 

Κ noto che i coefficienti che inlervengono in quésto sistcma soddis-
fano aile equazioni differenziali 

13) 

da db 
/ dv = pb -3-=</«,; 

Ou* . Ob, 
dv =pb2 du= qa² 

^ -l·- 1 + a.b.— o 
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lntroduciamo ancora le funzioni median te le cqua 
zioni 

«>dxi / du = hEi, dxi/ dv = lap 

in cui h ed l sono legate aile rotazioni di A media η te le equazioni 

(5) Oh 01 
dv = lp , du = hq 

Si sa che il punto dello spagio S, clic ha le coordinate ,v.
i%

 .t.,, x
A 

descrive una rete Ο di Guichard. 

2. Se poniamo 

(6) X,= p.ru + t\ru ( / = ι, a, 3, ) 

in cui ρ ed r sono definite dalle equazioni 

(7) 
I h -4- pa{ -4- ra2=z o, 
| / +· pb{ 4- rb>= o, 

il punto (X,, X
21

 X,) dello spazio S
;
, descrive una rete ciclica, appli-

cable sulla rete (ιΧ4, p, r). 
Si sa dalle ricerche di Guichard che lutte lereticicliche si ottengono 

nel modo indicato. 
Dalle (6) per derivazione si ottiene 

(8) 
oïi ~~o7

t
a^+orrc'lh 

Ίίϊ - Λ'"+ «ϋx2i 

inoltre dalle (7) si deducono le relazioni 

(9) 

<)o Or Il | -r- -+· rte -r— = Ο , 

(>\ -r— -+· O9 ν - — O. 

Con una nuova derivazione si ottengono le formole 

(10) 
d*X, _ d'p 0*r 
Ou Ov Ou Ov * " + Ou 0\' 41 ' 
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5. Sia (G) una rete ciclica costruita nella maniera indicata; pos-
siamo associare a (C) una rete Ο dello spazio ordinario Ss nel modo 
seguente. 

Poniamo 

ψ — , a tnff= ι -+- α?ν 

y ξ ν Ή» "<·'η , 
ι -1- 4 ι -f- .t'jv ι 4~x24 

(10) 
1 ut ο — · y Μ Ω — 

ι 4- 2/ηψσ ζ= ; 

1 \/Ι.'< — h 4- </2ψ, \/G = I 4- 62ψ; 
(11) 

J — — —bx-+-b3iv. 

Tenendo conto delle equazioni fondamentali (2) si "veriiicano con 
facilo calcolo le equazioni 

(I a) dY / du = VEy, dY/dv 

ed osservando ancora le (3) si ricava 

(.3) 1 D Ν K I D V G Π Α_ Λ ~K 

y G de ^1? Ou 

Indi seguono facilmentc le relazioni 

( 14 ) λ* 4- μ* 4- «,s — 2 m ψσ. 

Τ" — iΗ—τ-ιΓ + ιη -τ- — ~τ=· —:— Μ 5 

du / du = 1/VG dVE /de y du/dv 

(15)d**' . .. _ J£lu. 

dv / du = Y/ Y(y - g*) 

Ù — JL i^îo dii _ J_ d y/Q 
dv VG dv dv VE du 
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Ed ora consideriamo la superficie S descritta dal punto le cui coor-
dinate a?, y, s lia η no le espressioni 

x= x1 + x21, 
(16)/ = a? ,-+· ψ.Γ

ί2
, 

s = ί»,-+-ψΛ·«. 
Si ha 

dx / du = VE (E1 + Yx21), 

(i?) ' ^ ~=v/G(*ii+p.r
>s

); 

dz / du = VE (G) 

in cui e \G sono date dalle (11); da queste segue facilmente 

<■·> 2(FE)-«. Σ££=*· Σ(£)'-°· 

Inoltre i cosemi degli spigoli del Iriedro formato dalle tangenli aile 
linee u et ν di S e dalla normale, hanno i valori 

X 1 — ξι ■+■ Xa'si, ^1— si +λΛ*,ί>, Z,— çj + λ.Γ
ί;
,; 

\j— 1fl( h— "^2 Zj — f),i+ yx23; 

\s = Ali -+- tï'il'sn ^'3 — it'is H- H'wl'ss^ Z3—.Γ,3 + H\rss, 

ed il déterminante ortogonale del terzo ordine 

X. Yi Â 

X, Ys Za 

X8
 Y

s Zj 

è destrorso 0 sinistrorso secondo che Δ è destrorso ο sinistrorso. 
Supponendo, come è lecito, che il déterminante A sia destrorso pos-

siamo calcolare gli altri elementi délia superficie S con la formole 

n—_V^£i^.3 n' —— h. η»—_vdfdX
;{ du du y du dv ' Zd ch> di> 

e si trouva appunto 

D .v D' / 1w 
\/lî

 VG 
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Si conclude che la superficie S definita dalle (16) è riferita allelinee 
di curvatura; si vede inoltre che le (10) danno un sistema di funzioni 
trasformatrici per il passapio da S ad una sua Irasformala di Ribau-
cour S,. 

•f. Infine vediamo come si esprimono le coordinate del pun to che 
descrive la rete ciclica medianti gli elementi délia superficie S. 

A tale scopo consideriamo il piano passante per le norrnali allé 
superficie S ed S, nei punti corrispondenti; il punto in cui il piano 
tocca il suo inviluppo ha le coordinate 

('9) x—ζ χ 4- 'Γ X3 4- I I ( Λ Χ ι -I-
 4
U \

 Â
 «Ν X

;l 

in cui le funzioni Τ ed II sono definite dalle condizioni 

( v/r_T-Ï^ + IIW9 = 0, 
(20) 

/ ./Q -τ~ 4- η ma- o. 

si ha 
(/•i% — i 4- (λ \ ι 4- ρ Xs 4- 'ν Χ,) rfll 

e quindi 
dx²4- dy* 4- </Ts 4- a Μψσ </Hs 4- 2 »v dl i/ll 

— ίΓΓ» 4- rfH( a wdT + a «ιν|/σ dU). 

Se introduciamo la funzione 

Κ — a i»'T 4- a tn ψσ Η 4- a ψ 
possiamo scrivere 

dx²4- rf? 4- dl* — rfT* 4- <n\ d\<. 
Poniamo 

p~T, r — — «νΤ4-^4 — Η ; 

le (20) si trasformano subito nelle (7), e tenendo conto delle espres-
sioni superiori délia quanlità \l} X2, X3 ed osservando lc (16) otte-
niamo con facile calcolo 

xr" ,Γ| 4- ρ·ί'ιι 4- ''«Cji, 
y — 4- ρ 4-rx22, 
^ — A'j 4~ pA't3 4-rx23 

Journ. de Math. tome II, — Faso. IV, 19-.ï3. 5 I 
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Dal confronto di queste con le (6) risulta subito il teorema 

Una veto ciclica è sempre deducibile come inviluppo di un piano 
che contiene le normali a due superficie S ed S, corrispondenlisi 
per trasformazione di Ribaucour (le curve délia rete corrispondoïio 
aile linee di curvatura di S ed S,). 

L'inversa è nota. 
Si puù anche dire : per aeere ncl modo pià générale una rete 

armonica ad una congruenza normale si trasformi una superficie S 
or/ogona'le ai raggi in una nuova superficie S, medianle una Iras-
formazione di Ribaucour; il piano delle normali ad S ed S, ne ι 
punli corrispondenti inviluppa la rete richiesta (le curve délia rete 
corrispondono aile linee di curvatura délia superficie octogonale ai 
raggi). 

H. — Le trasformazioni di prima specie delle reti cicliche. 

5. Diciamo che due reti cicliche (C) e (C') sono trasformate Tuna 
dell'altra con trasformazione di Guichard di prima specie, quando 
esse sono armoniche ad una stessa congruenza normale. In tali condi-
zioni le tangenti aile curve delle due reti nei punti corrispondenti si 
tagliano rispettivamente sui fuochi del raggio délia congruenza. 

Se indichiamo con S, S,, S
2

, S'le quattro superficie del teorema di 
permulabililà per le trasformazioni di Ribaucour (*) e con w, />,, w.,, 
η' le rispeltive normali nei punti corrispondenti otteniamo quattro reti 
cicliche ; cioè : 

(C„
Hi

), che si otliene come inviluppo del piano delle normali aile 
superficie S ed S, e similmente (C

WWs
), (C,/

Mi
), (C

M
»
Wi

). 
In ogni caso la rete (C„

 H
.) è armonica ad entrambe le congruenze 

(n,) ed (nj) \ segue che le coppie 

(L
WMl

) e (C
rtWi

), 
(L/

1Wl
) eCnn 

(f'M'H.;) βCnn 
Cnn2β (C

WWl
), 

si corrispondono ogni volta in una trasformazione di (iuichard di 
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prima specie e quindi 

(CM|), (CCnnn Cnnn cnnn 

formano una quaterna di reli cicliche nella confîgurazione espressadal 
teorema di permutabilità di Bianchi. 

III. — Le trasformazioni di seconda specie delle reti cicliche. 

(>. Siano M ed M' due punti che descrivono due reti cicliche, lali 
che le tangenti /,, aile curve délia rete (M) nel pu η to M incontrino 
rispettivamenle le tangenti /'s aile curve délia rete (M') nel punlo 
M' corrispondente di M. Sia P, il punto comune aile tangenti e t\ e 
sia IL il punte comune aile tangenti t.

À
 e /'

2
. 

Indichiamo con (M) ed (M') le reti deformate nella posizione all ua le 
definita al n° 2, e con /,, Λ,, /2

 le tangenti aile curve delle reti nella 
nuova confîgurazione. Diciamo che le reli (M) ed (M') sono trasfor-
mate l'una dell'altra con (rasformazionc di Guichard di seconda 
specie quando le tangenti λ, inconlrano rispettivamente le tangenti 
t\

y
 C ed in modo da aversi 

MP.rrMP,, MPs= MPS—Ml\. 

Immaginiamo la rete (M) formata corne ai numeri 1 e 2 ο la rete 
(M') costruita in modo analogo, introducendo per la seconda rete le 
medesime notazioni munite da un accenlo. 

Le eondizioni imposte dal problema si traducono in relazioni délia 
forma 

, p — ι ~ = ρ — 1 ~~t 

] r — 1 -γ- = /· — 1 , 
(21) 

xi + (p -Tdp/du) si + (r - T dr/ du) 

= xi + (p' - Tdp/ du) xi 
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essendo TeT' convenient! funzioni. Se poniamo 

(22) Α-ρ-τ|£, Β = /·-Τ-

possiamo scrivere 

(23) λ'/Λα·,, 1>α;2,· — α'/Η- Αα·,
(
·+ lia.*,,·. 

Similniente si dovrà avere 

ρ— 1 -τ-·— ρ — ι -j—> 

P -Tà,-r' TÔf' 

Ι ·'·. + (?- Τ T^).r
si 

= xi + ( p' - T dp' / dr ) x' + ( r' - T' dr'/dv) 

e ponendo 

(*4) A'=
0
-'fi Β'=/·-Τ-

scriveremo 

(25) a·,- — >r',· + À' a·',,· -4- 13'x'u 

Da quesla e dalla (a'3) si ricavano le relazioni 

AB'-A'B _ , _ AB'-A'B , 
AB'-A'B , AB'-A'B , 
AB'-A'B , AB'-A'B , 
.*·,+ A_A, A,_A a*. 

Qaesle si interprelano cosi; se si considerano le reti (0) ed (O') 
dello spazio S» dcscritte rispeltivamente dai punti 

(a*,, a,

J> α·^, ed (^i? ^s»x'3, x4) 

le due normali alla refe (O) inconfrano rispetlivamente le due nor-
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5 

mali alla rele 0' in punli eqaidistanti da Ο ed 0\ La stessa 
proprietà ha luogo per le langenti aile reti (O) ed (Ο'). Il passaggio 
dalla rete (O) alla rete (O') è percio una trasformazione di Ribau-
cour. 

Osseivazione. — Il caso 13'=! 13 none da considerare; iafatti segui-
rebbe 

Λ·,, —
 t
r'u·; oppure A —A'. 

Nel primo caso, essendo le'ξ, e le η,· proporzionali aile derivale di 
x

{i
 è due determinant! ortogonali coinciderebbero; nel secundo caso 

sarebe nullo il déterminante funzionale di ρ ed r. 
Si osserva in ultimo clie derivando ad esempio la prima del le prece-

dent! si ottiene 

\ίι^ B'-B Β'-Β )*u 

- \h ^ β' — Β
 α

 V ^ Ou V Β'— Β ) ' 

il caso ^("ΙΓ^ΤΓ")
 =

°
 η

°
η

 ®
 cons

^
erare

 P
erc

hè altrimenti i 

due determinant! ortogonali avrebbero in comune la terza linea e per 
le (2) anche la quarla. 

IN . — Teorema d'inversione. 

7. Oradobbiamo procedere aU'inversione del risultalo precedente; 
mostreremo cioc clie qualunque sia la Iras formata di Ribaucouv 
(O') délia rele (O) dello spazio S

n
 le reliciclichc dello spazio S3 ad 

esse associate si corrispondono per trasformazione di Guichard di 
seconda specie. 

Sulla rete O descritta dal punto (.e,, oc.,, ,r
;1

, x
s
) operiamo una tras-

formazione di Ribaucour nella forma data dal Bianchi. Indicando 
con 

λ, ρ, ιρ,, «'5, ψ, σ, φ, Ω 
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un sistenia di funzioni trasformatrici, si ha il sislema di equazioni 

(26) 

cA <A 
/ du = - a1w1 - a2w2 - pu + mp 

du /dy— »λ, —· —— — qλ 4- /n!2; 

_ = „,λ, -3F=t>,p; 

-j- = «,l, -g^V: 

<ίψ . \ . 
àu~~ ' th>~ μ' 

55 = Ç(»-*»). 5Γ = 5(0-Μ·, 

3? = ',ω· λΓ=" 

con la relazione 

(27) λ* 4- μ* 4-1ν·j 4- »»', = 'i/ιιψσ 

in cui m è una costante arbitraria diversa da zero. 
Le coordinate del punlo che descrive la nuova rete O, Irasformala 

délia prima sono 

(28) •i'<—— (λί,4~ μϊΐ/·4- ,ί'ι^Ί
<
4- Ο'

2
Λ'

2
;·) 

e gli dementi del déterminante trasformato di Δ hanno le espres-
sioni 

ιΐ'κ— —i—i/4- —j—Tit4- —■ (u'i^"i/4- tv2.<\>,·) —xi,* 

Ι Λ'ν~ ^w(u'1,r"'+ ,Vs·^2'^ ~~ α'2Λ 

(29) 
1 Ci— 7-til Η j— («»

1
Λ?

1
/4- Π'ί^,ί) — '£/, 

Ι — . wi 1 * tj / 4- » , ( ιϊ'ι Ά'114e n'2 Ί4ι ) ι · 
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Inline le funzioni intrinseche relative alla rele trasformala, sono 

(2o) 

h' = Y / g - h, l = G / g - l; 

a \ — —ttt' ' ΐ', — ΐ'ι——; «ί = βΐ-ττ· —b2 - Gw2 / Yg 

*»'=/»-£· '/='/" ψ^' 

8. La trasformazionc di Ribaueour délia rele ( | j ;i) ^ ι ) trac 
seen una trasfonnazione délia rele ciclica che ad essa è associata. Le 
coordinate del punlo che descrive la nuova rete ciclica sono 

(3.) 

X' = A', Γ -f- .UYLI 4~ ·· '| «'?·*,, 4~ Ο'.,./·*! ] 

-h ρ —~ £, H :— "0, 4 ;— (n*, A,, + O'ja?
â

, ) — x,, 

+ /· —ρ- ti 4- J—r-n,4 f~ (ΠΊ Λ'π 4~ n'oA'-j, ) — A*,.> > 

X'., — Α., — I λ£.> 4- μΌ^~\~ η1, A,» 4- μ'^α'οοΊ 

4~ ρ —;— i·» 4- —j— η·» 4~ —; ( η', .3",» 4~ n vî-·>«) — A
)2 

+ Γ :—£*2+ j—Y)â""H ί— ( Wj »-#ΐ2+ — ^*22 > 

Χ'3 — λ*3— 7Τ~ [^3 + μγ)
3
4- η·,Λ,,

3
4- n'.>a,'.>

3
] 

4-ρ —Γ—ς» 4 j—VJ
3
 4- —j—(n'|A?jj4-n'jiTjj) — A,

3 

4-/' —γ— £;» 4 ϊ— Υ)3 4— -—-,— («vl.r,,4- η·,Α
ΐ3
)—,c

23 

c la rete su cui questa è applicabile è rappresentata dalle equazioni 

iX =X' = ix4 - i/ mo [yE + un4 + w1x14+ w2x24] 

4- ι ρ j— ζι, 4 j— ν)4 4 ρ- ( »»', Χ,4 4- IV.J Αί4 ) — Α, 4 

(^) \ .-Γ V / 
+ ir [ mygE mYg mYg w1 x11 

I Ϋ'=-ρ, 
1 7J — — Γ, 
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Le dériva te di Χ',,.Χ',, X'
a
, X'

t
 si esprimono con le formole analoghe 

aile (8), e le quantité ρ ed r sono definite dalle formole 

(34) y/ o - h + p(a1 - Yw1/ yo) 

G / d - l + p (b1 - Gw1 / Yg) 

donde 

35
ch

~ V/^
 +

v
2

~ V)^
- 0

' 

(b1 - Gw1/ Yg) dp / du + (b2 - Gw2/ Yg) 

9. Cio premesso consideriamo il déterminante 

(2) 

di di Ρ + Ρ 

dr dr 
du du ' ' 

Ο Οι -τ— —f- 6L> "r— Λι Ο ·4— rL) — / 

esso è nullo perché se agli elementi dell'ultima riga si aggiungono 
quelli délia prima moltiplicati per (—1>

{
 ) e quelli délia seconda molti-

plicate per (-- ΐκ
2
) prende la forma 

dp do — 
di di ?+? 

dr dr 
ài 7i r+r 

— bi~-—b»~- ο —bto— b.r—l 

e si annulla per le (7) e (9). 
Si deduce che le equazioni 

(3,>) Ρ-1λ« = -', + 1 57-' r - T dr / du = - r + T dr / du 

(37)
 τ

'(
δ

·| +
 4

=|) =4.?+A'-' 

sono coesistenti. 
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L'ultima di queste si riduce alla forma 
399 

T'dTtdît U ρπ"' ~ 2 ^ ~0l 

donde segue facilmente che per i valori Τ c T' dati dalle (36) sono 
soddisfalte le equazioni 

(38) x-,._T§ = x;-T'§ («·=., a, 3,4)·, 

(3D) 
f-'s:—P+1 Φ,' 

r - T dr = r + T' 
ou ou 

Relazioni analoglie sussistono fra le stesse funzioni e le loroderivale 
rispetto a r. Si conclude clie le reti (Xn X3, Χ.Λ) cd (Χ'

1?
 X'

4
, X'

3
) 

si corrispondono in una trasformazione di Guichard di seconda 
specie. 

10. llisolviamo il sistcma (36) rispetlo a Τ ; si otlicne il valore 

ri. _ l'"|0 Π'»/' -4~ ψ 

dp dr 
w1Sû + dû 

e quindi le quantilà 

V._TË*i 

prendono la forma 
, _ V "it Ψ^Ι 
K ''«"'i— "l,v2 — 1 " ix2i 

Indicando, come al n° 6, con P, e P
2
 i punti d'inconlro delle tan-

genti aile due reli cicliche, i parametri direttori dclla retc P, 1% sono 
dati dalle formole 

(40 "VTu- (/ = 1, α, 3). 

Deriviamo le (4o) rispetto a P, osservando le equazioni fonda-
/ourη. de Mathtome II. — Fasc. IV, ι<ρ3. 02 
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mentali (2), (3), (4), (5), si ha 

d (se 1
 r

 »-·ι/-ψ^ \ 

_ d ( n-j/ — <pb
2
 \ à f Wjl—tybi \ .. 

ma si riconosce facilmente che 

M 1 de \&2tvi— b
{
 tv

2
/ ° 2 de \ 63 a·, — b

x
 u'

2
 / °' 

quindi il punto P, ê uno dei fuochi del raggio P4P2; similmente per 
il punto P

2
; si conclude che la congruenza descrilla dalla reta 

P
1
Po è arnionica ad enlrambe le reti cicliche (X,, X«, Xt) ed 

(χ;> χ;, χ;>· 

II. Si verifica col calcolo direlto che l'equazione di Laplace a cui 
soddisfano i parametri direttori del raggio délia congruenza ha la 
forma 

(4
2

) d-9 __ pjbjWx— 6,(<'
2

) — μ(α
ι
ύ
ί

— α
2
/;,) άθ 

q(a.1u\ — ai»r,) -+- λ(α, bt— a2bx) dô 
b-x^'i—b\ π'

2
 de 

Γ — α, IT',) 

-4- (qi^— αΑ) I ~— b
x
s\\) +·1μ(α^

2

— a
2

b
x

)
 Q 

Questa equazione ammette, oltre le soluzioni 

M'gA'u 0'2Λ7,2 n'i.t'22, H'2.r13— Λ-*23 

anche le soluzioni 
Π'2Λ?Ι; "'l ^21l lT'l? <v2 > 

a causa délia relazione 

2 ("«*«'— "'l^2/)2— «T Î — «1 = 0, 
/ =1 

la congruenza descritta dalla rete Ρ, P2 è in generate 30; anzi risulta 
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facilmente che se le funzioni trasformatrici 

λ. μ, . φ, Ω, 

non sono soggette ad altre condizioni oltrc le (26) e (27), non si puô 
a\cre riduzione di grado per la congruenza P, P

2
. 

Ε chiaro che per le trasformazioni di seconda specie sussiteil teo-
rema di permutabilità di Bianchi, giacchè esso sussiste per le trasfor-
mazioni delle reti Ο dello spazio a quattro dimenzioni. 


