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SULLE TRASFORMAZIONI DELLE RETI CICLICHE, 335

Sulle trasformaziont delle reti cicliche;

Di Pasevare CALAPSO.

Diciamo che due reti (sistemi coniugati)

M(N,, Xo X5) ed M/(NLX,, X)),

appartenenti o no ad una stessa superficie, si corrispondono per iras-
Sformaszione di Guichard quando le tangenti ¢, e ¢, alle curve della
rete (M) nel punto M incontrano rispettivamente le tangenti ¢, , ¢, alle
curve della rete (M') nel punto M’ corrispondente di M.

Nella presente nota ¢ trattato esclusivamente il caso delle reti
cicliche e sono stabilite le relazioni fra le trasformazioni di taliretiele
traslormazioni di Ribaucour.

In una prima parte & dimostrato che una rete ciclica é sempre
deducibile come tneiluppo di un prano che contiene le normali a due
superficie corrispondentist per trasformasione di Ribaucour (le curve
della vete corrispondono alle linee di curvatura delle superficie).

[.'inversa ¢ nola.

Sotto altra forma: per avere nel modo piii generale una rete armo-
nica ad una congruensa normale si trasformt una superficie S orto-
gonale ai raggi in una nuoca superficie S, mediante una trasfor-
mastone di Ribaucowr; il piano delle normali ad S ed S, nei punti
corrispondenti inviluppa la rete richiesta (le curve della rete corris-
pondono alle linee di curvatura della superficie ortogonale ai raggi).

Da queste considerazioni segue una classificazione delle transforma-
zioni di (zuichard delle reti cicliche; diciamo che due reti cicliche (C)
e (C') si corrispondono per (rasformaszione di prima specie quando
esse sono armouiche ad una stessa congruenza normale; le tangenti
alle curve delle due reti nei punti corrispondenti si tagliano rispettiva-
mente sui fuochi del raggio della congruenza.
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Partendo da una superficie S, riferita alle linee di curvatura, siano

S, ed S, due superficie contigue ad S per transformaziont di Ribau-
;sisa () che esi ot ficie S’ dacui S, ed S

cour; si sa (*) che esiste una quarta superficie S8’ da cui 3, ed S, sono
deducibili con trasformazioni di Ribaucour.

Se indichiamo con 7, n,, n,, n’ le rispettive normali nei punti cor-
rispondenti otteniamo quatro reli cicliche :

(C..), inviluppo del piano delle normali alle superficie S ed S, e

similmente
((:nnt)s (C'u'u,) (Cn'n‘-)'

Le quattro reti cicliche
(Clm, )’ (C‘nn...)a (Cn'n,)y (Cn’ng)

sono nella configurazionc cspressa dal teorema di permutabilita di
Bianchi nel senso che la seconda e la terza sono contigue alla prima ed
alla quarta per trasformazione di Guichard di prima specie.

~ Nella seconda parte vengono stabilite le (rasformasiont di seconda
specie che si basano sulle considerazioni seguenti.

Si sa che una congruenza armonica ad una rete ciclica non ¢ di
necessitd una congruenza normale (congruenza O), ma in generale ¢
30; nasce quindi il problema di ricercare le coppie di reti cicliche
corrispondentisi per -trasformazioni di Guichard in guisa che siano
armoniche ad una stessa congruenza 30.

Ad una tale coppia di reti cicliche inponiamo una condizione. Chia-
mando come sopra con /,, /, le tangenti alle curve della rete (M) e con
4, ¢, le tangenti analoghe della rete (M’), sia P, il punto comune alle
tangenti £, e £, e sia P, il punto comune alle tangenti ¢,, ¢,. Le veti (M)
ed (M’) si deformano rispettivamente in (M) ed (M'), e queste nuove
reti col metodo di Guichard sono individuate anche in posizione nello
spazio (posizione attuale ).

La condizione impone che la proprieta, che le tangenti alle curve
delle due retisi tagliano rispettivamente, si consérvi dopo effettuata la
deformazione (nella posizione attuale, a meno di simmetria) e si con-
servi anche la distanza tra il punto comune ed il punto di contatto.

Le reti (M) ed (M') nelle condizioni sudette si diranno corrispon-
denti per (rasformasione di seconda specie.

Si sa che ad ogni rete ciclica si pud sempre associare una rete O dello
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spazio a quattro dimensioni. Nella presente nota é dimostrato che la
trasformasione di Guichard di seconda specie é equivalente ad una
trasformazione di Ribaucour della rete O.

Resta pertanto accertatal’esistenza delle trasformazioni di Guichard
di prima e di seconda specie, senza che tale esistenza apporti restri-
gione alla rete ciclica di parténza (M).

E chiaro che per le trasformazioni di seconda specie sussiste il teo-
rema di permutabilita di Bianchi, giacché esso sussiste per le transfor-
mazioni delle reti O dello spazio a quattro dimensioni. '

I. — Le reti cicliche dello spazio euclideo S,.

1. Assumiamo un determinante ortogonale di quarto ordine

L Wy g Ly
. Ly ey Xy Iy
(1) : A= . O O .

St 22 3 [

Gy Ny Ny Tiy

i cui elementi soddisfano ad equazioni della forma

()E,, . ()-E,‘

Tir = — @O — ATy — PO oo = g,

da, - o, .
Ju = Pir g = byt — byxyp— qé,

(2) (J:]p__u - (){l),.._b "

du T oo Ul
duy, —al dry, be

du EEm gv

(re=1,2,3, 4.

I% noto che i coefficienti che intervengono in quésto sistema soddis-
fano alle equazioni differenziali

da X Jb
‘(’%,"::/’['h -(-’-I—:-::!/(l,;
a l)ag l)[)g
(3) Co = pby, Ju =4
9p + ﬂ +a b +aby=o0

Jv du
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Introduciamo ancora le funzioni v, ,, x,, «, mediante le equa
zioni

dr; day

(4) : -

-t =N, ={;
du = de A

in cui % ed / sono legate alle rotazioni di A mediante le equazioni

oh al
g = ip, = hy.

(5)

Si sa che il punto dello spagio S, che ha le coordinate .y, 2. .y, 2,
descrive una rete O di Guichard.

2. Se poniamo
(6) Ni== @4 potry+ ray ({=1,2,3,4%)
in cui g ed » sono definite dalle equazioni

h+pay+ra,=—o,
l+pb 4+ rby=o,

(7)

il punto (X, X,, X,) dello spazio S, descrive una rete ciclica, appli-
cabile sulla vete (i X,, p, r').
Si sadallericerche di Guichard che tutte le reti cicliche si ottengono
nel modo indicato.
Dalle (6) per derivazione si ottiene

(.):S_f — '(',ﬁ(l‘ + .‘ﬂ: ry;
(8) on —du"M T a0
oX; _dp ar o
oo T o0 T g e

inolire dalle (7) si deducono le relazioni

a do +a o =o0
(9) oo Foe T
9 do ar
[’l"\'l" -+ Dg -y— = O,
ce = ou

Con una nuova derivazione si ottengono le formole

X, _ d% — air .
dude  dude T Quaoe

(10)
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3. Sia (C) una rvete ciclica costruita nella maniera indicata; pos-
siamo associare a (C) una rete O dello spazio ordinario S, nel modo

seguente.
Poniamo
@ 1—
b= — ., AMG = — D
' b 2y, &y
.“ ,L‘
hom— S, o= M, W= —
G VAN |2y 1+ &gy
(‘O) ! a, bg
my = ’ m =
b=+ @y 1= g
L+ 2mibe = 2
) BNYI = Ly
‘ VE = 5+ ayd, VG = {+ by;
(11 D D’
(1) ( —._-2:_:(1,-|~a._,n', —7§_01+b:“

Tenendo conto delle equazioni fondamentali (2) si verilicano con
facilo calcolo le equazioni -

o dy I o =
(1) a;__\.l,l, W__\/G(J.

ed osservando ancora le (3) si ricava

) 1 WE 1
3 _ YV =g b,
(13) VG oe T VE ou L
Lndi seguono facilmente le relazioni
) Ay y*—}qr*: am g,
A 1 JyE LN dh 1 dyG
de 78 o \/‘ MmN vE oa P
gﬁ:—f—;—g\—/—fl‘ d—”:—--—j—_—:(&)\-{al):n‘—{—m&.’;
due VG ooe Jv VE du VG
ow D o b
(13) ;)—;; TS — TE), —d—"—-——'\*;;a‘u.,
dc . = ()U . {l- ’() S,
'&7—$(0—O‘\/L)‘ -(-)T—L—'(-(-.—-U\()),
Jo__ L OVE, 02 1 0yG
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Ed ora consideriamo la superficie S descritta dal punto le cui coor-
dinate &, ¥, 5 hanno le espressioni

€r=a + d{q’b‘gl'
(16) y=a3+ by,
s=ay+ Yarg.

Si ha
"‘Ez\/—E(EI‘*‘)“DN)) %—;l- =VG () + pey);
) () 4 -
(17) (y —-\/E (Ga+Aay), ;)-:;z\f/(' (N pt'ay);

()5 S - E ey
‘ du :\/-h (&3 Ady), Jv =G (3 + pow),

in cui VE e \'G sono date dalle (11); da queste segue facilmente
B dx da N (92N
(18) 2&01:) =k 25{7& = Aﬁ(b?) =G

Inoltre i cosemi degli spigoli del triedro formato dalle tangenti dlle
lineevetediSe dalld normale, hanno i valori

\I— B+ huyy, Y= & +hag 21: iy Ay
Xe= 0 + p&y Yo== ny - [~ Lazy 7_‘3= Ny =+ Aygd
~(:a-—- Ly gy, \'3:'- Ly 0L, 7133 Ly 0y

ed il determinante ortogonale del terzo ordine

& destrorso o sinistrorso secondo che A & destrorso o sinistrorso.
Supponendo, conie & lecito, che il determinante A sia destrorso pos-
siamo calcolare gli altri elementi della superficie S con la formole

S KUY N 9% 90X "N 0% OX,
D_ ad“ du ? D= adll ade ! D - d\) e

e si trova appunto

D . i
—-E-—a.—l» ayw, D'=o, — == by + by

VG
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Si conclude che la superficie S definita dalle (16) é riferita alle linee
di curvatura; si vede inoltre che le (10) danno un sistema di funzioni

trasformatrici per il passagio da S ad una sua trasformala di Ribau-
cour S,.

4. Infine vediamo come si esprimono le coordinate del punto che
descrive la rete ciclica medianti gli elementi della superficie S.

A tale scopo consideriamo il piano passante per le normali alle
superficie S ed S, nei punti corvispondenti; il punto in cui il piano
tocca il suo inviluppo ha le coordinate '

(1g) =+ TX;+HGX 4+ 2 X+ aXy)
in cui le funzioni T ed H sono definite dalle condizioni

= D
/R—=T-—=+ Hmo =o,
| VE =

(20) .
. VG- s ume=.
Si ha

o de =XydT + (AN, + 21X+ X)) il
¢ quindi

dot 4+ dyt 4 d¥3=dT + ambg dH* 4 2w dT dlL
=d* 4 dH(an dT + ane dil).

Se introduciamo la funzione

. l(:a\\"l‘+2r)zq;o'ﬂ+al{u
possiamo scrivere
d? + d)y?+ d2=dT* + dH dK\,

I’ontamo

\ . !
P:'r) = ll+l\:‘\~'l‘+(¥+!i—'%’3l_vfl“l;
le (20) si trasformano subito nelle (7), e tenendo conto delle espres-

sioni superiori della quantita X, \,, \; ed osservando le (16) otte-
niamo con facile calcolo

~1

£ - P.l'||+ AR TR

=y b 0 - Py,

ul<Rl

=2y 3 Py

Joura. de Math. tome 1I, — Fasc. 1V, 1923, 51
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Dal confronto di queste con le (6) risulta subito il teorema

Una rete ciclica € sempre deducibile come inciluppo di un piano
che contiene le normali a due superficie S ed S, corrispondentist
per trasformasione di Ribaucour (le curve della rete corrispondono
alle linee di curvatura di S ed ).

['inversa & nota.

Si puo anche dire : per avere nel modo pit generale una rete
armonica ad unacongruenza normale st trasformi una superficie S
ortogonale ai raggi in una nuoea superficie S, mediante una tras-
Sormaszione di Ribaucowr; il piano delle normali ad S ed S, nei
punti corrispondenti inviluppa la rete richiesta (le curve della rete
corrispondono alle linee di curvatura della superficie ortogonale ai
raggi).

1l. — Le trasformazioni di prima specie delle reti cicliche.

5. Diciamo che due reti cicliche (C) e (C") sono trasformate 1'una
dell'altra con trasformasione di Guichard di prima specie, quando
esse sono armoniche ad una stessa congruenza normale. In tali condi-
zioni le tangenti alle curve delle due reti nei punti corrispondenti si
tagliano rispettivamente sui fuochi del raggio della congruenza.

Se indichiamo con S, S, S,, § le quattro superficie del teorema di
permutabilita per le trasformazioni di Ribaucour (*) e con #, n,, n,,
' le rispettive normali nei punti corrispondenti otteniamo quattro reti
cicliche; cioé :

(Cyn), che si otliene come inviluppo del piano delle normali alle
supetficie S ed S, e similmente (C,,,.), (C.ri,)y (Cirn,)-

In ogni caso la rete (G, ,,) ¢ armonica ad entrambe le congruenze
(n;) ed (n;): segue che le coppie

(Gun,) € (Guny)s

- (Cmn) e (Cn’n,)v
(Cum)) € (Cuu)s ]
(Cn'u,) € (Cn "y ))

si corrispondono ogni volta in una trasformazione di Giuichard di
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prima specie e quindi
(Cnn.)1 (Crm,)) (Cn'n,), (Cu'n,)

formano una quaterna di reti cicliche nella configurazione espressa dal
teorema di permutabilitd di Bianchi.

lIl. — Le trasformazioni di seconda specie delle reti cicliche.

6. Siano M ed M’ due punti che descrivono due reti cicliche, tali
che le tangenti ¢,, ¢, alle curve della rete (M) nel punto M incontrino
rispettivamente le tangenti ¢/, ¢, alle curve della rete (M’) nel punto
M’ corrispondente di M. Sia P, il punto comune alle tangenti ¢, e ¢, e
sia I’, il punte comune alle tangeati 7, e ¢.

Indichiamo con (M) ed (M) le reti deformate nella posizione attuale
definita al n° 2, e con ¢, 1y, 7, I, le tangcnti alle curve delle retinella
nuova configurazione. Diciamo che le reti (M) ed (M’) sono trasfor-
mate I'una dell’altra con (rasformazione di Guichard di seconda

specte quando le tangenti £, /, incontrano rispettivamente le tangenti
Z,, {, ed in modo da aversi

MP,=MP,, MP:=NT,=MD,.

Immaginiamo la rete (M) formata come ai numeri 1 e 2 ¢ la vete
(M) costruita in modo analogo, introducendo per la seconda rete le
medesime notazioni munite da un accento.

Le condizioni imposte dal problema si traducono in velazioni della
forma

( w2 o 02
P Toe =0 =150

o or , . or'
Y=r—"%%

(21)
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essendo T e T’ convenienti funzioni. Se poniamo

k dp ar
2 A=p—-T-=- B=r—-T—
(33) e aa’ T Jdu
possiamo scrivere
(23) i+ A+ By, = w4 Ay + Ba,.
Similmente si dovra avere
! = do do’
o0—T =o' — T =
' d& ; v
— ’
p T 9
ov o

¢ ponendo

=00 =dr
24 f—p —T-=L B=pr—~T-—
(24) Al=p o’ ’ o
scriveremo

(23) @& + A+ Blay=a';+ ATaf + B al.

Da questa e dalla (23) si ricavano le relazioni

AB'—A'B  _ , AB'—A'B
£ —‘ii,—:B——‘l”-—\C,-*-'—‘E,:Ts-—\lu,
AB'—A'B , AB'—A'B

Lo = X+ Qyie

DA O TAZA

Queste si interpretano cosi; se si considerano le reti (O) ed (0')
dello spazio S, descritte rispettivamente dai punti

(s gy gy ) ed (2], @y, Ty @),

le due normali alla rete (O) incontrano rispettivamente le due nor-
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mali alla rete O' in punii equidistanti da O ed O'. La stessa
proprieta ha luogo per le tangenti alle reti () ed (O). Il passaggio
dalla rete (O) alla rete (O’) & percié una trasformazione di Ribau-
cour.

Osservasione. — 1l caso B’= B nou & da considerare; infatti segui-
vebbe

&= X oppure A = A'.

Nel primo casv, essendo le’%; e le n; proporzionali alle derivate di
x,; ¢ due determinanti ortogonali coinciderebbero; nel secondo caso
sarebe nullo il determinante funzionale di g ed .

Si osserva in ultimo che derivando ad esempio la prima delle prece-
denti si ottiene

/ AB'—A'B ) 0 (AB’-—A’B ‘
(hw——-——a, ik — ———)x,,~

B'—B Ju\ B'—B
(o AB=AB N9 AB'—;\’B)
“\"7T = ) ET n \Twr—=s /M
. d (AB'—A’B s . \ . ..
il caso 5 ( —r—p3— ) =© non & da considerare perché altrimenti i

due determinanti ortogonali avrebbero in comune la terza linea ¢ per
le (2) anche la quarta.

IV, — Teorema d’inversione.

7. Oradobbiamo procedere all’inversione del risultalo precedente;
mostreremo cio¢ che qualunque sia la trasformata di Ribaucour
(0" della rete (O) dello spazio S,, le retd cicliche dello spazio S, ad
esse associale st corrispondono per trasformaszione di Guichard di
seconda specie.

Sulla rete O descritta dal punto (.x,, %,, ,, ) operiamo una tras-
formazione di Ribaucour nella forma data dal Bianchi. Indicando
con

by By vy W U, o, 9, Q



396 PASQUALE CALAPSO.

un sistema di funzioni trasformatrici, si ha il sistema di equazioni

o ==V =@y Wy— Pl ()_1—-( .
Ju =T QM@ pp b My, =g
-3%:}))" 'g{f,':_“[’l“’l‘“[’3“‘3—'(]1—!—»&9;
awy oy
W-al)‘) W_b“u,
()u‘s _ dn.g _ .
(36) < '07—(79)., 0" ___[)2“.
v _ W,
'—)—lz.—h)\, o ll”*
ds 2 0
011:$(? ha), 5;':%(5-_10)»
99 _ 0
o =P Sp =0

con la relazione
(27) Wit o+ otz amde

in cul # & una costante arbitraria diversa da zero.

Le coordinate del punto che descrive la nuova rete O, trasformata
della prima sono

: | I
(28) Ti= X — o (A pons+ 0y + 0y 2y;)

e gli clementi del determinante trasformato di A hanno le espres-
sioni

A 2N W

’ 1 - 1 t
_l.‘“— : N wWat l Wol'ss N
my‘a * m.L‘J'G' ¢ Ill'u!O‘( M 2 '”) 10

)\nu M (1N

e’ T ™ Q 9
Qgj — ' N+ — (WL Wella ) — Xags
b m\'go'“" mu!o' ‘ mu!c( I ? "”) e

A 2
B — b g —
T mle mieo mydeo

N

T mile T mis

(W &g+ wey) — &

n;

i+ (W @y vy 2y;) — i

H
mys
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Infine le funzioni intrinseche relative alla rete trasformata, sono

o . Q
= —0, ==
T g
. Oy , O
) ] o Qup, , o, Qua,
(o) d\=a -5 i=b— —3 a,=a,— 5=\ Oy=b,— ~=
ve V7 7 77
p 9 J= Q1
pP=p—g =9~ 35"
¢S y9

8. La trasformazione di Ribaucour-della rete (x,, ., «,, z,) trac
seco una trasformazione della rete ciclica che ad essa ¢ associata. Le
coordinate del punto che descrive la nuova rete ciclicasono

X'= 7;,—--——-[)\_l+ @y @ 0y

L ms
—[ dwy oy 1w,
e Lm% 1 mt{wn' m"c( e R M ®n ) — @
[ dny . it 1
-+ r L'ana_t.l‘*" II:L!J:'T‘]—F m 'q( Ve ;'l)\)"— Xy
X’_,: ry— ;)—l'* l_)t)"*— Hn2+ 1N |~U|9+ ‘l'g\l'-}g]
= A, . W b
(31) +p L"“x':’: 2+ f:z¢:rm+ m"; (W4 009s) — oy,
—~T ke, IA5% 1
+r 2 2 Ns (u' Lyg+ W las) — Xy >

Lm&{w T mde mis i

X;: Ty— — l;\g‘]—*‘ lJ.’ﬂJ'i" WX+ wa2 13]

ma
+— ln'l . -+ [ 0+ (”, Dy T ) T ]
4 p W -
e mye> T me mt.,m p T T ]

= Aoy : F" s
+r Ey+ ny -+
| mys= T mie m L{G’

( Vg W yg) — J)u]
¢ la rete su cui questa ¢ applicabile ¢ rappresentata dalle equazioni

. . . ]
N, =X'=ix,— m~—&[7\£‘+ By~ 0 &g 0 Xy ]

+io Ay kbl N+ (W &y 4 wasy) — ¢
e myc‘éi mys * mnfo e Rt "
1. -
(33) Ay o ATy "y
-+ l' t$+ Ny + ( ‘l‘q’l.+ (AN )’L‘!;) RETEE]
mdieo mda myia )
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Le derivate di X}, X/, X/, X/ si esprimono con le formole analoghe
alle (8), e le quantita g ed r sono definite dalle formole

\ . /¢+§<a,--- 2,'—‘3\) -+ 7(«2— 3"—'—’) =o0,
! g had \ b S
(3~'l) a [y _ Quv, _ s!u,‘l\
‘ ;—l"l"p(b.— —_‘T)+,<b2_ '.!JG' '):0,
donde .
, .@'_x)d;u o 222 97
. w= ) e T\ ) g T
(35) Q = Q o7
_Quw)de (R or
| (=) e (= 52 ) 5=

9. Cio premesso consideriamo il determinante

do do oz
ou du pre
or or - )
(2) Je Ju r— H
do o - =
0 b‘d_ﬁ+bz(71_1 bio+byr—1

esso & nullo perché se agli elementi dell'ultima riga si aggiungono
quelli della prima moltiplicati per (— ,) e quelli della seconda molti-
plicate per (— 0,) prende la forma

9 % e
Ju du PR
ar or _
du ou P
dp ar '
—*‘bl;)"l; 2")‘1-" —“blp*bel-‘l
e si annulla per le (7) e (9).
Si deduce che lc equazioni
i N’ WOr o
(36) p—]‘()u.——P}—l on’ '"‘l?)?""""l})?
(37) T 0 ﬁ—l—b‘.-d—’? =b,0+-b,r —(
/ Y ou *du 1 2

sono coesistenti.
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L’ultima di queste si riduce alla forma

;- -
w+ T/ F il S rwe+ Y=o,

do

L wl
T du
donde segue facilmente che per i valori T ¢ T dati dalle (36) sono
soddisfalte le equazioni

: - "0x1‘_ 7 rvaxz . I\ .

(38) Xi—1 o =N\/—"T ou (i=1,2,3,4%);
g o1 5 2
o ‘ du ! Ju
(39) < _
[T
Ju Jdu

Relazioni analoghe sussistono fra le stesse funzioni ¢ le loro derivate
rispetto a v. Si conclude che le reti (X, \,, X,) ed (X, X, X})
si corrispondono in una trasformazione di Guichard di seconda
specie.

10. Risolviamo il sistema (36) rispetto a T'; si'otticne il valore

W0 = Wl 4 U

: Yy d—P -+ ()—'
du  du
e quindi le quantity
x,_ O
- Jdu
prendono la forma :
(40) o wyl —db, » wyl— b 250

T bgwy— by T byw — by

Indicando, come al n® 6, con I’, e P, i punti d'incontro delle tan-
genti alle due reti cicliche, i parametri direttori della rete I, I, sono
dau dalle formole

(4v) Wyl g V) Ly (i=1, 3, 3).

Deriviamo le (40) rispetto a v, osservando lc equazioni fonda-
Joura. de Math., tome 11. — Fasc. 1V, 1923. 52



4oo PASQUALE CALAPSO,

mentali (2), (3), (4)y (5), siha

d < (\'f’2l—'d{bz . “"ll—d{b’ x )

3 —

i x s
P by —bywg M by, — byavy

0 [ wil— b, » ___(1 wil— b, )a R
 dv bgsvy — by vy e de bi’“"l—_ bl“") 2ty

ma si riconosce facilmente che

2_ ol — \'gb.z) o 9 [ wil—1d) 0
Y00 \byov,— b, vy ) 200 \ by, — by, ) T

/

W

cuindi il punto P, & uno dei fuochi del raggio P,,; similmente per
il punto P,; si conclude che la congruenza descritta dalla reta
P,P, ¢ armonica ad enirambe le reti cicliche (X,, X,, X,) ed
(X, X, X)),

11. Si verifica col calcolo diretto che 'equazione di Laplace a cui

soddisfano i parametri direttori del raggio della congruenza ha la
forma ‘

0 p(bywy— byiwy) — p(a by— ayb,) 08

IA -—
(42) duoe Ayvy— @ 1y du
+ g(aymi—a0y) +Maby,— a b)) ‘_)_0
bywwy— by Jdv

q (@, — agvy)
(a1 by—asby) | — pA(beary — byivy) + 2@y by— ay by)

+
(@ — a; ) (byivy— b))

/R

Questa equazione ammette, oltre le soluzioni
WXy~ ¥y Ly, WaLygg=—— WLy, IVollyy— V| Loy

anche le soluzioni
l\'zw”—ﬂ'l 1‘2-,, \\"l, ﬂ’g;

a causa della relazione
2 (g 2g;— Wy Zyi)2— 1] — Wi =o,
=1

la congruenza descritta dalla rete P, 1>, & in generale 303 anzi risulta
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facilmente che se le funzioni trasformatrict
)\. My ey @y 91

non sono soggette ad altre condizioni oltre le (26) e (27), non si pué
avere riduzione di grado per la congruenza P, P,. ,

I chiaro che per le trasformazioni di scconda specie sussite il teo-
rema di permutabilita di Bianchi, giacché esso sussiste per le trasfor-
mazioni delle reti O dello spazio a quattro dimenzioni.



