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LITERATION ANALYTIQUE ET LES SURSTITUTIONS PERMUTARLES. 343

Sur Udération analytique

et les substitutions permutables (')

Paz P. FATOU.

CHAPITRE 1.

L'ITERATION :\.\'Al.\"l‘IQUE DANS LE DOMAINE U'UN POINT DOURLE ATTRACTIF
DE MULTIPLICATEUR NOX NUL.

On dit que deux substitutions analytiques clfectuées sur une vaviable
complexe z et définics respectivement par 3, = 1(3), 3, = 2(s) sont
permutables lorsqu’on a identiquement

Slg()]= &1/ ()

Pour que celte identité ait un sens, il faut que s appartenant & la
fois aux domaines d’existence des deux fonctions / et g, les points
¢ = f(5), w = g(s) appartiennent respectivement aux domaines
d’existence des fonctions g et f. Si les fonctions /' et @ ont des déter-
minations multiples dans lc domaine considéré, cette ideutité doit
naturellement étre préeisée. Supposons, en particulier, que, lorsque =
décrit le domaine D simplement connexe, les points v et v décrivent
les domaines D, et D| complétement intérieurs & D, les fonctions f
et g étant holomorphes dans D. Chacune des substitutions considérées

(') Les principaux résultats exposes dans ce Mémoire ont été indiqués dans
une Note des Comptes rendus (L 173, 10 octobre tg2v) @ Sur les fonctions yui
admettent plusieurs théorémes de multiplication. M. Julia a ¢noucé ensuite
davs ce méme recueil (séance du 24 octobre 1921) des résultats entiérement
analogues, en ce qui concerne les substitutions ratiounelles.

Journ. de Math., tome 1L, — Fase. 1V, g3, 45
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posstde alors un point double et un seul dans D, et ce point double est
attractif; c’est 1d un fait bien simple i démontrer, au moyen de la
représentation conforme (') ou des familles normales de M. Montel.
Soit alors 5, le point racine'de s = /(=) intérieur 4 D; on a

[/ (z0) | <1
D’autre part, :
SleGol=glf) 1= g0

Le point ¢(z,) est donc un point double de £, et comme g(=,) appar-
tient aD, ona

&(30)== 3

3, est donc un point double attractif commun aux deux substitutions.

La recherche des substitutions 3|2 (3)] permutables & |z|/(3)]
est alors équivalente au probléme de litération anmalylique et
M. Knigs, dans son Mémoire des Annales de I Ecole Normal: sur
les équations fonctionnelles, en a donné une solution extrémement
simple, du moins pour le cas de /'(z,)=~ 0. Nous allons rappeler
briévement les résultats obtenus par M. Kcenigs, en renvoyant pour
plus de détails au Mémoire cilé.

Supposons que le point double attractif soit & l'origine et soit
S'(0)=s, avec 0 <|s| < 1. Soit T un cercle ayant son centre a I'ori-
gine et dans lequel on a :

[f(z) i <hl=],

k étanl une constante posilive comprise entre |s| el 1. L’équation
fonctionnelle de Schroder admet une solution X(z), holomorphe
dans I', nulle & 'origine et de dérivée égale i 1 en ce point :
2S5y =s3(5).
Sile rayon de ' est suffisamment petit, I'équation
N

0= &(3)

définit une fonction 5= ¢(«), holomorple au voisinage de « = o,

(') Yoir G. Juna, Sur Uitération des fonctions rationnelles (Journal de
Mathématiques, 1918, p. O1 et suiv.),
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nulle en ce poiat, qui vérifie 'équation fonctionnelle
Y(su)= Sy ()]
Si 'on pose, d'une maniére générale,

-:np:(u),
Slz)==d(su).
N5y =d(shu) =4[5

X élant un paramétre arbitraire, on a les identités

\f)[/u( )] = Srau(3 )—-—ful/)( ) 15
" So(3) =3,
[ ./l(*):./(“)'

On définit ainsi un groupe continu & un parameéire de substitutions
réguliéres & 1'origine, permutables entre elles et avec la substitution
donnde, et se réduisant & la substitution identique pour A =o, a la
substitution donnée pour A =1.

(=) est, comme 'on voit, une fonction analytique de A. Toute
substitution permutable & f, ayant un point double & l'origine et de
multiplicateur s donné, est complétement déterminée et coincide par
suite avec f; (=), A étant déterminé par la condition

(A

st=s'.
Pour le voir, il suffit de développerf et ven sérics entieres :

./( ) -I‘(Y,:“-k- A a,st ..
( ) ”{“llu~"—}~._.—i—u":‘ll+‘..

ct d'identifier les développements de | g ()] et & /(3)]. On obtient
ainsi des égalités de la forme

sty + V(g ooy ) = 8"ty 4+ G (tgy ey ooy Uyy)
ou

(s = sVt =W (ty, sy ooy tt,y—y),

I, G,, ®, étant des fonctions entiéres des «, dépendant en outre de s,
s et des «; en faisant 2 =2, 3, ... on détermine les «, de proche en
proche d’une manicre unique, s — s n'étant jamais nul.1l y a donc un
développement et un seul qui satisfail formellement & I'équation fonc-

Al
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tionnelle exprimant la permutabilité, et dont la convergence est
assurée par le fait qu’on connait d’avance la solution

g(3) =y 2(a)].

Nous allons maintenant étudier, avec plus de détails, le cas parti-
culier ot f(s) est une fonction rationnelle que nous désignerouns
dorénavant par R(z), et rechercher la nature des singularités des
fonctions g(3) qui vérifient I'équation de permutabilité considérée
plus haut, en supposant toujours

R{o)=g(v) =0,
o< |R'(0) <1,

et g(z)réguliére al'origine. Nous avons étudié dans un Mémoire anté-
rieur (') les singularités de lafonction X(z)de M. Kcenigs. Noussavons
(que X(=) est holomorphe il'intérieur du domaine connexe D, contenant
'origine et invariant par la substitution donnée; qu’elle admet pour
points singuliers essentiels tous les points de la frontiére f de ce
domaine qui est constituée par un ensemble parfait continu ou dis-
continu; qu’elle est complétement indéterminée en chaque point de
cette fronti¢re, mais (u'elle y admet une valeur asymptotique infinie
suivant certains chemins, quand le point considéré est accessible;
qu’clle admet dans D, ane infinité de zéros tendant vers tous les points
de f, et qui sont les points antécédents de I'origine; qu’enfin sadérivée
Y(z) y admet également une infinité de zéros tendant vers tous les
points frontiéres et qui sont les antécédents des zéros de R'(3), y
compris ces points enx-mémes. Nous devons maintenant étudier les
singularités de la fonction §(«) inverse de £(z), qui est naturellement
une fonction multiforme, puisque Xreprend une infinité de fois chaque
valeur finie. Partons de I'élément ¢, («) de fonction analytique inverse
de X(z), nulle a 'origine, réguliére et univalente dans le cercle T

). . ' . ( fu I?. {3)-
L’équation fonctionnelle

Lo(su) =Ry ()]

(1) Sur les éguations fonctionnelles (B. S. M. F., Chap, VI, 1920).
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permet de faire le prolongement de la fonction {, dans tout le plan ct
de trouver ses points singuliers. En ellet, considérons la fonction

Y(w) ::E.—q [qio(-‘“)]

qui coincide avec , () dans I, R_, (z) désignant la branche de fonc-
tion inverse de R (z) qui est nulle & 'origine; quand « décrit T, le point
5= ,(u) décrit un domaine simplement connexe A entourant l'ori-
gine, ct le point R_, (5) décrit le domaine A_, antécédent de A et con-
tenantA; A_, correspond par I'égalité précédente au cercle de rayon £~

|51

décrit par le point w«; Y(u) est algébroide dans ce cercle, ou elle
admettra des points critiques algébriques si A_, contient de tels points
pour R_, (). in répétant cette opération, nous délinissons par ’équa-
tion

() =R, [by(sm )]

. . - f . 2] .
unc fonction algébroide dansle cercle : [u|; TsT” dont le rayon devient

infini avec n, identique a4 W,(«) dans le cercle initial ct dont les
valeurs recouvrent le domaine A_,, 7/"° antécédent de A contenant A.
Une valeur «" ne pourra devenir critique pour cette fonction que si la
valeur correspondante W', (s*«") est critique pour la fonction algé-
brique R._,(s); or I'on sait ou l'on vérifie immédiatement que les
points critiques de la fonction l—{__,t(z) dans D, sont les conséquents
depuis le rang zéro jusqu’au rang . — 1 inclus, des points critiques ¢,
¢, ¢y ... de la fonction R_, () contenus dans D,; on devra donc
avoir A
Pyt u*)y =R, (¢) (ozpin—~1),

ce qui équivaut, puisque 1", est univalente dans I', it
stuwt=ZI[Ry(c)]=sr3(c),

= ()
- S.
“*:‘;.75:7 (n—p:in).

Ceci étant, marquons dans le plan des « les points

2(e) () ()
- - -
T T T (=1, 3, ...),
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‘qui ont {infini comme point limite unique; remarquens qu'on peut
encore désigner ces points par

(O @) =

PO > s

(m==o,1,9, ...]

58 &, .. étant les zéros de R/ (=) intérieurs & D, en supposant tou-
tefois, comme il est permis, que les points ¢, ¢, ... n'ont pas d’anté-
cédents i I'infini; en effet, D, étant un domaine invarviant, ¢, ¢/, ¢/, ...
sont respectivement égaux & R (L), R(T), R(T"), ...5 X (o), X('),
X (¢") sont égaux a s X{0), sE(T), sX({")....

- Seit alors #, un point du plan des « distinct des points de I'en-
semble E que nous venons-de désigner et joignons O u, par une ligne L
ne contenant aucun point de K, formée par exemple de segments de
droite, mais absolument arbilraire au point de vue de 'analysis
sttus; soit L la plus grande distance d’un point de cette ligne & |'ori-
gine et déterminons 'entier 72 de maniére que

L
<55

: )
[aqe
!

la ligne L’. transformce de L par «' = sv«, est alors complétement
intérieure 4 I', et 'on voit bien que la formule

W) =R [V, (smu)]

définit une fonction analylique et réguliére le long de L; le prolonge-
ment analytique de I’élément initial de fonction W',(«) peut donc se
faire au moyen d'une chaine finie de cercles depuis O jusqu’en «,, le
long de cette ligne; tous les points du plan i distance finie autres que
ceux de E sont donc réguliers pour la fonction.

Je dis maintenant que tout point de E est un point critique algeé-
brique pour certaines branches de la fonction, régulier pour les autres.
En effet, soit 2 un antécédent dc rang m et intérieur i D,, du
point {; on a R, (x) = o pour # > m, comme il résulte de

R (3) = RU(2)RUR(2) ] R Rm () )

Prenons n > el assez grand pour que le domaine A_, considéré
N o] ()
plus haut et qui tend vers D, pour # infini contienne «; joignons Ox



L’ITERATION ANALYTIQUE ET LES SUBSTITUTIONS PERMUTABLES. 349

par une ligne C intérieure &t A_, et qui a pour "™ conséquente la
ligne C’ intérieure i A et joignant l'origine au point R, (x); i ce
point R,(«x), point de ramification de la fonction R_,(5) qui fait
remonter de A & A_,, la relation « = X(5) fait correspondre un point
du plan des u intérieur & I' qu'on peut appeler s*u”; la ligne L', cor-
respondant 4 €', joint ce point i 'origine dans I'; on a
stat =N R, ()] = s X (),
d’ou
w' =X (r):

d’autre part, la relation I}, (#) = { entraine

sm () =2Xx(L),
d’ou
20

a— .

5 m

Soit maintenant L la ligne déduite de [’ en multipliant par s'—

l'affixe de chaque point de L, et qui joint l'origine au point u”;
si I'on effectue le prolongement de ¢, () suivant la ligne L, la

relation
dlu)y=1R, f:'.!z“(,st” w)

montre alors bien clairement que «" est. un point critique algébrique
pour  (u), puisque la dérivée de la fonction ,(u«) n’est jamais
nulle dans I'. 1l suit de 14 que les points de E sont des points critiques
algébriques pour certaines branches de < (u) et que le prolongement
de cette fonction peut se faire le long d’un chemin absolument quel-
conque, si I'on admet les éléments alg-ébriques. Quant au fait que
certaines branches sont réguli¢res aux p.ointsde L, il découle aisément
de cette remarque bien facile & vériliex que les ordres des points de

ramification de R_, () restent toujours. bornés, tandis que le nombre
des branches de cette fonction quise p ermutent entre elles a Pintérieur
de D, croit indéfiniment avec 7.

Je dis maintenant que I'= est pou r toute branche de la fonction un
point critique transcendant; s’il co | ¢tait autrement il existerait une
ligne aboutissant au point a I'infi’ 43 sur laquelle { («) tendrait vers
une limite déterminée 4; or (uw )y = = reste toujours intérieur a Dy
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d’aprés la maniére dont on a construit cette fonction; de plus, on a

toujours
Il (u)]=u,

pour toute branche de la fonction, puisque cette relation est vérifice
pour I'élément initial ¢, (z), et que le premier membre représente
une fonction analytique de u; u tendant vers I'z et s vers 0, la
relation ¥ (5)= « montre que 0 est un point frontitre de D,,
puisque X(5) ne devient infinie en aucun point intérieur a D,.
Si Y (u) admettait un développement de la forme

4

b
f+ — + ey

)
m

u u
réciproquement « serait développable suivant les puissances descen-

dantes de (z — 6)5, et le point 5 =0 scrait pour X () un point ordi-
naire ou singulier algébrique, non un point d'indétermination comme
cela a lieu pour tous les points fronti¢res de D,,.

Il n’est pas inutile de démontrer, bien que cela puisse paraitre
évident, que les diverses valeurs de () fournissent bien toutes les
solutions de I'équation () =z, pour un point = quelconque inté-
rieur i D,. En effet, I'équation Z(z) = u entraine

2 Ral(s)] =s"u,

n étant choisi assez grand pou r que le point 8"« tombe & U'intérieur du
cercle I, et R,(3) a I'intériernr de A; comme A et T se correspondent
d’une maniére univoque par :: =, (x) et u =X (3), on a

R, '3) = (s 1),
5= T‘»n HJ“ (sn u )l'

z a donc bien été obtenu par le procédé de prolongement de ¢, ().
Ce qui précéde revient & dire que deux racines 5 et z’ de I'équation

I)=u
sont toujours liées par une relatio,1 de la forme

Rn(:') — B"(:',)t
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(qui définit une substitution algébrique ; 'ensemble de ces substitutions
pour toutes les valeurs de » forme un groupe, discontinu & l'intérienr
de D,, et qui admet la fonction X(5) comme invariant absolu et carac-
téristique. Nous reviendrons dans un autre Mémoire sur 'étude de ce
groupe, dont nous avons indiqué diverses propriét¢s dans une Note
récente (C. R. 4e. Sc., t. 173, 1921, séance du 24 octobre).

Connaissant maintenant d’une maniére approfondie les singularités
des lonctions X(s) et («), il est bicn facile d'en déduire celles des
substitutions permutables & R. Nous avons

§(3) = 2(=)])
Nous poserons comme plus haat .
w=2X(s),
puis

w=1s"u et 2(3) == ().

La fonction J(w) admet comme points critiques a distance finie les
points de 'cusemble 155 pour que « viennc coincider avec un point

- T ES BT .
de E, par cxemple le point —;(”;,), il faut que 'on ait
sa=200
! SANS T (rgm

Dans un domaine fermé D' complétement intérieur a D, Uensemble
des équations analogues & la précédente, ot 'on remplace { successi-
vement par les valeurs Z, ¢, U, ... en nombve fini et m pav o, 1, 2, ...,
n'admet qu’un nombre fini de solutions puisque le¢ second membre
tend vers l'infini avec m et que Z(z) est bornée dans D'. Les points
racines cn infinité dénombrable de Uenscmble des équations précé-
dentes ont donc leurs points limites sur la frontiére de D,; «(5) cit
donc analytique dans 1), sauf en des points isolés.

oy . .30 . . .
Considérons le point ' = —(,T On peut joindre ['originc au
' 5 jou

point " par une ligne ¢ telle que la fonction ¢ (w), nulle & 1'origine
et suivie par continuité le long de cetle ligne, ait un point critique

R . . vy e . . "
en w'; soit £’ la ligne déduite de ¢ par la transformation z = 5+ On

peut faire décrire au point 5 dans son plan une ligne ¢ partant de
Journ. de Math., tome II. — Fasc. 1V, 1g923. 46
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Porigine ct telle que le point « = (5) déerive ¢'; car ona s = b (u),
et 'on peut prolonger la fonction $(u) lc long de {';le chemin e
obtenu va de l'origine &4 un point * intérieur a D,; la fonction g(s)
prolongce le long de © admet certainement un point critique algé-
brique en s*, saul peut-étre dans le cas ot ¥'(z*)=o0. Que faut-il
pour que cela ait lieu? Les points racines de X'(z) sont les points et
lears antécédents ; le lecteur trouvera la démonstration de ce fait dans
mon Mémoire cité sur les équations fonctionnelles, ou Détablira
lui-méme en partant de 'expression
2(z)=lim—~——~*

THTx

R, ().
s

Si donc 5™ est racine de X'(3), on a, en désignant par {' une cer-
taine racine de R'(3), et p un cntier posilif,

X[ Rp(s7)] = s 8(=") = X(2).

Comme on a d’autre part

_2®

y m

. s E(5) == )

il vient, en égalant les deux valeurs de X(z*),

Ainsi, si I’on se donne { et ne, pour que les points racines de I'équa-
Lion '

ne soient critiques pour aucune branche de g (), 1l est nécessaire
qut, §" soit de la forme précédente, p élant un entier positif ct { une
racine de R'(z), distincte ou non de {. Cetie condition doit étre véri-
fiéc, en particulier, si g(z) n'a qu un nombre fin de points critiques
a intérieur de D,. Comme les points {, 7', ... sont en nombre limité,
on a donc
) '— A:sP
s'=A;sr,

les constantes A; étant en nowbre limité. Si nous posons

s'=s3%, &(3) =Rqu(3),
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'indice d’itération « ne peut prendre, dans ces conditions, qu’'un

. ., . 24T T
nombre limité de valeurs suivant les modules s et os’ c’est-a-dire

b=
que les fonctions g'(z) correspondantes sont de la forme

R, [ (:)]=g" [ Ra(2))s
les fonctions ¢ étant en nombre limit¢.

Supposons en particulier que g () soit une fonction algébrique ;
o (3)=R,.(35) sera évidemment une fonction algébrique, quel que
o9 9% e

soit 'entier ¢ ; comme le multiplicateur dc cette fonction a l'origine

est s7, on devra avoir
s'= A sn,

Comme les Ay sont en nombre limité, en faisant ¢ =1, 2, ... on
devra retrouver deux fois le méme :

s'hi= A s™,
.\'I’/J: f\[. S""',
Y
d’olt
Sl'/z_'ll':_" s"‘l_“l‘
) . .
c'est-a-dire

— st"

m et m’ étant des entiers non nuls; les deux fonctions R(z) et 2(3)
sont donc liées par unc relation de la forme

: ;“.IIII(:)::[%”‘(;).

Ainsi toutes les substitutions algébriques permutables 4 R et ayant
un point double & 'origine satisfont & une relation de cette forme (').
1 3
Parmi ces fouctions se trouvent toujours les itérées d'indice cntier
ositif ou négatif de R(z). On est certain qu'il n'y en a pas d’autres
\ 8 ‘ Lain q y P
uand il y a un seul point racine de R'(z) & 'intérieur du domaine D
1]
puisque I'on a alors {’ = ¥, par suite s'= s#~*, donc

g(;) = "p.-u(:')'

. . . . m
(') On doit remarquer que la partie fractionnaire de e n’a qu’'un nombre

fini de valeurs.
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IFaisons maintenant une remarque a peu prés évidente, c’est que =,
restant intérieur & Dy, il en est de méme de g(z) : cela résulte immeé-
diatement du fait que la fonclion J(sv) ne prend que les valeurs repré-
sentées par les points intéricurs a D, pour toute valeur finic de «;il
résulte en outre d’un raisonnement fait plus haut, que g(s) prend
effectivement toutes les valeurs de D, et fait ainsi la représentation
conforme de D, sur une surface de Riemann, généralement & une infi-
nité de feuillets, étendue sur D,. D’autre part, si z décrit un chemin ¢
dont tous les points tendent vers I'ensemble frontiére f, nous savons
que X(z) admet toujours l'infini comme limite d’indétermination;

comme toute branche y = g(z) de la fonction g (z) vérifie I'identité
sS'E()=X(y),

le second membre est également non borné dans ces conditions, ce qui
implique qu'il y a des points frontiéres dans le domaine d’indétermi-
nation de y; en particulier, s'il arrive que (=) est continue sur ’en-
semble frontiére, cet ensemble est invariant par la substitution consi-
dérvée || g ()]

Faisons I'hypothése que g () est uniforme dans D, ; il en sera de
méme des itérées d’ordre entier et positif de 2(z), qui toutes laissent
invariant le domaine 1),. Le raisonnement fait plus haut concernant le
cas ol g(z) estalgébrique est encore applicable, et g(z) vérific une
condition de la forme

gu(3)=R,(3),

n et p entiers; on peut supposer 2 >0, alors pZo, sinon R,(s) ne
serait pas uniforme dans D, tandis que 2,(5) est uniforme. On a
donc

sfe—gr (rn>o0,p o).

Je pense que g (=), vérifiant ces conditions, est nécessairement ralion-
nelle, mais ne suis pas parvenu a le démontrer dans le cas général.
Voici la démonstration pour le cas ot R(s) définit une substitution
a cercle fondamental de premiére espéce. Tout d’abord, g(s)ne prend
qu’un nombre limité de fois la méme valeur dans D ; en effet, d’'une
part il résulte de 'expression

g()=d['2(2)],
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que g(s) prend une fois au moins toute valeur de D,: il en est de

méme de '
gn 1 (3)= L!’I,“J"i‘}:‘(:)]'

Done si g(5) prenait en N +1 points la méme valeur, N étant le degré

de R, (=), il en serait de méme de

‘#‘ign l(s)]: RP(‘-')’

ce qui est impossible. Fnsuite, si = décrit un chemin aboutissant en un
point de la frontiére f de D,, les limites d’indétermination de g(=)
qui compreanent, comme nous I'avons vu, au moins un point de f, ne
conticnnent aucun point intérieur & 1),: sinon il y aurait, comme on
le sait, au moins un continu limite intérieur a D,: il y aurait donc
aussi une infinité de limites d'indétermination pour

.1."11(3):3.11--11"57(:)]3

ce qui n'est pas possible puisque cette fonction est rationnelle. Si I'on
suppose que f est la circonférence unité, il s’ensuit que |g(z)] tend
vers 1 sur f, ct cela uniformément ; désignons par a, b, ..., d les zéros
en nombre fini de 2(3) autres (ue zéro ct intérieurs a D,; par
‘a, b, ..., d les symétriques de @, b, ... d par rapport au cercle unité ;

la fonclion rationnelle
s—a s—d

h(s)=z = ——=

s—a s —d

a un module constant pour | 5| = 1; comme d’ailleurs le rapport ILE—;;
n'a ni zéros ni poles dans D,, et que son module est conlinu et de
valeur constante sur la circonférence, on conclut de propositions élé-
mentaires de la théorie des fonctions que ce module est constant
dans D, ; la fonction % est donc une constante et @(z) est ration-
nelle. 7 C. Q. F. D.
Revenons maintenant au cas général et démontrons que, s’ ayant

une valeur quelconque, les points frontiéves de D, sont singuliers pour

toutes les branches de g(s); supposons qu’une branche g( =) de cette
fonction soit réguliére au point 9 de £; on a I'identité

SY(H=Y]g()]F =)
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Nous savons que X'(z) est nulle en une infinité de points {_, anté-
cédents de (et tendant vers ; d’out

¥r D] @) =0,

et comme le second facteur n'est pas nul, au moins i partir d’un cer-
tainrang n, on a :
: :ll.g(c-n)]:os
ce qui entraine

.g‘»( :-—ll) = :’—un
¢’ étant une autre racine de R'(3) el 72 un entier ~o. On a ensuite les
égalités évidentes .

MeEnl=s 2 =2,
: Uy,
. ‘\"(:n):’é‘,‘,‘L(:%

- LIRS
-\'(CL/") = ;_,Z‘\"(C/)‘

L 2(ED

shm et s A gl

s L2
X

]
ax|r

A ue prenant qu’un nombre fini de valeurs, les mémes que celles
obtenues dans la discussion précédente, el p étant un entier de signe
inconnu. Ainsi donc les itérées d'indice quelconque de R(z) sont des
fonctions admettant dans le domaine D, une infinité de points critiques
algébriques dont les points limites sont tous les points de 'ensemble
fronticre de D,; ces dernicrs points sont singuliers pour toutes les
branches de ces fonctions. |.’une de ces propriélés ne cesse d’exister
que pour une infinité dénombrable de valeurs de I'indice d’itération,
qui sont congrues (mod 1) & un nombre fini d’entve elles: parmi les
fonctions exceplionnelles se trouvent les itérées d’indice entier; en
_général il n’y en a pas d’autres ct ¢'est toujours le cas quand D, ne
renferme qu’un seul zéro de R’(z).

Il est essentiel de remarquer que le probléme de l'itération analy-
tique ainsi résolu n’a pas recu une solution trés satisfaisante; en eflet,
les fonctions itérées ne sont pas uniformes dans lewr cnsemble, non
seulement dans D,, mais méme dans un cercle de rayon arbitraire-
ment petit ayant son centre & l'origine, les points critiques de ces
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fonctions tendant vers I'origine quand A croit indéfiniment par valeurs
négatives, ou a partie réelle négative, comme on lc voit en prenant
par exemple % réel négatif.

L’isomorphisme du groupe continu de substitutions ainsi défini avec
un groupe de translations n’est qu’apparent, du moins quand on con-
sidére la totalit¢ des transformations du groupe. Ceci s’applique
notamment au groupe discontinu de lransformations dérivé de la
substitution rationnelle donnéc et de son inverse ct qui s’obtient en
donnant & 2 des valeurs enticres; ce groupe n'est nullementisomorphe
a un groupe cyclique simple de substitutions linéaires hyperboliques
comme on pourrait le croire au premier abord; ce n’est méme pas un
groupe abélien; en effet, soient R’ , R', deux branches de Ia substitu-
tion inverse de R, la premiére étant celle qui transforme 'origine en
elle-méme; si Von applique d'abord la premiére puis la seconde,
Uorigine se transforme en un point antécédent « distinct de O} si au
contraire on applique d’abord la seconde puis la premiére on obtient
d'abord «' antlcédent de O, puis B nécessairement distinct de «,
puisque I'on a R(a) = o, et R(B) =o'~ 0; la définition précise des
opérations considérées ici exigerait naturellement la considération
d’un systéme de coupures invariant par | 3|R(s)] que I'on définiva
sans peine; mais quelles que soicnt les déterminations choisies, on voit
que l'on a toujours

1y 21 2 1 0
RO, RE 25 RY RO

Le groupe obtenu n’est donc pas abélien; il doit en outre éire
considéré comme dérivant en général de v substitutions distinctes,
v étant le nombre des branches de R, qui se permutent entre elles &
l'intérieur de D,. C’est ce qui explique pourquoi I'étude de ce groupe
disconlinu, a laquclle esl consacrée cn grande partic notre Mémoire
cité plus haut, est trés complexe et comparable, par exemple, i I'étude
des groupes fuchsiens. On voit ici I'importance de ce fait que R, pré-
sente toujours au moins un point critique & I'intérieur du domaine
invariant D .

Si l'on revient maintenant au groupe continu, on peut encore
remarqucr (ue la fonction itérée R, (=) n’est pas une fonction uniforme
de A; en eflet

Ry (2) = W[s*X(3)]
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devient ramifice comme fonction de A pour

P35 =5 (A=)
S"H_)':: ‘1\ )
2(3)
d'ou
log A +onir
g 2nLT
p-h= =(2) )
logy

cc qui peut encore s'écrire
=+ wmy + [C 4 C'logX(z)],

m,, m, élant des entiers; v, G, C’ des constantes dont la premiére est
toujours imaginaire et la troisiéme non nulle; on a donc un ensemble
de points congruents par rapport a an demi-réseau (m,<0) de paral-
lélogrammes, mais dont I'un peut &tre pris arbitrairement en donnant
4 5 une valeur convenable (*). On ne peut donc pas appliquer sans
précautions la formule

R Hy'( )= R)\_,,g( h

D’une maniére générale, on doit observer que les propositions
générales relatives aux groupes finis ne peuvent plus éire appliquces
sans restrictions quand les fonctions qui définisscnt les transformations
cessent d’étre uniformes soit par rapport aux variables, soil par rapport
aux parametres.

Des circonstances analogues se présentent dans l'élude analytique
des équations différentielles. !

En résumé, les fonctions réguliéres & 'origine, nulles en ce point,
qui définissent des substitutions permutables a la substitution ration-
nelle [z]R(s)] possédant elle-méme & l'origine un poinl double
attraclif de multiplicateur non nul, ont en général une infinité de
points critiques algébriques mobiles, c’est-a-dire dépendant de la
constante arbitraire, et une infinité non dénombrable de points sin-
guliers transcendants fixes (fui sont les points limites des précédents.

(') Si Pon prend s* comme paramétre, les points critiques, distribués sur une
droite ou une spirale, forment un systéme & un seul indice et tendent vers
I'infini; ils dépendent toujours de s de sorte que l'un d'eux peut prendre une
position arbitraire,
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ot
o)

. CHAPITRE 11.

LUTERATION ANALYTIQUE AU VOISINAGE D'UN POINT DOUBLE REPULSIF.

Quand on se place au point de vue local, ce cas cst identique an
précédent, comme on levoit en remplacant la substitution donnée par
son inverse; mais lorsqu'on étudieles singularités des fonctions itérées,
la fonction donnée étant rationnelle, on obtient des résultals entiére-
ment différents de ceux du paragraphe précédent. L’itération analy-
tique se défimit toujours par

S =0o[sN(H)],

la fonction X(z) vérifiant la méme équation fonctionnelle que la
fonction £(5) de M. Keenigs, tandis que ¢(x), fonction inverse de X(3)
et qui remplace la fonction $(«) de tout a I'heure, satisfait i la relation

o(su)=Rlo(w)]  ([s|>1)

Mais maintenant ¢(«) représente une fonction uniforme, méromorphe
en géncral, entiére si R est un polynome; c’cst la fonction de Poincaré
(que Lattés a eu I'idée d’introduire dans 1'étude de litération des
'onctions rationnelles; X(z), fonction inverse de z(«) cst au contraire
fonctions rationnelles; X(z), :
une fonction multiforme.

Rappelons quelques propriétés connues de la fonction ¢ («) :

Au point de vue des valeurs exceptionnelles de ©(«), au seus de
M. Picard, trois cas sont a distinguer : .

1° Ily a deux valeurs exceptionnelles; la substitution |5 |R(z)] est
alors la transformée par une substitution linéaire de (s|3s*"), la fonc-
tion ¢ (u) se rameéne & ¢“, en faisant correspondre la valeur u=o0 an
point double répulsif z =13 la fonction inverse log=s admet les deux
points singuliers transcendants o et .

2° 11 y a une seule valeur exceptionnelle; [z[R(z)] est alors la
transformée linéaire d’une substitution rationnelle et enticre; on peut
donc prendre pour R(z) un polynome, pour %(«) une transcendante
enti¢re, la valeur exceptionnelle unique étant inlinie. X(3) admet

Journ. de Math., tome 1I, — Fasc, IV, 1923, ~,l7
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toujours 'infini comme point critique transcendant; elle posstde en
outre des points critiques algébriques ui sont les conséquents (i
partir du rang 1) des points racines de R'(z). Elle peut admettre enfin
d’autres points critiques transcendants qui sont les valeurs asympto-
tiques finies de 3 (), et qui appartiennent toujours a l'ensemble E|
dérivé des conséquents des points racines de R’ ().

3° Il n’y a pas de valeur exceptionnelle; on peut alors supposer,
en transformant au besoin R(z) par une substitution linéaire préalable
que l'infini n’est pas un point critique des {fonctions R_,(3). La fonc-
tion o (u) est alors une fonction méromorphe sans poles multiples; les
points critiques algébriques de X(z) sont les conséquents des points
racines de R’(=); les points critiques transcendants ((ui peuvent ne
pasexister) certains des points de I'ensemble dérivé de ces conséquents.

On obtient facilement maintenant les singularités de /(). Dansle
premier cas, on a

7 (3) = e

fonction ui admet en général les deux points critiques o ¢t s, et qui
devient algébrique pour les valeurs commensurables de s, rationnelle
pour les valeurs entiéres; 'indice d’itération X est donné par &' = m"
logs’
logm
résultants du Chapitre 1, f(z) étant algébrique pour des valeurs du
multiplicateur ou de I'indice qui forment un ensemble dense; en vutre
JS(3) devient rationnelle pour des valeurs réelles et incommensurables
de I'indice d’itération.

Placons-nous maintenant dans le cas 2° ou 3°. Lexs seuls points sin-
guliers possibles de f'(3), en laissant de c6té les poles, sont les points
critiques de X (), d'abord les points critiques algébriques qui sont
pour (=) des points de méme nature, puisqu’ils font acquérir & l'ar-
gument w =s'X () de la fonction 9 des valeurs finies; ensuite les
points critiques transcendants; si = tend vers un tel point, la branche
correspondante de N\ (z) tend vers l'infini, il en est de méme de w';
réciproquement, o ne lend vers Uinfini que si s tend vers un point
critique transcendant de X (3). Ces points sont en général pour f(s)
des points critiques transcendants, De toute facon les poinis critiques

ou A=

- On voit qu'il y a une différence essentielle avee les
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de f(=) sont fixes, ¢’est-a-dire indépendants de s'. Il est & peu prés
¢vident que f(z) ne peut devenir fonction algébrique de = que pour
des valeurs de +', en infinité dénombrable. Démontrons-le en toute
rigueur. Soil

s= o {w)

'}:f(:) =o(s'u),

et supposons y et = liés par une relation algébrique de degré m et
irréductible :
SAVB=P(y,3) =0,

dont nous laissons les coeflicients indéterminés; 3 («) étant dévelop-
pable autour de I'origine en série entiére : « +- @ «*+ ..., le poly-
nome P (y, z) peut étre développé suivant les puissances de «, et en
¢galant & zéro lex coefficients, on obtient une infinité de rclations
linéaircs et homogetnes par rapport aux coefficients A, ol s” entre
rationnellement. Comme ces relations sont compatibles par hypothése
et quil ne peut exister plus d’unc velation de la forme précédente, un
nombre suflisamment grand de ces équations de condition détermine-
vont les rapports des cocflicients A & I'un d’entre eux, sous forme de
fractions rationnelles en s’. Mais si Loutes les équations de condition
se trouvaient vériliées quand on laisse ' arbitraire, on aurait une
relation de la forme
XA o%(w) 0B (s'u) =o,

et en donnant & « une valcur numérique fixe «, différente de zéro, on
obtiendrait ume relation algébrique entve o (s'w,) et s’, dont les coelli-
cients ne seraicnt pas tous nuls pour un choix convenable de «,; cela
vevient & dire qu’il y aurait une relatiou algéhrique entre « et o (u),
ce qui est impossible puisque » est une fonction méromorphe, non
rationnelle. Ainsi donc 'une des équations de condition n’étant pas
identiquement vérilice quand on y remplace les A par leurs valeurs en
fonction de s’ donnera une équation algébrique en s ayant un nombre
fini de solutions. Il n’y a donc pour un degré donné 7 qu’un nombre
fini de valeurs de ' qui donnent lieu & une relation algébrique entre y
et 33 en faisant varier sz, on obtient pour s au plus une infinité dénom-
brable de valeurs.

Considérons en particulier les fonctions elliptiques telles que 9(pu)
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s’exprime rationnellement en fonction de ¢ («) pour p cntier ct qui
appartiennent & la classe de fonctions méromorphes considérées ici;
X (=) est alors une intégrale abélienne de genre 1 et de premiére
espéce qui n’a comme singularités que des points critiques algébriques
en nombre fini; la fonction /(=) posséde alors, quel que soit &, la
méme propriété; de plus f(z) devient algébrique pour toutes les
valeurs rationnelles de s'; on a done encore une infinité de valeurs
de s’ qui donnent pour f(s) une fonction algébrique.

Supposons maintenant que f(=) soit uniforme dans tout son domaine
d’existence qui comprend d’ailleurs tout le plan, sauf un point au

plus; je dis que f(5) est nécessairement rationnclle. En cllet, d’apres
la relation

o (s"w)y =R, [0 («)],

le #'™° conséquent d’un petit domaine du plan des s entourant Pori-
ginc couvre lout le plan pour une valeur finie de n, sauf dans le cas 2°
ou, linfini étant une valeur exceptionnelle, cc domaine conséquent

recouvre seulement un cercle de rayon arbitrairement grand entou-
rant l'origine; en vertu de I'identilé

Rl /()] SR (3) ]

ou

J(3) =R, LIRS

il existe toujours une branche de f(z), faisant le prolongement de
Pélément initial holomorphe ¢t nul & l'origine, et qui est algébroide
dans un dowmaine recouvrant tout lc plan (cas des fonctions méro-
morphes sans valeur exceptionnellc), ou dans un cercle de rayon
arbitrairement grand (cas des fonctions entiéres). Comme f(3) est
supposéc uniforme, clle est nécessairement rationnelle dans lc premier
cas, enli¢re (transcendante ou non) dans le deuxicme cas. Je dis

(ju’aucune fonction transcendante entiére ne peut vérifier une identité
de la forme

SN =Rf()]

ot R est un polynome. ku effet, soit B (r), lc module maximum
de |/(s)| pour |z|=r; d'aprés un théoréme de M. Hadamard,
log 3 () cst une fonction convexr de logr = p, que nous pouvons
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appeler M (). Si g, > p, on a donc
M (o) > (o1 — p) M'(p),

M'(p) désignant la dérivée & droite de M(p), qui existe toujours et
(ui est une fonction monotone de p; si M'(p) restait bornée pour p
infiniment grand, on aurait : M(p) < Ap, A étant une constanle,
c'est-a-dire S (r) <, ce qui est contraive au théoréme de Liouville.
Si donc nous faisons croitre g et o, indéfiniment de manicre que

> ko (k>1),

on aura
M (1) > (k= 1) M'(2) 0.
\ M < s -
d’oit I'on conclut que ll—(pe'—) tend vers Pinfini. Considérons alors

I'équation fonctionnelle précédente. En appelant 7, le module
de 5, = R(5), ele degré de R (3), on a la double inégalité

1
3 ’.r< r < “'/.

.

B et I3’ étant des constanles positives, dés que 7, dépasse unc certaine
limite. L’équation lonctionnelle donune alors 'inégalité

"
M ()< T

d’oti 'on conclut, en prenant les logarithmes des deux membres, que

M (Pl)
P

reste borné ; mais, d’autre part, on a
log ry>e(logr —logh'),
d’oli
P‘>/‘P (/'>>')’

pour p suffisamment grand; il y a contradiction avec la remarque que
nous venons de déduire du théoréme de M. Hadamard ; done f(s) ne
peut étre qu'un polynome.” D'une maniére plus générale, aucune
fonction transcendante entitre ne peut vérifier une velation de la
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forme

[P ()] =QLf ()]
ol P et () sont des polynomes.

Nous allons maintenant rechercher les valeurs de s’ pour les-
quelles f(z) est rationnelle. Cela revient & chercher les substitutions
rationnelles permutables & R et ayant avec celle-ci un point double
commun & J'origine. Faisons d’abord une remarque générale sur les
substitutions rationnelles permutables :

RIS(5) =S| R (]

Soit IY Pcnsemble des points ot les R,(s) ne forment pas une
famille normale dec fonctions méromorphes au sens de M. Montel;
nous savons que F est un ensemble parfait; son complémentaire O est
un ensemble ouvert formé d’'un nombre fini ou d’une inlinité dénom-
brable de domaines; appelons ¥’ et O’ les ensembles analogues & F
et O relatifs & S: et O sont invariants par R, I et O’ par 5. Soit {
un point de Oj je dis que {' = §'(7) est encore de O. En eflet, & un
petit cercle de centre { et contenu dans O, la relation ' = S () fail
correspondre un petit domaine entourant {’; appelons ¢ et ¢ les deux
domaines ainsi délinis; les fonctions },(z) forment une (amille nor-
male dans ¢'; on a, en effet,

R, (3') = R, [ S ()] = SR, (5)]

Des propuiétés des suites normales il résulte qu'on peut prendre ¢
assez petit pour que les domaines conséquents R, (3), représentés suv
la sphére de Riemann, resteni eux-mémes aussi petits que 'on veut;
il en sera de méme des domaines transformés de ces dernicrs par 8,
c'est-a-dire en vertu des relalions qui précédent, des domaines R, (¢").
Les domaines R,(8') restant ainsi bornés projectivement, ct, par
cxemple, compris dans un hémisphére de la sphére de Riemann, il
en résulte que ' appartient & O; en eflet, les conséquents d'un
domaine arbitrairement petit comprenant un point de I finissent par
vecouvrir toute la sphére, sauf an plus le voisinage immeédiat de deux
points.

Ainsi ' est de O done d’une maniére générale, si Cest de O, il en
est de méme de S,({), quel que soit n; ou, si 'on veut, ¢ étant un
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domaine fermé contenu dans O, il cn sera de méme de S, (2). Done
les fonctions S, (5) forment une famille normale dans ¢, puisqu’elles
n'y prennent jamais les valeurs en nombre infini de I'ensemble F; tout
poiut de O est donc de O, et comme la réciproque a lien en vertu du
méme raisonnement, on a O =0, I'=1", Ceci suppose, bien
entendu, que R et S sont loutes deux de degré > 1. Si 8, par exemple,
est du premicr degré, le vaisonnement précédent permettrail de
prouver que S est elliptique; mais on arrive plus rapidement & ce
résultat de la maniere suivante :
Soit [, (5), une fonction rationnelle linéaire telle que

LIR(5)] = RIL(5)]
ctsoil 2 un point double de [.; on a

L{r)y=ua,

LIR ()] =R (&),

R(.c) est donc encore un point double; si donc .’ est l'autre point
double on a : R(w) = oua’ et R(«")= ' ou.r; dans tous les cas,
R.(w)=w. Si &, &' sont distincts, on peut alors transformer R et 1.
par unc substitution linéaire préalable, de maniére & avoiv

Ry (3)rmasl+- bst+ et 4. .. (@be... o),
L(z) =ks

et, en exprimant la permutabilité, il vieut,

t
Ap=tem ft Y= = e

Si & est racine primitive de A*=1, les entiers p, ¢, ... sont congrus &
1 (mod/) ¢t R(z) prend la forme 3.\ (3); réciproquement, si R (3)
est de cette forme, la substitution correspondante est permutable aux
substitutions linéaires elliptiques de période /# ct de points doubles
(0 et ). On démontre du veste bien [lacilement qu'une substitution
parabolique ne peut pas convenir, Par conséquent, les substitutions L
sont en nombre lini puisque leurs points doubles sont en nombre fini
et que celles dont les points doubles sont donnés forment un groupe
cyclique fini, Le groupe lini des substitutions L peut d'ailleurs coin-
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cider, comme on le verra facilement, avec 'un quelconque des groupes
de cette cspece.

Revenons maintenant & la représentation analytique des substitu-
tions permutables et & la recherche effective de celles qui sont ration-
nelles; on est ramené a trouver les fonctions de Poincaré possédant
deux théorémes de multiplication :

(se)==Ro(u)]
Q(.s w)="5{o ()]

Je dis que =i S n’est pas du premier degré, on doit supposer | s| > 1
(ona|s|>1, par hypothése). lin effet, dans un petit domaine du plan
des = entourant lc point double répulsif, et correspondant & un petit
cercle du plan des u qui entoure w« = o, les fonctions S, (=) ne peu-
vent pas former unc famille normale, puisque les ensembles I et I
coincident et que le point double répulsif (3 = o) de R appartienti I,
Or,on a
o (s"u) =8, 9 («)];

.

si 'on avait |¢’|:21, le premicr membre resterait borné pour |« < ¢
et #—> + . On doit donc supposer | 8’| > 1, sauf dans le cas oti S est
du premier degré et par suite de période finie /4, ce qui entraine s*=1.

Comme on a
o(s*n)y -R,[a(w)],

o (") =Sl g (@)

nous dirons que les deux théorémes de multiplication envisagés ici
sont essentiellement distincts si I'on a s" £ ', parsvite R, ()£ S ,(3)
et nous nous efforcerons de trouver les fonctions 9(u) possédant une
telle propriété et dont nous avons déja donné des exemples.

A I'ensemble parfait I¥ du plan des z, la relation : = ¢ («) fait cor-
respondre dans le plan des « un ensemble parfait I, invariant par les
deux substitutions linéaires (1 |su) et (u|s'w), de sorte que si u
appartient a IT, il en est de méme de ™ ™« pour m, et m, entiers,
Cherchons quelles valeurs peut prendre le facteur

N gl I Rt gty

(w,==logs, wy == logs’. e 20 w)
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ou encore l'expression m, ©, 4 m,w, -+ My, POUT i\, N2y, M, €ntiers,
sachant que cette expression n’est jamais nulle quand n1,, ne,, m, ne
sont pas nuls tous les trois, puisqu’il n'existe aucune relation de la
forme s” = s'#. Deux cas sont & distinguer :

4] . . . . . .
1° Le rapport ~* est imaginaire et les points multiples entiers de w,
g

n'appartiennent jamais aux droiles joignant deux sommets du résean
de parallélogrammes construit sur (®,, w,). Les composantes du vee-
leur w, suivant w, ct w, sont dec la forme hkw,, k' w,, k et A" étant des
nombres réels et incommensurables qui ne sont iiés par aucune relation
lincéaire & coeflicients entiers; en effet, de

oy, == ko = L' or,
Pl okt py=o,
on déduirait

Pay =Kk (pawy— prmy) - patoy,

exprimant que le point p,w, se trouve sur la droite joignant le point

Pawy au point p,w, — (p, p,)w,, c'est-d-dire deux points du réseaun
(distincts, puisque p, et p, ne sont pas tous deux nuls); on peut alors
écrire

My = Ry e = g g = o (1 g R g (g == e KTy == kg - pioy,

En vertu d’un théoréme général di a Kronecker concernant la réso-
lution approchée des équations de Diophante et dont nous donnons &
la fin de ce travail une démonstration simple pour le cas particulier
qui nous occupe, les expressions

k= e - my k.

g my—+ ny k

s'approchent autant que U'on veut et simultanément de tout systéme
de deux valeurs réelles donndes & I'avance. Les points Aw, + ww, sont
denses dans tout le plan, il en est de m¢me des s '} par suite 11
couvre tout le plan des «, I' tout le plan des z. On sait qu'une telle
circonstance ne peut pas se présenter st R est un polynowe, c'est-
a-dive si p(u) est une transcendante enticre ; mais elle se présente pour
les fonctions elliptiques & multiplication complexe et de maniére que

Journ. de Math., tome L. — Iasc. IV, 1gad. /IB
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les nombres s et &' présentent les caractéres que nous venons de leur
attribuer. Soit par exemple une fonction elliptique, telle que pu,
admettant une formule de multiplication rationnelle par un eutier
ordinaire arbitraire et pav I'entier quadratique imaginaire s' = g,
on posera donc

logs = log I\,

| .
:—llog:\\ -+ 10,

logs’ - logp + (0 =
N étant la norme de §'. Une relation linéaire & coeflicients entiers
entre les quantités désignécs plus haut par & et &' équivaudrait &

S
. l, =
R >

N My .-

?
1,
TN N .l, 'l“ . ‘,\ i'*- .
cc qui est unpossnble s1 'on suppose Iv premier a I\ el - incommensu

9
- n'est com-

s

rable; cette derniére condition est en général vériliée;

. 8 . e .

mensurable que si le nombre -5 st une racine p™* de lunite, par
V! ’

suite un entier algébrique, cc qui n’a pas lieu en général; on le cons-

tatera sur I'exemple

/ \ R
s'=2 4 \/—3, oI

= LI SN
=, - BT E==00

[OVF ) . . 3
2° Le rapport = est réel ¢t incommensurable, ou un point multiple
h

catier de w, se Lrouve sur une droite joignant deux points du résean
(o, ®,).

Placons-nous d’abord dans la seconde hypothése: le rapport

g

[N
est imaginaire, ct le point pw, se trouve sur une droite du réseau
(o, w,), p étant le plus petit nombre positil qui satisfasse & cette
condition} soit.« cette droite du réseau; si ¢ ne passe pas par 'origine,
la premicre droite du réseau paralléle & o que I'on rencontre & partir

de I'origine se dédujt de d par une homothdtie de rapport é et de

. .. . (l’ ’
centre (), ¢ étant un entier positif; lc pomlp———q'-'i s¢ trouve par cousé-

quent entre deux sommets du réseau qui forment avec l'origine un
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triangle, moiti¢ d’un parvallélogramme géndérateur du réseau; soient
), ©} les deux sommets en question; on a ’

5(.)3 et (",1 - /fm'._,. -
A ¢tant un nombre réel (compris entre o et 1), néeessairement incom-
mensurable; tout point Q du systéme m, @, + w0, + m,w, peul
AUssi e Teprésenler par m2, o, 4+ w4+ 1, w,, el en' remplacant o'
par sa valeur tirée de Uéquation précédente,

N ]
Qg = oy (My— k) 4= ey L My
2 7

in vertu d'une propricté classique des incommensuvables, ne, — hne,
prend des valeurs infiniment voisines de tout nowmbre réel pour v,
et m, enticrs; d’autre part, p et ¢ ¢tant premiers entre eux, on peut
¢erive

, om
Q=)+ myey -+ — oy,
q

A dtant un pavamétre véel qui prend des valeurs diseréles mais denses
de - & 4+ oo, ot prenant les valeurs enticres d'un systéme com-
plet (mod ¢).
Si la droite d passe par Povigine, on a
by =T 7I‘1r.k'_= (&, réel, incommensurable),

Q== iy A (0t mg k) oy = my o', - g,

A ¢tant encore un paramétre qui prend des valeurs réelles el denses
de- -0 A +».

- v o« 0, N .
Enfin, st *est réel et incommensurable, on a
|

L
= A ony,

Q = (g - kg ) g+ Myng= rory + my0,.
En définitive, on peut écrive, dans tous les cas,

L
s Ay hiy1-2iTt—
S g q,

A conservant sa significalion, m prenant les valeurs entiéres d'un sys-
téme complet (mod ¢); ¢ peul dtre égal ou inférieur & 1; @ n’est pas
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nul, sinon on aurait | " s™| = 1, contraircment i Uhypothdse |s|>1
ety [ > 1.

Soit «, un point fixe du plun des w«; posons

. u,= eXeits,
Il vient

SR ;-:'m-'-; )
!

s gl ty= ¢Forhe o ,

ou
w—=ce! ci\x'l-#‘/.T.

en posant
== oty -+ 7‘!(,

ms
L=, — Cx, -+ 2

s

¢ prend toujours des valeurs denses de — o A + 0, ¢ est indépen-
dant de «,; % seul en dépend et prend en outre ¢ valeurs distinetes
(mod »w). L'équation qui donune # définit un systéme de ¢ spirvales
logarithmiques égales, et qui restent égales & 'une d’entre elles quand
on fait varier x5 elles s’enroulent toutes dans le méme sens autour de
Porvigine. Pour = o, ces spirales sont remplacées par des droites.

Sil’ensemble parfait 1l ne couvre pastout le plan, il est donc constitué
par un faisceau de spivales ou de demi-droites issues de P'origine;
chacune de ces lignes coupe cn un seal point un cercle de centre O
sur la circonférence d’un tel cevcle, il existe des arcs contigus a 1.
Examinons le changement produit suv ce faisceau par la substitution
(1 |su) et ses puissances; nous savons qu’il est invariant: or, si I'on
pose

§ = ch-rilr’

il vient ‘
$P U = pttph pitctevtphy — ot cl'vl'-!—i)(-)—l'[!(k-—l'h“

en posant
t'= 1 + ph.

La substitution (u]s?«) produit donc sur ce faisceau V'cffet d'une
rotation de I'angle p (A --¢h); done pour que les transformés suc-
cessifs d'un arc contigu & II, qui doivent rester des arcs contigus,
n’empictent pas les uns sur les autres, il faul que &k — ¢k soit commen-
surable & 2= douc il existe une puissance de la substitution (u|s«)
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qui laisse invariant le secteur, contigu a lI, limité par deux spirales ou
deux droites du faiscean. Remarquons que 1T est continu, deux de ses
points pouvant toujours étee veliés & 'origine par deux arcs de spirale.
Cherchons la traduction de ces faits dans le plan des =z, (uand on
pose == o(u); pour éviter les difficultés rclatives aux valeurs
limites de 9 (2) & Uinfini, les domaines considérés n’¢tant pas bornés,
cousidérons seulcment la pavtie A, du secteur A intérieure & un peltit
cercle de centre O; & A, correspond point par point un domaine D,
du plan des z; comme (u|s”u) change A, en A, >4, on en conclut
que [z|R,(5)| change Dy en D), > D,: le domaine D, contigu a I,
dont font partie D, et D) est par suite invariant par la méme substi-
tution : aux deux arcsdespirale qui limitent 4, correspondent deux arcs
de courbe simples au sens de M. Jordan, et dailleurs analyliques sauf
en O dans le plan des =5 ces deux ares qui font partie de I constituent
la frontiére de ce domaine D, en y adjoignant la coupure artiticielle
formée d'un arc analytique, image de U'arc de cercle par lequel on a
himité A,. Remarquons, en outre, que 1) est simplement connexe,
puisque I est continu en vertu de la remarque faite plus haut au sujet
de U, Je dis enfin que D n’est pas un domaine invariant singulier, au
sens que j'ai donné & ce mot dans mon Mémoirve cité, c¢'est-d-dire que
les fonctions limites des itérées de R(s) ne peuvenl y étre que des
constantes; en eflet, nous avons démontré qu'un domaine singulicr,
invarian! par une substitution rationnelle | z|T ()], nc contient qu'un
antécédent de chacun de ses points, les points limites des antécédents
successifs étant fonctions de la position du point initial: orle domaine 4,
contient les transformés de ses points par les puissances négalives de
la substitution («|s”«), lesquels tendent uniformément vers l'origine;
donc le domaine D, contient les antécédents successifs de chacun de
ses points, obtenus pav certaines branches de T_,(z) ou —R_,,(3),
ces points tendant uniformément vers Porvigine. Hl ¥ a contradiction
avee le théoréme que nous venons de rappeler et hypothése que A est
un domaine singulier.

Donc D w’est pas un domaine singulier, ¢t ne peut étre, comme je
I'ai démontré en détail, dans mon Mcmoire sur les ¢quations fone-
tionnelles, que le domaine immédiat d’un point double attractif ou
d’un point double singulier de multiplicateur + 1; comme, en oulre,
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la frontiére continue de ce domaine présente des arcs analytiques
isolés, il faut nécessairement que la frontiére de ce domaine soit une
circonférence (ou unc droite); ou un arc de circonférence (ou un
scgment de droite), cette ligne frontiére constituant a elle seule
Pensemble F. Cette propriéié, qui est veaie pour |ziR,(3)], Vest
¢galement pour | 3| R(3)]. Cette derniére substitution est done de la
classe pavticulicre que j’ai appelée ¢ et qui comprend : 1° des substi-
tutions & cercle fondumental de premiére cspéce (cas de la frontiére
fermée); 2° des substitutions qui se déduisent des premiéres par unc
transformation du second degré (cas dc la frontiére ouverte).

Ces résultals importants étant rappelés, il est maintenant facile de
déterminer celles des fonctions a(«) qui sont entiéres. 1l s’agit, en
définitive, d'obtenir des substitutions de la classe €, qui sont entiéres:
c’est li une discussion facile el que j'ai déja faite dans mon Mémoire
sur les équations fonctionnelles (Chap. 111, § 23). Le résultat est le
suivant : les substitutions cherchces peuvent étve transformées par une
substitution lin¢aire en 7 = 3™, pour la premiére sorte, et pour la
deuxi¢me en Z= = P,(3), P,(z) étant le polynome de Serret qui
exprimie cosmg en fonction de = = cosp. On en déduit les fonclions
entitres cherchées, ¢’est-d-dive les fonctions de Poincaré, correspon-

NI

dant aux divers points doubles répulsifs (:"“' =1, 5=¢""" ); clles
sont de la forme A e*, A ct & &tanl déterminés par les conditions

o (o) 3y (point double),
Q'(n) RSN
d’olt
R
o(n): =5, e%

Les multiplicateurs donnant licu & des formules rationnelles de
multiplication sout les nombres entiers.

Pour les substitutions du sccond type, on obtient essentiellement
les fouctions cosu. Soit, par exemple,

3 == cosw,
Ps)— cosmua,
Posons
o) =cos(hu -+ h)—=cosw,
o(mu)==cos(mhu -+ h) == cosmw.
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_La premiére relation donne
R = h =% w,
nhw = fezz 22 mw — (e —1)h.

On aura

cos( ke = h) = cosmw
81
(m =)= aNr.

Si I'on altribue & 9 (&) le multiplicateur — m. on trouve
(m—+1)h=aNr.

Lies valeurs qui en résultent pour (o) = cosh sont hien toutes les.
vacines de s =P (z); le facteur A qui est resté arbitraive pourra étre
choist de maniére que (o) =1, du woins si sin/ n'est pas nul, car
on a
V') = — hsink,

I peut toujours prendre la valeur zéro qui correspond au point
double z=1: la fonction dc Poincaré correspondante n’est donc
pas la fonction cosw, dont la dérivée est nulle pour « = o, mais la
fonction

Q(u):cus(i\/afi):l + ...
I%n écrivant

N i\/ﬁ.

cosmw = cos(7\/asu),
ol Voul (ue

s==mi,
Pour 3 —= —1 (2 impair), on doit prendre de méwe
s=o(e)=—cos({au)=—1+u+...,

\/TI-‘_ =0+ 7,
o(mia) = —cos(mw = mm) = cosnw = P(3).
Si l'on considére maintenant la substitution
3 = cosw,

P(3) = —cosmw,
elle se raméne & la précidente dans le cas de /e impair par la transfor-
mation (3| — =), mais dans le cas de @ pair, clle en est distincte; car
elle échange entre eux les points (— t, + 1), tandis que précédem-
ment le point (+ 1) était un point double. On voit facilement que les
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fonctions de Poincaré sont toujours de la forme cos(hw + /) pour
tous les points doubles ré¢pulsifs.
Sil'on se donne, a priori,
o(u) =cos(hu +n),
on trouve que 3(sw) s’exprime rationnellement en fonctions de 3(«)
pour s entier et /s = x"i'." ;ona doncé = {—;, p el g premiers entre eux,
ct les multiplicateurs qui conviennent sont-les entiers congrus

a 1 (modg¢). Pour les expressions cos(/yu), les multiplicateurs
cherchés sont les carrés des nombres entiers.

~ On voit bien que les fouctions entiéres de Poincaré admettant deux
théorémes de multiplicalion distincts sont essentiellement les fonc-
tions ¢ et cosu, sans qu'il y ait lieu d’insister davantage sur la signifi-
cation du mol essentiellement.

La recherche des fonctions méromorphes possédant la méme pro-
priété et qui ne sont pas, comme tang, la transformée linéaire d’une
fonction entitre parait difficile, et je ne sais pas s’il y en a d’autres que
les fonctions elliptiques ('). On peut démontrer, loutefois, que les
substitutions & cercle fondamental ne fournissent pas d’autre solution
du probléme que les transformées linéaires des fonctions enti¢res déji
obtenues. Mais pour arriver & ce vésultat, nous avons besoin de
quelques préparatifs que nous allons maintenanlt exposer.

Démontrons d’abord ceci : soient |z|R(z)] ct |3]S(3)] deux
substitutions rationnelles permutables; si « est un point double de
la premiére, il en est de mé&me des points S(a), S,(2), ..., 5,(a), ...,
(ui, en outre, sont de la méme espéce que «.

En effet, si R(a) = «, cn vertu de I'identité

) RIS(2)1=S|R(s)].
on a aussi
R[S(a)] =S ().
S(a) est donc un point double de la premicre substitution. Lin outre,
en dérivant I'identité qui précéde, on a
R'[S(2)]8'(s) =S| R( R ().

(") W vésulte des recherches de M. F. Ritt, parues depuis la rédaction du
présent Mémoire, que les fonctions elliptiques répondent seules & la question.
Les démonstrations de M. Ritt, de nature algébrique, sont sans lien avec les
wéthodes employées ici.
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Au voisinage de 3= x, on a

R(zs)==a+A(s —a)+{(z—2)" 4. .. (k= 0).
S(3)=S(2) = c{z—a)" 4 d(z — 2)"* 4. .. (e =Ffo)
SR =cp(z—0 Va-d(p+1) (3 —2W +...=cp(s-—a) 1+ L {3 — 2)],
S IR(=)Y] == epht 1z — ) r=U Ty 4 €y (5 — 2) ],
Vi) =dm(z — )" 45— 2) ],
d’olt

_— ) S'TR(:H R (=
s (o)) = S

mmht(s—z2)m-tr 4L (s —a)],

en désignant en général par ®;(s — «) une sgrie entiére en 5 — 2, nulle
pour 3 = =. Pour m = 1, la formule précédente devient
RIIS(s) | = A2 (1 -+ (s — )]s
el pour = == «,
RS(x)] = k.
Pour m>1,0na
V[S(a)]=o.

Ainsi le multiplicateur au point S(«) de la premiére substitution est
une puissance d'exposant positif eutier, du multiplicateur en a; ces
deux poinls doubles sont donc de méme espéce : attractifs, répulsifs,
indifférents, et dans le premier cas, en méme temps, de multiplicateur
nul ou différent de zéro; il en sera de méme pour tous les points de la
suite S(2), S,(2), ..., et comme R n’a qu'un nombre fini de points
doubles, cette suite comprend deux points identiques

Spla) = Spag(a) = 8, |S,u(a) |

Le point 5,(«) est donc un point double de R et un point périodique
d'ordre ¢ de 3, et de méme espéce que x; en taut que point double de
la substitution S,, il est encore de méme espéce pour S, et pour R.
Cousidérons deux sabstitutions rationnelles permutables R et S de
degré > 1, telles que L'on n'ait jamais R,, = S, pour m et »' entiers;
si R n'a pas de point double répulsif, on sait qu'il existe une puis-
sance I}, de R qui posséde un point double répulsif «; on pourra
trouver, d'autre pavt, d'aprés ce qui précéde, un point double
vépulsif 3 commun & R, et & S, pour une valeur convenable de A’
les deux substitutions R, et S, étant désignées par R’ et S/, on a
Journ. de Math., tome 1. — Fasc. 1V, 1923. 49
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toujours

R'S'=S'R’
et

R} == S
pour m et m' entiers, R’ et S’ ayant, en outre, un point répalsif
commun. Si R et S sont enlicres, il en est de méme de R’ et &
réciproquement, si R’ et S’ sont entiéres, ce sont deux substitutions
de la classe & que nous venons d'é¢tudier; R et S sont elles-mémes
entiéres et de la méme classe; il y a toutefois une exception pour les
substitutions ¢ de la premiére catégorie, réductibles ala forme (| ™),
qui peuvent ¢tre les itérées d’ordre entier d'une substitution fraction-
naire (3] 37%), pour une valeur paire de I'indice d’itération.

Soient donc R et S deux substitutions permutables, rationnelles
et entiéres telles que l'on n'ait jamais R,,=S,,. Deux cas sont &
distinguer :

1° R peut étee transformée par une substitution linéaire en (3] 3™);
la méme substitution linéaire transforme alors S en (z|as""); on
a @™~ =13 m' peut étre un entier quelconque.

22 R peut étre ramenée par une transformation linéaire & la forme

parameétrique
I == cosn,

R{s)= 2= cosma,

qui est la forme générale des substitutions rationnelles et entiéres
admettant comme ensemble IF le segment (—1, +1). La substitu-
tion S sera donc ramenée, par la méme transformation linéaire, a la
forme paramétrique
I == COS,
S(s) =z cos e’ a
Si l'on écrit

S = Coswyy

(3) =g cosmny

on vérifie facilement que R et S sont permutables : 1°si ¢ = ¢'= + 13
2°8i e = + 1, /= — 1, mimpair; 3°si e = — 1, &= 41, m’ impair;

1

4° sl ¢ = ¢ = —1, m et m’ de méme parité.
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Revenons maintenant au cas des substitutions du type €, que nous
désignons toujours par R et S, ayant un point double répulsif commun
a l'origine, R ne pouvant étre transformée par aucune substitution
linéaire en une substitution entiére; la fonction de Poincaré o(«) qui

? v .
vérifie les identités
9(se) =Rlo(w)].
o(s' )= S[o(w)].

avec s": =£ s, pour m, et m, entiers, est donc une fonction méro-
morphe sans valeurs exceptionnelles au sens de M. Picard, et tout
point du plan s posséde. re lativelent & R, une infinité d’antécédents
distincts; en outre, R et S, étant du type ¢, possédent chacune un oun
deux points doublcs allmchls, ou encove un point double singulier de
multiplicateur -+ 1; on peut, en effet, laisser de coté le cas des substi-
tutions & cercle fondamental du type Il qui posstdent un cycle attractif
d’ordre 2, et permutent entre eux U'intérieur et Uextériear du cercle;
il suffit, pour cela, de changer R en R,, s en s*; d’autre part, d’aprés
une discussion faite plus haut, il est permis de supposer que ces points
doubles attractifs ou singuliers sont les mémes pour l\ et S; il suffit
de changer S en 8,.

Soient d’abord z, un point double attractif de R et §, «, une racine
de p(u) = 3,5 0na

o(s2uy) =8,(3) = 7
RN
!{,‘ l? (;;‘ "“> l == Jpe

Les pomls u du plan des « ont donc pour homologues dam le plan

des s des anteuedentx du point double s,; les nombres s et s’ sont
d’ailleurs nécessaivement véels, I'ensemble I devant se réduire a une

logl:|
.n |"

donc = pour n et p entiers positifs prend des valeurs infiniment voi-

droite ou & une demi-droite; le rapport ; est incommensurable;

sines de 1 et distinctes de 1; les antécédents de z, par R, distincts
de 3,, auraient donc 3z, pour point limite; ceci est impossible, les
points limites des antécédents de 3, appartenant & la frontiére 17
Supposons maintenant que R possede un point double singulier; la
démonstration qui précéde ne sapplique plus. Remarquons alors
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(loc. cit., Chap. VII, § 70) que les points critiques algébriques de la
fonction inverse de ¢(u) coincident avec les conséquents des points
critiques de R () (& partir du rang zéro); ceci est vrai sans excep-
tion, o(u) n'ayant pas de valeur exceptionnelle. Ces points critiques
algébriques coincident, d’autre part, avec les conséquents des points
critiques de S_,(z). Si donc «, &', ... sont les points critiques
de R_,(3); B, B, ... ceux de S_,(z), & tout & et & toul entier
n positif ou nul correspond un $* et un entier p positil ou nul

tel que
Ry (o) = 8,(3)

et réciproquement; ceci reste vrai quand on se borne aux « et 4 qui
sont extérieurs & I, et nous savons qu'il en existe. Soit donc a un point
critique de R_, extérieur & I¥; considérons les points 5 (ui vérifient les
équations

R,(3) = S,(a),

en donnant & » et p toutes les valeurs positives enti¢res. Si l'on
appelle ' une racine de P'équation o(u) = a, I'équation qui précéde
est vérifiée pour

’

sy’
3 :?(_—\‘" ’
' /
el

’ . 3 u
Or, comme nous I'avons remarqué plus haut, les points —— sont

répartis d’'une maniére dense sur une droite et ont netamment pour
limite le point «'; les points = correspondants auraient donc le point «
pour point limite. Je dis que ceci est impossible. In effet, I"équa-
N - .
tion R, (z) = S,(«) équivaut &

P‘n(:‘) = Hl[[p(“ ' 3

autrement dit, s est homologue de B*, par une substitution du
groupe G des substitutions algébriques

R, ()= R, ().

Or les 3% sont en nombre fini et intérieurs au domaine ou & 'un des
deux domaines de convergence relatifs au point double singulier; or
en tous les points intéricurs & un tel domaine, le groupe G est propre-
ment discontinu; cela résulte, si I'on veut, de 'existence d’une fonction
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uniforme et holomorphe & I'intérieur de ce domaine, invariante par les
substitutions de G, par exemple, la fonction

PR
—= AL3)
1(zs) =e® ,

A () étant la solution fondamentale de I"équation d’Abel,
AlR(3)]=A(3) +a,

qui est elle-méme holomorphe dauns le domaine considéré. Les points
homologues des 3% par les substitutions de G tendent donc vers F et
ne sauraient tendre vers «, qui est extérieur a I¥. Nous retrouverons
d’atlleurs dans les chapitres suivants une démonstration plus géné-
rale du fait que nous venons d'établir.

Iln résumé, si deux substitutions rationnelles R et S sont permu-
tables et ne vérvifient aucune rclation

R, =S,

pour des valeurs entiéves de I'indice d’itération, R et S étant, d’ailleurs,
I'une et Pautre, de degré > 1, il y a deux cas & distinguer :

1° I.’une des substitutions R ou S est telle que 'ensemble I cor-
respondant ne couvre pas tout le plan : ce qui arrive, notamment,
quand R est une substitution entiére, ou plus généralement posséde un

P
} . . . 2wl
point double ou un cycle attractif ou de multiplicatcur e 7. Alors les
deux substitutions peuvent ¢ire ramences par une méme transforma-
tion linéaire i la forme

m el m' étant des entiers positifs ou négalifs et "~ ! = 1; ou bien encore
R et S seront transformables de la méme manicre en

7. —=¢ cos(m arccosz),

7. = &' cos(m' avc eos ),

2 2

m, m' enlicrs, e* = ¢'* =1, les signes de ¢ et ¢’ étant convenablement
choisis.
2° [ensemble I¥ relatil aux substitutions R et S couvre tout le plan.
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On ne connait pas, dans ce cas, la forme générale des substitutions
R et S, mais seulement des exemples provenant des formules de mul-
tiplication des fonctions elliptiques (*).

Je rappelle que F peut étre défini comme ’cnsemble dérivé des
points racines des équations R,(z) = =.

Une conséquence immédiate de ce qui précéde est que, si R et S
sont deux substitutions permutables de degré >>1, les points des
cycles attractifs relatifs 3 R et S forment.deux groupes (finis) de
points qui coincident.

On peut traiter d'une maniére analogue le probléme qui consiste
a trouver, parmi les fonctions méromorphes de Poincaré possédant un
théoréme de multiplication, celles qui sont périodiques, soil & trouver
les fonctions méromorphes qui vérifient les deux équations

o(hu)=Rlo(uw)],
g+ w)==¢(u).
On suppose
o(o)=1R{o)==0 (| &]>1),
hypothéses faciles a justifier.
On déduit de la

olku+ ko) =Rlo(u-+w)]=Rlo(u)] =o(ku),
d’ou, en changeant « en 5; dans les deux membres exirémes,

p{uu+ha)=o(un);
ko est donc encore une période. Si £ est imaginaire, o(«) cst une
fonction doublement périodique & multiplication complexe; k estalors
un nombre quadratique imaginaire. '

Si k& est réel, il est nécessairement commensurable. Je dis méme
qu'il est entier. En effet, si u” est racine de () = o, il en est de méme
de k"u’, en vertu de

o(A"u) = R,[o(«)]
et de
R,(0)=o.
Comme ¢(0) = 0, k" est une racine, de méme que (k" — x)w pour
« entier, & cause de la périodicité; prenons pour x la partie entiére

(') Voir la note, page 374, et les travaux de M. F. Ritt parus dans les
Transactions of the mathematical american Sociely.
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1 . L 14 X . ol
de /* et soit k = 7 P el g premiers entre eux; sig >>1,0naura une

infinité de zéros distincts, de la forme précédente, compris par consé-
quent & U'intéricur du segment (o, w); en effet, deux de ces nombres
ne peuvent coincider que si la différence

pn+v _P: . pn(pv__ (lv)

,/IL+‘I (] n ,/Il+V

est un nombre entier, ce qui est impossible; »(«) aurait ainsi des
points d’indétermination & distance finie, contrairement al’hypothése.
Onadonc g =1, k est entier.

Soient deux points 5 et 5* du plan des 5, équivalents par rapport au
groupe G’ des transformations |

Ro(s) = Ry ().
Cette relation équivaut a
o(k"u)=1o¢(k"v)

sis=09(u), s'=2(c); on vérilie la relation précédente en posant
Au=Kk"v +.cm (x entier),

£
U ==+ —‘—I-Lw

A

£ v .
Les nombres - étant partoul denses, on peut écrire
Ly

U=+ )‘w,

A prenant des valeurs denses de —w & +; si l'on se donne v,
I’ensemble dérivé des points « contient donc la paralléle an vecteur
menée pars, Appeions toujours Il Pensemble parfait du plan des « qui
correspond & l'ensemble parfait I du plan des z attaché a la fraction
rationnelle R. De la remarque que nous venons de faire et de l'inva-
riance de IY par rapport aux substitutions de (&', on déduit que IT est
formé de paralleles au vecteur w, parmi lesquelles se trouve la
droite Ow. Si « contient u«, extévieur a cette derniére droite, il

contient lous les points
g AP 4 hoy

A variant de + % 4 — % et p prenant les valeurs entiéres, ces points
sont vépartis sur une infinité de droites parall¢les & Ow; les domaines
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contigus a =, s'ils existent, sont formés de bandes paralltles & cette
méme droite.

Bornons-nous au cas ot R est un polynome, »(u) une fonction
entiére ; nous pouvons alors achever la détermination de p(«) sans
avoir recours, comme précédemment, aux propriétés des frontiéres
des domaines invariants par les subslitutions rationnelles. En effet,
soit A une bande de largeur finic, contigué & 115 dans A la fonc-
tion (u) est bornée, & cause de la périodicilé, el quand « décrit A,
5 =o(«) décrit un domaine borné, d’un seul tenant, contigu a I,
Or, prenons un point u, arbitraive sur une droite d de II distincte
de Ow, auquel correspond le point 5, = ¢(u,) de I'; a un petit cercle
du plan des « entourant u, correspond un pelit domaine du plan
des 5 entourant z,, ce dernier contenant certainement des points du
domaine D_ du point & 'inlini; on sait, en effet, que D_, qui est d’un
seul tenant, admet tous les points de I comme points frontieres; il y a
donc des bandes telles que A qui correspondent & D, puisque lout
point « suffisamment voisin de u, et extérieur & Il appartient & une
bande contigué, A, de largeur finie. Le domaine D serait donc borné,
ce qui est absurde. 11 faut donc que 'ensemble II se réduise & la seule
droite O w. Quand u décril cette droite, = = o () reprend périodique-
~ment les mémes valeurs et décrit une courbe analytique, ouverte ou
fermée, T, du plan des . Si 5 est de T’ (qui constitue ici ensemble 1),
I'équation ¢(u) =z a inversement tous ses poinls racines sur la
droite O w.

2imn

Silon pose w =¢ © , o(u) devientune fonction 0(«w) développable
suivant les puissances entiéres, positives ou négalives de w; si = est un
point deT, les racines de I'équation 0(w) = = out Punité pour module;
donc, la fonction 0(w) ne prenant jamais les valeurs de I' au voisinage
des points o et wx, ces points sont des péles ou des points ordinaires

pour la fonction, et («) a par suite un développement limité :
B(w) = a,+a v -+...+ q,er+ (%'- o Lo,

Lixprimons ensuite le théoréme de multiplication de %(«); changer
u en ku revient a changer w en «w*; soit maintenant

R(z)=/ls+As2+.. .+ Lys™,
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On doit avoir I'identité
o+ aywh 4 gDk S5y S
: o= ok whki

’ a_, A.q
= L tro+a1w+...+ap“’”+—v;—+...+—‘—~—

q

: LT

_,,

+f\[no+anv+ +a,,wl'+—+ +W,,J

...................

- mn
+l,[ao+alav'+ +a, wl’+—+ A+ w_'IVJ .

On doit tenir compte, en outre, de la condition ¢'(0) =0, qui

donne 0'(1) = o.

On trouve facilement 7 = 4. L’identification donne ensuite

ap-—-{ :a’)—-g =...2 @y =0,
Afy-1) = Qofge) =0 e = A= 0

et () se réduit &

a, w4+ a +
I 0 "’,,

cue nous écrirons plus commodément

o) = heel - o+ ok

~

Nous devons exprimer que 0(«w*) est un polynome en 6(w).
On voit facilement qu'il n’y a pas d'inconvénient & supposer v = o.
On écrit alors U'identité écrite plus haut sous la forme plus simple

k-t o
hprk 4 -f—, =, ).n'l'—l——p- lui’-}- d Frea-Cpog | Rl = = ey,
s et el w7

Supposons, par exemple, p > ¢; on obtient, en identifiant, d’abord

L —c, M=o,
C M—t=o,

puis, en égalant les lermes en «w#-'=v)
C‘)\k_lp =0,

-l - . . . . . . . < . A
Si Ap £ 0, ceci cst impossible; on doit donc avoir pSg; de méme
Journ. de Math., tome 1I. — Fasc. IV, 1923, 50
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pZq; donc p = ¢. On est donc conduit & exprimer que

nowrk 4 £
bk

est fonction rationnelle de
o]
» i
Aap 4 poov

ou, en posant w?={, que

Y=2Mk+ p =k
est fonction rationnelle de

X=2%kt+pe "

Lc produit des racines de cette dernicre équation en £ étant ;, Y ne

. . o) . .
doit pas changer siI'on change ¢ en :~; ce qui conduit &

X3
ph=t= )k 1,
. N«
A= pe* o= ]+
P b —
2T pn
En remplacant ensuite £ par sa valeur w?=¢ © =¢", on lrouve

X =ape@cox(v+ a),
Y = 2pef®cos(hy + a).

On est rame.a¢ au probléme de trigonométrie élémentaire déja
rencontré : exprimer que cos(hv + a) est fonction rationnelle de

cos(v + &), ce qui a bien lien pour a = /Lﬂr— Comme ¢ est propor-
-1

tionnel & «, on n’obtient en définitive que le théoréme de multiplica-

tion de cosu. Pour A ou p =0, on est conduit a la fonction expo-

nentielle.

Ainsi toute fonction périodique entiére qui admet un théoréme de
multiplication se raméne par les substitutions (¢|A¢ + B) effectuée
sur la fonction et («|cu) effectuée sur la variable, aux fonctions
cos(u + k) et e,

On pourrait généraliser un peu la démonstration précédente; toute-
fois, nous ne sommes pas parvenus, par cette méthode, a l'expression
générale des fonctions méromorphes périodiques ayant un théoréme
de multiplication, quand le multiplicateur est réel et par suite entier
ordinaire. :

(A swivre.)



