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REMARQUES SUR LE CALCUL AUX DIFFERENCES FINIES. IQ3 

Remarques diverses sur ie calcul au,ν différences finies ; 

PAU Λτ.-Ε. jXoklund. 

Réductions des sommes multiples. 

1. Désignons la différence du premier ordre par le symbole 

AF(x) = F(x+w) - F(x) 
ω · ω 

et la moyenne du premier ordre par le symbole 

AF(x) = F(x + w) + F(x) 
fil 9. 

Soient ω4, ω2, ..., ω„ des nombres positifs quelconques. On déter-
mine la diiierence d'ordre η par l'équation 

II Γ M— 1 

Δ F(.f)rrA Δ |?(Λ·) 
θ),.fo,t y ft)j...ct>#l...., 

et la moyenne d'ordre η par l'équation 

V F(.r)-V V F(,v) . 
w1...wn wn w1 ... wn 

Si co, = co
a
 = ... — ω„ — co, j'écris plus brièvement 

η ft 
àF{x) et VF(ic). 
ίι) , <t> 
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Dans trois Mémoires (■) récents, j'ai étudié la somme de première 
espèce et d'ordre η 

η 

G«(;C) = & ?(>) ^ χ 

et la somme de seconde espèce et d'ordre // 

M^) — SL?(=) δ -· 
rl 

Les fonctions (jr«(x·) et F,t(.t') satisfont aux équations suivantes : 

η 
V G, ,(.<·) = oU), 

<«»,. ..ω„ 

η 
Δ F„ (.r) = <p(.r)· ω,. ..ω(4 

J'ai considéré ces fonctions en admettant que les paramètres ω,·sont 
des nombres positifs quelconques. Que se passe-t-il si deux des 
nombres conviennent coïncider dans un point? Je vais démontrer qu'en 
ce cas une somme d'ordre η s'exprime linéairement par deux ou trois 
sommes d'ordre η — ι. Pour le voir, je commence par déduire un 
théorème relativement aux polynômes d'Euler El;"'(it·). Ces polynômes 
figurent comme coefficients dans le développement suivant (G, 
p. 184) : 

70 * 

^ (7*V + I) (t>«v + !)...(et0»' ■+· I) v! l'^' {-U' 'ω" ' ω"). 
ν = ο 

(1 ) Mémoire sur le calcul aux différences finies (Acta mathemalica, 
t. XLIV, 1923, p. 71-211) ; Sur certaines équations aux différences finies | Tran-
sactions of the American Mathematical'Society, l. XX V, 1928 (sous presse)]; 
Mémoire sur les polynômes de Bernoulli ( Acta mathemalica, t. XLI1I, 1920, 
p. 121-196). Dans les renvois qui vont suivre, je désignerai ces trois Mémoires 
par les lettres A, β el C. Voir aussi : Sur Vétat actuel de la théorie des équa-
tions aux différences finies (Bulletin des Sciences mathématiques, 2e série, 
t. XLIV, 1920, p. 174-192 et p.· 200-220); Comptes rendus du Congrès inter-
national des Mathématiciens (Strasbourg, 22-00 septembre 1920, p. 98-119). 



REMARQUES SUR LE CALCUL AUX DIFFERENCES FINIES. iq5 

Dérivons par rapport à ω,, on trouvera 

E-71 ̂ Εν"(·Γ|<"'· = ~(,*·.' + ■)'(*»■' + 0...+ ,)· 
ν = l 

Mais en développant le dernier membre suivant les puissances de t on 
obtient, en vertu de l'équation (i), 

— 2 W+tl(,T *+" ω. ί ω'' ω-' · · · ' ω«)· 
V = 0 

En égalant les coefficients des mêmes puissances de /, on trouvera 

d/dw1 Ey (x)| ω,, ω·,, . . ., o>„ - lîi/'JV' (a? -+- ω1
1 co,, ω,, ω*, . . ., ω„). 

Cette équation peut aussi s'écrire 

(a) \l\Jl+l)(ac | ω,, ω„ ω2, . . -, w„) 

— 2 1'-ί/ I j · · · > Oi
n
 ) *+- - ■ — ( X | (Oj, (o2, · · · f ). 

Par conséquent, un polynorne d'Euler d'ordre /i + i, ayant deux 
paramètres égaux, s'exprime linéairement par deux polynômes 
d'ordre n. En posant χ — ο, il vient 

(3) Gv [ W|, coι, co
2

, . . . ) ω
η

] 

m aCVfo),, co
2

, .. ., co„] H -J— -γ—CÎ/+! [ω,, ω
2
, .... ω„]. 

Supposons que la fonction φ(Λ') admet, pour une dérivée con-
tinue d'ordre m telle que 

lira ,£«+ΐϊ-Ξζρ('") (,#) — ο, ε > ο. 
.1* -y 30 

La somme de première espèce se développe en série de la manière 
suivante (Β, £ 8) : 

(4) Co(.r) t .r 

= 2 f'w+f ? - <·* - ' ) *<■ 

Journ. de Math, tome II. — Fasc. Il, 1923. 26 
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Ici EiM)(a?) désigne une fonction qui satisfait à l'équalion 

η 
V ~Ë<"V)=o 

(1)[ .. .0)« 

et qui est, dans l'intervalle o< a? <ω,4-ω
2
 ■+·...■+ ω,„ égale au poly-

nôme d'Euler E{w)(îc). Cette fonction vérifie l'équation 

(5) Ε^,+ι)(λ· | i)1( ω1} &ja, . ..,ω«) 

= | ω,, ω2, ω„) H -r— Ey+,(.x· | ω,, ω
2

, . . ., ω„). 

η — 1 

En effet, en appliquant l'opération V au second membre, on trou-

vera 

(6)
 2

^>
(
*|

ωι)+
 JL·d / dw1) = w1 E (x / w1 | 1) 

Mais 
Ë!/V |

 Wl
) = ïW-11Y 

Par conséquent, on aura 

on —— Evn(j? | = ν Ε!/1 {χ | ω, ) — ν χ Εί/2 | wt). 

L'expression (6) est donc égale à 

2Ey (x,|w1) + 2/ w1 Ev + (x| w1) 

En y appliquant l'opération V, on trouvera 
ο, 

EVi-z? |ω,). 

Par conséquent, les moyennes d'ordre η des deux membres de l'équa-
tion (5) sont égales. Comme cette équation est vraie dans l'intervalle 
ο<#< ω, -+- ω

2
... + ω„, elle est donc vraie pour toutes les valeurs 

de x. Cela posé, considérons une somme d'ordre «4-1, ayant 
deux paramètres égaux, c'est-à-dire une fonction de la forme 
^Λ+Χ#|ωι? ω,, ω

2
, ..., ω„). En développant, on trouvera, en vertu 
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des équations (4), (3) et (5), 

G
/H

_, (#| ω1} ω,, ω2, ω„) 

= S<p(a;) V * 

= V
 (iP) +

 f EtS±{'(—Ο
 {x + t)dl 

V = 0 

= ,y ̂ t«P^-jïïL
e

<.,
{e

)
 + a
 r .<»>(, + ολ 

v = o 

+2 dy cyj,
 9,„

μ + 2 Γ à Eyç-o
 {,„)(x + l)dt , 

v = o 

Mais on vérifie sans peine que cette équation peut s'écrire de la 
manière suivante : 

Cç>(.r) V ^ = 2^?W V f 9(-)
d:

·) V a. 

Notre somme d'ordre η -h ι s'exprime donc linéairement par deux 
sommes d'ordre n. En particulier, pour η = ι, on trouvera 

(
7

)
 S?(

*)L
 =
 ,

S?
(,)I,

+
 4SI »( = )A^· 

li. Pour les sommes de seconde espèce, on peut obtenir une relation 
semblable. Considérons d'abord la fonction génératrice des poly-
nômes de Bernoulli (C, p. i83) : 

x> 

(e"».'-,) (*«.'-ι)...(*«»'-!) ~~2d ν! v ( 'ω" ω'2' "" ω,ί)* 
V =0 

En dérivant par rapport à ω,, on trouvera 
co ^ 

Σγιέζ Βί")(,7,> ' ω°W2' * " 'wn ) v = l 
wâ...wrtZ"eJ,< ν,ω,. ...ω,

ι
/"+1ίί(·,-(-ω.^ 

— ι).. .(β».' — ,) (e"V — i)*(ew.<-- ι).. .(βω-'— ι)' 
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Mais en développant le dernier membre suivant les puissances de t, 
on trouvera 

« 

— ̂  ^τ[Βν/ι)(·^| ω
1;

 ω
2

, . ... ω„) — ω,| ω,, ω„ ω
2

, ..., ω,,)]. 
μ = 1 

En égalant les coefficients des mômes puissances de on obtient 

ωι 5ω"Β^'(Λ? ' W" ω'"' ω"^ 
=r Bi/J)(.a? | ωι, ω.,, .. ., ω

/{
) — Β!/'+1)(λ· + 6>i| ω,, ω,, ω2, ..., ω

η
). 

Cette équation peut aussi s'écrire comme il suit : 

(S) Bi/'+n(.r |ω„ ω„ ω,, .. ω„) 

— | ω,, ω2, .. ω
Λ
)—νωιΒ!/ί1ι(Λ?|ω

Μ
 ω

2
, . ..,ω„) 

— ω, ^-B!/"(.r| ω„ ω„ , ω„). 

Un polynome de Bernoulli d'ordre // + i, ayant deux paramètres 
égaux, s'exprime donc linéairement par trois polynômes d'ordre n. La 
somme de seconde espèce de la fonction ο [oc) se développe en série de 
la manière suivante (B, § 16) : 

X 
(9)QO(5) k ζ 

il 

m -+- )i —l , 

= y <,u, ..., C -ι (~ 0
 Q

u<» (,
r +

 η
 dt 

v = o 

où l'on a posé 

/»(-)=/ 'οΓ-l)!y(z) dz 

Ici Β f(x) désigne une fonction qui satisfait à l'équation 

\ B.(/" (χ) —ο 

et qui est, dans l'intervalle ο < χ < ω, -μ ω2
 -μ... -μ ω„, égale au poly-

nôme de Bernoulli B^^.x). Celte fonction vérifie la relation sui-
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vante : 
% 

(10) BS/,+l)(a?j ω,, ω,, ω2,.....wn) 
= Β!/" I Μι, ω,, ω„) — νω, Βί/ί^^Ι ω

1}
 ω„ . . ω

;ι
) 

— ωι | ω„ ω
2
, ..., ω„). 

En effet, nous venons de voir que cette relation esL vraie dans l'in-
tervalle ο -h ω

2
Η-...-μ ω„. El les deux membres admettent 

la même difference d'ordre n. La relation est donc vraie pour toutes 
les valeurs de x. Cela posé, considérons la fonction 

f «-Μ ( & | ? ω,, &)o ι · · · ι )· 

En développant, on trouvera 

l?
;l+l

(x \ ω,, ω,, wt. . . ω«) 
·'' η-ι-t 

= S?(5) Δ 5 
(DjCD.,. ..(·>„ 

(l 

= Σ "'J,'"' "^1 ,0(*)+jf +t ) dt 
V =0 

Mais en tenant compte des équations (8) et (to), on peut écrire la 
dernière expression comme il suit : 

in + n — 
2 (,

)+
 J-, Σ ^^)ν··^-Μ.ο-ω,/7|^)τ-··-(χ+οΛ 

-, Σ ̂ ^
)

ν··^-Μ.ο-
ω
,/7|^

)

τ

-··-(χ
+

ο
Λ 

m -h η 

~ω· έ Σ-, Σ ^^)ν··^-Μ.ο-ω,/7|^)τ-··-(χ+οΛ 

Nous avons ainsi établi la relation suivante : 

«φ(0 "Δ ;
=
Qf\

(
j
)ds

 A
 S 

n a 
x .»

 β 

— MiS<p(s) Δ 3 —ω, Γ o{z)dz Δ 5. 
^ωι J ο)

ι
ω

ϊ
...ω„ 

a a 
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Une somme de seconde espèce et d'ordre η -+- i, ayant deux para-
mètres égaux, s'exprime donc linéairem ent par trois sommes d'ordre λ. 
Pour η = ι, on trouvera en particulier 

(il) Ccp(*)A2 
a 

χ
 m

 χ X 

= SI ?(0AA
3

-
e

§,<x)£
5

-»£§jf.,(.)AAx. 
a a a 

5, Considérons en second lieu le cas où tous les nombres ω sont 
égaux. En ce cas, les polynômes d'Euler et les polynômes de Ber-
noulli satisfont aux relations suivantes (C, p. 186) : 

(12) ωΕ^"+1)(Λ?| ω) =. |ω) — — /ιω)Εί/"(.α?1 ω), 

(ι3) B^
+,)

(a? | ω) = — y^j Βί/° {χ | ω) -t- y (χ — /ιω)Β
ν

_, (λ· | ω). 

En raisonnant comme plus haut, on vérifie que ces deux relations 
subsistent si l'on remplace les polynômes Ε(.χ|ω) et B(a?|co) parles 
fonctions E(a?| ω) et Β(α?|ω). Si l'on pose χ = ο, on trouve en parti-
culier 

(.4) GJ"+"=^C«', + 2CV", 

(ι5) B</'+1'= (1 vlii/l!,. 

Étudions les deux sommes de la fonction φ (a?) : 

0„(*1ω) = δφ(Λ?) Va:, 

χ 

Fs(a? |ω) = Χ φ(#)Δ#. 
» ti 

Développons, suivant les puissances de ω, la spmme de première 
espèce et d'ordre η + ι ; en tenant compte des équations (14) et (12), 
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on trouvera 

(16) Gn4.,(a?|*>) dfghdz edrdt 
v=o ' 0 

/« — 1 

=»Σ^τ><«> 

+ 2 / nw+ n«)Ëai, (~ 11 ω)
 + rft 

/« 

+
 _LV .ÇÇ^

v
©iv-1)(

a?
)+ J_ f(16) Gn4.,(a?|*>) 

v.-o 

Mais en intégrant par parties dans la dernière intégrale, on peut 
écrire cette équation comme il suit : 

S*(*> ÎT=2('~x / nw ) E Cn w / 2vv! yv (x) 

+ 2 (1 - x / nw) / E m -1 (-t) 
m — 1 

-+· —Ζ—Γ™ χ 1 ̂  Φ (^)] Ί- ι } Γϊ Gχ Γ( «37 "4- /)©(.# -+- / )1 dt. 

V="0 

On aura donc 

(16) G
n4

.,(a?|*>) = 2 fi— 4- ̂ (16) Gn4.,(a?|*>) 

En développant la somme de seconde espèce F
n+

, (oc | ω) suivant les 
puissances de ω et en tenant compte des équations (i3) et ( 15), on 
démontre de même que 

(*7)' 

.1 

(16) Gn4.,(a?|*>) 
a 

En particulier, pour η = 1 on trouvera 

Si(«)Vx=.(.-ï)Si(»)^+sS**
(
*)l

ir
· 

χ
 t|

 ;v 

^φ(ν) — 5— <û)f(s)&3. 
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En rapprochant ces équations des équations (7) et (11) on obtient 
les expressions suivantes pour les dérivées des fonctions 0(#|ω) et 
F(a? | ω) par rapport à ω : 

o)-p- ̂  ψί·#) V # = Q χ ψ'(χ) V χ — χ ^ φ' (λ·) Vχ, 

a* λ· Ί' 

ω~ |^φ(5)Δ« = ̂ (« —®)φ'(5)Δ5+^φ(-)Δ-—(Λ? — «)φ(α) 

.ν χ· 

=£S(s-<e)T(5)*i+S?(*,*s· α Α α 

4. Les équations (16) et (17) permettent de déterminer les sommes 
d'un ordre quelconque par voie recursive. Soit par exemple <ρ(χ) —1/x, 

ω = 1 et posons 
η 

'■<->=S5· 

"•W = S^· 
1 

On trouvera 

ffn+l (*) =2^1— g
a

(x) + ^, 

Yn+1 (x) = (x/ n -1) 

On en conclut que les transcendantes £„<>j et Ψ„(α?) s' expriment 
par les transcendantes élémentaires g{(x) et Ψ,(λ·) de la manière 
suivante : 

ff
n
(x) =2

η
~* ^ (^.— ~y..^i~-£-^

gï

(
X
)
+

p(x)
0 

Ψ
η
{χ) = {χ — 1) (f -

1

) (f -
1

) ·· · (τΓΖΓ7 ~
 l

)
 ψ

Λ*) + 9(χ), 

p(x) et q{ c) désignant des polynômes en x. 

Les relations de récurrence (16) et (17) montrent qu'une somme 
d'ordre η de la fonction ©(a?) peut toujours s'exprimer par une somme 
de premier ordre étendue sur la fonction ç(a?) multipliée par un poly-. 
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nome ('). On peut arriver plus directement à ce résultat cle la manière 
suivante. On a par définition 

S ·-<>'■ Τ , = .iJ ΓBn+1 (x-z) / n! y (z) e 
it 

+ (— i)'t+,o),o)
2
...to,

i+1
 ̂  φ(^π- Ω) 6'-γΐ(·4-,-Ω^ j, 

où Ω=5ιω,-Ηί2ω:ί
...Η-5

η+
.ι
 ω

/ΗΗ
. En faisant ω, = ω.

2
 =... = ω

κ+
, = ω, 

on peut écrire la série à η +1 entrées, qui figure dans cette expres-
sion, comme une série simple. En effet, considérons la série 

E y^ H~ Λ'ι + ·νϊ · · · +*//+1 )i 
v.-t+.<

n+
,y> 

où la sommation est étendue à toutes les valeurs entières non négatives 
de a·, , , «Vu qui vérifient l'inégalité s, + 5,... H- sn+i

 = p. On 
voit aisément que la somme de cette série est égale à 

.< = /< 

> χ φ(.ν 4-s). 
s = 11 

On aura donc, pour toute valeur positive de η, 

E y(x + C) e-n(x+C) 
x=0 

car dans une série absolument convergente on peut ranger les termes 
dans tel ordre que l'on veut. De plus on a, dans le cas actuel, 

Bn+1" ( :v ) — ( x — r<> ) ( ·*·' 2 W ) . . . ( ,ΐ — /< Ci> ). 

La fonction F„ ω) est donc égale à la limite, pour η-»·ο, de 

(') II va sans dire qu'en général celle réduction n'a plus lieu quand les m 
sonl différents l'un de l'autre. 

Jouj-ji . de Math., Lome IL. — Fase. II, ι»)·.»3. 27 
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l'expression suivante : 

1/n!' (χ — g — ω ) (χ — g — 2 ω)... ( χ — g — η ω) ψ ( ζ ) c_'i= dz 
ft 

+ (_,).+■«,·« y
 +ίω)e - n (x+) 

.ν = 0 

Mais cette limite est une somme de premier ordre. On aura donc 

( 1 8) S?(-) Δ 5 
(I) 

ft 

=
 f

 ^ (,r — ζ — ω) (λ; — g — 2ω). . . {χ — g — ηω) φ (g) Δ-· 
α 

C'est la formule que j'avais en vue. De même, la somme de pre-
mière espèce et d'ordre η -+-1 est par définition égale à la limite, 
pour η -> ο, de l'expression 

(19) (— 1 )·«■+*·.!···+*«-<io(.r -+- il) c ηί·'·-*-^). 

En réduisant cette série multiple à une série à entrée simple, on 
trouvera 

S o(x) V χ — 2"+l lim ^ (—O
s
~TT" ?(

,î:

 +
 tt)

) ί.'"1Γ|<,4'+·<ι"), 
s = 0 

mais cette équation peut s'écrire comme il suit : 
η -h 1 

(20) jîo(.r) Γ χ 

= ( -- 1 —,· 1 ih» V (x — g +- o>) (,r — g -f- 20)). . .(j:.· — g -h ηω ) o(x) Vx< 

En remarquant qu'une factorielle se développe de la manière 
suivante : 

(,.r — ;+i)(.r- g H- 2). . . ( x — g -t~ /i ) 
$=zn 

= ̂  (— i)H~S(s ) (i + l)(-C + î)...(r+i)i(s-l)...(3-«+S + l), 
i—0 
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on trouvera enfin 

SU(·*·) ν -f 
s =/? 

— (~—T" Σ 04'(")^(^' —ω).. .[> — {η — s — !)ω] G
lfJ

(tf | ω), 
s — o 

où l'on a posé 

G,
iA

· | ω) = |S^ (x -f- ί»>) ( χ + 2(i)),..(,r + .νω) cp(.-r) ^x. 

Une somme d'ordre quelconque s'exprime donc linéairement par 
un nombre fini de sommes de premier ordre. 

Sommation par parties. 

S. On connaît le role que joue le procédé d'intégration par parties 
dans diverses questions d'analyse. Je vais montrer que, dans le calcul 
aux différences finies, on peut avec avantage se servir d'un procédé 
analogue que j'appelle la sommation par parties, et je vais en tirer 
divers développements remarquables. Soient ç(a?) et ψ(#) deux fonc-
tions qui sont holomorphes dans un certain demi-plan et 
qui y restent, en valeur absolue, plus petites que 

CgU' + S) l-r 1^ 

C et k étant des nombres positifs. Soit ω un nombre positif et plus 

petit que ~· Admettons, dans ce qui suit, que χ reste dans le demi-

plan susdit. On a, évidemment, 

(ai) V [<ρ(Λ?)ψ(Λ?)] = ψ(^?) V— ψ(χ ω)Δψ(.τ). 

Par conséquent, 

VV ψ(χ + ί&ι) Δψ(·^) 
wω ω 

— Δψ(Λ') V o(.r-l·-,νω ) 4-— ν o[.r 4-(.ν-4-ι)ω] Λ ψί··
1

"). 

ΟΙ 6) tO 
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Multiplions cette égalité par (—î)* ̂  j et donnons à s les valeurs 

o, 1,2, ., η — ι. En ajoutant les égalités ainsi obtenues, il vient 

fi — 1 

y<-,)«?py (x + sw ) A 
Λ--0 

·= Ψ (^c) V ©(·?·') — ( — ι )" / — ̂  ο (.r -+- η ω) /\d/(a·). 

Remarquons qu'on aura (Λ, p. 85, p. 171), 

S (V xedzpoujzefl dsV .r-—o(.r) 
\ Î*> / ί·) 

et formons la somme des deux membres de l'égalité que nous venons 
de trouver. On obtient 

71—1 

(22> ^ ?('r+ Αψ( 
.V—0 

= Q ψ(α;) Vo(.r) — (— i)'1 f—\ ^ 9 (.·'*' H- η o>) Αψ (·Γ)A(x) 

Le calcul de la somme 

S (ψ(·ί") V<p(-r) ) Ρ" 

est ainsi ramené au calcul de la somme 

S (o{3' + /ίω)Δψ(^) ) V·''; 

qui peut être plus facile. Soit par exemple à calculer la somme 

S Y (x)où Ψ(#) désigne la dérivée logarithijiique de la 

fonction Γ(.-τ). En posant ψ (a?) = Ψ(χ·), 9(a?) = ® — 1 et η — ι, on 
trouvera 

jsj Ψ (χ·) Çx — ̂  V.r — (,v — I ) M'(.r) — i ̂ Vx 

=i(.-i.· - 1) 'l'(.r) — ί · 
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Posons 

G
m
U') = SI o(.C)VX 

et remplaçons dans l'équation ('22) la fonction o(x) par la fonc-
tion G,

t
(.r). Il vient 

»—1 

(23) Qo(^)'i(.c) V-r = V (— 1)·-· G
S4

_,(.r H- .ν«)Δψ(·*) 
S — 0 

+ (-1)n^ G
/#
 ( J7 + /I M ) Δψ ( .17 ) V^r. 

Cette formule s'applique en particulier quand la fonction ψ(.c) est un 
polynome, car en prenant n suffisamment grand la somme au second 
membre s'annule. Si l'on pose ©(&') = 1, il vient 

W) s Hr)
 x,=, V (- ο- h- (~ I)" SAx x Vx 

s η 

Si l'on fait tendre a vers l'infini ce développement converge pourvu 
que ω soit suffisamment petit. 

En faisant o(:c) == ax et ω = ι, on aura 

G„(,r) =
 n

-(1-i7;)". 
Par conséquent, 

S"*'·(·'')
Vr=

τ$-„ Σ
(- ■>' (rh)'

 Α
·
(

·
τ) 

.ν 0 

4_ (_ !)/' g ατΔ"ψΟ)Vx 

Soit par exemple ψ (a?) = il vient 

Sa/x Vx = y (_£L_vc il 

Si a est positif, ce développement converge dans tout le plan des χ en 
exceptant les points χ — ο, — ι, — 2, 
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6. En partant de l'identité 

ν[φ(Λ?)ψ(Λ?)] = ψ (a? + ω) V φ(Λ·) — -φ(^) Δψ(·*') 

on démontre de même la relation 

η — 1 
(25) ^®(Λ·)Ψ(Λ·) Va? = 2

 G
i+i(^) Δψ[Λ· — (ί + ι)ω] 

+ (-£) SkG„(a;)A ψ(^~ «u)V«· 

Cette relation se réduit à l'équation (20) si l'on fait 

ψ(χ·) — 3 -H ω) (.r— s + 2ω)...[a? — ζ -H (η — 1) ω] 

et si l'on pose ζ = χ. Si <p(#) = r, il vient 

(26) Ctl(.r)V#=;V Δψ[-^ — (ί + ι)ω]+ Ji A ψ(·
τ

 — «ω) Vr. 
.*= 0 

7. On peut étendre ces résultats à des sommes d'ordre quelconque. 
On aura par exemple le développement suivant : 

(27)Sy(x) y(x) Vx 

M ~ 1 

=
 2 (-.y (£)·"("-")···(»Η-'-:'>

Gw|(WM)
^

(
,
r) +

 r»., 

OÙ 

RIT-=(-0- (^Y"I
M{M+

'
)

-;<
M+S

~'
)

^
G

'^+»»> Â+TO'V». 

s = 0 

En effet, pour η = ι, cette équation se réduit à l'équation (23), et 
par voie d'induction on démontre aisément qu'elle est vraie pour 
toute valeur entière et positive de n. De l'équation (21) on déduit de 
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même 
t n 

V[y (x)ψ(**')] = ̂  V ®(,r Sh))AΨ(^)· 
. ,V=0 

On peut dire que l'équation (27) donne l'extension de cette équa-
tion au cas où η est un entier négatif. Et l'on peut aller plus loin et 
donner à η des valeurs réelles quelconques. Cette extension conduit à 
des résultats assez remarquables; elle est analogue à l'extension qu'ont 
faite Liouville et Riemann de la notion de dérivée, mais nous n'exami-
nerons pas ce point ici. 

Si l'on fait ψ (a;) = χ dans l'équation (27), on retrouve la relation 
de récurrence (16). Cette relation est ainsi démontrée de nouveau, 
mais avec une autre hypothèse relative à la fonction 9(2?). 

Remarquons enfin qu'en posant φ (a?) = 1, on trouve le développe-
ment remarquable 

111 — l , 
(2b) νψ(2·)ν·' - Y( — 0

4

 - — zj -Δψ(^·)-Η KU'V) 

—0 

avec le reste 

(29) Κ-Μ=(-0- (s)**2 (*·
+
;~') sÂή·*) ν '·· 

8. Passons aux sommes de seconde espèce et rappelons d'abord 
qu'on a (A, p. 85) 

SΑ?('·)Α-· = ?(χ) — ~ y{x)dx. 
tt 

La différence d'un produit peut s'écrire 

A [?LO ψ(Λ')] — ?('r ·+· <*>) Δ ψ (^*) -+- ψ (-a?) Δ ο (χ ). 
<ι> ο) ω 

Posons comme plus haut 
.r 

F«(^') = S?(s) As. 
a 
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On aura 
Δ MO = Ο, ι (Ό- Δ Μ-Ο = ?(·0· 
(ι) 0) 

Par conséquent, 
χ η χ 1 

Δ IVM U" + ·?ω) ΔΨ(Ό ^.v4-i[·'^ + (5 ■+■ ' )ω.Ι Δ Ψ(Ό 
ίι) L ίο ίι> 

~+~ ^ s ( ·*·' ■+■·*Ό Δ ψ U ) · 
(ι) 

Faisons successivement 5 = 0,1,2,..., m — ι et ajoutons. U vient 
ni- 1 

Δ y ( — « )·"' MU' -Μ·ω)Δ ψ(·Ό — '■?(·<') ψ(^') 
III 

— F
/m
 (λ; + /" oj) Δ ψ ( ·* )· 

ίι) 

En formant la somme des deux membres de cette équation, on 
trouvera 

.<■ m - I 
(80) <? ( - ) ψ ( s ) Δ; = Y ( — 1 )' F.„, ( .<· -h s ω ) λ ψ ( -t.- ) 

u .V=0 

+ (- ·)" Sl'« (' + »««.) Αψ(ί) As- c., 
ft 

G désignant une constante qui est égale à 
tn— l 

/ » tt ·+■ (·) s 
(30 ') / Mi U-Ww) ΔΨ(Ό ii/'. 

*=0 

Faisons m = ι, il vient (1 ) 

,r 
(3a) $?( = )Ψ(;)Δ; 

= Fi(.·») ψ(#) — Q M-+ ω)Δψ(-) Δ-— - f Ρ,(.ΟΨ(^)^· 

(') Quand ω tend vers zéro, la formule (3?.) se réduira à la formule d'inté-
gration par parties. 
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Soit, par exemple, à calculer la somme S Ψ(
8

)Ζ£, OU Ψ(*) 
1 

désigne là dérivée de logr(.s). En faisant ψ(ζ) = Ψ(2), o(.s) = \ 

et ω = ι, on trouvera 

·'· . '
l

 A
 2 

S y (z)= sdc ed 

Par conséquent, 

2
ν^ψ(

3
)_£

 =
 [Ψ(

/Γ
)Ρ

 +
 ψ»(

Λ
.
)
_

ι
_- jf [ψ(^)ρ^. 

Dans le cas ούψ(3) est un polynome dont le degré est plus petit 
que m, le second terme au second membre de Téquation (3o) s'annule 
parce que Δ'"ψ(^) = ο. La constante C sera aussi égale à zéro; on le 
vérifie aisément en tenant compte de l'équation 

Y(z) = E (z - x f e .... s 6 1 & «κ*». 
s —ο 

On aura donc 
JC M— 1 
Si φ C«) ΨC-) Δ - = Ύ, (— OîFVm(^ + ίω) Δ ψ(®). KJ ω ο) α α* = 0 

Transformation d'Euler. 

9. L'équation (28) peut s'étendre au cas où les ω, sont des nombres 
positifs quelconques. Admettons que 

lim <p(a?) e~Zx— o, 
.1"-^· co 

quelque petit que soit le nombre positif ε. Euler a fait remarquer que 
l'on a la relation suivante : 

2 ( i)s ps φ ( & -+- λ ω) =2 (—Ο'^ρρ-Μ Δ φ(α?). 

Journ. de lifathtome IL — Faso.. Il, IÇ»23. 28 
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Cette équation est vraie pour toute valeur de ρ dans l'inter-
valle ο< ρ <i. Soient maintenant p

n
 p

2
, p

n
 des nombres positifs 

et plus petits que i. En appliquant η fois de suite la transformation 
d'Euler, on trouve 

2 ( — ι )'*+**■·ρΫpf...p*«<p (^ 4- s, co
t
 4- ω

2
... ω

η
 ) 

=
y(_l)

^,.·- Pl^P5r"V---Pîf<· (α?) 
U) j 6) '· "(jjjf 

la sommation étant étendue à toutes les valeurs entières non négatives 
de $!, s2, s

n
. Posons 

p.— e-W; (Î — ι, 2, ..., Λ), 

et faisons tendre le nombre positif η vers zéro. Il vient 

(33) V X 

= E (-1) S1 ss + (y (aδ ?(Λ), 

pourvu que la série au second membre converge. La limite 
η 

Sy()x) V(x) 

existe donc toujours quand celle série converge. 
Soit en particulier φ(#) = xv, ν étant un entier positif. La série se 

réduit à un nombre fini de termes et l'on trouve 

E-W(ω,, ω„ ..., ω„)
 1

y
l

+
gt

+...+s
n

 1 \. . " £
 Λ?ν> 

ω j" ···&$' 

la sommation étant étendue à toutes les valeurs entières non négatives 
de s,, s

21
 ..., s„ qui vérifient l'inégalité s, -p s

2
-h ... H- s

n
< v. 

On peut trouver une expression bien simple du terme complémen-
taire de la série (33). Pour abréger l'écriture, nous faisons n — i. 
Considérons donc la série 

oo oc * 

2 2 P's ?(·* + 5i6ji + SîWJ), 
.V.J= 0 I, = 0 
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où o<p<«<i et o<p,<i. En multipliant et divisant cette série 
par (i -+- p,)(i -h p2), on voit qu'elle est égale à la somme des quatre 
expressions suivantes : 

(n-p,)(l-hps) 14-,», ** ** rir-
 W|

 ,V ■" 
OO 30 

_ ρ ζω 2 γ
 Τ (—ι)'·

+,

>ρί'ρί A «(Λ+ί,ω, + îîWi) 
\o= 0 5t=0 

- P1w1 p2w2^ ω,^ϋ., ' ^ 
Sj— ο ' ,s't — ο 

Soient ρ et q deux entiers positifs quelconques. En effectuant cette 
opération pq fois, on trouve la relation suivante : 

00 90 

2 2 ( ~ i)irWi,Pi Pa"?4- 5,ω, + 5,co
t

) 
,<3=0 i,-—9 

=
V Vi η— Ρΐ'^'Ρί·^ 'Χ'y(x) 
5 

3
=0 .<,=.0 Ω1 2 

X QO 

4- (— 1 )'' . Ρ!ω\. Σ y (— O'^pVpî Δ φ(Λ?4-«,ω,4-.«
5
ω,) 

5.,= 0 5ι= 0 (0| 
χ χ 

4-(-,)'/ Σ ^ φ ( 4- λ, ω, 4- s., ω
2
) 

,\'λζ=0 S Ι=0 0*2 

- (- (, + ρ^,Vp.,)'' Σ Σ
(

~ O^P'Vpt Δ φ(^4-5,
ωι

4-5
2

ω
2
). 

Posons maintenant 
p,—β_γΐωι, po—e - nw2 

et faisons tendre η vers zéro. Il vient 

fi<p(a?) V *=? 2 (—(~) Δ <p(a?) + CRp,y(a?) V as, 
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OU 

Hp,q{x) = (— \)f Δ φ(Λ·) 
U>1 

+ (-1 )q ι <p(a?)—(—ι)ρ
+

ν (~y (γ)
ί/

 y ?<*)· 

Ολ en conclut en particulier que la limite 

fi<p(a?) V d? 

existe si la série 

(34) ι)·ν-ία···+Α'« Δ <p(jr h- Ω) 

converge quand la valeur de ρ surpasse un certain nombre. 
Soit par exemple 9(a?) = loga?. La série (34) converge si ρ > ι 

(B, § g). L'expression 

S  log a? V χ 

a donc un sens et l'on voit aisément que la série Wsefco'nd membre de 
l'équation (33) converge dans le cas actuel. / 


