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SYSTEMES CYCLIQUES DE TRIPLES DE STEINER. 73

Recherche des systemes cycliques de triples de Steiner
différents pour N premier (ou puissance de nombre
premier) de la forme 64 + 1;

Par S. BAYS.

INTRODUCTION.

Dans un premier travail sur les systémes cycliques de triples de
Steiner (') , nous avons obtenu tous les systémes cycliques de triples
de Steiner possibles pour les premiéres valeurs de N de la forme
6n +1:N=17, 13, 19, 25, 31 éléments.

Nous en rappelons les données essentielles :

1° Un ensemble de triples (combinaisons trois a trois) de N éléments,
contenant une fois et une scule fois chaque couple de ces éléments,
est un systéme de triples de Steiner (*). 1l existe des systémes de
triples de Steiner pour chaque N de la forme 67 + 1 et 62 + 3, et seu-

(') S. Bavs, Sur les Systémes cycliques de triples de Steiner (Annales de
I'lcole Normale, 1923). Les deux Mémoires paraissent a quelques jours d'inter-
valle. Nous prions le lecteur que le sujet intéresse et qui veut entreprendre la
lecture du présent travail d’'une maniére aisée et compléte, de bien vouloir
prendre d’'abord connaissance du Mémoire des Annales. Les vésultats essentiels
des deux Mémoires ont fait ’objet de deux Notes aux Comptes rendus (1. 163,
22 octobre 1917, p. 543, et t. 171, 27 décembre 1920, p. 1361).

(%) Le triple 123 contient les trois couples 12, 13, 23, et le systéme de triples
de Steiner 123, 145, 167, 246, 257, 347, 356 contient une fois et une seule fois
chaque couple des sept éléments 1, 2, ..., 7. Tout I'exposé nécessaire pour lire
aisément ce travail se trouve dans notre premier travail. On peut consulter aussi
Nerro, Combinatorik, p. 202-228.

Journ. de Math., tome II. — Fasc. I, 1923. . 10
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lement pour ces N. Deux systémes de triples sont différents, s'ils ne
‘peuvent provenir 'un de I'autre par une permutation quelconque des
N éléments.
2° Soit N =6n + 1 et les éléments o, 1, 2, ..., 6n. Un systéme de
triples de Steiner de ces éléments est cycligue (') lorsque ses
n(6n—r1) triples gont répartis en n séries cycliqgues de la forme z,
a+x,b+x(x=o0,1,2,..,6n), aetb étant deux des entiers 1,
2, v, 60,0 >a et £2a, N—a, N':a- Nous entendons par les
entiers @ + x, b + x, comme par tous les entiers 3 N qui interviennent
" dans les substitutions suivantes, leur plus petit reste positif ou nul
(modN).
- 3° Les séries cycliques vont par paires de séries dites conjuguées.
Deux séries conjuguées contiennent les mémes couples, bien que sans
triple commun; elles sont déductibles I'une de l’autre parla substi-

tution |z, N — x|. Les éléments associés & o dans un triple, dans cha-
cune d'elles, sont :

a, b—a, b, N—0b, N—(b—@a), N—a.

Trois de ces éléments sont inférieurs a - N; ils constituent la caracté-

1
2
ristique de ces deux séries. L’ensemble des caracléristiques est I'en-
semble des triples des éléments 1, 2, ..., 35, ayant la propricté : la
somme de deux de leurs éléments est égale au troisiéme, ou la somme
des trois éléments est égale a N.

4° Soit N=06n+1 premier (ou de la forme p™), et les éléments
0, 1,2, ..., 6n. Le groupe meétacyclique est produit par les deux
substitutions | @, 1+ x| et |, xx|, a ¢tant racine primilive de N
|appartenant a ’exposant ¢(N), modN]. La substitution |z, 1 + «|
est génératrice de la série cyclique. La substitution |z, x| change
une série cyclique en une autre série cyclique, les trois triples de la
premiére série qui contiennent I’élément o en ceux de la seconde qui

(') Wexiste également des systémes cycligues de triples pour N=6 1 + 3 élé-
ments. Ils sont constitués de n séries cycliques de la forme x, a4+ x, b+ x
(x=o0, 1,2, .., 6n+2), et d'une série cyclique supplémentaire de 22 + 1
triples. Nous ne nous en sommes pas occupés jusqu’ici.
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contiennent I'¢lément o, et deux séries cycliques conjuguées en deux
séries cycliques conjuguées.

5° Pour un systéme cyclique de triples de Steiner, il faut » séries
cycliques telles que les 67 éléments associés a I’élément o dans les 3n
triples qui le contiennent soient les 6~ autres éléments 1, 2, ..., 67.
Les n caractéristiques correspondant a4 ces séries contiendront les
3n éléments 1, 2, ..., 3n, une fois chacun. Elles détermineront 2" sys-
temes cycliques de triplesde Steiner, puisque, pour constituer un sys-
téme de triples, une série cyclique peut indifféeremment étre remplacée
par la série conjuguée. Obtenir les systémes cycliques de triples de
Steiner de N éléments revient donc & déterminer d’abord tous les
ensembles de n caractéristiques contenant les 37 éléments 1, 2, ..., 3n.
Nous appellerons un tel ensemble de » caractéristiques sans élément
commun, un systéme de caractéristiques ().

Dans notre premier travail, cette recherche des systémes de carac-
téristiques a été faite directement, jusqu’a N = 31, sur ’ensemble des
caractéristiques. Les substitutions métacycliques nous ont servi ensuite
a répartir les syst¢mes cycliques de triples obtenus en classes de sys-
temes équivalents, et enlin le procédé des irains de White (*) nous a
montré que les systémes de deux classes différentes étaient toujours
différents. Le théoréme suivant était donc vérifié pour ces premiéres
valeurs de N (premier ou de la forme p™) : deux systémes cycliques
équivalents sont déductibles U'un de lautre par une substitution
mélacyclique.

Ce théoréme ne fait aucun doute pour nous, pour des raisons de la
théorie des groupes que nous ne pouvons développer ici; mais nous
ne sommes pas encore en état de le démontrer sous sa forme générale :
deux fonctions cycliques de nvariables ,, z,, ..., x, [possédant le
groupe cyclique }(x,z,...2,){, n=p ou p™| équivalentes, sont

(') Une solution du probléme de Heflter ou du tableau des caractéristiques,
dans notre premier travail. D’autre part, pour abréger, par sysiéme de triples,
ousystéme cyclique, nous entendrons toujours, dans la suite, un systéme cyclique
de triples de Steiner.

(2) H.-S. Wwite, Trans. of the A. M. S., t. XIV, 1913, p. 13.
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déductibles lune de Uautre par une substitution métacyclique ().
‘Nous I'admettrons pour la suite, jusqu’a démonstration ultérieure. On
ne peut plus songer en effet 4 la vérification au moyen des trains de
White pour un systéme de triples de chaque classe, comme elle a été
faite dans notre premier travail, & cause du trop grand nombre des
classes. D’autre part, il ne parait pas possible d’aborder cette recherche
des systémes cycliques de triples différents par une autre voie, en tout
cas, pas par une voie plus courte. C’est pourquoi a l'alternative d’aban-
donner cette recherche, nous avons préféré celle qui va suivre.
Les résultats d’ailleurs ont justifi¢ notre peine. Pour N =7, 13, 19,
25 et 31 éléments, la recherche directe des systémes de caractéris-
tiques et I'application du groupe ||z, az|! aux systémes cycliques de
triples qui s’en déduisent, nous ont fourni les systémes cycliques dif-
férents, mais sans rendre compte des groupements trés particuliers
de ces systémes. Pour N =31, les 2048 systémes de triples existants
donnaient 8o systémes cycliques différents (8o classes de systémes
équivalents par les substilutions métacycliques); trois groupements
de 16 systémes étaient d’'un méme type, trois autres groupements de
8 systémes d’un méme type également, et deux groupements & part
donnaient les 8 systémes offrant le plus d'intérét. Pour N =19, les
4 systémes de triples différents formaient deux groupements différents;
de méme les 12 systémes différents pour N = 25(*). A particrde N= 31,
la recherche directe des systémes de caractéristiques n’était plus pos-
sible. L'introduction du groupe que nous notons ||z, ax|| nous a du

coup simplifié considérablement celte recherche, et rendu compte des
groupements des systémes cycliques différents. Nous ne cherchons

(1) Je ne serais méme pas surpris que le théoréme soit déja démontré, étant
donné son importance en théorie des groupes. Je ne connais nalheureusement
pas assez la littérature de la théorie des groupes pour en dicider, Quoi qu'il en
soit, sa démonstration serail d’un intérét essentiel dans le présent travail.

(2) Egalement dans la constitution des trains de White, apparaissaient nette-
ment les groupcments particuliers de ces systémes. Les trains de White, appar-
tenant aux systémes d’un méme groupement, semblaient dériver plus ou
moins d’'une méme forme initiale, caractéristique de ce groupement [voir par
exemple, dans les figures des trains pour N =19 (fin du mémoire), les trains
des systémes a et a; d'une part et d et dy d’autre part].
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plus que les systémes de caractéristiques non déductibles l'un de
Lautre par les substitutions du groupe ||z, ax || et chacun d’eux se
trouve déterminer directement une famille de systémes de triples
différents a symétrie propre (les groupements précédents pour
N =31, 1y et 25). Ces systémes de caractéristiques fondamentaux (')
dontdépendent ainsi entiérement la répartition des systémes de triples
différents, et les groupes qu'ils possédent apparaissent maintenant
comme les éléments irréductibles du probléme.

Dans un premier Chapitre, nous introduisons ce groupe ||z, az ||
et étudions son effet sur 'ensemble des caractéristiques. Dans un
second Chapitre, nous faisons la recherche des systémes de triples dif-
férents pour N = 37. Enfin, dans un dernier paragraphe, nous don-
nons les résullats de cette recherche pour N = 43.

Le groupe |z, «z| et son effet sur Pensemble
des caractéristiques.

1. La substitution |z, ax| des 62 éléments 1, 2,...,6n, a racine
primitive de N [appartenant & 'exposant ¢ (N), mod N, transforme
les trois triples d’une série qui contiennent I'élément o dans les trois
triples contenant I’élément o de la série transformée.

Par suite, la substitution |@, ax| des 3n éléments 1, 2, ..., 3n,
dans laquelle nous remplagons, non seulement chaque entier ax par
son plus petit reste positif (mod N), mais encore chaque reste ainsi

. ;e \ 1 ; A\ e
trouvé a supérieur & =N, par son complément N — a (*) infériew
V1 - ;e e

a EN’ transforme une caracleristique en une caracleristique.

Nous noterons dorénavant par « I’élément a, chaque fois que nous
entendons ainsi la valeur absolue de son plus petit reste positif ou
négatif (mod N). Conséquemment, nous noterons par |z, ax| la
substitution précédente. S

(*) Nous les appelons dans la suite « systémes de caractéristiques différents ».

(*) Pour un entier @ compris entre o et N, nous appellerons complément de a
le nombre N — a.
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2. Si nous introduisons un signe quelconque, par exemple —, pour
cette relation entre les entiers a eta (mod N), a=a (mod N), cette

relation a en partle les proprle tés d’une congruence ordmalre (mod N),
c’est-a-dire, sia = bet b =

a=c (mod N)
et vis-a-vis de la multiplication, si a = et cE\d,
(1) . ac=bd (mod N),
et comme cas partlculler sila= b m=um,
ma=mb (mod N).

Eneffet, a = 0 (mod N) équivaut 4 a = == 0 (mod N), les deux autres
congruences &= a = b ne différant pas de ces deux premiéres.
Dea==xbelb==*c, il suit

a==*c¢ (mod N).
Dea==*betc==xd, il suit

ac==xbd (mod N).

Par contre, vis-a-vis de I’addition, la relation n’a plus nécessaire-
ment la propriété de la congruence (mod N) :si a==+bet c==d,

a+c=+btd,

mais la valeur absolue du second membre n’est pas toujours égale
ab+d.

De la propriété (1) nous avons, s’appliquant plus directement &
prop y Sapplq &
'usage que nous allons en faire :

ou enfin

Autrement dit, les deux opérations a.b et ab donnent le méme



SYSTEMES CYCLIQUES DE TRIPLES DE STEINER. 79

résultat, et sont indifférentes & remplacer I'une par I’autre. D’ot1

dE (@) w=(a)t=(a)"

3. La substitation |z, zx| des6n éléments 1, 2, ..., 67 est le cycle
(rotata? ... 2°=1) ou (a®o'a®...at '),
La substitution |z, «x| des 3z éléments 1, 2, ..., 3n est le cycle

a3u—~1) ou (0!0 dl a? ..

. a3/z~l).

On a en effet :

OC:JI'E'—* 1, o3+ _=__ oY (mod N))

les petits restes positifs des puissances o, «****, ..., a*"~' sont les com-
pléments des plus petits restes positifs des 37 premiéres puissances.
Les entiers 1,2, 2*, ..., 2" sonl donc les 3 n éléments 1, 2, ..., 3n.

Les 6 premiéres puissances de la substitution cyclique s = |z, a x|
forment le groupe cyclique d'ordre 67 : ||z, ax||. Celles de ces
puissances dont ’exposant est premier avec 6n sont formées d’un seul
cycle; elles sont évidlemment les substitutions |z, x| correspondant
aux autres racines primitives de N. On sait d’ailleurs que les puis-
sances «’, dont 'exposant v est premier avec Gn, sont congrues aux
autres racines primitives de N.

Les 3n premicres puissances de la substitution cyclique ¢ =|z,az|
forment le groupe cyclique d’ordre 32 : }|z, ax||. Seules les puis-
sances de o, dont I'exposant est premier avec 3, sont formées d’un
seul cycle, et correspondent aux autres racines primitives de N. Dans
le cas ol deux racines primitives de N, o et § sont complémen-
taires, 8 =N — o, 2 = B, «* = §*, elc., et les deux substitutions cor-
respondantes sont identiques (*).

{1) Les racines primitives sont complémentaires deux a deux ou non complé-
mentaires, seton (ue le nombre premier est de la forme 42 + 1 ou fn—1. Cette
remarque que je n'al pu retrouver dans les Disquisitiones arithmetice, de
Gauss, se trouve démontrée ici trés simplement, en passant, pour les nombres



8o : S. BAYS.

4. Les deux groupes cycliques | |», x| et ||z, ax || sontréguliers
‘transitifs : leur ordre est égal a leur degré, chacune de leurs substitu-
tions est formée de cycles égaux (contenant le méme nombre d’élé-
ments) et déplace tous les éléments, et par les substitutions du groupe,
chaque élément se trouve successivement transformé en tous les autres.
On sait qu’un groupe régulier transitif d’ordre N est imprimitif; cha-
cune de ses substitutions donne une répartition des N éléments en sys-
témes imprimitifs, constitués directement par les éléments de chaque
cycle.

3. Le groupe cyclique d’ordre 3n : || x, ax|| contient la substitu-
tion suivante, qui est la puissance n de lasubstitution ¢ =|z, ax|:

(2) (0(‘7 an 0(2"> (0 o+l a2n+l) . dn—l o2n—1 “3n—l)

Le systéme imprimitif constitué par chacun de ces cycles est une
caractéristique. En effet, « étant toujours une racine primitive de N,
les trois triples formés avec I'élément o :

oz “n-}-\l’ o p2nt+v a:m+v’ O oY gin-Ey (‘) =0, 1, .., R0 — I)
appartiennent a la méme série cyclique ('). Trois des six éléments o,
oY, @Y, i g i g3n sont les compléments des trois autres et
v o, e W1 . . . . R
inférieursa - N (d’aprés 3°, introduction ); ils ne peuvent étre que les
trois elements oc , oY, oc2"*“ puisque a¥* = — o, at"V = —a",

= ocﬁ'“‘“, et le tmple a’a" "+ est la caracléristique de celle

premiers de la forme 62+ 1, par le fait que les racines primitives seront com-
plémentaires ou non, selon que

@(3/;):-;49(6/1) ou 0(3n) =9 (6n).

i . Y .
Oronag(3n)= 5 9(6n) pour n pair, c’est-a-dire pour les nombres premiers

6n +1 de la forme 12n'+1=4n"+1, el ¢(3n)=0(6n) pour n impair,
c'est-a-dire pour les nombres premiers 62 + t de la forme 122’ — 5 =4n"— 1.

(') La construction du systéme cyclique de Netto est déja l'application directe
de cetie propriété (voir notre premier travail, page 57). Il est d’ailleurs facile et
court de répéter ici la démonstration. Les trois triples contenant'élément o dans
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série cyclique. Les cycles de la substitution (2) sont donc des caractéris-
tiques, et constituent un systéme de n caractéristiques sans élément com-
mun. Nous I'appelleronsle systéme des caractéristiques imprimitives.

6. La démonstration donnée ne fait aucune restriction sur I’entier
positif v, et le triple a’a"*’a*"*" est encore une caractéristique quel

que soit v S u. Cette caractéristique est aussi toujours I'une des carac-
téristiques imprimitives (2). En effet soit v* un entier positif S »; I'élé-
ment o est contenu dans I'une des caractéristiques (2). Supposons
par exemple a¥ = a**' (v =00, I, ..., # — I), ce qui signifie

avIE-_t aan-w;
on aura

1/!-#—‘/'5:{: o3 +VE: a¥; 0('3"+"/-E'i a!.n-wE = oty ( mod N ),

c'est-a-dire
o — o oA —— Y C. Q. F. D,

Dans ce cas,

' n+' 204 . V1 n+' 41 204+, . N n—| V'+-2n—1 M +3n—
oy oY, H- S - , o - 4 , o , QY=L

sont évidemment de nouveau les » caractéristiques imprimitives diffé-
rentes.

7. La substitution |, «**z | transforme la série cyclique qui con-
tient les trois triples

1 2 ‘ e v 3 \
o, av’ 0("+v; o, a.u-’-l’ a3n+l, o, aon-i—V' o3+

en elle-méme. On a donc le théoréme :

la série déterminée paro, a’, "tV sont :
0’ a"’ “'l -0-‘/; —_— av’ 0’ —_ aV + an—k\l; — af‘-f-v’ — an-\‘-‘l _+_ a‘l’ 0.
Au moyen des congruences, faciles a établir,
6(3'“""5— O(V, ity — CXV—:-: a!n—{-v (mod N ) ;
on voit immédiatement qu’ils peuvent s’éerire :
0, O(V, an—o—v; o, a:!n-w’ a:irz+v; o, ot”'“"', asn+y, C. Q. F. D.

Journ. de Math., tome 1{. — Fase. [, 1g23. Il



82 S. BAYS.

Les 2" systémes cycliques, déterminés par le systéme des caracté-
ristiques imprimitices, possédent chacun le diciseur metacyclique
d’ordre 3n :

e, v+ai, |x, atta ]l

De ce résultat découlera plus lo.a une conséquence importante.
8. Soit maintenanl une aulre caractéristique quelconque. Nous
pouvons l'écrire

a® at a¢ |a, b, c=o, 1. 2. ..., 37 — 1, et incongrus entre eux (modn)] (}).

Les puissances dg la substitution |, .| la transforme en 37 caracté-
ristiques differentes :

(3) 0!”, 0![’, al'; a(H—I' 05/’+', a“'“; R y.u+3n—l‘ al:+:%ll—l’ a4:+3n—-l.
Eu effet, si la méme caractéristique se retrouvail deux fois dans cet
ensemble, il y aurait deux puissances différentes de |, a2 | transfor-

mant %, «’, o dans la méme caractéristique. Par suite, une puissance

autre que l'identité transformerait «%, a’, a®en elle-méme, et contien-
drait donc le cycle (a?«®a°) ou son inverse. Or il 0’y a que deux puis-
sances de |z, ax| contenant des cycles de trois éléments, la substitu-
tion (2) et son inverse, qui ont pour cycle les caractéristiques impri-
mitives. Mais, par hypothése, a, o®, «“ n'est pas une caraciéristique

imprimitive.

9. Les 3n caractéristiques (3) se répartissent en n ensembles ou
carrés de trois caractéristiques chacun, qui sont imprimitifs vis-a-vis
des substitutions du groupe cyclique ||z, ax|{. Ces carrés sont :

/ aa’ O(/’, ac 3 an+l’ a/;—f—l’ ot ; el aa-h/l—l, ol - I’ av+n—l;
((‘) aa-wz, al)+n! 0("‘“’; 0("+"+l, a/;+n+l’ aetn+t ; el our2n— l, 0([""2"", at'+‘3u—l;
aa+2n, a/)—}-ﬂll, 0(""'2”; a1l+‘lll-i~l, ab+2/z+l, ac+2u+1; e “(H—an—l’ ab+:m—l, ort+3n—1

(Y) @, b, ¢ peuvent d’ailleurs aussi bien étre pris quelconques: ils sont seule~
ment les trois incongrus entre eux (mod »).
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Dans chacun de ces carrés, trois éléments disposés verticalement
forment de nouveau une caractéristique imprimitive (§6). Si nous
représentons chacune des n caractéristiques imprimitives :

n 20 . 1T n+t 2n4l. . rn—1 2n—1 8n--1
L N - A S~ S L ,

par le chiffre de son rang d’ordre :
1. 2, ..., n,

les carrés précédents, en commencant par celui ol, par exemple dans
) ’

la troisieme rangée verticale, se trouve la premiére caractéristique

imprimitive ", ", 2**, sont représentés par :

(3) a4 p+1,9+4,2; ...; p+n,q-+n,n,

p et g étant deux des nombres 4, 2, ..., n, et en entendant par chacun
de ces entiers son plus pelit reste positif (mod 7).

Le groupe des permutations des carrés (4)ou des nouveaux triples
(5), par lessubstitutions du groupe cyclique } | &, zx ||, est isomorphe
au groupe cyclique | (423...n)/.

Remarquons de suite que, lorsque dans les triples (3) les trois élé-
ments sont différents, les neuf éléments dans les carrés correspondants
sont différents et peuvent servir & construire un systéme de caracté-
ristiques. Cela se produit chaque fois que les trois éléments de la pre-

miére caractéristique =%, «’, a° sont choisis dans trois caractéristiques

imprimitives différentes. Par contre, lorsque deux des éléments de la
caractéristique oc_“,gf, 2 appartiennent a la méme caractéristique
imprimitive, dans les triples (5 ) deux éléments sont égaux, et dans un
systéme de caractéristiques, il ne pourra pas entrer deux caractéris-

tiques appartenant au méme carré (4).

Recherche des systémes cycligues de triples différents
pour N = 37.

10. La recherclie des systémes de caractéristiques est mainlenant
considérablement simplifi¢e. Sans chercher &4 exprimer le procédé
sons une forme générale, nous allons I'appliquer directement au cas
de N = 37 éléments.
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Pour N =37, n = 6, le nombre des caractéristiques est

(N—1)(N=5) \
— =96 ().

2 esl racine primitive de 37. La substitution |z, 22| est (*)
(12486'50'7'362'3'1' 57 4'98).
Si nous disposons ces caractéristiques en colonnes de 3 n = 18 caracté-

ristiques, invariante chacune par les substitutions du groupe cyclique
{|2, 22|, comme il a été dit aux paragraphes 8 et 9, nous avons le

tableau suivant (°) :

Caractéristiques imprimitives : 1 0’1", 2 75, 43 7. 8§64, 629, 538,

Colonnes..... I. 11. 1L 1v. V.
1 2’31 541 7 81 761 0’9
|7 g 80 280 460 440 16" o
¥ 65 v 76y 34 387 12

2 371" 792 46" o fol =82

8 8 1 7/ /| 6/,7/ ! 7/ 8 9 7/ 55 ,:/

4’ 505 3 25 6 g 5 6 65 2 35!

3 54 484 954 9 34 314

9 (RN §513 633 683 -0’3
6) b o'z 637 2 87 257 1y
4 57 8 918 80’8 818 628

o' 246 6'0'6 516 31 6 4'5'6

6’ =34 2y 34 3o 4 854

5 7 46 8 6 156 156 2' 4 ¢

1 48 2 570 o' o 2 93

7' 3609 35y (MO 179 679

6 4'9 5 145 235 275 '8 5
2! 8 63 o'3 3 553 733 8'6 3
b8 6 28 '8 54 ¢ 53 ¢ 548

(1) Voir notre premier travail, premiére partie, p. 6o. Le nombre des carac-
Léristiques est égal au nombre des triples situés a intérieur du triangle AOC'.

Le nombre des triples situés sur une médiane est

- Celui des triples situés

2

(N—1)(N—2) N—1 _ (N—1)(N—3)
6 - - 6 )

2

a Pintérieur du triangle AOB est

(N—1)(N=35)
12
(?) Les éléments 10, 11, ..., 18 sont notés o', 1', ..., 8.
(®) Nous indiquons par les chiffres placés a gauche de la barre verticale le
rang d’ordre des caractéristiques, dans leur déduction de la caractéristique de
téte correspondante par les puissances de | z, 2z |+ ’

Celui des caractéristiques sera
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et en représentant chaque caractéristique imprimitive par son rang
d’ordre, comme plus haut :

Colonnmes......... I. i1 1. 1v. V.
564 244 34 34 151

\ 642 352 452 452 262

() ’ 123 463 563 563 313
234 514 644 614 424

: , 345 625 125 125 535

456 136 236 236 646

Nous avons disposé ici verticalement les carrés (4) et les triples (5)
écrits horizontalement dans le paragraphe 9. A cela prés, nous avons
suivi en fout I'ordre des notations précédentes, en faisant « = 2, par
exemple pour I'ordre des éléments dans les caractéristiques imprimi-
tives, etc.

Nous avons commencé, dans chaque colonne, la rangée verticale de
droite par la caractéristique imprimitive 2°, 2%, 2'%, comme dans les

triples (5).

11. L’existence et les propriétés de ces colonnes sont, en principe,
indépendantes du nombre N = 62 + 1, premier (ou de la forme p™).
En effet, les puissances de la substitution |x, xx| sont les substi-

tutions |z, mx|, m entier positif quelconque, et une caractéristique

a,b,a+b(a+ 0Z3n), pour N éléments, est encore une caractéris-
tique pour un N supérieur. Cette étude des propriétés de 'ensemble
des caractéristiques, au moyen du groupe }|x, ax ||, fera 'objet d’un
autre travail. Nous remarquons ici seulement que :

La colonne V a deux éléments appartenant & la méme caractéris-
tique imprimitive dans la caractéristique de téte |ou deux éléments
égaux dans les triples (7)]; dans un systéme de caractéristiques, il
n’entrera donc pas deux caractéristiques appartenant aun méme de ses
carrés. ‘

Les colonnes 11l et IV ne différent que par le déplacement d'un élé-
ment dans la rangée verticale du milieu (2"=8 et 2'=06); leurs
carrés homologues ont ainsi les mémes éléments et peuvent se substi-
tuer 'un 4 'autre pour construire un systéme de caractéristiques.
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La colonne I présente, pour le moment du moins, le plus d’intérét.
Ses deux premiéres rangées verticales contiennent les 31 couples qui
n’entrent qu'une fois dans une caractéristique, tandis que les autres
couples des éléments 1, 2, ..., 3n entrent chacun dans deux caracté-
ristiques de I'ensemble. Cela permet d¢ja d’établir quelques théorémes
relatifs au groupe de substitutions qui appartient a 'ensemble des
caractéristiques. Nous indiquerons le premier :

Pour N = Gn + 1 premier, pour lequel 3n est le plus petit expo-
" sant qui rend 2 =1 (modN), le groupe qui appartient & l'cn-
semble des caraciéristiques est le groupe ;Ii-, aw|l, 2 racine pri-
mitive de N.

12. Tout systéme de caractéristiques ‘qui contient une caractéris-
tique imprimitive, ou une caractéristique de I'une des colonnes, se
transforme par une puissance de |z, 22| en un systéme qui contient

une caractéristique imprimitive donnée, ou une caractéristique fixée
de cette colonne. Il nous suffira donc d’obtenir, par exemple, les sys-
témes contenant la caractéristique imprimitive 10’1’, et pour chaque
colonne ceux contenant la caractéristique de téte; avec les substitu-
tions du groupe |z, 22|}, nous en déduirons tous les systémes de
caractéristiques possibles. Nous appellerons systémes de caractéris-
tiques différents, ceux qui ne sont pas équivalents par les substitu-
tions du groupe {|x, 2u||; nous verrons que, aussi dans la suite, ce
sont les seuls qu'il nous importe de connaitre.

13. Voici le tableau de ces systémes différents pour notre cas
de N = 37. Le procédé suivi pour les obtenir découle & peu prés déja
de l'ordre dans lequel ils sont écrits; nous donnons d'ailleurs en Note
plus bas le détail de la recherche. Les systémes 1, 2, 3, 4, 5, 12,13
et 14 s’obtiennent et s’écrivent sans autre; pour les autres, nous notons
les caractéristiques par le chiffre de leur colonne et en indice leur
rang d’ordre [ écrit & gauche dans le tableau (6)] dans leur déduction
de la caractéristique dc téte par les puissances de |+, 22|. Le groupe

i(123...3n), est isomorphe au groupe }|a, 22|!. Lorsque, dans une
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colonne, deux caractéristiques appartiennent au méme carré, elles
“sont entre parenthéses.

A. — Systémes contenant des caractéristiques imprimitives.
Systémes
équivalents.
1. Lesystéme des caractéristiques imprimitives. .. .. .. e e, e 1
2. Trois caractéristiques imprimitives et le carré de la colonne [ contenant les trois autres. ... .. 6
3,4, 5. Mime formation avec un carvé des colonnes 1, L et [V, ...... e i e .. 18
G.$ Deux caractéristiques imprimi-{ 10'1', 2 9’5", 15, lgry My, IV ..o ioe... P L
T dves ..o R B EUR LY IR | PO ¢ PO [ PR | | P e .9
) o' 1’} I - L, IV ViV 8
9.1 Une caractéristique impl*imi»s - - I, ~ 1V, V, VoV 18
10. LIVE. it it e . ( - [; 1, ~ IV Vg \'A 8
11. - |- Wy O g Ly LV - 8
B. — Systémes ne contenant pas de caractéristiques imprimitives.
12. Lo systéme des premier et quatriéme carrés de la colonne I............. e ieareenaas cees 3
13, 14, Les dcux systémes formés du premier carré de 11 et du troisiéme carré de Il ou IV, R )
135. 1, H; 11, 1, - V,V, 18
16. [ Systémes contenant au moins - g - - ViVy VsV, 9
17. deux caractéristiques de la Ty ks - Hig iy - Yy Vg i3
18. coloune V.. ..... e [ H iy i, - V Vg 18
19. (Y PO - L Lt - Vi Vo 9
20. ( Svstémes contenant deux carac- Yl V0 1,1, - - 1V, A\ 18
21, S téristiques de la colonne I etg 1, 1y Ay - Vo 18
a9, Z non obtenus dans les pr ccc-S [ 1, U i, V- - 8
23. dents,.. ... ..., [ PR N P 1 PR i, 1V, - 18
24. TR gl (AW Vy 18
95, Systemes contenant deux carac- ‘ |s' IRINIE A IV, Vs 8
gp, Wristiques de la colonne “’? B (PRI TR B TYETT v, - 8
g7 ) hon encore obtenus.. . 1 g "~ (V3 1V 1V Vs 8
28. ( Systéemes contenant deux carac- I+ I, I, i, v, - 8
29. g téristiques de la colonne 111 g 1, - O ILG IV, Vo 8
30. non encore obtenus..... I 1Y PRI IV, 1YV, - 18
31. Systémes contenant deux carac- " i, My [ARTLAYYAYY - 18
39, téristiques de la colonne 1V, L _ L, VIV, 1V v, 8
non encore obtenus. .......
Total. ...... 443

Nous indiquons a droite, pour chaque systéme différent, le nombre
des systémes équivalents par les 18 substitutions du groupe }|x, 22|!.
Dés qu'un systéme n’a qu’une caractéristique dans 'une des colonnes,
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il a nécessairement 18 systémes équivalents; dans les quelques autres
cas (2,3, 4, 5, 7, 12, 13, 14, 16, 19), le nombre des systémes équi-
valents est ou immédiatement donné, ou immédiatement déterminable
par les caractéristiques d'une colonne (voir la Note).

Note contenant le détail de la recherche. — 1. Un systéme ne peut contenir
cing caractéristiques imprimitives sans contenir la sixiéme.

2. Un systéme ne peut contenir quatre caractéristiques imprimitives, car les
deux autres caractéristiques ne pourraient étre prises que dans la colonne V, les
deux dans le méme carré, ce qui est impossible, ou chacune dans un carré diffé-
rent, ce qui est également impossible [deux triples (7) dans la méme colonne
ont toujours au moins trois éléments différents].

3. Un sysieme qui contient ¢rois caractéristiques imprimitives ne peut étre
complété qu'avec le carré, qui contient les trois autres caractéristiques impri-
mitives, si ce carré existe. Car, dans le cas contraire, il faudrait le compléter
avec des caractéristiques prises dans deux ou trois carrés différents des colonnes
1 aV, et n'ayant aucun des éléments des trois caractéristiques imprimitives
données. Il faudrait donc que les triples (7), représentant ces deux ou Llrois
carrés, ne contiennent que les mémes Lrois éléments. Or, dans les colonnes (7),
iln'ya:

Deux triples contenant les mémes éléments que dans la troisieme et la qua-
triéme, chaque triple de I'une avec I'homologue de I'autre, et dans ce cas, il
n'est possible que d'y prendre deux caractéristiques sans élément commun;

Deux ou trois triples formés des mémes trois éléments que dans la derniére,
les trois triples 151, 313, 535 ou 262, 424, 646, et dans ce cas encore, on voit
immédiatement qu'on ne peul y trouver une caractéristique dans chacun des
trois triples, sans avoir deux fois le méme élément.

b, Inversement, un systéme construit avec un carré de I'une des colonnes
1, IT, III, IV ne peul étre complété qu’avec trois caractéristiques imprimitives,
ou avec le carré constitué de ces Lrois caractéristiques imprimitives, si ce carré
existe. Autrement le systéme est impossible, pour les mémes raisons que celles
de la démonstration précédente.

8. La recherche des systemes différents contenant deux caractéristiques
imprimitives se réduit a ceci : les couples des éléments 4, 2, 8, 4, §, 6, repré-
sentant les caractéristiques imprimitives, se répartissent en trois séries impri-
mitives :

12, 23, 34, 45, 56, 61,
13, 24, 35, 46, 51, 62,
14, 25, 36,

par les substitutions du groupe ;(423456)}, triplement isomorphe au
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groupe |z, 2.r | {. Il nous suffit donc d’obtenir les systémes possibles avec les
couples de caractéristiques imprimitives 42, 413, 14.

6. La recherche des systemes. contenant une caractéristique imprimitive,
10’ v/, est un peu plus longue. Il suffit naturellement d’essayer avec 101’ une

seule caractéristique de chaque carré, dont le triple (7) ne contienl pas l'él¢-
ment 1.

7. Un systéme, qui ne contient plus de caractéristiques imprimitives, contient
nécessairement deux caractéristiques de 'une au moins des colonnes | a V.
Représentons les caractéristiques d’une colonne par leur rang d’ordre, dans
leur déduction de la caractéristique de téte. Les substitutions du groupe
1(123...8) !, isomorphe au groupe | |._z:, s |, laissent imprimitifs les couples
suivants des éléments t, 2, ..., 8', contenant I'élément 1:

2, 13, 17 1 a6, 7. N

.
7o 18, 1y ol

De ces couples de caractéristiques, les seuls a prendre en considération dans
notre recherche, parce que contenant six éléments dilférents, sont :

.

Pour la colonne L.... 13, 14, 13, 16, 17, 0.

\ » ... ¥y 13, 7. 18, 19, 0.

(8) ; » U0 o0 13, 16, 17, 19, 1.
' " [\ WA T SO N O T N 18, 19.

! » Voooo 1o, 14, 13, 16, 18, oL

Nous avons effectu¢ la recherche avec les colonnes dans cet ordre : V, I, 11,
11, IV, en essayant donc successivement chacun des couples précédents de carac-
téristiques de la colonne V, puis de la colonne I, I, etc. Dés que l'on a deux
caractéristiques données, il est vite fait d'éliminer (dans la méme colonne et
dans les quatre autres) les caractéristiques ayaut avec elles un élément commun;;
il ne reste jamais qu'un nombre restreint de caractéristiques, et la recherche
pour chacun des couples (8) est I'affaire de quelques instants.

Le procédé a en outre I'avantage de se vérifier lui-méme. En effet, chaque sys-
teme doit étre trouvé plus d’une fois dans cette recherche. Par exemple, le
systéme 16 doit étre trouvé quatre fois dans la recherche pour la colonne V [ car
la combinaison d’indices 10’3 4, par les substitutions du groupe |(123...8'),
prend les deux formes contenant 1, 10’34/ et 10’65, et le systéme doit étre
trouvé deux fois avec le couple (8) 10’, une fois avec le couple 15 et une fois
avec le couple 16] et une fois dans la recherche pour la colonne II. 1l est aisé
d'établir combien de fois et ol chaque systéme doit ére trouvé, et si, la
recherche faite, chaque systéme a été trouvé en place et le nombre de fois voulu,
on peut étre sur de Popération.

La recherche des systémes contenant des caractérisliques imprimitives a éLé

Journ. de Mati.., tome 1. — Fasc. 1, 1923. 12
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vérifiée également, en la répétant une seconde fois avec des caractérisliques
imprimitives différentes,

14. Soit maintenant I'un quelconque des 32 systémes de caracté-
ristiques différents, que nous venons d’obtenir. Représentons ses six
caractéristiques par les lettres

(9) a, b, ¢, d. e, f

Chacune de ces caractéristiques détermine les deux séries cycliques
conjuguées correspondantes, et le systéme donne 2% systemes cycliques
de triples de Steiner. Soit 'un quelconque de ces systémes :

(10) A, B. G, D. E F.

Nous représentons par A, B, ..., IV ses séries cycliques. Rappelons
que les substitutions |z, a.x| et |4, x| changent respectivement une
série cyclique en une série cyclique et la caraclérislique de la premiére
dans la caractéristique de la seconde.

Lorsque la substitution |£, :z_x| transforme le systéme de caracté-
ristiques (g) en un systéme de caractéristiques :

(11) a, b, ¢, d, ¢, [,

la substitution |z, 2.¢| transforme le systéme de triples (10) en un
systéme de triples :

(12) A, B, LD,

dont les caractéristiques sont les caractéristiques précédentes.
Inversement, lorsque la substitution |.z, 2« | transforme le systéme de
triples (10) en un systéme de triples (12), la substitution ]f_, _z_xl
transforme les caractéristiques () dans les caractéristiques (r1).

Admettons maintenant le théoréme que deux systémes cycliques
de triples équivalents sont déductibles l'un de Uautre par une
substitution métacyclique, et rappelons les données de l'introduc-
tion (). Nous avons les résultats suivants :

(') Le groupe métacyclique est produit par les deux substitutions ja. 1+ x|
et {z, ax|. La substitution [, 1 + | laisse invariable le systéme cyclique de
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1° Deux systémes de Lriples déterminés par deux systemes de
caractéristiques différents sont différents. Autrement, une puissance
de |z, 2| transformerait 'un des systémes de triples dans I'autre, et
une puissance de | £, 2| iransformerait I'un dans I'autre les deux sys-
témes de caractéristiques correspondants.

2° Si la premiére puissance de |2, 2| qui transforme le systéme
de caractéristiques (g) en lui-méme, est

If_‘ 2_1_ |3":l£’ ?‘3”"1.‘:: liil‘

la premiére puissance de |«, 2x|, qui transforme le systéme de
triples (10) en un systéme de mémes caractéristiques, est

Cetle puissance |, 2.¢|*" transforme le sysiéme (10) dans le systéme
conjugué ('), et la puissance |z, 2.c]*” le transforme en lui-méme. Le
systéme de triples (10) ne posséde alors que le diviseur cyclique
Hew, 14+ 2| (*) et 2° systémes de triples délerminés par les caracté-
ristiques (9) sont nécessairement différents.

3° Si la premiére puissance de | . 22|, qui transforme le systéme
de caractéristiques (9) en lui-méme, est|x, 22|%, d < 3n et diviseur
de 3n, |z, 2|* est la premiére puissance de |, 2:¢|, qui transforme
le systéme de triples (10) en un systéme de mcmes caractéristiques.
Ce systéme de triples transformé n'est pas le systéme (10) lui-méme,
d étant diviseur de 3n, car |z, 2.:|*" transformerait le systéme (10) en

triples. Par suite, avec le théoréme admis, deux systémes cycliques écuivalents
sont déductibles I'un de autre par une puissance de |z, oo |. Autrement dit,
les systémes de triples qui ne se trouvent pas dans les transformées de (ro), par
les puissances de |, 2a |, sont d{fférents du systéme (10).

(') Nous appelons systémes conjugués, les denx systémes de triples formés
des séries respeclivement conjuguées, Rappelons encore qu'une substitution
métacyclique change deux séries conjuguées en deux séries conjuguées (Intro-
duction, 4°), et donc deux systémes cycliques conjugués en deux systémes con-
jugnés,

(*) En tant que substitutions du groupe métacyclique, mais je ne puis pas
assurer qu’il n'y a pas de subslitutions, autres que mélacycliques, qui trans-
forment le systéme (10) en lui-méme,
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lui-méme, ce qui n’est pas. 1l n’est pas non plus le conjugué du sys-
teme (10), si 2d est diviseur de 37, pour la méme raison qu’avant,
puisque dans ce cas |, 2 [* transformerait le systéme (10) en lui-
méme.

Pour n =0, 3n=18, 2d est diviseur de 37 pour les diviseurs
d=1,3,9. Doncle 1", lc 3¢ et le g* transformé d'un systéme (10)
par la substitution |z, 24|, ne peuvent étre le conjugué de ce sys-
téme (10). Il reste les diviseurs 2 et 6; seuls le 2° et le 6¢ transformé
d’un systéme (10), peuvent étre, avant le 18¢, le conjugué de (10) (*).

15. Par conséquent, pour les systémes de caractéristiques suivants,
le systéme (g) étant successivement chacun de ces systémes, nous
aurons :

Systémes 7, 16, 193 d = 9. — Le g° transformé d’un sysiéme (10)
par |z, 2x| est de mémes caractéristiques que (10), mais |z, 22|'® esl
la premiére puissance qui donne le conjugué de (10). Chacun de ces
systémes détermine donc 2 systémes de triples différents, possédant
uniquement le diviseur cyclique { |z, 1 + 2] .

Systemes 2, 3, 4, 5; d = 6. — Le t,° transform¢ d’un systéme (10)
peut étre son conjugué. Avec chacun de ces systémes (g), nous trou-
vons que, pour huit systémes {10), le 6* transformé est le conjugué,
et pour huil autres, |z, 2x|'® est la premiére puissance qui donne le
conjugué (*). Chacun de ces systémes détermine 2* systémes de (riples

(') Sile 2¢ transformé est le conjugué du systéme (10), naturellement le 6,
le 10 et le 14°le seront également, avant le 18¢,

(*) Cette recherche ne demande plus qu’un temps minime pour chaque sys-
téme de caractérisligues en question, Nous [’effectuerons comme exemple avec
le systéme 2.

Le premier systéme de triples que détermine le systéme 2, c’est-a-dire le sys-
téme des six séries cycliques directes (prises dans le triangle AOC’; voir notre
premier travail, p. 60), est
(13) o013, o027, o037, 056', o064, ogg'.

Nous n’écrivons que le triple de téte de chaque série. Formons fa puis-
sance | x, 2z |% par cette substitution, ces six triples se changent en six autres
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différents; huit d’entre eux possédent le diviseur nétacyclique
d’ordre 3 < 37 = 111

HES IS [y 2",
et les huit autres n’ont que le diviseur cyclique ||, 1+ @ ||,

Systémes 13 et 145 d = 6. — lLe 6° transform¢é d’un systéme (10)
peut encore {tre le conjugué. Avec chacun de ces sysiémes (9), nous
trouvons que, pour deux syvsi¢mes (10), le ¢ transformé est le con-
jugué, et pour dix autres, |x, 2. |'® est la premiére puissance qui
donne le conjugué. Chacun de ces systémes détermine donc 12 sys-
témes de triples différents; deux d’entre eux possédent le diviseur

contenant encore |’élément o, et qui nous donnentsans autre la série transformée
de chacune des précédentes. Cette série transformée ne peut d'ailleurs étre que
I'une de ces mémes séries (13) ou 'une des conjuguées. in remarquant toujours
que la substitution métacyclique |z, 2. |® change deux séries conjuguées en
deux séries conjuguées, cetle premiére transformation suffit pour notre tableau,
que nous écrirons en omettant 'élément o et faisant ressortir les séries conju-
guées :

Systéme diveet, 13, 97, 31 o6, G4. 9. B, B. B, B, B, B,
‘ 6%.. g9’ 22° 33" 13 69" 86" Bi, By Bi,; Bis, By By ...

]

Transformés. ! 120, 56" 7' 37 qu 6§ 18" By, Bisy  Biay Birig Bus
w.. 1§ 22 33" 56" 6 9T B, B, B, B, B

e

e

Pour écrirve le 12° transformé, par exemple, g9’ devient 56", 22" devient a5’
puisque 27’ devient 22", etc.

Désignons par B, le systéme (13), par a,, @y, a3, a,, @5, a; ses séries cycliques,
par By, By, By (4, A=1, 2,3. 4, 5, 6) les systémes obtenus en remplacant,
dans By, respectivement la série a;; les deux séries a;, ax; les trois séries a,
a;, ay; par les conjuguées; enfin par B, Bly, B, les systémes conjugués res-
pectifs (B, a pourconjugué Byy,y, = Bj, ete.).

Les quatre systémes précédents sont ainsi By, B\, By, B, Prenons mainte-
nant By, c’est-a-dirve remplacons la premiére rangée verticale du tableau par les
séries conjuguées. Sans rien écrire, nous voyons que le 6° transformé est
déja B/, Nous prenons ensuite B,, c’est-a-dire nous remplacons la deuxiéme
rangée verticale par les conjuguées, nous trouvens Bi,,, By, B, puis nous
prenons By, By, elc., c’est-a-dive chaque fois un systéme qui n’a pas encore été
obtenu, lui ou son conjugué, et nous continuons ainsi jusqu'd épuisement des
2% systémes directs B, By et By, :
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-métacyclique
P, v, Jay2ta ],

et les dix autres n’ont que le diviseur cyclique | |2, 1+ 2|

Systéme 125 d = 3. — Le 3¢ transformé d’un systéme (10) ne peut
pas étre le conjugué, mais le 6° transformé pourra étre le conjugué
de(10).Pourcingsystémes (10), |z, 22 |'® est la premiére puissance qui
donne le conjugué, et pour un seul, le 6° transformé est son conjugue.
Ce systéme détermine six systémes de (riples différents; cing n'ont

“que le diviseur cyclique ||, 1 + x|}, et le sixieme a le diviseur méta-
cyclique

Ve, 12|, a2t

Systémes des caractéristiques tmprimitives, d =1. — Tous les
transformés d’un systéme (10) sont des systémes de mémes caracté-
ristiques. D’autre part, on sait (§ 7), que ce systéme (10) posséde le
diviseur métacyclique d’ordre 3N

Hea, v+2], |, atra]),
c’est-d-dire que la puissance |z, ax |* le transforme en lui-m¢me. On

, . a gt !
aura donc pour N =6n + 1 premier, au moins [ﬁ] = [T sys-

temes de triples différents, fournis par le systéme des caractéris-
tigues imprimitives, en entendant ici par ces crochets le premier

()‘Il—‘

. . .. q ‘.znﬁl .
entier égal ou supérieur n Dans notre cas, L n ] = 63 nous

trouvons en effet cing systémes (10), pour qui la puissance |x, 2. |* est
la premiére qui donne le conjugné, ayant donc le diviseur métacyclique
oy v+ ] o, 2|,
et un systéme pour lequel la puissance |z, 22 |* donne déja le conjugué
et qui a le diviseur métacyclique d’ordre g < 37 = 333
a1+ x|, | atell)
La recherche des systémes cycliques de triples diflérents pour
N = 37 est ainsi terminée. Nous obtenons

21X 254 3 X 284§ X 24 4+ 2 X 12 + 6 + 6 = 8uo systémes cycliques différents.
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Recherche des systémes cycliques de triples différents
pour N =—43.

16. Nous avons applique ¢galement le procédé au cas N = 43 élé-
ments en suivant une marche en tout pareille a celle qui vient d’étre
exposée. Nous ne donncrons waintenant plus que les résultats :

Pour N = 43, n =1, le nombre des caractéristiques est

i3

== 133.

(N —1)(N-3)

12

l.a recherche a été faite avec la substitution \ﬁ, iﬁl’ 3 étant racine
primitive de 43. Nous obtenons (57 systémes de caractéristiques
différents.

140 sysiéines ne possédent que l'identité (') : d=3n=21. lls
déterminent donc chacun 2° systémes de triples différents, ne possé-
dant que le groupe cyclique ||, 14+ z ]| = st

15 systémes ont le diviseur |, 37x|) : d =7. 2d n'esL pas
diviseur de 3n; donc le 7° transformé d’un systéme de triples peut
étre son conjugué. Autrement dit un systéme de triples déterminé par
'un de ces systémes de caractéristiques peut posséder un diviseur du
groupe métacyclique autre que le groupe |s!. Ces systémes de carac-
téristiques sont de dewx types, comme plus hauat (§ 15) ceux pour
lesquels ¢ = 6. Cinq d’cntre enx donnent chacun 32 systémes de
triples différents : 16 n’ayant que le diviseur cyclique ! 5| et 16 ayanl
le diviseur mélacyclique

ey v ], L, 3%,
Les dix autres donment chacun 24 systémes de triples différents :
20 n'ayant que le groupe cyclique |s| et 4 le diviser métacyclique
précédent.

1 systéme a le diviseur | |z, 3*x|| : d = 3. 2d n'est pas diviseur

(') En tant que substitutions du groupe cyclique | |z, 3z | {, maisde nouveau
je ne puis pas assurer qu'il n’ a ubstitutions, autres que celles de

¢ puis ssure il a pas de substitutio t e celles de ce
groupe, qui transforment I'un de ces systémes de caractéristiques en lui-méme.
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de 3n : un systéme de triples déterminé par ce systéme pourra pos-
séder le diviseur métacyclique

ey v+, L, 352

On trouve 10 systémes de triples différents, gn’ayant quc e groupe{s ),
et 1 possédant le diviseur métacyclique indiqué.

1 systéme (systéme des caractéristiques imprimitives) a le groupe
gh—1

entier ||z, 3z|{; d=1. 1l donne au moins [ ] =10 systémes

de triples différents. On trouve en effet dix systémes différents, neuf
n'ayant que le groupe | s| et le dixicme le diviseur métacyclique

e, 1+2]|, |z 32z]|!.
Nous obtenons ainsi pour N =43 :

1o x 2%+ 5 x 224 10 X 24 +10 410 = 9380 systemes de (riples différents.

Conclusion.

Nous résumerons dans le tableau suivant, nos résultats obtenus

jusqu'ici dans cette recherche des systémes cycliques de triples diffé-
rents pour N =6n + 1.

Nous désignons par :

S le nombre des systémes cycliques de triples différents;
S’ le nombre des systémes de caractéristiques;
5" le nombre des systémes de caractéristiques différents.

Ce tableau est :

N =06n+1.

n s, s S,
7 1 I 1 1
) 2 1 1 1
g9 3 2, 4 4
31 5 8 64 80
37 6 3 {45 8v0
43 - 157 3049 9380
25 (1) 4 P ) 12

(') Nous mettons & part le cas N = 23, parce que non premier.
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La recherche des systémes cycliques différents pour les premiéres
valeurs de N, jusqu’a N = 31, laborieuse dans notre premier travail,
n'aurait été qu'un jeu avec lintroduction du groupe ||z, ax]|.
Méme pour N =31, Dexistence des 8 systémes de caractéristiques
différents, déterminant immédiatement les 8o systémes de triples
différents (en 8 groupements distincts; voir fin de I'Introduction), se
reconnaittrés vite dansle tableau (6) correspondant, & quatre colonnes
de caractéristiques. _

Nous avons donc un procédé permettant d’obtenir encore, avec un
peu de temps, les systémes cycliques de triples différents pour les
valeurs immédiatement suivantes de N : 49, 61, 67, etc., et surtout,
fournissant déja, pour N = 6n -+ 1 premier, indéfiniment grand, un
nombre indéfini de systémes de triples différents. Nous enténdons

n—1

par l&, non seulement les P—;—J systémes de triples différents, déter-

minés par le systéme des caractéristiques imprimitives, mais, par
excmple, également les systémes de triples différents déterminés par
les systemes de caractéristiques différents constitués d’un carré d’une
des » — 1 colonnes du tableau (6) (') et des » — 3 caractéristiques
imprimitives restantes (*), les systémes de triples différents déterminés
par les systémes de caractéristiques différents, constitués de deux
carrés d’une colonne du tableau (6) (*) et des n— 6 caractéristiques
imprimitives restantes, etc. Ainsi I’étude du tableau (6) des colonnes
de caractéristiques, engendrées par le groupe }| z, ax || donnera déja,
avec N croissant, un nombre trés grand de systémes de caractéris-
tiques différents immédiats, ct comme il a été dit au paragraphe 11,

(') Il faut excepter de ce vaisonnement les colonnes (colonne V) ayant dans
la caractéristique de 1éte deux éléments appartenant a la méme caractéristique
imprimitive,
~(*) Ces systémes de caractéristiques ont le diviseur ||z, a”z||. Chacun

Qn—-l
détermine donc encore au moins [T] systémes de triples différents.

(®) Dés que n> 7, dans chaque colonne du tableau (7), il y a certainement
deux triples entiérement diflérents; les deux carrés correspondants contiendront
les éléments de six caractéristiques imprimitives. Dés que n>14, il y aura

" dans chaque colonune de (7) trois triples entiérement différents, etc.

Journ. de Math., tome 11. — Fasc. 1, 1923. 13
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elle fera I'objet d’un travail ultérieur. Nous devons seulement recon-
naitre, encore une fois, en terminant, que la démonstration du théo-
réme & la base de 'obtention des systémes de triples différents est
encore a faire ('); cependant, méme indépendamment de ce théoréme
et de la question des systémes de triples différents, les résultats
obtenus dans ce travail pour la construction des sysiémes de caracté-
ristiques, autrement dit pour la solution du probléme de Heffter (voir
notre premier travail, p. 58), ont déja leur intérét.

() Quoique, nous le répétons encore, pour des raisons de la théorie des
groupes, le théoréme doit exister, si ce n’est sous la forme générale que nous

lui avons donnée, du moins, dans le cas de deux systen\gﬁzyﬁl{mﬁ de triples

équivalents. ,@ e "!
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