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Recherche des systèmes cycliques de triples de Steiner 
différents pour Ν premier (ou puissance de nombre 
premier) de la forme 6 η -f- ι ; 

PAR S. BAYS. 

INTRODUCTION. 

Dans un premier travail sur les systèmes cycliques de triples de 
Steiner (') , nous avons obtenu tous les systèmes cycliques de triples 
de Steiner possibles pour les premières valeurs de Ν de la forme 
βη + ι : Ν = 7, i3, 19, 25, 3i éléments. 

Nous en rappelons les données essentielles : 

i° Un ensemble de triples (combinaisons trois à trois) de Ν éléments, 
contenant une fois cL une seule fois chaque couple de ces éléments, 
est un système de triples de Steiner (a). Il existe des systèmes de 
triples de Steiner pour chaque Ν de la forme 6/i -h 1 et 6« -h 3, et seu-

(') S. BAYS, Sur tes Systèmes cycliques de triples de Steiner (Annales de 
Γ Ecole Normale, 1928). Les deux Mémoires paraissent à quelques jours d'inter-
valle. Nous prions le lecteur que le sujet intéresse et qui veut entreprendre la 
lecture du présent travail d'une manière aisée et complète, de bien vouloir 
prendre d'abord connaissance du Mémoire des Annales. Les résultats essentiels 
des deux Mémoires ont fait l'objet de deux Notes aux Comptes rendus (t. 165, 
22 octobre 1917, p. 543, et t. 171, 27 décembre 1920, p. 1361 ). 

(2) Le triple 123 contient les trois couples 12, i3, 23, et le système de triples 
de Steiner 123, r 45, 167, 246, 207, 347, ^56 contient une fois et une seule fois 
chaque couple des sept éléments 1, 2, 7. Tout l'exposé nécessaire pour lire 
aisément ce travail se trouve dans notre premier travail. On peut consulter aussi 
NETTO, Combinatorik, p. 202-228. 
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lementpour ces Ν. Deux systèmes de triples sont différents, s'ils ne 
peuvent provenir l'un de l'autre par une permutation quelconque des 
Ν éléments. 

2° Soit Ν = 6η h- ι et les éléments ο, ι, 2, 6n. Un système de 
triples de Steiner de ces éléments est cyclique (') lorsque ses 
n(6n— 1) triples |ont répartis en η séries cycliques delà forme x, 
a 4- .x, h 4 χ (χ = o, 1, 2, ..., 6/ι), a et b étant deux des entiers 1, 

2, ..., 6//, et φ·± a, Ν — a, ^ ^a - Nous entendons par les 
entiers a 4- a?, b 4 -x, comme par tous les entiers > Ν qui interviennent 
dans les substitutions suivantes, leur plus petit reste positif ou nul 
(modN). 

3° Les séries cycliques vont par paires de séries dites conjuguées. 
Deux séries conjuguées contiennent les mêmes couples, bien que sans 
triple commun; elles sont déductibles l'une de l'autre parla substi-
tution |a?, Ν — x\. Les éléments associés à ο dans un triple, dans cha-
cune d'elles, sont : 

b — o, b, Ν—Ν — (ΰ — α), Ν — α. 

Trois de ces éléments sont inférieurs à -N; ils constituent la caraclé-

ristique de ces deux séries. L'ensemble des caractéristiques est l'en-
semble des triples des éléments 1,2, ..., 3/i, ayant la propriété : la 
somme de deux de leurs éléments est égale au troisième, ou la somme 
des trois éléments est égale à N. 

4° Soit N — 6n 4 1 premier (ou de la forme pm), et les éléments 
o, 1, 2, ..., 6/i. Le groupe mélacyclique est produit par les deux 
substitutions |a?, i4x| et |.x, αχ|, α étant racine primitive de N 
[appartenant à l'exposant φ(Ν), modN], La substitution |x, 1 4- χ | 
est génératrice de la série cyclique. La substitution |x, y.x\ change 
une série cyclique en une autre série cyclique, les trois triples de la 
première série qui contiennent l'élément o en ceux de la seconde qui 

(1 ) Il existe également des systèmes cycliques de triples pour N = 6 ή 4 3 élé-
ments. Ils sont constitués de n séries cycliques de la forme x, a 4- x, b 4- x 
(.r = o, i, 3, ..., 6/14-2), et d'une série cyclique supplémentaire de 2/t + i 
triples. Nous ne nous en sommes pas occupés jusqu'ici. 
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contiennent l'élément o, et deux séries cycliques conjuguées en deux 
séries cycliques conjuguées. 

5° Pour un système cyclique de triples de Steiner, il faut n séries 
cycliques telles que les 6n éléments associés à l'élément ο dans les 3/i 
triples qui le contiennent soient les 6n autres éléments i, 2, 6n. 
Les 11 caractéristiques correspondant à ces séries contiendront les 
311 éléments 1, 2, 3 λ, une fois chacun. Elles détermineront 2® sys-
tèmes cycliques de triples de Steiner, puisque, pour constituer un sys-
tème de triples, une série cyclique peut indifféremment être remplacée 
parla série conjuguée. Obtenir les systèmes cycliques de triples de 
Steiner de Ν éléments revient donc à déterminer d'abord tous les 
ensembles de n caractéristiques contenant les 3/i éléments 1, 2, ..., 3 n. 
Nous appellerons un tel ensemble de n caractéristiques sans élément 
commun, un système de caractéristiques (1 ). 

Dans notre premier travail, cette recherche des systèmes de carac-
téristiques a été faite directement, jusqu'à N = 31, sur l'ensemble des 
caractéristiques. Les substitutions métacycliques nous ont servi ensuite 
à répartir les systèmes cycliques de triples obtenus en classes de sys-
tèmes équivalents, et enfin le procédé des trains de White (2) nous a 
montré que les systèmes de deux classes différentes étaient toujours 
différents. Le théorème suivant était donc vérifié pour ces premières 
valeurs de N (premier ou de la formepm) : deux systèmes cycliques 
équivalents sont déductibles Γ un de C autre par une substitution 
mélacy clique. 

Ce théorème ne fait aucun doute pour nous, pour des raisons de la 
théorie des groupes que nous ne pouvons développer ici; mais nous 
ne sommes pas encore en état de le démontrer sous sa forme générale : 
deux fonctions cycliques de n variables χ,, x.>, ..., x

lt
 [possédant le 

groupe cyclique | (xt
x.,.. .x

n
)\, ri = p ou p"l\ équivalentes, sont 

(') Une solution du problème de Heffter ou du tableau des caractéristiques, 
dans notre premier travail. D'autre part, pour abréger, par système de triples, 
ou système cyclique

}
 nous entendrons toujours, dans la suite, un système cyclique 

de triples de Steiner. 
(2) il.-S. WHITE, Trans, of the A. M. S., t. XIV, J

9
I3, p. i3. 
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déductibles Γ une de l'autre par une substitution métacy clique (1 ). 
Nous l'admettrons pour la suite, jusqu'à démonstration ultérieure. On 
ne peut plus songer en effet à la vérification au moyen des trains de 
White pour un système de triples de chaque classe, comme elle a été 
faite dans notre premier travail, à cause du trop grand nombre des 
classes. D'autre part, il ne paraît pas possible d'aborder cette recherche 
des systèmes cycliques de triples différents par une autre voie, en tout 
cas, pas par une voie plus courte. C'est pourquoi à l'alternative d'aban-
donner cette recherche, nous avons préféré celle qui va suivre. 

Les résultats d'ailleurs ont justifié notre peine. Pour Ν = 7, i3, 19, 
25 et 3i éléments, la recherche directe des systèmes de caractéris-
tiques et l'application du groupe \\x, ux\\ aux systèmes cycliques de 
triples qui s'en déduisent, nous ont fourni les systèmes cycliques dif-
férents, mais sans rendre compte des groupements très particuliers 
de ces systèmes. Pour Ν = 31, les 2048 systèmes de triples existants 
donnaient 80 systèmes cycliques différents (80 classes de systèmes 
équivalents par les substitutions métacycliques); trois groupements 
de 16 systèmes étaient d'un même type, trois autres groupements de 
8 systèmes d'un même type également, et deux groupements à part 
donnaient les 8 systèmes offrant le plus d'intérêt. Pour Ν = 19, les 
4 systèmes de triples différents formaient deux groupements différents ; 
de même les 12 systèmes différents pour Ν = 25^2). A partir de Ν = 3i, 
la recherche directe des systèmes de caractéristiques n'était plus pos-
sible. L'introduction du groupe que nous notons j \ x, αχ·| J nous a du 
coup simplifié considérablement celte recherche, et rendu compte des 
groupements des systèmes cycliques différents. Nous ne cherchons 

(1) Je ne serais même pas surpris que le théorème soit déjà démontré, étant 
donné son importance en théorie des groupes. Je ne connais malheureusement 
pas assez la littérature de la théorie des groupes pour en décider. Quoi qu'il en 
soit, sa démonstration serait d'un intérêt essentiel dans le présent travail. 

(2) Également dans la constitution des trains de White, apparaissaient nette-
ment les groupements particuliers de ces systèmes. Les trains de White, appar-
tenant aux systèmes d'un même groupement, semblaient dériver plus ou 
moins d'une même forme initiale, caractéristique de ce groupement [voir par 
exemple, dans les figures des trains pour Ν = 19 (fin du mémoire), les trains 
des systèmes a et a

x
 d'une part et d et d

z
 d'autre part]. 
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plus que les systèmes de caractéristiques non déductibles Vun de 
l'autre par les substitutions du groupe j <xx\ j et chacun d'eux se 
trouve déterminer directement une famille de systèmes de triples 
différents à symétrie propre (les groupements précédents pour 
Ν = 3i, 19 et 26). Ces systèmes de caractéristiques fondamentaux (') 
dont dépendent ainsi entièrement la répartition des systèmes de triples 
différents, et les groupes qu'ils possèdent apparaissent maintenant 
comme les éléments irréductibles du problème. 

Dans un premier Chapitre, nous introduisons ce groupe j \ x, v.x\\ 

et étudions son effet sur l'ensemble des caractéristiques. Dans un 
second Chapitre, nous faisons la recherche des systèmes de triples dif-
férents pour Ν = 37. Enfin, dans un dernier paragraphe, nous don-
nons les résultats de cette recherche pour Ν = 43. 

Le groupe a#| et son effet sur l'ensemble 
des caractéristiques. 

1. La substitution |a?, a.x\ des 6/z éléments 1, 2, ..., 6λ, α racine 
primitive de Ν [appartenant à l'exposant φ(Ν), mod Ν], transforme 
les trois triples d'une série qui contiennent l'élément 0 dans les trois 
triples contenant l'élément ο de la série transformée. 

Par suite, la substitution |#, CLX\ des 3Η éléments 1, 2, ..., 3λ, 
d'ans laquelle nous remplaçons, non seulement chaque entier ax par 
son plus petit reste positif (modN), mais encore chaque reste ainsi 

trouvé a supérieur à ^N, par son complément Ν — a (2) inférieur 

à ^N, transforme une caractéristique en une caractéristique. 

Nous noterons dorénavant par a l'élément a, chaque fois que nous 
entendons ainsi la valeur absolue de son plus petit reste positif ou 
négatif (modN). Conséquemment, nous noterons par | Λ7, OLX\ la 
substitution précédente. 

(') Nous les appelons dans la suite « systèmes de caractéristiques différents ». 
(2) Pour un entier a compris entre ο et N, nous appellerons complément de α 

le nombre Ν — a. 
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2. Si nous introduisons un signe quelconque, par exemple , pour 
cette relation entre les entiers a et α (mod Ν), α~Ξ.α (mod Ν), cette 
relation a en partie les propriétés d'une congruence ordinaire (mod Ν), 
c'est-à-dire, si α Ξ ^ et Ξ c, 

α~Ξ. c (mod Ν) 

et vis-à-vis de la multiplication, si «Ξ b et cjï£d, 

(i) ac^bd (mod N), 

et comme cas particulier, si a^b, m~ m. 

ma^mb (mod Ν). 

En effet, a"£[
m

b (mod Ν) équivaut àa=± b (mod Ν), les deux autres 
congruences ± α=Ξ& ne différant pas de ces deux premières. 

De α = ± b et /> =Ξ— c, il suit 

a — ± c (mod Ν). 

De α = ± b et c = ± d, il suit 

ac^±bd (mod N). 

Par contre, vis-à-vis de l'addition, la relation n'a plus nécessaire-
ment la propriété de la congruence (mod Ν) : si α=± b et c = ± d

: 

a -h c—± b±d, 

mais la valeur absolue du second membre n'est pas toujours égale 
a b h- d. 

De la propriété (i) nous avons, s'appliquant plus directement à 
l'usage que nous allons en faire : 

α — g, b — b. cib^a.b, ab — a.b 

ou enfin 
ab — a. b. 

Autrement dit, les deux opérations a.b et ab donnent le même 
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résultat, et sont indifférentes à remplacer l'une par l'autre. D'où 

α"Ξ(α)'4; «"=(α)" — ·βι ···· 

5. La substitution αζ·| des6η éléments ι, 2, 6η est le cycle 

(ια'α^' ... Xs"'1) ou (α0α'a4 ... a6"-1). 

La substitution | a?, a.r| des 3a éléments 1, 2, ..., 3« est le cycle 

(1 α α2 a3 ... a3"- 1) ou (a"<ala2 ... a3"-1). 

On a en effet : 
α3"~— ι, α3«+-ν = —av (modi\); 

les petits restes positifs des puissances a3", a3"+l, ..., a6"""' sont les com-
pléments des plus petits restes positifs des 311 premières puissances. 
Les entiers 1, α, aa, ..., a3"-' sont donc les 3 a éléments 1, 2, ..., 3n. 

Les 6«premières puissances de la substitution cyclique s= \x, ccx\ 
forment le groupe cyclique d'ordre 6n: ||a?, aa?|{. Celles de ces 
puissances dont l'exposant est premier avec 6n sont formées d'un seul 
cycle; elles sont évidemment les substitutions |&\ aar| correspondant 
aux autres racines primitives de N. On sait d'ailleurs que les puis-
sances av, dont l'exposant ν est premier avecG/z, sont congrues aux 
autres racines primitives de N. 

Les 3« premières puissances de la substitution cyclique σ=|.ζ\α#| 
forment le groupe cyclique d'ordre 3n\ \ \x, aa?||. Seules les puis-
sances de σ, dont l'exposant est premier avec 3/*, sont formées d'un 
seul cycle, et correspondent aux autres racines primitives de N. Dans 
le cas où deux racines primitives de Ν, α et β sont complémen-
taires, β = N — α, a = β, a- = β2, etc., et les deux substitutions cor-
respondantes sont identiques ('). 

(·) Les racines primitives sont complémentaires deux à deux ou non complé-
mentaires. selon que le nombre premier est de la forme [\n H- 1 011 [\n— 1. Cette 
remarque que je n'ai pu retrouver dans les Disquisitiones arithmeticœ, de 
GAUSS, se trouve démontrée ici très simplement, en passant, pour les nombres 
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4. Les deux groupes cycliques j | x, ccx | ! et 11 χ, αχ | | sont réguliers 
transitifs : leur ordre est égal à leur degré, chacune de leurs substitu-
tions est forméë de cycles égaux (contenant le même nombre d'élé-
ments) et déplace tous les éléments, et par les substitutions du groupe, 
chaque élément se trouve successivement transformé en tous les autres. 
On sail qu'un groupe régulier transitif d'ordre Ν est imprimitif; cha-
cune de ses substitutions donne une répartition des Ν éléments en sys-
tèmes imprimitifs, constitués directement par les éléments de chaque 
cycle. 

«5. Le groupe cyclique d'ordre 3λ : j | &·, a.x | J contient la substitu-
tion suivante, qui est la puissance η de la substitution σ =| ar, aa? | : 

(2) (o^a^a2") (a1 a"-1"1 a'2""1"1) ... 1 a2'1-1 <x3n~1 ). 

Le système imprimitif constitué par chacun de ces cycles est une 
caractéristique. En effet, α étant toujours une racine primitive de N, 
les trois triples formés avec l'élément ο : 

0 3cva,w-v, oa3"+va3"+v, 0α'"1+να5','ι'ν (ν —ο, ι, ..., η — ι) 

appartiennent à la même série cyclique ('). Trois des six éléments av, 
a'H"v, a2n-t·^ oc57W"v sont les compléments des trois autres et 

inférieurs à ^ Ν (d'après 3°, introduction); ils ne peuvent être que les 

trois éléments αv, α"^, a2""^, puisque αΪΛ+ν ΞΞ — <*v, α<,Η·νΞΞ — a'l+v, 
a5

H4
.
v
 — —a

2
'^

v

, et le triple a
v

a
H+v

a
2/w

"
v

 est la caractéristique de celle 

premiers de la forme 6/λ —H 1, par le fait que les racines primitives seront com-
plémentaires ou non, selon que 

© (3/î) ^cp(6/i) ou φ (3η) ~ φ (6/ι). 

Or on a φ (3/ι) = ^ <p(6/i) pour η pair, c'est-à-dire pour les nombres premiers 

6« -+- 1 de la forme 12η'-h 1 = 4/1"-h 1, et φ(3 /ι) = φ (6n) pour η impair, 
c'est-à-dire pour les nombres premiers 6« -f- 1 de la forme 12«'— 5 = ^n"—1. 

(l) La construction du système cyclique de Netto est déjà l'application directe 
de cette propriété (voir notre premier travail, page 07). Il est d'ailleurs facile et 
court de répéter ici la démonstration. Les trois triples contenant l'élément ο dans 
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série cyclique. Les cycles de la substitution ( 2 ) sont donc des caractéris-
tiques, et constituent un système de η caractéristiques sans élément com-
mun. Nous l'appellerons le système des caractéristiques imprimitives. 

6. La démonstration donnée ne fait aucune restriction sur l'entier 
positif v, et le triple of α/Η"ν or est encore une caractéristique quel 
que soit ί > u. Cette caractéristique est aussi toujours l'une des carac-
téristiques imprimitives (2). En effet soit v' un entier positif l'élé-
ment av/est contenu dans l'une des caractéristiques (2). Supposons 
par exemple ol" — of"+v (v = 0, 1, u — 1), ce qui signifie 

α7'=±: a2/i+v ; 
on aura 

?/ι+Ί'~± a'; a
4,

l+
.vr= _

 a
«+v ^

 mo(
j j\j^ 

c'est-à-dire 
a«+v_av; α2,ι+ΛΙ' — a't+v. t:. q. F. U. 

Dans ce cas, 

aï'', a,M"7', α2"+7'; a7'+1, a2,l+*7'+i; ... ; αν'+η~ι, cc',+-n~\ cC,r+3"~l 

sont évidemment de nouveau les η caractéristiques imprimitives diffé-
rentes. 

7. La substitution \x, aLillx\ transforme la série cyclique qui con-
tient les trois triples 

ο, α7, α'ι+ν; o, α2"·4-7, «3Λ+ν; ο, «4w+v, α5η+ν 

en elle-même. On a donc le théorème : 

la série déterminée paro, α7, a't+v sont : 

ο, α7, <xn^' ; — α7, ο, — α7 -h <χ'ί+ν ; — α*+ν, — α'1"1·7 -h α7, ο. 

Au moyen des congruences, faciles à établir, 

α»«+ν=__ α
«+ν _

 αν^α2«+ν ( mod Ν ) ; 

on voit immédiatement qu'ils peuvent s'écrire : 

ο, αν, a'1"1"7·, o, a2"+v, ot3'i+v; a
5«+\

 c
 q_

 f d> 

/own. de Matlt., tome II. — Fasc. I, 1920. 11 
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Les ι11 systèmes cycliques, déterminés par le système des caracté-
ristiques imprimitives, possèdent chacun le diviseur mètacyclique 
d'ordre 3 η : 

i I χ, I + X j, | χ, oc2" a: | 

De ce résultat découlera plus lorn une conséquence importante. 

8. Soit maintenant une autre caractéristique quelconque. Nous 
pouvons l'écrire 

oc", oc1', otc [a,b,c — o, i,2, ...,3« — ι, et incongrus entre eux (mod//)] ('). 

Les puissances d§ la substitution |χ·, αχ | la transforme en 3η caracté-
ristiques différentes : 

(3) oc", och, oc''; a"'4"1, oé'+], oc''4-1; ι 

En effet, si la même caractéristique se retrouvait deux fois dans cet 
ensemble, il y aurait deux puissances différentes de |χ·, αα;| transfor-
mant oc", αώ, oc6' dans la même caractéristique. Par suite, une puissance 
autre que 1 identité transformerait αΛ, aé, oc6'en elle-même, et contien-
drait donc le cycle (a"oc6ac) ou son inverse. Or il n'y a que deux puis-
sances de | a?, αα?| contenant des cycles de trois éléments, la substitu-
tion (2) et son inverse, qui ont pour cycle les caractéristiques impri-
mitives. Mais, par hypothèse, oc", α6, a6 n'est pas une caractéristique 
imprimitive. 

9. Les 3η caractéristiques (3) se répartissent en η ensembles ou 
carrés de trois caractéristiques chacun, qui sont imprimitifs vis-à-vis 
des substitutions du groupe cyclique |1&·, a#| j. Ces carrés sont : 

ί oc", at.1', oc''; oc'£+1, oc''"4"1. oc''4"1; ...; oca4""~', oc''4"""1,a n 

(4) / <xa+n, <xh+n, oc04-"; ac+,l+K ; α"4-2"-α',4"2"~ι, α0"1"2"-1; 

j ^α+2/ι QFJ>+ÏN ^ QC+ÏU . l ^ — L ^ 1 

(*) a, b, c peuvent d'ailleurs aussi bien être pris quelconques : ils sont seule-
ment les trois incongrus entre eux (mod η). 
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Dans chacun de ces carrés, trois éléments disposés verticalement 
forment de nouveau une caractéristique imprimitive (£6). Si nous 
représentons chacune des n caractéristiques imprimitives : 

3t", a", &r" : y.\ a"4"1, a-" + l ; ... : a't— l, a2"- 1, a3""-1, 

par le chiffre de son rang" d'ordre : 

1. 2, ..., n, 

les carrés précédents, en commençant par celui ou, par exemple dans 
la troisième rangée verticale, se trouve la première caractéristique 
imprimitive α", a", a2", sont représentés par : 

(5) p,q,l; ρ +· 1, q 4-1, 2 ; p + n, q+n, n, 

ρ et q étant deux des nombres 1, 2, n, et en entendant par chacun 
de ces entiers son plus petit reste positif (mod n). 

Le groupe des permutations des carrés (4) ou des nouveaux triples 
(5), par les substitutions du groupe cyclique } |λ·, α,χ·| (, est isomorphe 
au groupe cyclique j (12 3 ... η) |. 

Remarquons de suite que, lorsque dans les triples (o) les trois élé-
ments sont différents, les neuf éléments dans les carrés correspondants 
sont différents et peuvent servir à construire un système de caracté-
ristiques. Cela se produit chaque fois que les trois éléments de la pre-
mière caractéristique αΛ, ac sont choisis dans trois caractéristiques 
imprimitives différentes. Par contre, lorsque deux des éléments de la 
caractéristique a", a.b, a'' appartiennent à la même caractéristique 
imprimitive, dans les triples (5) deux éléments sont égaux, et dans un 
système de caractéristiques, il ne pourra pas entrer deux caractéris-
tiques appartenant au même carré (4). 

Recherche des systèmes cycliques de triples différents 
pour ,\ — 37. 

10. La recherche des systèmes de caractéristiques est maintenant 
considérablement simplifiée. Sans chercher à exprimer le procédé 
sous une forme générale, nous allons l'appliquer directement au cas 
de N = 37 éléments. 
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Pour Ν = 37, η ~ 6, le nombre des caractéristiques est 
(N-HN-5) 

12 V 

■2 est racine primitive de 37. La substitution |a?, ΊΧ \ est (■) 
(1 3 4 86'5 O'7'36 a'3' 1' ;V7 ^'98')-

Si nous disposons ces caractéristiques en colonnes de 3 η = 18 caracté-
ristiques, invariante chacune par les substitutions du groupe cyclique 
j \ x

y
 2x \ [, comme il a été dit aux paragraphes 8 et 9, nous avons le 

tableau suivant (3) : 

Caractéristiques imprimitives : ι ο' Γ. χ η' 5'. 4 3 7. 8 6 4', 6' ·>.' 9, 5 3'8'. 

Colonnes I. 11. HI. IV. V. 
I 1 2' 3' 1 5' 4' 1 781 76» ο' ι) 1 

«3' 6':> i' 7'G Γ 3 4' ι' 3 8 1' 1 ·>.' Γ 

·>. 3' ι ' ·>. 79 ·< 4' G' 2 4' ■>/ 2 7' 8' 2 
8 8' 1 7' 4 6' 7' 8 2' 7' 897' V 5 7' 

4' 5 o' :V 3 >'5' G 9 5' G G'5' 2 3'5' 

' 9 1 2 3 8 5 3 6' 3' 3 6' 8' 3 7 o' 3 

\ 4 5'7 8 91 8 8'o'8 8' 1' 8 G 2 8 
1 o' 2 4 6 G'o'6 5 i'G 5 1 G 4'7'6 

|i' 482' 5 7'2/ o'5'·».' o' 2 ·>.' 9 3 2/ 

Ι 7' 3 6 9 3'5'9 12 9 Γ 7' 9 G'7 9 

I 2' 8 6' 3' o' 3 3' 7' 7 3' 7' 4 3' 8' G 3' 

(*) Voir notre premier travail, première partie, p. 60. Le nombre des carac-
téristiques est égal au nombre des triples situés à l'intérieur du triangle AOO. 

JV 1 
Le nombre des triples situés sur une médiane est— Celui des triples situés 

a 1 intérieur du triangle AOB est - ^ - := - — 

Lelui des caractéristiques sera - — -· 

(2) Les éléments 10, 11, ..., 18 sont notés ο', ι', . .8'. 
(3) (Nous indiquons par les chiffres placés à gauche de la barre verticale le 

rang d'ordre des caractéristiques, dans leur déduction de la caractéristique de 
tête correspondante par les puissances de j x, 2x J. 
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et en représentant chaque caractéristique imprimitive par son rang 
d'ordre, comme plus haut : 

Colonnes I. II. III. IV. V. 

, 561 241 341 341 151 
\ 612 352 452 452 262 

/ 345 625 125 125 535 
! 456 136 236 236 646 

Nous avons disposé ici verticalement les carrés (4) et les triples (o) 
écrits horizontalement dans le paragraphe SL A cela près, nous avons 
suivi en toutTordre des notations précédentes, en faisant ot = 2, par 
exemple pour l'ordre des éléments dans les caractéristiques imprimi-
tives, etc. 

Nous avons commencé, dans chaque colonne, la rangée verticale de 
droite par la caractéristique imprimitive 20, 20, 212, comme dans les 
triples (5). 

11. L'existence et les propriétés de ces colonnes sont, en principe, 
indépendantes du nombre Ν = 6η η- ι, premier (ou de la forme p'n). 
En effet, les puissances de la substitution \x, OLX\ sont les substi-
tutions | Xf nix |, m entier positif quelconque, et une caractéristique 
a, b

y
 a -+- b (a 4- 3/i), pour Ν éléments, est encore une caractéris-

tique pour un Ν supérieur. Cette étude des propriétés de l'ensemble 
des caractéristiques, au moyen du groupe Ή!, fera l'objet d'un 
autre travail. Nous remarquons ici seulement que : 

La colonne Y a deux éléments appartenant à la même caractéris-
tique imprimitive dans la caractéristique de tête [ou deux éléments 
égaux dans les triples (7)]; dans un système de caractéristiques, il 
n'entrera donc pas deux caractéristiques appartenant au même de ses 
carrés. 

Les colonnes III et IV ne diffèrent que par le déplacement d'un élé-
ment dans la rangée verticale du milieu (2* = 8 et 2" = 6); leurs 
carrés homologues ont ainsi les mêmes éléments et peuvent se substi-
tuer l'un à l'autre pour construire un système de caractéristiques. 
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La colonne I présente, pour le moment du moins, le plus d'intérêt. 
Ses deux premières rangées verticales contiennent les 3 η couples qui 
n'entrent qu'une fois dans une caractéristique, tandis que les autres 
couples des éléments i, 2, 3λ entrent chacun dans deux caracté-
ristiques de l'ensemble. Cela permet déjà d'établir quelques théorèmes 
relatifs au groupe de substitutions qui appartient à l'ensemble des 
caractéristiques. Nous indiquerons le premier : 

Pour Ν = G η -f- 1 premier, pour lequel 3 η est le plus petit expo-
sant qui rend 23" = 1 (modN), le groupe qui appartient à Ven-
semble des caractéristiques est le groupe \ | a, α χ | J, α racine pri-
mitive de Ν. 

12. Tout système de caractéristiques ;qui contient une caractéris-
tique imprimitive, ou une caractéristique de l'une des colonnes, se 
transforme par une puissance de | a, ix\ en un système qui contient 
une caractéristique imprimitive donnée, ou une caractéristique fixée 
de cette colonne. Il nous suffira donc d'obtenir, par exemple, les sys-
tèmes contenant la caractéristique imprimitive ιο'ι', et pour chaque 
colonne ceux contenant la caractéristique de tête; avec les substitu-
tions du groupe ;|a, 2a||, nous en déduirons tous les systèmes de 
caractéristiques possibles. Nous appellerons systèmes de caractéris-
tiques différents, ceux qui ne sont pas équivalents par les substitu-
tions du groupe 11 a·, 2a| |; nous verrons que, aussi dans la suite, ce 
sont les seuls qu'il nous importe de connaître. 

15. Voici le tableau de ces systèmes différents pour notre cas 
de Ν = 37. Le procédé suivi pour les obtenir découle à peu près déjà 
de l'ordre dans lequel ils sont écrits; nous donnons d'ailleurs en Note 
plus bas le détail de la recherche. Les systèmes 1, 2, 3, 4, 5, 12, i3 
et 14 s'obtiennent et s'écrivent sans autre; pour les autres, nous notons 
les caractéristiques par le chiffre de leur colonne et en indice leur 
rang d'ordre [écrit à gauche dans le tableau (6)] dans leur déduction 
de la caractéristique de tête par les puissances de | a·, 2 a |. Le groupe 
}(ϊ23...3λ)! est isomorphe au groupe ||a, 2a||. Lorsque, dans une 
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colonne, deux caractéristiques appartiennent au même carré, elles 
sont entre parenthèses. 

A. — Systèmes contenant des caractéristiques imprimitives. 
systemes équivalentes 

1. Le système des caractéristiques i m primitives 1 

2. Trois caractéristiques imprimitives et le carré de la colonne I contenant les trois autres (> 

3,4, o. Même formation avec un carré des colonnes II, III et IV '8 

6. ) Deux, caractéristiques imprimi-\ 1 υ'ι', ·> 7'5', Is, I8>, lly, IY3
 18 

7. \ lives j ιο'ι', 86 //, 1I5, II,', III
;J

, IΙΙ2· 9 

8.1 ,ιο'ι' 10 - 1 IL- l\v V;V» »8 

9. 'Une caractéristique iiuprimi-< - - llv - IV2· V4VtV
8

' 18 

11.' f - Us ( 1 ll
2

1 ll
8
) III3 IV

8
- - 18 

IL — Systèmes ne contenant pas de caractéristiques imprimitives. 

12. Le système des premier et quatrième carrés de la colonne I ■> 

13. 14. Les deux systèmes formés du premier carré de II et du troisième carré de III ou IV l'i 

-15. \ / 1:r II3IV IJI2' - V,V
4
 18 

16. ι Systèmes contenant au moins» - ί ί υ 118 - - - V| V0· V
5
 V

4
 9 

17.> deux caractéristiques de la < L/L· ~ 111
 :i

« 1113- - V
t
\

8
 18 

18.1 colonne V I l|- 'ΜΙ*' 1113· - V, V8 18 
19.) \ I ;i I a ' - ML,Ml s· - V,W 9 

20. î Systèmes contenant deux carac-'j 1 l
;i
 I.;) 111« ~ - l Y 9 Υ ν iS 

21.) téristiques de la colonne I, et ' l,l.4 Ho' . 111 ;i 1113 · - No 18 
22.) non obtenus dans les prccë-1 I, ls II3H0' HI., IN';·

 _ 18 

23. ( dents } l,ls tll7ll30 II l3 IV„· - 18 
24. . , l - 11,11;; lllslllo' IV·, V» »8 
25 Systemes 
26 teristique 
27 non encore obtenue 

28. C Systèmes contenant deux carac- \ h II.ν lll,IILIII„' IYV - t8 
29.1 téristiques de la colonne 111, > L - lllt lll3lllj- IV ,, YV <8 

30. ( non encore obtenus ) I; IL,· 111,111,; IVo lN ·,· - 18 

31
 ( Systèmeseo,^.tenant deu* carac- i ,V„,V.IV.. - .8 

Si.) lenstlIIues de la colonne l\, 5 . _ |V,lVv"l\Y V, ,S 
\ non encore obtenus * " 

Total 445 

Nous indiquons à droite, pour chaque système différent, le nombre 
des systèmes équivalents par les 18 substitutions du groupe ; |.r, 2œ\[. 
Dès qu'un système n'a qu'une caractéristique dans l'une des colonnes, 
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il a nécessairement 18 systèmes équivalents; dans les quelques autres 
cas (2,3, 4> 5, 7, 12, i3, 14» 16, 19), le nombre des systèmes équi-
valents est ou immédiatement donné, ou immédiatement déterminable 
par les caractéristiques d'une colonne (voî'rla Note). 

Note contenant le détail de la recherche. — 1. Un système ne peut contenir 
cinq caractéristiques imprimitives sans contenir la sixième. 

2. Un système ne peut contenir quatre caractéristiques imprimitives, caries 
deux autres caractéristiques ne pourraient être prises que dans la colonne V, les 
deux dans le même carré, ce qui est impossible, ou chacune dans un carré diffé-
rent, ce qui est également impossible [deux triples (7) dans la même colonne 
ont toujours au moins trois éléments différents]. 

3. Un système qui contient trois caractéristiques imprimitives ne peut être 
complété qu'avec le carré, qui contient les trois autres caractéristiques impri-
mitives, si ce carré existe. Car, dans le cas contraire, il faudrait le compléter 
avec des caractéristiques prises dans deux ou trois carrés différents des colonnes 
1 à V, et n'ayant aucun des éléments des trois caractéristiques imprimitives 
données. Il faudrait donc que les triples (7), représentant ces deux ou trois 
carrés, ne contiennent que les mêmes trois éléments. Or, dans les colonnes (7), 

il n'y a : 
Deux triples contenant les mêmes éléments que dans la troisième et la qua-

trième, chaque triple de l'une avec l'homologue de l'autre, et dans ce cas, il 
n'est possible que d'y prendre deux caractéristiques sans élément commun; 

Deux ou trois triples formés des mêmes trois éléments que dans la dernière, 
les trois triples 151, 313, 535 ou 262, 424, 646, et dans ce cas encore, on voit 
immédiatement qu'on ne peut y trouver une caractéristique dans chacun des 
trois triples, sans avoir deux fois le même élément. 

4. Inversement, un système construit avec un carré de l'une des colonnes 
1, II, III, IV ne peut être complété qu'avec trois caractéristiques imprimilives, 
ou avec le carré constitué de ces trois caractéristiques imprimitives, si ce carré 
existe. Autrement le système est impossible, pour les mêmes raisons que celles 
de la démonstration précédente. 

5. La recherche des systèmes différents contenant deux caractéristiques 
imprimitives se réduit à ceci : les couples des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, repré-
sentant les caractéristiques imprimitives, se répartissent en trois séries impri-
mitives : 

12, 23, 34, 45, 56, 61, 
13, 24, 35, 46, 51, 62, 
14, 25, 36, 

par les substitutions du groupe J (123456) triplement isomorphe au 
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groupe ; |o.\ i.r | '. Il nous suffit donc d'obtenir les systèmes possibles avec les 

couples de caractéristiques imprimitives 12, 13, 14. 

6. La recherche des systèmes, contenant une caractéristique imprimitive, 
ίο' i', est un peu plus longue. Il suffit naturellement d'essayer avec ι oV une 
seule caractéristique de chaque carré, dont le triple (7) ne contient pas l'élé-
ment 1. 

7. Un système, qui 11e contient plus de caractéristiques imprimitives, contient 
nécessairement deux caractéristiques de l'une au moins des colonnes 1 à V. 
Représentons les caractéristiques d'une colonne par leur rang d'ordre, dans 
leur déduction de la caractéristique de tète. Les substitutions du groupe 
; (12 3.. .8') ', isomorphe au groupe ! | α·, ίχ \ laissent iniprimitifs les couples 

suivants des éléments 1,2, . .., 8', contenant l'élément 1 : 

12, ίο, 1 f. ιό. ι(ΐ, 17. iS, 19, 10'. 

De ces couples de caractéristiques, les seuls à prendre en considération dans 
notre recherche, parce que contenant six éléments difi'érenls, sont : 

l8> 

Pour la colonne I ι3, ι.\, 15, i(>, 17, 10'. 
» II.... ι»., 1"), 17. 18, 19. 10'. 
» III... i·.».. i>, i(>, 17, 19, 10'. 
» 1\ ... ι·>. ι3, 1 \. 17. 18, 19. 
» Y,... 12, 14, i5, 16, 18, 10'. 

Mous avons effectué la recherche avec les colonnes dans cet ordre : V, 1, 11. 
HI, IV, en essayant donc successivement chacun des couples précédents de carac-
téristiques de la colonne V, puis de la colonne I, II, etc. Dès que l'on a deux 
caractéristiques données, il est vite fait d'éliminer (dans la même colonne et 
dans les quatre autres) les caractéristiques ayant avec elles un élément commun ; 
il ne reste jamais qu'un nombre restreint de caractéristiques, et la recherche 
pour chacun des couples (8) est l'affaire de quelques instants. 

Le procédé a en outre l'avantage de se vérifier lui-même. En effet, chaque sys-
tème doit être trouvé plus d'une fois dans cette recherche. Par exemple, le 
système 16 doit être trouvé quatre fois dans la recherche pour la colonne V [car 
la combinaison d'indices 1 o'5 4', pan les substitutions du groupe j (1 2 3.. .8') 

prend les deux formes contenant 1, io'5 4' et io'65', et le système doit être 
trouvé deux fois avec le couple (8) 10', une fois avec le couple i5 et une fois 
avec le couple 16] et une fois dans la recherche pour la colonne 11. Il est aisé 
d'établir combien de fois et où chaque système doit être trouvé, et si, la 
recherche faite, chaque système a été trouvé en place et le nombre de fois voulu, 
on peut être sur de l'opération. 

La recherche des systèmes contenant des caractéristiques impriinitives a été 
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vérifiée également, en la répétant une seconde fois avec des caractéristiques 
imprîmitives différentes. 

14. Soit maintenant l'un quelconque des 32 systèmes de caracté-
ristiques différents, que nous venons d'obtenir. Représentons ses six 
caractéristiques par les lettres 

(9) a, b, c, ci. c, /'. 

Chacune de ces caractéristiques détermine les deux séries cycliques 
conjuguées correspondantes, et le système donne 2e systèmes cycliques 
de triples de Steiner. Soit l'un quelconque de ces systèmes : 

(io) A, H. C, η. Κ. Γ. 

Nous représentons par A, 13, ..., F ses séries cycliques. Rappelons 
que les substitutions |.r, α«ν| el \x\ &χ\ changent respectivement une 

série cyclique en une série cyclique et la caractéristique de la première 
dans la caractéristique de la seconde. 

Lorsque la substitution |.r, aar| transforme le système de caracté-

ristiques (9) en un système de caractéristiques : 

(")■ a', b', c', cl\ e\ /', 

la substitution \x, ·ιχ\ transforme le système de triples (10) en un 
système de triples : 

(12) A', H', C\ D\ Ρ, P, 

dont les car acier ■ isliq lies sont les caractéristiques précédentes. 
Inversement, lorsque la substitution \x, ίχ| transforme le système de 
triples (10) en un système de triples (12), la substitution |u?, ix\ 

transforme les caractéristiques (9) dans les caractéristiques (n). 
Admettons maintenant le théorème que deux systèmes cycliques 

de triples équivalents sont déductibles Vun de Vautre par une 
substitution mèiacyclique, et rappelons les données de l'introduc-
tion ('). Nous avons les résultats suivants : 

(i) Le groupe métacyclique est produit par les deux substitutions ]ot*. n-o- | 
et | x, »o:|. La substitution [ÎT, I -+■ .r | laisse invariable le système cyclique de 
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i° Deux systèmes de triples déterminés par deux systèmes de 
caractéristiques différents sont différents. Autrement, une puissance 
de \x, -ix| transformerait Tun des systèmes de triples dans l'autre, et 
une puissance de | χ·, ·ιχ | transformerait Tun dans l'autre les deux sys-

tèmes de caractéristiques correspondants. 
2° Si la première puissance de \x

9
 ix| qui transforme le système 

de caractéristiques (9) en lui-même, est 

| X. 2X |3" — | χ, 23".r | —|.f.. χ (, 

la première puissance de |χ·, ix|, qui transforme le système de 
triples (10) en un système de mêmes caractéristiques, est 

I X, 2 X | :) " — | X, X | —. | X, ]V x\. 

Cette puissance |x, ix\iu transforme le système (10) dans le système 
conjugué ('), et la puissance |χ·, 2χ·|β,< le transforme en lui-même. Le 
système de triples (10) ne possède alors que le diviseur cyclique 
j | χ·, 1 -4- x'| | (2) et 25 systèmes de triples déterminés par les caracté-
ristiques (9) sont nécessairement différents. 

3° Si la première puissance de \ .v. 2.2?|, qui transforme le système 

de caractéristiques (9) en lui-même, est |x, 2X'|c/, d et diviseur 

de 3η, |χ·, 2x'|f/ est la première puissance de | x\ 2,c], qui transforme 
le système de triples (10) en un système de mêmes caractéristiques. 
Ce système de triples transformé n'est pas le système (10) lui-même, 
détant diviseur de 3n, car |χ·. 2x |3" transformerait le système (10) en 

triples. Par suite, avec le théorème admis, deux systèmes cycliques équivalents 
sont déductibles l'un de l'autre par une puissance de | x, ax\. Autrement dit, 
les systèmes de triples qui ne se trouvent pas dans les transformées de (10), par 
les puissances de | a·, 2x|, sont différents du système (10). 

(1) Nous appelons systèmes conjugués, les deux systèmes de triples formés 
des séries respectivement conjuguées. Rappelons encore qu'une substitution 
métacyclique change deux séries conjuguées en deux séries conjuguées (Intro-
duction, 4°)i et donc deux systèmes cycliques conjugués en deux systèmes con-
jugués. 

(2) En tant que substitutions du groupe métacyclique, mais je ne puis pas 
assurer qu'il n'y a pas de substitutions, autres que métacycliques, qui trans-
forment le système (10) en lui-même. 
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lui-même, ce qui n'est pas. Il n'est pas non plus le conjugué du sys-
tème (to), si id est diviseur de 3/i, pour la même raison qu'avant, 
puisque dans ce cas \x, ίχ |-,rf transformerait le système (10) en lui-
même. 

Pour η = G, 3 n — 18, id est diviseur de 3η pour les diviseurs 
d — ι, 3, 9. Donc le 1e1', le 3P et le </ transformé d'un système (io) 
par la substitution |a?, ix |, ne peuvent être le conjugué de ce sys-
tème (10). Il reste les diviseurs 2 et 6; seuls le 2e et le 6e transformé 
d'un système (10), peuvent être, avant le 18e, le conjugué de (10) ('). 

15. Par conséquent, pour les systèmes de caractéristiques suivants, 
le système (9) étant successivement chacun de ces systèmes, nous 
aurons : 

Systèmes 7, 16, 19; d= 9. — Le 9e transformé d'un système (io) 
par \x, 20? | est de mêmes caractéristiques que (10), mais |α·, 2#|18 est 
la première puissance qui donne le conjugué de (10). Chacun de ces 
systèmes détermine donc i'x systèmes de triples différents, possédant 
uniquement le diviseur cyclique {| χ, τ -h χ | !. 

Systèmes 2, 3, l\, 5; d = 6. — Le tje transformé d'un système (10) 

peut être son conjugué. Avec chacun de ces systèmes (9), nous trou-
vons que, pour huit systèmes (10), le 6e transformé est le conjugué, 
et pour huit autres, \x, 2,x p8 est la première puissance qui donne le 
conjugué (2). Chacun de ces systèmes détermine 2* systèmes de triples 

(') Si le a<! transformé est le conjugué du système (10), naturellement le 61', 
le 10e et le i4ule seront également, avant le 18·'. 

(*) Cette recherche ne demande plus qu'un temps minime pour chaque sys-
tème de caractérislujues en question. Nous l'effectuerons comme exemple avec 
le système 2. 

Le premier système de triples que détermine le système 2, c'est-à-dire le sys-
tème des six séries cycliques directes (prises dans le triangle AOC; voir notre 
premier travail, p. 60), est 

(i3) 013', 027', o3y, o56', 064', 099'. 

Nous n'écrivons que le triple de tête de chaque série. Formons la puis-
sance | j;, 2.r]6; par cette substitution, ces six triples se changent en six autres 
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différents; huit d'entre eux possèdent le diviseur inétacyclique 
d'ordre 3 X 37 = 111 

I |.r, I r |, |.r, 2'-\r | 

et les huit autres n'ont que le diviseur cyclique ) |α?, 1 4- x\ |. 

Systèmes i3 et 1/1; d = 6. — Le Ge transformé d'un système (10) 
peut encore être le conjugué. Avec chacun de ces systèmes (9), nous 
trouvons que, pour deux systèmes (10), le 6e transformé est le con-
jugué, et pour dix autres, |&·, ·2Χ |'8 est la première puissance qui 
donne le conjugué. Chacun de ces systèmes détermine donc i2sys· 
ternes de triples différents; deux d'entre eux possèdent le diviseur 

contenant encore l'élément o, et qui nous donnent sans autre la série transformée 
de chacune des précédentes. Cette série transformée ne peut d'ailleurs être que 
l'une de ces mêmes séries (i3) ou l'une des conjuguées. En remarquant toujours 
que la substitution métacyclique | A-, 2 A· |6 change deux séries conjuguées en 
deux séries conjuguées, celle première transformation suffit pour notre tableau, 
que nous écrirons en omettant l'élément ο et faisant ressortir les séries conju-
guées : 

Système direct. 13'. 27'. 37. 30'. GV. 01)'. B„. Bt. Β... B3. B
v Bs. 

ι IV... 99 22" 33'" .3' 69" 56" B'IS H', B;6I B'6 B't56... 
Transformés. <J ι 56' ·>-' 'ày 99 6.|' 15" B

M
 B

m
 Bm B,

V6 B|4S ... 
f iS«... 15" 22" 33" 56" 69" 97" B'0 B!> B'3 B't B'5 ... 

Pour écrire le iau transformé, par exemple, 99' devient 56", 22" devient 27' 

puisque 27' devient 22", etc. 
Désignons par B0 le système ( 13), par a

t
, a», a

:t
, oy, as, a6 ses séries cycliques, 

par B,, B,·*, B1|A. (i, kz=. 1, 2,3. 4, 6) les systèmes obtenus en remplaçant, 
dans B0, respectivement la série α, ; les deux séries a,, n*; les trois séries 
a,·, a/g\ par les conjuguées; enfin par BJ , Β'

/Λ
., B'

1/A
, les systèmes conjugués res-

pectifs (B, a pour conjugué BmS(!=i B',, etc.). 
Les quatre systèmes précédeuts sont ainsi B

0
, B'u, Bu, B'

0
. Prenons mainte-

nant B,, c'est-à-dire remplaçons la première rangée verticale du tableau par les 
séries conjuguées. Sans rien écrire, nous voyons que le 6e transformé est 
déjà B',. Nous prenons ensuite B

2
, c'est-à-dire nous remplaçons la deuxième 

rangée verticale parles conjuguées, nous trouvons B'lî6, Bm> B,, puis nous 
prenons Bs, B4, etc., c'est-à-dire chaque fois un système qui n'a pas encore été 
obtenu, lui ou son conjugué, et nous continuons ainsi jusqu'à épuisement des 
25 systèmes directs Β,·, B,* et Bi,·*. 
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métacyclique 
j |.e, ι -h λ·|, | a,s.r | ;, 

et les dix autres n'ont que le diviseur cyclique j | x\ ι -h χ | !· 

Système 12; d — 3. — Le 3e transformé d'un système (10) ne peut 
pas être le conjugué, mais le 6e transformé pourra être le conjugué 
de(io).Pourcinq systèmes(io), |a?, 2a? |18 est la première puissancequi 
donne le conjugué, et pour un seul, le 6e transformé est son conjugué. 
Ce système détermine six systèmes de triples différents; cinq n'ont 
que le diviseur cyclique 11 1 -H χ | J, et le sixième a le diviseur méta-
cyclique 

J|A?, Ι + Λ?|, |Λ·, ALS.RI 

Systèmes des caractéristiques imprimitives, d — 1. — Tous les 
transformés d'un système (10) sont des systèmes de mômes caracté-
ristiques. D'autre part, on sait (§ 7), que ce système (10) possède le 
diviseur métacyclique d'ordre 3iN 

I | ' ■+■ 00 |, j χ, α2" χ | |, 

c'est-à-dire que la puissance \ x, aa;|2" le transforme en lui-même. On 

aura donc pour Ν = 6« -h 1 premier, au moins — = —— sys-

tèmes de triples différents, fournis par le système des caractéris-
tiques imprimitives, en entendant ici par ces crochets le premier 

entier égal ou supérieur à " · Dans notre cas, = b; nous 

trouvons en effet cinq systèmes (10), pour qui la puissance | χ, 2x |° est 
la première qui donne le conjugné, ayant donc le diviseur métacyclique 

i 1 ,r, 1 ,ν |. |.Γ,·1»Λ·||, 

et un système pour lequel la puissance |;r, ·ιχ |2 donne déjà k conjugué 
et qui a le diviseur métacyclique d'ordre 9 χ 37 = 333 

J |Λ·, ι-»- a?|, |«, a*a?|j. 

La recherche des systèmes cycliques de triples di Ile rents pour 
]N = 37 est ainsi terminée. Nous obtenons 

21 χ 28 + + χ i2+()-f 6 — 8>.o systèmes cycliques différents. 



SYSTÈMES CYCLIQUES DE TRIPLES DE STEINER. 95 

Recherche des systèmes cycliques de triples différents 
pour Ν = 43. 

16. Nous avous appliqué également le procédé au cas IN = 43 élé-
ments en suivant une marche en tout pareille à celle qui vient d'être 
exposée. Nous ne donnerons maintenant plus que les résultats : 

Pour Ν = 13, η — η, le nombre des caractéristiques est 

ι IV (N - 5 
I 

La recherche a étc faite avec la substitution |χ·, 3.χ·|, 3 étant racine 

primitive de 43. Nous obtenons 157 systèmes de caractéristiques 
différents. 

ι/|θ systèmes ne possèdent que l'identité (') : d—Sn — n. Ils 
déterminent donc chacun 2e systèmes de triples différents, ne possé-
dant que le groupe cyclique }|.χ·, ι 4- χ | { == ) s <. 

ia systèmes ont le diviseur ] | x\ 37,χ·|! : d — 7. 2 d n'est pas 

diviseur de 3A; donc le 7e transformé d'un système de triples peut 
être son conjugué. Autrement dit un système de triples déterminé par 
l'un de ces systèmes de caractéristiques peut posséder un diviseur du 
groupe métacyclique autre que le groupe \ s |. Ces systèmes de carac-
téristiques sont de deux types, comme plus haut (§ la) ceux pour 
lesquels r/= 6. Cinq d'entre eux donnent chacun 32 systèmes de 
triples différents : 16 n'ayant que le diviseur cyclique ■ s ! et 16 ayant 
le diviseur métacyclique 

J |.r, i-h.r j, la.·, 3,l.r| ;. 

Les dix autres donnent chacun 24 systèmes de triples différents : 
20 n'ayant que le groupe cyclique ; s j et 4 le diviseLr métacyclique 
précédent. 

1 système a le diviseur j |a·, 38a?| | : d — 3. 2d n'est pas diviseur 

Ο En tant que substitutions du groupe cyclique j | r, Sx | j, maisde nouveau 

je ne puis pas assurer qu'il n'y a pas de substitutions, autres que celles de ce 
groupe, qui transforment l'un de ces systèmes de caractéristiques en lui-mémo. 
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de 3η : un système de triples déterminé par ce système pourra pos-
séder le diviseur métacyclique 

î|a?, i4-#|, j.r, 3«#!;. 

On trouve 10 systèmes de triples différents, 9 noyant que le groupe{s î, 

et 1 possédant le diviseur métacyclique indiqué. 
1 système (système des caractéristiques imprimitives) a le groupe 

entier ||a?, 3a?|j; d — 1. Il donne au moins = 10 systèmes 

de triples différents. On trouve en effet dix systèmes différents, neuf 
n'ayant que le groupe | s j et le dixième le diviseur métacyclique 

j | χ, 1 -+- χ |, | x, 3-x | j. 

Nous obtenons ainsi pour Ν = 43 : 

ΐ4θ x 2r> + 5 χ 23 -4- 10 Χ ιί\ -+- »ο -+- ίο = qSSo systèmes de triples différents. 

Conclusion. 

Nous résumerons dans le tableau suivant, nos résultats obtenus 
jusqu'ici dans cette recherche des systèmes cycliques de triples diffé-
rents pour Ν = 6/?-h ι. 

Nous désignons par : 

S le nombre des systèmes cycliques de triples différents; 
S'le nombre des systèmes de caractéristiques; 
S" le nombre des systèmes de caractéristiques différents. 

Ce tableau est : 

N = 6/j-4-i. n. S". S'. S. 
711 I l 

13 ·ι ι ι ι 
i9 3 a 4 4 
3i 5 8 64 80 
07 6 3>. 445 8·>.ο 
43 7 if>7 3I>4<) 9880 
>5 (1 ) 4 ' 1 :> I ■' 

( ') Nous mettons à pari le cas Ν = 2D, parce que non premier. 
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La recherche des systèmes cycliques différents pour les premières 

valeurs de N, jusqu'à Ν = 3i, laborieuse dans notre premier travail, 
n'aurait été qu'un jeu avec l'introduction du groupe j|a?, a#|J. 

Même pour N = 3i, l'existence des 8 systèmes de caractéristiques 
différents, déterminant immédiatement les 80 systèmes de triples 
différents (en 8 groupements distincts; voir Π11 de l'Introduction), se 
reconnaît très vite dans le tableau (6) correspondant, à quatre colonnes 
de caractéristiques. 

Nous avons donc un procédé permettant d'obtenir encore, avec un 
peu de temps, les systèmes cycliques de triples différents pour les 
valeurs immédiatement suivantes de Ν : 49? ^7, etc., et surtout, 
fournissant déjà, pour Ν = 6Λ 1 premier, indéfiniment grand, un 
nombre indéfini de systèmes de triples différents. Nous enténdons 

par là, non seulement les |^~~J systèmes de triples différents, déter-

minés par le système des caractéristiques imprimitives, mais, par 
exemple, également les systèmes de triples différents déterminés par 
les systèmes de caractéristiques différents constitués d'un carré d'une 
des η — ι colonnes du tableau (6) (') et des η — 3 caractéristiques 
imprimitives restantes (2), les systèmes de triples différents déterminés 
par les systèmes de caractéristiques différents, constitués de deux 
carrés d'une colonne du tableau (6) (5) et des η — 6 caractéristiques 
imprimitives restantes, etc. Ainsi l'étude du tableau (6) des colonnes 
de caractéristiques, engendrées par le groupe j|.x, <x.œ \ | donnera déjà, 

avec Ν croissant, un nombre très grand de systèmes de caractéris-
tiques différents immédiats, et comme il a été dit au paragraphe 11, 

(1) Il faut excepter de ce raisonnement les colonnes (colonne V) ayant dans 
la caractéristique de tête deux éléments appartenant à la même caractéristique 
imprimitive. 

(2) Ces systèmes de caractéristiques ont le diviseur ! |^> a"^l i- Chacun 

determine donc encore au moins —— 1 systèmes de triples différents. 

(3) Dès que «>7, dans chaque colonne du tableau (7), il y a certainement 
deux triples entièrement différents; les deux carrés correspondants contiendront 
les éléments de six caractéristiques imprimitives. Dès que n>i4, il y aura 
dans chaque colonne de (7) trois triples entièrement différents, etc. 

Journ. de Math., tome II. — Fasc. I, 1923. 
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elle fera l'objet d'un travail ultérieur. Nous devons seulement recon-
naître, encore une fois, en terminant, que la démonstration du théo-
rème à la base de l'obtention des systèmes de triples différents est 
encore à faire ('); cependant, même indépendamment de ce théorème 
et de la question des systèmes de triples différents, les résultats 
obtenus dans ce travail pour la construction des systèmes de caracté-
ristiques, autrement dit pour la solution du problème de Heffter (voir 
notre premier travail, p. 58), ont déjà leur intérêt. 

(*) Quoique, nous le répétons encore, pour des raisons de la théorie des 
groupes, le théorème doit exister, si ce n'est sous la forme générale que nous 
lui avons donnée, du moins, dans le cas de deux systènv^^yHU^i^de triples 
équivaleuts. 


