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Sur la « sé/mrat/on » des points singuliers

d’une fonction analytique;

Pax J. SOULA.

Soit une fonction énalytique F(ic) pour laquelle les points d’un
cnsemble E sont singuliers; 'ensemble E est supposé a distance finie,
il est entouré par une courbesimple C sur laquelle F' () est réguliére.
Admettons encore que F(wx) posséde d'autres .points singuliers;
peut-on alors, trouver une fonction ¢(«) n’admettant pas d’autre
point singulier que ceux de E et telle que I'(:x) — ¢ () soit réguliére
en tous les points de E?

Dans le cas ou I'(i) reste uniforme pour un deplacemem sur la
courbe C, on doit, comme il est bien connu, repondre par laffirma-
tive. La fonction ?(v) n’est autre que

1 F(3)ds
;FL( T —a

Je dirai dans ce cas (et dans les cas analogues) que l'ensemble des
points singuliers E est « séparable » et qu'il a été séparé par la cons-
truction de la fonction ¢(x).

Dans le cas ou la fonction F(x) n’est pas uniforme, le probléme ne
saurait admettre une solution aussi simple : si par exemple F(z) n’a
que deux points singuliers & distance finie ou  I'infini, il est impos-
sible de les séparer. Une fonction qui n’a qu’un point singulier & toute
distance est en effet uniforme, I'(.z) ne peut étre égale & la somme
de deux telles fonctions.
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On peut se demander, toutefois, il n’est pas possible d’ obtemr des
résultats en portant son attention sur une détermination de la fonction
étudiée. C'est ce qu’a fait M. Faber dans un intéressant Mémoire (*)
consacré aux fonctions multiformes; mon but est d’appliquer ses résul-
tats & la recherche de points singuliers de fonctions définies par des
séries de Taylor. : i

Dans un Mémoire oti ce dernier probléme est étudié dans certains
cas particuliers (?), je n’ai pas fait état du travail de M. Faber :
certaines démonstrations ne paraissaient pas convaincantes et certains
énoncés étaient trop généraux. J'ai reconnu, depuis lors, I’exactitude
des résultats de M. Faber, mais je crois qu'il faut modifier légérement
ses démonstrations et préciser ses énoncés. Les cas qu’il étudie ne
sont pas d'ailleurs exactement ceux dont j’ai besoin. Pour toutes ces
raisons, étant donnée aussi I'importance de la question, je crois devoir

reprendre I'exposé de M. LFaber. J’en donne ensuite 'application
.annoncee.

4. Soit une fonction f(x) holomorphe & l'intérieur d’un domaine
simplement connexe A. Une ligne L, sans pdint double et pourvue
d’'une tangente qui varie d’'une maniére conlinue, partage A en
deux régions. Toutefois, les extrémités a et & de L sont sur la fron-
tiere de A, a et b sont donc peut-étre, points singuliers de f'(x). 1l
existe alors une fonction G () liolomorphe dans tout le plan (y com-
pris I'infini) sauf en « et / et possédant les propriétés suivantes : la
ligne L n’est pas pour elle une coupure essentielle, G(«) est prolon-
geable au dela de L dans les deux sens, G () reste uniforme siI'on fait
le tour de L., mais elle n’est pas uniforme si I'on fait le tour de a seul
(ou de ), la dillérence des deux valeurs des deux cotés de L est f().
C’est la le lemme fondamental que nous allons établir.

Supposons d’abord que ff( Y d. ait un sens, bien que les points @

el b puissent étre smgulnela et que, de plus, cette intégrale soit abso-

(*) Faser, Math. Annalen, L. LX, 1905, p. 386 et suiv.
() Journ. de Math. pures et appliquées, 1921, p. 97.
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lument convergente. Il n’y a qu’a prendre
(z)ds=
6(r) = oz [ L2,
), s —.

G () existe partout ailleurs que sur L. Les propriétés énoncées onl
été souvent démontrées, je renyerrai par exemple au Cours de

M. Goursat (*)..

2. Si ff(:)(ls n'est pas absolument convergente, G () sera
1.

définie d’'une maniére plus eompliquée. Nous choisirons deux suites
. de points'a, a,...a,... qui tendenl vers «, et b, b,...0,... qui tendenl
vers 0, les a, se rapprochant constamment de «, les b, de . Désignons
par J, l'arc aya,..,, parJ, 'arc b,0,,,. Soit M, une borne supérieure du
module de £ (5) lorsque s est sur J, ou J;. A chacun des arcs J, (ou J))
nous attacherons un entier 2, (ou #.) défini par la régle suivante : soit g
un nombre fixe, positif, inférieur & 1. Si, lorsque z est sur J,, on a pour
une valcur de 5 au moins

|z —a|Zp,
je prendrai »,=o.

Si, quel que soit = sur J,, on a

) . [s—al<p,
je prendrai 1, tel que

(1) oM, < 1,
d’ou je déduis
|3 —a|"“My<t,
Je poserai ensuite

(53— a)"
r—a)yn(s—.r)

.I‘(S, x) = (

s étant sur J, et & n'importe ou dans le plan. On définirait de méme
le nombre r, attaché i J, en remplacant @ par & dans ce qui précéde.

(1) Tome 11, fin du Chapitre XVI. M, Faber donne un calcul direct. On peut
aussi écrire G(.z) sous forme de somme de potentiels et tirer de 13 la démons-
tration.
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On posera encore )

3 —b )
I'(:‘, JSQY) = ( ) 3 -

(& — by (s —.)

pour 3 sur J, et . dans le plan.

La fonction r(z, «') est ainsi définie pour toute valeur de = sur L et
pour toute valcur de . Elle est holomorphe par rapport a .« partout
ailleurs que sur L.

Nous prendrons

W

Ga) = —= /"r(:., &) J(5)ds =8 (0) + 8 ()
L

avec
S(a)= _)Z.n}: /"j(s);?(:., &) ds: S'(.r):;:—.:2]:/'(:)1'(:-,\1.')1/:.
- ‘/.—tl)‘v"" e ve=o N

Les propriétés de (i () seront étudiées dans un domaine 1) répon-
dant aux conditions suivantes : D est limité par une courbe simple el
est coupé par L qui le partage en deux régions. Les points @ et b sont
extérieurs & D. Soient / une borne inférieure de la distance de @ et
de b aux points de D, « un nombre positif inférieur & «. Les inter-
valles J, seront classés en deux catégories :

1° J, sera de la premicre catégorie si l'on a les inégalités suivantes
quel que soit = sur I'arc qui va de @ & J, et sur J, lui-mcme et quel que
soit « dans D

|z —al<p, |3 —wl<d.p, js—w|>a

2° Les autres arcs J, forment la deuxiéme catégorie.

Comme les @, tendent -vers «, les intervalles de la premiére caté-
gorie sont en nombre illimité, ils forment un arc continu L, dont «
est une extrémité el qui est extérieur a D. Les intervalles de la
deuxiéme calégorie sont en nombre limité et forment un arc
continu L,. Nous désignerons par N, (.r') la somme des termes de la
série S(.x) pour lesquels J, cst de la premiére catégorie, par S,(.) la
somme des autres termes

S(w) =3, («) 4+ S,(0).
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Si J, est de la premicre calégorie
Ml 1 o',
r(soef= ;‘__—,,\ 5=~

car

<= [ ldsl.
« )

On en déduit
./'(;:, () <L‘| T \l~,'/.L dsz

i
d’aprés Pinégalité (1), Done la série 8, () admet comme majoraunte

/‘.I IISI

L7

1
2an & J
' R D

.
o)

ct celle-ci converge bien, 5,(.t') est donc {onction holomorphe de .

La somme 3,(.r) n'a qu'un nombre tini de termes. Soit un terme

dans D.
. o s a3
U, () o —= / ——) —— 3
wn, ) \we—a! s —w
or
S—a\" 1 o I —d (3— )t
T—a 3=t (r—alt (&0 =)

—

GO—a

(

T, () est donc la somme d’une intégrale
‘ FACIR ds
RARENG

et d’un nombre lini de fonctions méromorphes de pole unique a.

On a donc
~ t
Saa) = — -
() Ht,/! 3
ol I'(¢) est un polynome en ¢.
I’intégrale §'( ) se laisse transformer d'une fagon analogue et 'on
Journ. de Math. (4 sévie). tome 1, — Fase, Lo, 2
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a finalement

. ___‘ v () ds ) N af 1 Y e )
Glo)= 3!7'/ o ! kw——u). + 1 (.v—-a) + Sl S ek

Lo+ Ly

L, est un arc analogue & L,, c’est-d-dire que L est partagée en
(uatre arcs qui sont en allant de @ vers 4 : L., L,, L, L. Le poinl
commun & L, et L, et le point commun a L et L} sont extérieursa D.
F'(¢) est un polynome, §',(*) une fonction holomorphe dans D.

La formule obtenue permet d’¢tabliv les propriéiés indiquées
pour G(w)au n® 4, en supgosant « dans D : G(.v) est la somme de
cing fonctions toutcs holomorphes dans . Toutefois 'intégrale

e / J(3)ds

2T,

S

L Y

n’est pas définie aux points de L. qui font partie de D, mais ici encore
il n’y a qu’a appliquer des résultats connus pour voir que L, + L,
n’est pas coupure essentielle et (ue la différence des deux valeurs de
l'iniégrale des deux colés de L est /(). 1l en est de méme des
deux valeurs de G (.r).

Comme le domaine D peut contenir toul point du plan autre que a
ou b, comme G(.r) ne dépend pas du domaine D, le théoréme cst
élabli ('),

On peut supposer (ue l'un des points « ou b, b par exemple, est a
infini sur une ligne L. On choisit les points &, s’éloignant indéfini-
ment sur L.

Si |-

o surJ,, on pl'end n,= 03 sl

i
-_l 2, on prend #, tel que

3

‘E\"" ~M‘,< 1 ou t-:—‘"” M, < I—_IT
ct 'on pose ) ) ‘
* v

"

rs &) = —————
(3 @) (53— )

pour . sur J,. La démonstration se poursuit comme précédemment.

(') M. Faber avait pris les a, et #}, dépendant de . ou du domaine de varia-
tion de .2, G(@) en dépendait aussi.
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.3. La fonction G(.v) que I'on vient de déterminer, ne parait pas
posséder de point singulier autre que @ el h. Mais si l'on eflectuc le
prolongement analytique en traversant la ligne L, on rencontrera
d’autres singulavités. Supposons par exemple que nous soyons dans

le casdune |
Gy = b [ LM,
‘AIT.'VL 3

On peut remplacer L par un chemin voisin L situé dans le domaine A
ol f(5) est réguliére sans changer la valeur de Gi(.w) en un point
non situé sur L ou L', C’est de la que résulte 'holomorphie de Gi(.x)
sur L et dans A. Mais nous ne savons pas si ((.) est holomorphe hors
de ce domaine.

%. Soit une fonction analytique T'(3) dont une branche admet les
points singuliers isolés « et 4. Si l'on trouve toujours la méme déter-
mination de F () quand on décrit un contour simple qui contient ces
deux points singuliers (et pas d’autres) & son intévieur, on peut,
comme on l'a vu, sépm‘er ces deux poinh' des autrves points singuliers.

Je suppose qu'il n’en soit plus ainsi, je suppose qu'il existe une
ligne L joignant « et & et pouvant étre contenue dans un domaine ot
la branche de fonction considérée n’a pas d’autre singularité que a el
h. Je suppose que, parti d’un paint de T, avee la detenmnauon F, (),
on retrouve une autre détermination I, 2(w) apres avoir fait le tour ‘
de a. Jc pose f(v) =T, (x) — Fy(a), cette fonction est holomorphe
sur L. (sauf en « ct H). Je construis la fonction G(w) desn™ 1 ou 2.

Alors I'(.t) — G(.r) sera uniforme en @, ou du moins restera uni-
forme si l'on fait le tour du seul point singulier ¢. On pourra donc
trouver o(.¢) telle que

F(ae) —Gee)y—a(2)

soit réguliére en a. G (') + 9(.¢) n'a pas d’autre point singulier que @
et b (avec les vestrictions indiquées au n® 3). On pourra exprimer ces
remarques cn disant que 'on a « séparé » le point singulier « de I (.x)
pour unc détermination seulement de cette fonction.

On pourrait remplacer ¢ par cerlains ensembles de points singu-
liers, mais je ne développerai pas ici cctle généralisation.

3
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<

3. Soil une fonction ¢{.c) définie par une série de Taylor
o) = Xb,.",
. t‘ . . . .
Je me suis proposé (') de trouver les points singulievs de la fonction
F(a)=Z3g(h,)",

ol #(7) est fonction analytique de 7, o(2) et w(¢) étant de plus
soumises & certaines conditions. Pour préciser, jindique les hypo-
théses de I'un des cas étudiés (*) : g(¢) est holomorphe pour ¢ = o;
o() n’a sur son cercle de convergence pas d’aulre poinl singulier
que le point 1 isolé el posséde d’autres points singuliers 3, 3., ...}
enfin (& — 1)"9(.r)-a son module borné pour une valeur m inférieure
a 1. A cesconditions j’ai crudevoirajouter lasuivante : le point singu-
lier 1 est séparable, il existe des fonctions o, (1) et b(.e) telles (que

o) = o (@) + ().

() ayant un cercle de convergence de rayon supérieur & 1 et 9,(.)
n’ayant pas d’autre point singulier que 1 et P'infini pour sa premiére
détermination. Plus exactement, soit L la demi-droite dontle prolon-
gement passe & I'ovigine et qui va du point d’affixe 1 & I'infini, 9,(2)
est supposée régulicre partout ailleurs que sur L et prolongeable au
deld de L. daus les deux sens, en tout point de L aulre que 1. Celtte
condilion imposée & (.:) parail-assez restriclive, mais en réalité elle
est superflue: A\ l'aide du théoréme de M. l“aber, on peut montver
que g, (x) exisle toujours. ' - .

Supposons d'abord que g (i) soit holomorphe sur L (saul'au point 1).
Soit, alors, Gi(.x) la fonction déterminée aux n™ 1 ou 2 el relative &
la ligne L d’extrémité 1 el l'infini, f() étant la différence des deux
valeurs de I7(.¢) le long de L. I'(2) — G(w) est uniforme atttour de x
et, en retranchant encore un développement de Laurent, on aura
effectué la « séparation » du point singulier 1.

Si la ligne L rencontre des points singuliers de ¢ («). nous désigne-
rons par b le premicr point rencontré. On ‘peut conslruire la fonc-

(") Journ. de Math. pures et appliquées, 1921, p. 93-133,
() 1bid., p. 136.
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tion A () telle que z(.0) — A(r) soit réguliére au point 1, A(e)
nfayant pas daatre point singulier que 1 et 4. On construira
ensuite K() telle que /A(r )——l\(t) soit réguliere en b, K(wx)
n'ayant pas d'autre point singulier que b et I infini. Alors la loncuon

9 () =h(a) — K(r)

répond & la questmn o,(x) existe tloujours.
Aiusi, soll
a() =y i — 0 (0= a) = X,

la fonction Lg(M)a" n'a pas d'antve point singulier que 1, 2,.2% ...,
2", ..., st @(4) est holomorphe pour 7 = o.

G. Ulusieurs autres partics de mon Mémoire pourraicnt dtre
complétées d’une maniére analogue. Je ne donucrai qu'une autre
‘application. Soient deux fonctions définics par

© x

<€
o(0) == Za,,t" L) == Zia_"‘a" =1 0).
1
Je suppose que 3 () nait qu’un point singulier 3. Il peut avriver alors
. . { . 1 . . . .
que () n'en ait qu'un (qm esl §> el il peul arviver aussi, comme je
L'ai montre, que $(.) en ail plusieurs. Jai démontré encore (') que

dans ce dernier cas les points singuliers de (@) ne peuvenl flre
séparés cn deux groupes, que 'on n’a pas

L) ) + Yy (),
b, el b, n’ayant pas d'autres points singuliers que ceux de § et n’ayant
pas de point singulier commun. (1l reste entendu qu'il s’agit toujours
de la premiére détermination des fonctions. ) :
Il vésulte donc. du théoreme de M. IFaber, que §(.2') ne posséde pas

. . . AN . . . i
de point singulier isolé, si elle admet d’autre point singulier que

3

(") Loce. eft. poin

ey e - ‘ " o : \



