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CAS DE DIFFRACTION DES IMAGES DES ASTRES CIRCULAIRES. 153 

Sur un cas 
de diffraction des images des astres circulaires; 

PAII MAURICE H AM Y. 

J'ai abordé, dans un Mémoire antérieur (l), l'étude d'un pro-
blème de diffraction astronomique qui s'énonce de la façon suivante : 

« Un astre circulaire uniformément éclairé, de diamètre angu-
laire 2ε, de l'ordre de grandeur de celui du Soleil, étant observé 
au foyer d'une lunette diaphragmée par une fente rectiligne de 
largeur a et de longueur h, trouver la valeur de l'intensité lumi-
neuse, le long de l'axe de symétrie de l'image parallèle au grand 
côté de Ja fente, dans une direction faisant l'angle®, avec la droite 
allant de l'observateur au centre de l'astre. » 

Mes recherches, sur ce sujet, poursuivies en supposant la largeur a 
très faible, en raison des simplifications que cette hypothèse 
introduit dans les raisonnements et les calculs, demandaient à être 
étendues au cas où la fente possède une largeur finie. Le présent 
Mémoire a pour objet d'indiquer les premiers résultats auxquels je 
suis parvenu, en considérant la question dans toute sa généralité. 

\j Introduction est consacrée à des remarques concernant l'appli-
cation de diverses formules résultant de théories générales, exposées 
dans mon Mémoire sur l'approximation des fonctions de grands 
nombres. 

Dans le paragraphe I, je donne l'expression, sous forme d'inté-
grale double, de l'intensité lumineuse, le long de J'axe de symétrie 

(1 ) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1917. 
Journ. de Math. (8· série), tome III. — Année jyuo. 2Ο 
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défini ci-dessus, dans la direction o. (leLie intégrale se décompose 
en trois autres, successivement étudiées, cm vue de leur calcul 
numérique, aux paragraphes 11, III, IV. On est conduit à intro-
duire les paramètres 

T. h sins τ. a si η î 

qui jouent un rôle capital dans la théorie, λ étant la longueur 
d'onde des radiations admises dans l'œil, après leur passage à tra-
vers un écran monochromatique convenable. 

Les formules, résumées au paragraphe V, conviennent pour 
déterminer la valeur de l'intensité, extérieurement ou intérieure-
ment au bord géométrique de l'image de l'astre (bord que l'on 
observerait au foyer de la lunette s'il n'y avait pas de diffraction), 
sauf dans le voisinage immédiat de ce bord ou sur le bord lui-
même. Des expressions analytiques, applicables à cette dernière 
hypothèse et qui se raccordent aux premières, à distance conve-
nable du bord géométrique, sont obtenues au paragraphe Vf. 

La question cle beaucoup la plus importante à élucider, comme 
application des théories développées dans la première Partie du 
Mémoire, est celle de la répartition de la lumière au voisinage du 
bord géométrique, le long de l'axe de symétrie dont il a été question 
ci-dessus. On y parvient en étudiant l'intensité relative 

' - r,· 

I désignant l'intensité absolue, en un point voisin du bord géomé-
trique, et l,

t
 l'intensité absolue au bord géométrique lui-même. 

On est amené à prendre comme variable indépendante, pour effec-

tuer les calculs numériques, le produit χ un — ij* Π arrive 

(§ Vif) que la variation de y, dans le voisinage immédiat du bord 
géométrique et quand on se déplace le long de f'axe de symétrie 

déjà défini, est maximum lorsque ~==~* Ija courbe représen-

tative de y possède alors, au point correspondant au bord géo-
métrique, une tangente inclinée au maximum sur la direction 
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négative de l'axe des abscisses. Si done, par suite de l'existence 
de la diffraction, la lumière rie peut en aucun cas être nettement 
limitée au bord géométrique de l'image, par conLre quand on passe 
d'un point intérieur au disque à un point extérieur, très voisins 
l'un de l'autre et à disLance fixe de ce bord, la chute de l'intensité 

relative y est aussi élevée que possible lorsque γ- — Le bord géo-

métrique de l'image est, en conséquence, le mieux défini possible, 
lorsque cette condition est satisfaite. 

tën raison de cette circonstance, l'étude de la fonction y, 
ροι..·£=-Λ a reçu, au paragraphe VIII, des développements très 

étendus, qui ont nécessité des calculs numériques considérable;·. 
Les résultats ont élé représentés graphiquement par une courbe, 
en prenant comme abscisse le rapport £= ̂  La variable, £, posi-

tive pour les points de l'image extérieurs au bord géométrique, 
nulle sur ce bord et négative pour les points intérieurs, prend la 
valeur f, lorsqu'on s'éloigne de ee bord à une distance angulaire 

égale au pouvoir séparateur η d'une lunette d'ouverture circu-
laire, de diamètre égal à la longueur de la fente. Une courbe unique 
convient pratiquement à Loutes les longueurs rie fente, en pre-
nant ce pouvoir séparateur comme unité d'abscisse. 

La condition - assujettit la largeurde la feule à ne pas dépas-

ser quelques millimètres, en sorte que sa longueur peut atteindre 
h diamètre même de l'objectif. Kn conséquence, il était naturel de 
comparer l'aspect du contour de l'image, considérée aux extrémités 
de l'axe de symétrie dirigé dans le sens de la longueur de la fente, 
à l'aspect du contour de l'image fournie par l'objectif utilisé avec 
sa surface, totale. Or il arrive que cet aspect est plus favorable aux 
mesures, dans la première hypothèse que dans la seconde. Voici 
ce qu'il faut entendre par là. Le calcul montre que l'intensité ne 
subit aucune discontinuité, pas plus dans un cas que dans l'autre, 
quand on traverse le bord géométrique de l'image. Seulement, 
comme cette intensité varie avec une rapidité extrême, dans le 
voisinage immédiat de ce bord, l'observateur a l'illusion que 
l'image de l'astre est terminé'.» par un contour défini auquel il convient 
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d'appliquer la dénomination de bord optique, il n'y a là qu'une 
impression purement physiologique tenant à l'imperfection de la 
vision. Cependant, bien qu'il ne soit pas susceptible de définition 
physique, c'est néanmoins Je bord optique qui fait l'objet des pointés 
exécutés par l'observateur, dans toutes les recherches nécessitant 
des mesures de position à effectuer sur l'astre. On conçoit que la 
concordance des pointés est liée à la netteté d'aspect du bord 
optique. Eh bien ! il arrive que ce bord illusoire est plus tranché, 
lorsque l'objectif est diaphragmé par la fente que lorsqu'il est 
utilisé avec sa surface entière. 

Les théories développées dans le présent Mémoire ont été pour-
suivies en regardant l'éclat intrinsèque de la surface de l'astre, 
comme uniforme. Elles ne s'appliquent pas, par suite, exactement 
au Soleil dont l'éclat décroît nettement du centre au bord. Mais 
les moyens analytiques mis en œuvre possèdent la souplesse voulue 
pour permettre d'aborder directement et traiter à fond la question 
de la diiîraction solaire par une fente rectangulaire, en tenant 
compte des variations d'éclat du centre au bord. Au surplus, si la 
lunette d'observation est d'ouverture sulïisamment grande, des 
considérations physiques permettent de prévoir que les conclusions 
énoncées ci-dessus, au sujet de l'aspect du bord optique, ne peuvent 
être sensiblement altérées. Comme pour un astre dont 1(5 disque 
présente un aspect uniforme, on a intérêt, dans le cas du Soleil, à 
faire emploi d'une lunette de large ouverture, diaphragmée par 
une fente afin d'accroître la netteté du bord optique. L'intercala-
tion de la fente, dans le trajet des rayons, a d'ailleurs pour effet 
d'éliminer, presque en totalité, l'introduction de la chaleur, dans 
l'instrument d'observation, chaleur dont l'admission serait into-
lérable, en faisant intervenir la surface entière d'un grand 
objectif dans la formation de l'image. En raison de son impor-
tance, l'étude détaillée de la question fera l'objet d'un Mémoire 
spécial. 

Le paragraphe IX et dernier est consacré à l'étude des pro-
priétés générales des courbes d'intensité, correspondant au cas où 

le rapport — est différent de -> sans dépasser la valeur io. On 

pourrait étendre sans grand peine les résultats jusqu'à la 
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valeur = i5: mais. nasse ce nombre, les calculs deviendraient 

rapidement inabordables, il faut alors attaquer le problème par 
d'autres voies, sur le détail desquelles je n'ai pas cru devoir insister 
pour le moment. 

INTRODUCTION. 

Le présent travail repose sur des formules résultant de theories 
générales, exposées dans mon Mémoire sur l'approximation des 
fonctions de grands nombres (x). Ces formules ayant été établies 
antérieurement (2), je me bornerai à les rappeler ici en y joignant 
les explications indispensables à leur application. 

Ε désignant la base des logarithmes népériens et η un nombre 
positif élevé, considérons l'intégrale 

J,r_ |/(«)E TXlty -\ Un, 

prise le long d'un chemin ÀMB (/tg. ι ), que l'on 11e peut dél'or-
Fig 

A Β 

A Β 

cc 
ο. 

mer, jusqu'à le faire coïncider avec le segment de droite AB 
joignant ses extrémités,sans rencontrer un point singulier u~c 
de f(u), d'ordonnée inférieure à celles de A et de B, et dans le 
voisinage duquel 

(1) /(«) -- (// - -H H,{a — C) -r. . . |. 

n'étant pas un entier positif. Supposons que la variable, en che-
minant le long du contour AMB, tourne dans le sens direct, autour 

(!) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1908. 
(-) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1917. 
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du point c et que l'on puisse tracer un contour tel que AcB, passant 
par le point c, dont tous les points ont des ordonnées supérieures 
à celle de c, et qui serait équivalent au contour AMB, si a = c 
n'était pas un point singulier de /(m). Dans ces conditions on peut 
écrire 

t \ . _ «κ ,/E"''»-1 Γ,, , β 4- ι „ Ί 

le produit par η2 des termes négligés entre crochets restant fini 
lorsque η augmente indéfiniment. Dans cette formule, le symbole Γ 
représente la fonction eulérienne de seconde espèce. 

Elle suppose essentiellement que la détermination du binôme 
(M—cf qui ligure dans le développement de f(u) est réelle et 
positive, au point M du contour donné où u— c est réel et positif. 

En second lieu, considérons l'intégrale 

J » = yV( " ) du, 

prise le long du contour AMB (fig. 2), parcouru dans le sens direct, 

Vis- ·■. 

Β A 

autour du point singulier u — c de /(u), dans le voisinage duquel 
cette fonction est supposée développable sous la forme (1). Admet-
tons que l'ordonnée de c soit supérieure à celle des extrémités A etB 
du contour, et qu'en le déformant, pour le faire coïncider avec le 
segment de droite AB,011 rencontre nécessairement le point u~c. 
Quand on peut tracer un chemin AcB passant par c, dont tous 
les points possèdent des ordonnées inférieures à celle de c, et qui 
serait équivalent au contour AMB, si la valeur u = c n'était pas 
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un point singulier de f(u), on a 

E - n r , 

le produit par nz dos termes négligés entre crochets restant fini 
lorsque η augmente indéfini men t. 

Celte formule suppose essentiellement que les coefficients du 
développement (i) ont été calculés de façon que la détermi-
nation du binôme \u — οψ qui y figure soit réelle et positive au 
point M du contour, où u—c est réel et positif. 

Les formules (2) et (3) sont toujours valables lorsque, β étant fixe, 
η croît indéfiniment. Mais elles ne sont applicables, pour le calcul 
approché des intégrales correspondant à des valeurs de η élevées 
mais finies, que si β est petit par rapport à n. 

Nous aurons, dans la suite, à faire usage des propriétés principales 
de la fonction eulérienne de seconde espèce Γ (a) qui a pour valeur 
le produit des a - -1 premiers nombres, lorsque α est un entier 
positif : 

a Γ(α) =: Γ(« -+-1), 

Γ(a) Γ( ι — a) -r -τ—— > 

Γ(«) Y (a -t- 7 ) rr Γ( 2 ), 

sinrrtz 

I. 

L'image d'un astre circulaire, au foyer d'une lunette dont 
l'objectif est diaphragmé par une ouverture rectangulaire, 
possède nécessairement deux axes de symétrie, orientés parallè-
lement à ses côtés. Dans un précédent Mémoire (*), j'ai obtenu 
l'expression générale de l'intensité lumineuse I, le long de l'axe 

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1917, p. 182. 
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parallèle à la longueur de la fente. Cette expression dont j'ai 
calculé la valeur, dans le cas particulier où la largeur de la fente est 
de dimension évanouissante, nous servira de point de départ dans 
les présentes recherches, pour compléter les résultats obtenus 
antérieurement. 

Appelons h la longueur de la fente, a sa largeur, ε le demi-dia-
mètre angulaire de l'astre, λ la longueur d'onde des radiations 
admises dans l'œil de l'observateur. Désignons enfin par φ la dis-
tance angulaire, au centre, d'un point de l'image choisi sur l'axe 
de symétrie parallèle au grand côté de la fente et par À" une cons-
tante proportionnelle à l'éclat intrinsèque de la surface de l'astre. 
Posant 

... πΛίΐηε παβίπε sino 

on a 
I = AW/'K 

ou 

(5) I --.ϋιη*»*Κ. 

en faisant 

7Î4 si II ~ 2 
et 

κ^ r"'ι-j""'("·ζ^> y-r^w,, ΓίΊ™*£Eï'\d,. 

Cette expression étant une fonction paire de a, nous l'étudicrons 
en supposant α > ο, dans la suite de ee Mémoire. 

On peut mettre Κ sous la forme suivante : 

(Λ, ,K -, Yllu Γ"-' 

l'intégrale jT étant prise, dans le sens direct, le long d'un contour 

fermé C contenant le segment de l'axe des abscisses, limité par les 
points u — — ι, m = -f- ι ; le sens du radical y ι —u" étant défini, 
d'autre part, par la condition d'être purement imaginaire positif, 
au point où le contour C rencontre la partie positive de l'axe des 
abscisses. 
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La légitimité de cette transformation s'aperçoit aisément : i° en 
considérant le double lacet (fig. 3), embrassant le segment indiqué 

Kif,', :> 

ι,ν—* ; ' 

île l'axe des abscisses, et remarquant que l'élément différentiel de 

l'intégrale ) reprend sa valeur quand la variable u, après avoir décrit 

ce lacet en entier,revient au point de départ; 2° en observant que 
Jes parties de l'intégrale, prises le long des circonférences infiniment 
petites, décrites autour des points u = -j- ι et u = —i, sont nulles; 
3° en s'appuyant sur ce que y i —est réel positif, le long de la 
branche rectiligne inférieure du lacet, et réel négatif, sur la branche 
rectilignc supérieure, par suite des changements de détermination 
quand la variable décrit les circonférences. 

ί/élément différentiel étant holomorphe, dans le voisinage du 
point u — a, le contour G peut, à volonté, être assujetti à renfer-
mer ou non le point u = a. La première hypothèse est celle qui 
permet de conduire les calculs de la façon la plus symétrique; c'est 
celle que nous adopterons dans ce qui va suivre. 

De la formule (6) on déduit 

t,m·n'κ - -J-] 

_ r·" "Vsin^y 

ou, en intégrant par parties la première intégrale et remar-
quant que la partie intégrée est nulle, comme reprenant sa valeur 
lorsque la variable u, après avoir décrit le contour G en entier, 
revient au point de départ: 

Îsirfiï1 Κ = — 2/ f==— , 

Jf'cos2 tn(u— oc) . , Ζ*4"' fsinwc J \— «212 . 

Journ. de Math. (S· série), tome III. — Année 1920. 21 
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Il convient, pour faciliter le calcul de l'intégrale double, figurant 
dans cette expression de K, de modifier le chemin d'intégration de 
fa variable ζ qui actuellement se confond avec le segment de l'axe 
des abscisses, limité par les points ζ — — ι et ζ — + ι, tracé dans 
le plan de celte variable. 

Décrivons de l'origine du plan des z, comme centre, une domi-
eirconférence 0, de rayon infiniment petit, du côté des ordonnées 

positives. La fonction sous le signe J étant holomorphe dans tout 

le plan, on peut remplacer, dans le chemin d'intégration, le dia-
mètre de cette circonférence par la courbe elle-même. Appelons γ 
le contour d'intégration ainsi obtenu (fig. f\). On a alors 

ti m2 η-Κ — 'Λ / — -== 

ι Γ-4- . j . Γ Γ 4in η ζ J ι — tt* , , 

l;'g· i· 

n 

Dans ce qui va suivre nous supposerons que η et m sont deux 
nombres élevés; mais nous aurons à distinguer le cas où η est petit, 
par rapport à m, de celui «où n, tout en étant inférieur à m, est une 
quantité du même ordre de grandeur que m. Il y a lieu, suivant 
que l'on se place dans l'une ou l'autre hypothèse, de partir de la 
première ou de la seconde des expressions suivantes de K, que l'on 
obtient en remplaçant, dans la formule précédente, le carré du sinus 
en fonction du cosinus de l'arc double : 

( - ) j οι-//-K -r —- I — / // du 

ι /' γ-αηπ,,-α. dit Γ\— cosa/tsv'i ~"'1 j 
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et 

|W), ·, , ,, /'I u du I /' I 4-15-«·I« 

, E-ÎIM.//- α: 

hJ(. (Λ - «)2 ^T^Tr-J.{ z* 

Dans toutes ces intégrales, le contour d'intégration C renferme 
les points singuliers α—-}-'? u~ — \ et le pôle u == a, comme 
nous l'avons spécifié plus haut. 

II. 

CALCI I. ni; ι. i.vrGuii.u.i; / 7· 

.Nous allons établir que cette intégrale est nulle. Les points 
u — « et u — rb 1 étant intérieurs au contour d'intégration, on peut 

le dilater, en effet, de telle sorte uue - et - soient inférieurs à i, 

tout le long de ce chemin. Dans ces conditions, 'élément différentiel 
est développablc en série convergente procédant, suivant 'es puis-

sances de et le terme de degré moindre a pour exposant 3. Λ. 

chaque terme du développement correspond, par suite, une inté-
grale nulle; l'intégrale à évaluer est done elle-même identiquement 
nulle. 

Ce résultai peut être confirmé comme il suit : 
i° α = τ. L'intégrale indéfinie a pour valeur 

• (, _ «s,ï Hv7'— ( « ' ) V 1 "~\ 

Chacune des fonctions, écrites dans le second membre, reprend, 
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sa valeur quand la variable u, après avoir décrit le contour C eu 
entier, revient au point de départ. L'intégrale proposée est donc 
nulle, pour α = ι. 

2° oc ι. — Dans celte hypothèse, l'intégrale indéiinie peut 
s'écrire. 

J ~ _ f ~ (,/ — «) ^73^ ~~ 1 — «* Ti — y. 

- -1 L(i — u y. -H yf — tx* y/1 —if ') — t<(" —*)\' 

Pour les memes raisons que ci-dessus, les variations des deux 
premiers termes du second membre le long du contour C sont 
nulles. La variation de L [u — a) est égale à ii~ puisque le point u = α 
est intérieur au contour C. On.a donc 

ίdT~d " ud" ··' ~ —s S 2£î: — [l-(r — (tx + \/1 — <x*\U — /<") î-

Pour trouver facilement la valeur du logarithme, il convient 
de prendre, comme contour C, le lacet double embrassant le segment 
de J'axe des x, limité par les points u = -f- ι et u = — i, en défor-
mant inliniment peu les branches confondues avec l'axe des 
abscisses, dans le voisinage du point u — oc qui est un pôle de 
l'élément différentiel. La détermination du radical y 1 — ui est d'ail-

Fig. 

,'-Z 

leurs délinic par la condition que \/i -— uz est réel et positif le long 
de la branche ΛΒ du lacet. 

Dans ces conditions: on voit que la fonction 

ι — ιι χ + \/1 — y- \j ι — u1 

est essentiellement réelle, positive et non nulle le long de la branche 
AB du lacet. On peut donc partir dlun point de cette branche avec 
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Ja valeur arithmétique du logarithme et remplacer la demi-circon-
férence décrite du point α par son diamètre. 

La partie de l'intégrale, prise le long de la circonférence décrite 
autour du point u = -f-i, est infiniment petite; mais en suivant 
ce trajet, la variable ayant tourné de air autour d'un point sin-
gulier de y ι_ ^2> radical change de signe, en sorte que l'on doit 
partir du point D, sur la branche DE, avec la valeur réelle et néga-
tive de ν ι — w2· Dr la fonction 

ι — hol — y/1 — \j ι — ιι· 

s'annule pour u = a. Le point u = a est donc un point singulier 
du logarithme. Il est du reste facile de voir qu'à la valeur u~ α 
correspond un minimum de la fonction; elle est donc positive 
pour tous les points de l'axe des abscisses d'alïixe compris entre 
■— ι et +1, sauf pour la valeur u — α pour laquelle elle est nulle. 

Le long de DE, le logarithme conserve un sens arithmétique. 
Cherchons sa variation, le long de la demi-circonférence infiniment 
petite, décrite sur EE comme diamètre. On a, dans Je voisinage du 
point u = a, 

\ — u y. — \j ι — a- \j ι — n1 

— ——-—— (u — a)2 [' + si rie entière ayant u — χ en fadeur]. 

On en déduit 

Ι.(ι — κ c. —y/1— a-'y/1 — (/.-) — 2L(// — a.) -H fonction hoiomorphe de u — u. 

Quand la variable décrit la cleini-circonférence de diamètre EE, 
dans le sens de l'intégration, L(i — ua — y/i—*e\/i—u2) varie 
donc de iir,. Cette fonction est donc égale à 'ii~ augmenté de 
sa valeur arithmétique Je long de EG. La variation du logarithme, 
le long de la circonférence décrite autour du point u — — 1 est 
infiniment petite; mais le radical change de signe encore une fois, 
en sorte que la fonction 1 — ua — y/i — or \ji — w2 reprend sa valeur 
de départ 1 —wa-j-y 1 — a2 y 1— w2, le long do lu branche ΛΒ du 
lacet. 
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De ce qui précède il résulte que 

[L(I — uv. + \Jι— Α- Y/I — M
2) Je ~ 2ir.. 

L'intégrale proposée £ est donc encore nulle quand oc< f. 

3° Etudions enfin Je cas où α > s. 
11 convient tout d'abord de décomposer l'intégrale en deux 

parties, en déformant Je contour comme il est indiqué figure 6. 

Fig. 0. 

f 1 u du 'ir.a Γ 

La première partie se rapporte au laccl FGK embrassant le 
pôle u = a. Le radical \/i — us étant purement imaginaire positif, 

pour u — en, le résidu de la fonction sous le signe J*> relatif à ce pôle, 

est, en conséquence, ———Γ{· La partie de l'intégrale, prise le long 

du lacet, a donc pour valeur —— Par suite, 

Je" ·»(,_„«)« Ccc2 — 1)2 Ji' 

C/ représentant le chemin KLF, dans lequel les points Κ et F 
sont supposés confondus. 

L'intégrale indéfinie de la fonction sous Je signe J pour cf. > 1 
peut s'écrire 

J u — a . ,. i 

(M — Z)V/I — U* ^ ~l "~~y- ( a? —i)l y~U 
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Aux deux premiers termes du second membre correspondent 

des parties nulles pour l'intégrale / ; il reste 

JC ι it du y Γ . tiy — Γ 

Pour évaluer le second membre, nous prendrons, comme contour C, 
le lacet double embrassant les points u = -j- ι et w — — ι (fig. 7). 

Fig. 7. 

η ΝΛ 

Lorsque w croît de 1 à -f- L J de — 1 à -j-1. Convenons 

de partir, sur le contour, d'un point de AB avec la détermination 

de l'arc sin comprise entre -jj et 

Les valeurs u=ietu = — 1 sont des points singuliers de l'arc sin, 
intérieurs au contour d'intégration. On trouve d'ailleurs facilement 
dans le voisinage du point u — 1, sur AB, 

( ι ο ) arc sin 

~ /1{ y. ~(- 1 ) j ( [1 4- série entière de 1 — u contenant 

et, dans le voisinage du point u = — 1, sur AB, 

(11) arc sin 

ht / — y \ u 
[1-t-série entière de 1 4- u contenant 

14- u en facteur]. 

On voit, à l'aide de ces développements, qu'en partant d'un point 
de la branche AB, sur le contour C, et marchant dans le sens direct, 

la fonction arc sin a augmenté de 2 π en revenant au point 

de départ. En effet, quand on va du point Β au point D, en suivant 
la circonférence décrite autour de u = -|-i, y i—u se change en 
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— V'i — u · en sorte que la valeur de la fonction en D est, d'après 
le développement (io), 

π — arc sin , 

l'are sin ayant la détermination définie le long de AB. 
Suivant Je chemin DE, on arrive en Ε avec la valeur que prend 

cette différence, dans laquelle l'arc sin a la détermination bien 
définie qu'il possède en Λ. Considérons maintenant le dévelop-
pement (IT). Quand on décrit la circonférence ayant pour centre 
le point u = — ι, de façon à passer du point Ε au point A, il montre 

que la fonction arcsin ——- se change en —r.—arcsin ax~ ', 

l'arc sin étant pris toujours avec la détermination définie le long 
de ΛΒ. il s'ensuit, que l'on arrive en A avec la valeur 

ν ~ -h a rc si n ? 

u étant l'affixe de A. Parcourant ensuite AB, on revient en Β avec 

la valeur 27:-f-arosin ——u étant l'affixe de B. La fonction 

arcsin a donc bien augmenté de 2- quand la variable, après avoir 
suivi le lacet en entier, revient au point de départ. 

De ce qui précède il résulte que l'intégrale J a pour valeur 

2τ: —j' L'intégrale proppsée est donc encore nulle, pour a>r, 

d'après la formule (9). 
En résumé, l'intégrale 

(,2) / 7=7 ^ = °· 

quelle que soit la valeur attribuée à a. 
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III. 

Le calcul de l'intégrale suivante qui figure clans l'expression(7) 
de Κ 

fi VjinJTri?. 

pour η très grand, peut se ramener à celui d'intégrales telles que 
celles qui ont été considérées dans l'introduction du présent 
Mémoire. 

Nous allons changer de variable d'intégration en posant 

t — \J\ — u1, 

la nouvelle intégrale devant être prise le long du contour corres-
pondant du contour C. Voyons d'abord quel est ce contour corres-
pondant et dans quel sens il est décrit par la variable. 

Partons du point où le contour C rencontre la partie positive 
de l'axe des abscisses, t a alors une valeur purement imaginaire 
positive, comme on l'a spécifié en écrivant la formule φ). 

Le point correspondant est donc placé sur l'axe des ordonnées 
positives, dans le plan des t. 

Quand u suit le contour C, jusqu'à l'axe des ordonnées, dans le 

plan des u, l'argument de \/i — u2 augmente de ~ et ce radical devient 

réel négatif et inférieur à — 1, sur l'axe des ordonnées. Le point t 
décrit donc, dans le plan des t, dans le sens direct, un arc de courbe 
partant d'un point de l'axe des ordonnées positives et coupant 
l'axe des abscisses négatives en un point dont l'abscisse est inférieur 
à —1. 

Quand u suit le contour C, depuis l'axe des ordonnées positives 
jusqu'à l'axe des abscisses négatives, la variable t continue à décrire, 
dans son plan, un arc correspondant, dans le sens direct, et atteint 
l'axe des ordonnées négatives, quand il passe au point du contour C 
rencontrant l'axe des abscisses négatives, dans le plan de u. 
La variable u continuant à cheminer sur le contour C, le point t 

Journ. de Math. (8* série), tome III. — Année igsu. 22 



170 MA URIC Κ Η AMY. 

atteint l'axe des abscisses positives, du plan des t, à une distance de 
l'origine supérieure à 1, quand u traverse, dans son plan, l'axe 
des ordonnées négatives. Enfin, le point l rovionl, au point de dé pari., 
après avoir décrit un contour fermé enveloppant l'origine et Jes 
points t = 1 et l = — î, quand le point u rovienl lui-même au point 
de départ, sur le contour 0. 

Le nouveau chemin d'intégration, clans le plan des t, que nous 
désignerons par D, est donc fermé et renferme les points ί — — r, 
t = o, t = 1. 

De t = ν' 1 — u2 on tire 
u = — y r —tz. 

à condition de donner au radical une détermination convenable. Or 
nous avons vu que le point du contour D, situé sur l'axe des 
abscisses positives, correspond au point u du contour C situé sur 
l'axe des ordonnées négatives du plan des u. En posant 

u = — 

nous devons donc prendre la détermination du radical qui est pure-
ment imaginaire positive, au point où le contour D rencontre 
l'axe des abscisses positives. Ce détail réglé, effectuons le change-
ment de variable, dans l'intégrale proposée (il). Elle devient 

{"> J-J„ «+; - /7=7 F· 

Pour calculer cette somme, plusieurs cas sont à considérer. 
i° 0 < α < ι. — Le contour d'intégration D renferme deux points 

singuliers algébriques t~—1, et trois poles t = o, 
t = — y'i — a2, t= + v'i — <*2 de l'élément différentiel. 

On voit, de suite, qu'il y a une distinction nécessaire à établir 
entre ces trois pôles. Si l'on fait tendre, vers l'origine, la partie 
supérieure ou la partie inférieure du contour, l'élément différentiel, 
pour les points qui s'approchent de la valeur t = o, tend à devenir 
infini dans l'un et l'autre cas. Or- il n'en va pas de même pour les 
deux autres pôles. Le radical y i — t2 étant purement imaginaire 
positif au point A (fig. 8) d'intersection du contour avec l'axe des 



CAS DE DilTItACTION DES IMAGES DES ASTKES CIKCULAf DES. 171 

abscisses positi ves, si l'on l'ait tendre la branche inférieure du contour 
correspondant aux ordonnées négatives, vers l'axe des abscisses, 
V 1 - l' tend à devenir réel et positif le long de la nouvelle branche 
inférieure, pour les abscisses comprises entre —ι et -f-ι et à 

Im·'. 8. 

V "t ~V7^Ôl' ο vî-a? +; 1 

prendre la valeur α pour / ~ rfc y ' ----a3. La somme tend 
donc vers la valeur finie non nulle 20c, lorsque l se rapproche de ces 
points. La conclusion à tirer de là est que les points t — rb y 1 - - ot" 
11e sont pas des poles, pour la branche inférieure du contour D. 
On peut donc, quand on déforme cotte branche, lui faire franchir 
l'un ou l'autre de ces points ou tous les deux, sans qu'il en résulte 
aucune erreur. Mais les choses se passent tout différemment pour 
la branehe supérieure du contour, correspondant aux ordonnées 
positives. Le radical y f - ΐι tend alors à devenir réel et négatif 
pour les valeurs de L appartenant à la branche mobile, à mesure 
qu'elle se rapproche davantage de l'axe des abscisses entre / — - 1 
cl / = -f- J. Le radical y 1 -i2 Lend alors vers -a, pour les valeurs 
de L qui tendent vers rh y 1 — a2, et la somme oc-j-y 1-—£* tend 
vers zéro. Il s'ensuit que les points ί — ±y ι—a2 sont des pôles 
vériLabiés, pour la partie supérieure du contour D, et qu'on n'a 
pas le droit de les franchir, quand on est amené à déformer cette 
branche. Nous allons immédiatement faire application de ces 
remarques. 

Considérons d'abord la première intégrale. On peut remplacer 
le chemin d'intégration I) par le chemin marqué ligure <j. L'in-
tégrale à évaluer se ramène à la somme de trois autres que nous 
désignerons par les chemins suivis par la variable, écrits entre 
parenthèses. On a 

05; / ~ = (VPCH-(a.>K) + (l^\). 
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L'intégrale (EFA) se rapporte au pôle t~o et se calcule immé-
diatement. Les valeurs asymptotiqucs des deux autres, pour η 
très grand, s'obtiennent comme on va le voir, en se fondant sur 

I'i«- 9· m 
C F ^ 

D · θ 

les résultats établis dans mon Mémoire sur l'approximation des 
fonctions de grands nombres, rappelés au commencement du 
présent travail. 

Le résidu de la fonction 

E""' L 

pour le pôle i = o, est égal à · H résulte 

(.6) (ABC) =- ·· 

Pour évaluer l'intégrale (ABC), il faut au préalable calculer le 

développement de ^ J dans le voisinage du point singu-

lier t — 1, en excluant les puissances entières positives de 1 — t. 
On peut écrire 

y -4_ y/, __ t* Ρ ~~ y t- L α α3 a5 " | 

-f- fonction tolomorphe de J — Ί* 

\/ι — tz Γ ι ~ i» (1 — t-y-

-h fonction holomorplie, 
ou 

; TÏ =— V2 RM * + / , (' — Ο + -· · 

-H fonction holomorphe de (1 — i). 
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Dans cette formule, (i — t)* a une valeur purement imaginaire 
positive, au point où Je contour D rencontre l'axe des abscisses 
positives. Étant données les applications que nous aurons à faire de 
ce développement, il convient de l'écrire 

(17) — — isJ'X- 7—— ι — - 7- ,— (/—-

-+- fonction holomorphe de t — 1, 

le binôme (/ - - -1)* ayant une valeur réelle positive, pour les valeurs 
réelles de t supérieures À T. 

On trouve de même, dans le voisinage du point t = — i, 

('8' I7v7^^=-V*~^L, + ~^( )+"'J' 

le binôme (t -J- i)1 ayant une valeur réelle positive pour les valeurs 
réelles de t supérieures à --- 1. 

Pour avoir la valeur asymptotique de l'intégrale (CDE), il n'y 
a plus qu'à appliquer la formule (2), rappelée dans l'Introduction, 
en partant du développement (17). Le sens de l'intégration étant 
direct, par rapport au point ί = ι, on trouve 

. ,κι»Γ-\ ΓK f v/â .^^2(7^+8) I I 

Partant de la même formule et du développement (18), on obtient 
de même 

. r- Κ \sj* χίK) 1 

Des formules ( 15) (16) (19) (20) on déduit 

(21) / f=~7? 

= -rP7-|-^|.aw(3"-"îj+ ■»«' « —+-J· 
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le produit par η2 des termes négligés, entre crochets, restant (ini 
lorsque η augmente indéfiniment. 

Cette formule suppose d'ailleurs essentiellement que α n'est pas 
nul. Nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier. 

Nous avons maintenant à considérer l'intégrale 

Ç Κ 2 "" dt 

qui est le second terme de la somme (i/ij· 
Il convient, pour calculer cette intégrale, de déformer le con-

tour D de la figure (8), de façon à faire passer sa branche supérieure 
presque en entier au-dessous de l'axe des abscisses. Cette défor-
mation est gênée, en vertu de la remarque faite au commencement 
de ce paragraphe, par les deux points singuliers algébriques l — — J , 

t = + i, et par les trois pôles l — ο, l — — y ι ~ ί — V 1 y-2· 

Fi-, m. 

R ff 9 ? R 
: J. 

9>· 

C'est une conséquence de ce que le radical y j.— {2
 CSÎ r

£
e

|
 négatif 

aux points d'intersection de ladite branche avec l'axe des abscisses, 
entre les abscisses —τ et +i. 

Le chemin d'intégration D', tracé figure io,esL equivalent au 
contour D. 

Les trois intégrales partielles, prises le long des lacets, ont pour 
somme le produit par iir. de la somme des résidus relatifs aux 
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trois pôles; c'est-à-dire 

λ1>') y. — \ _αι| I ι — y} ~~ ι—α5 |( 

οιι 

4 Tin . y. . ι ; 

baisant maintenant abstraction des lacets, Je contour d'inté-
gration se réduit à celui qui est représenté figure n; l'intégrale 
à évaluer se ramène donc à la somme 

-+- /»7Γ -—- sin 2 λ \/ι — y} -+- ( ABC) -+- (CGA), 

A et C étant deux points quelconques pris sur les branches infé-
rieures du contour (fig. r r). 

Fig. II. 

ρ —pi 

Λ J 

—J 
A *· 

Pour évaluer (ABC), il faut encore partir du développement (\ή) 
et appliquer la formule (T), donnée dans l'Introduction, 

- I S /» -*• 7 I r 

le produit par r? des termes négligés entre crochets restant fini 
Jorsque n augmente indéfiniment. 

Pour évaluer l'intégrale (CGA), il faut remarquer que le radical 
y ι — Z2 a maintenant une valeur réelle négative, au point Ε où 
le contour rencontre le segment —-1 à -4- ι de l'axe des abscisses. 
Nous devons donc partir du développement, suivant les puissances 
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de ι -f-1, de 

α y/j — /* i* 

oil \/j t2 est réel el positif au point, Κ. On trouve 

« ι /-u + ir-r 

(t-f- 0" désignant la détermination réelle et positive au point Ε. 
Partant du développement (3), on trouve 

(a«p L J 

le produit par n2 des termes négligés entre crochets restant fini 
lorsque η augmente indéfiniment. On a donc, pour ο <α < ι, 

('·'·' ΙΤΤΤ^Τ'7· 

— 1- a τ. τ si η ·< η y ι — z2 

^ [ ( r.\ 3(7**4-8) *,η(2Λ ^ 4) 

le produit par n2 des termes négligés entre crochets restant fi η i 
lorsque η augmente indéfiniment. 

20 a]>j. — Dans cette hypothèse, yi— a2 est imaginaire. La 
somme α + y ι — t2 possède deux racines imaginaires t~±:i \'ol2— 1 
situées, dans le plan, sur l'axe des ordonnées. On peut toujours 
supposer ces racines intérieures au contour D. En effet : i° dans 
le plan de la variable u, le contour C peut être amené à rencon-
trer l'axe des abscisses, en deux points d'abscisses égales et de 
signes contraires, supérieures à 1 en valeurs absolues; 20 à deux 
valeurs réelles égales et de signes contraires de u, supérieures 
à 1 en valeurs absolues, correspondent deux valeurs purement 
imaginaires de /, égales et de signes contraires, dont le module 
croît en même temps que |//|. Les valeurs de / corroepondant 
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aux points de rencontre du contour C, avec l'axe des abscisses 
du plan des u, ont, en conséquence, un module supérieur au 
module de / =1= àz ι y α3—ι qui correspond à u ~ a, le poiiil u — y. 
étant compris entre, le point u— ι et le point où le contour C 
rencontre la partie positive de l'axe des abscisses. 

.Le chemin d'intégration 1), le long duquel sont prises les inté-
grales liguraut dans la somme (r/j), occupe donc la situation 
indiquée (fig. 12), par rapport aux poinls singuliers algé-

Tig. 12. 

I -J Ο ~ *1 I 

^x -i 
0 

briques ί ==-f- 1, t = - r et aux fioles t = ο, / —- ι \ α2- 1, 
1 =. - I va2 1 de l'élément différentiel. 

Il importe d'observer que les valeurs t — ± i y a2 1 n'annulent 
la somme α-f-yi-t2 que si 

V1 — (i—-ν y? 

est négatif. Or, au point d'intersection de l'axe des ordonnées avec 
la branche inférieure du contour, le radical y 1 — l2 est essentielle-
ment réel et positif, tandis qu'il est réel et négatif au point d'inter-
section avec la branche supérieure. Ce n'est done que pour la 
branche supérieure du contour D que les points t — zL· i \/α2—1 

doivent être considérés comme des pôles. Dans les déformations 
de ce contour, on peut impunément les laisser traverser la branche 
inférieure, mais non la branche supérieure qui correspond aux 
ordonnées positives. 

Évaluons d'abord la première des intégrales de la somme (i4)· 
A cet effet, marquons, sur l'axe des ordonnées, les deux points 
t = dti y a2— 1. Nous pouvons déformer le contour D, comme il est 
indiqué (fig. 13), en nous appuyant sur les remarques précédentes. 

Journ. de Math. (S'série), tome III.— Année 1920, 2·! 
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On peut écrire 

i i

T== ~ = (*HC) -h (CDK) -h ( El·Λ 

L'intégrale (EFA), relative au pole ί — ο, a pour valeur le pro-
duit île 2ir. par le résidu de l'élément différentiel, relatif à ee pole. 

l-ig. «·'!. 

(rfî) 
Tenant compte de ee que le laeet El· A provient de l'extension d'un 
fragment de Ja branehc inférieure du contour de la figure 12, le 
radical yi /2 se réduit à -j-i pour t = ο, Il en résulte, «tomme 
lorsque α est inférieur à 1, 

( Kl· A ) — 21 τ. = : 

Quant aux intégrales (ABC) et (CDE), elles s'obtiennent exacte-
ment comme dans le cas où α est inférieur à 1 (fig. 9). Leur somme 
s'obtient, en ajoutant membre à membre les formules (19) et (20,1. 
On a donc 

(23) Γ—5^L== 

--"-ÎT7+-hLC08(2,' + 4)+ .6,' 

le produit par r? des termes négligés entre crochets restant fini 
lorsque η augmente indéfiniment. 

La seconde intégrale de la somme (i/j) s'évalue en déformant le 
contour de la figure 12, comme il est indiqué (fig. i/i), en tenant 
compte de ce que les points t= ±zi\oC*—ι sont des pôles, pour 
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les parlies du nouveau contour qui proviennent de l'extensionde la 
branche supérieure du contour de la figure 12. 

On a 

X y. + \/1 — t1 ^ 

~(PQA) 4- ( \BC) + (U£IQ-+-(FG)-HGIIL) + (U)4-(MM'j. 

La somme des trois intégrales ο 

((;Î£F)4-(GIIL) 4- (MNP) 

a pour valeur le produit de 'iir> par la somme des résidus de l'élé-

Fig. 

rffh 
— Γ 

nient différentiel relatifs aux trois pôles i —-j-iya2-i
9
t~ ο 

et / -■- i\uL 1. TenanL compte de ce que le radical yi- /2 

est maintenant réel et négatif pour les points de l'axe des ordon-
nées balayés par la partie supérieure du contour de la ligure 12, 
pendant sa déformation, on a 

[o ni /y I·'—21 y/a5 — 1 y Vlllijo.l — X 

— ~\'1 " 1 __ \rm y·»-- -1 ) 

Quant à la somme des autres intégrales 

(Λ-BL) -i-(FG) + (h.M)4-(PQ\ 1, 

on peut supposer, pour l'évaluer, que les points C, F, G, L, M, Ρ 
sont confondus, ce qui revient à faire partir les trois lacets d'un 
même point du contour déformé. On est alors ramené à une ques-
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tion déjà traitée,dans le eas où α est inférieur à ι,οιι parlant de la 
figure ii. Finalement, on a 

(«.',) / ==
 Tt 

— 1 n7L H . j;_2„_ |^2η1 I 

a!„lLcosv" + J 16c» « "J' 

Je produit par η2 des termes négligés dans le dernier crochet 
restant fini lorsque η augmente indéfiniment. 

3° Le cas correspondant à α~ι peut être traité directement. 
Mais ori arrive au même résultat, pour la valeur de la somme (i4)> 
en faisant tendre α vers 1 dans l'une ou l'autre des expressions de 
cette somme, pour α < ι ou α Ο ι. 

En résumé, l'intégrale 

' "'Je 

s'exprime de la la.eon suivante, pour η très grand : 
ι0 ο < α < ι [formules (13;, (i/f), (21), (2-.»)] : 

<2;>) Jz=7sZ— —J— 

+ -*ιυ°Ύ" + υ+ .6«» —ή—·-· ■ 

en exceptant la valeur α — ο. 
2° «>i [formules ( 13), (j/j), (23), (2.4)] : 

( a6) J = 4^- H Ι Ε"2 "v'~1 — W "y/a'_ 11 

+ -bLcoT"+i)-h i6^3 —s—+-J· 
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3° cf. — i. Les formules (25) et (26) se réduisent l'une et l'autre 
à la suivante : 

, w , 3+ .',«= av/jrf / π\ pua(", + i) | 

4° Pour cf. = o, 011 trouve, comme nous allons rétablir, que 

( ,8 ) .1 = - 8« - + 4[cos (2 η - 2) +
 si

„ (
a n
 - 0 +... ] . 

Dans loules ces formules, le produit par n2 des termes négligés 
entre crochets reste fini lorsque n augmente indéfiniment. 

Il convient, pour appliquer les formules (25) et (26), de poser 

Ί — — > X — 2 ml X — / ). 

Les formules (20J et (26) peuvent alors s'écrire 

ΐ6η*^2Τ.ΗΙ J~^ir(oA- x \ L ( x \ 

8 α2ν2//ιΛ 

j vÎ . / . χΝκν'"Κνΐ_κν/·»ι-έΓ 

+ —7^ltCOS(2" + 4) + n +-] · 

Au bord géométrique solaire, 011 a χ — ο. Les formules (20') 
et (26') se réduisent alors l'une et l'autre à la suivante : 

16n1 yJir.m ^ L t\m ν\ 

8«'y2W N ' J 
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Les formules (25') et (26') correspondent, la première à X < ο 
et la seconde à χ |> o. Elles supposent η un nombre élevé et α 
non voisin de zéro. La formule (25') ne peut donc pas être appli-
quée au centre du Soleil, point du disque pour lequel x — ■—im. 
11 faut alors faire usage de la formule (28) que nous allons établir 
ci-dessous, et qui peut se mettre sous la forme 

( '·<8' ) fi 2 / — 7= 1 ii—H— cos ( 2 n — - J -V-.. . . 

Pour α. = υ, l'intégrale proposée devient, après le changement 
de variable et de contour qui a conduit à la formule (i/j), 

J= / dl + / dt 

\j 1—Ρ étant purement imaginaire positif, pour / réel et supé-
rieur à 1. 

La fonction 

J2 y'i — tz 

possède le pôle l = o, affecté du résidu 2n/. L'intégrale con espon-
dante se décompose en une somme des trois suivantes, après avoir 

Fig. ib. 
-« ε 

f, Λ 
t 

-£ ZS !/ 
F Β D 

déformé Je contour comme l'indique la ligure i.5 : 

(AUC)H- (CDE) -r- (KF \). 

On a immédiatement 

(9.9) (ABC) = -4«Î:; 

(CDE) s'obtient en appliquant la formule (2) de l'Iritroductior, en 
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partant du développement 

<3o) , * ι—?(/-i)+..· 1, 

dans lecpiel le binôme (l— ri 2 est réel et positif, pour les valeurs 
de / réelles supérieures à r. On obtient ainsi 

/-Y'-— ' L '» 

L'intégrale (EFA) s'obtient en appliquant la même formule et 
partant, du développemcnl 

(3·0 , > = ^1«Η-·)"«[·+7θ + ')+·.· · 

dans lequel le binôme [l -f- J) 2 «*ι valeur réelle positive, pour 

l réel et supérieur à — i. On arrive à 

(33) (KFA) =
 V
/£

E
-'

,

"-?'[,
+

i
7
|
s+

...]. 

—" s'obtient en donnant au contour D la 

forme indiquée sur la figure 16. Elle se décompose en une somme de 
trois autres 

(ABC)-+-(EFA)-+-(CDl·:). 

Dans le cas actuel, pour parvenir aux points où le contour ren-

Fig. 16* 

/~\H /*S /"Λ 

Ε 

contre l'axe cles abscisses, près de l'origine, il faut tourner de 2π 
autour du point t — -j- ι, en partant des points analogues de la 
figure i5, en sorte que la détermination du radical yji — £% consi-
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dérée dans le cas de la figure 15, a changé de signe et il en est de 
même au point H d'intersection du contour avec l'axe des abscisses. 

Le résidu relatif au pôle t — ο de la fonction sous le signe / est 

donc encore ιηί, comme tout à l'heure, et l'on a 

(3',) ( ,\BC) r-T — i\-n. 

L'intégrale (EFD) s'obtient en appliquant la formule (3) de 
l'Introduction, en partant du développement (3o), et l'on trouve 

(35) (KFI» = γ/5 H-...]. 

Quant à l'intégrale (CDE), on Ja calcule en partant du dévelop-
pement (32), changé de signe, vu le changement de détermination 
du radical. On arrive, en appliquant la même formule ^3), à 

J„ ll \h—t' Ju t*\/i — t>-

Les formules (29), (3i), (33) et (3/i), (35), (36) donnent 

r e-îw" dt __ r \i-nildt 

' . , ΓE«2'»Ot-«) ]r-i-2//i(«-a) da ρ , cos2 nz\J'i — u- , 

Il était, du reste, facile de voir, a priori, que ces intégrales sont 
égales, en changeant t en ;— t dans la première et observant que 
y/i — t2 est alors réel et négatif sur le segment de l'axe des abscisses 
compris entre les valeurs t = -f- 1 ett = —r, quand la variable ( 
y arrive du côté des ordonnées négatives. 

On part de là pour écrire l'expression (28). 

IV. 

Nous nous proposons maintenant d'évaluer l'intégrale 

<37) L
=(. 77^4 ?

 Λ
· 
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Nous admettrons, dans Je présent Mémoire, que n, tout en étant 
grand, est très petit par rapport à m. On verra, dans la suite, ce 
qu'il faut entendre par là. 

ι0 α — i. - Il convient d'évaluer tout d'abord l'intégrale^· 

Or on a 

F1 = Σ1 - ' >"+' ( 1 - " ■ 

Le chemin d'intégration γ, dans le plan de la variable ζ, étant 

Fi?· '/· 

; oon 

celui représenté sur la ligure 17, on tire de la, 

Jv z* Ad \.*...·>./> >.p—\ 

On peut donc écrire 

Γ \?j/iti(u—i) /·, — cnsznzJi — //'-

2/7—1 1.2...2/JJ (//—Ι)" 

FII,'. 18. 

G— 

r7 Λ 

Kj— γ 

L'intégrale placée sous le signe ̂  peut d'ailleurs se mettre sous 

la forme 

(3q) "E»«.(«-')rfM = E-"" f-~\. 

Journ. de Math. (8· série), tome III. — Année 1950, 24 
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En donnant au contour C In forme indiquée sur la figure 18, 
on a 

: K/2'"K fill - ( \ H( 1) + ( CD \). 

Les intégrales désignées, dans le second membre, par les chemins 
suivis par la variable, écrits entre parenthèses, peuvent être 
évaluées en appliquant la formule (2) donnée dans Γ Introduc tion. 
Il faut partir, à cet effet, des développements de la fonction 

( u — 1 y 

dans le voisinage des points u ~· 1 et u ~ i, étant 
alors purement imaginaire positif, sur le contour, pour u réel et 
supérieur à + 1, et réel et positif pour u supérieur à -- r. On 
trouve, dans .le voisinage de u = 1, 

(',o)(
*(~j.il)* =(-')"+ι*/ -("-ο'· l· 

le binôme (u— i)' 2 étant réel et positif, sur l'axe des abscisses, 
pour u supérieur à 1. On a d'autre part, dans le voisinage rie u = — 1, 

/ν 0 — "'i 1 p~%, * 2ρ — ^ ν 

Partant du développement (/|n) on trouve 

( ABO)= -4r . !t—L Γ, + ■ (»/> — )(»/»-|_) ' . 

Utilisant ensuite le développement (/|i), on constate que l'inté-

grale (CDA)'est de l'ordre du produit (ABC) X c'est-à-dire de 

l'ordre de grandeur de l'erreur admise sur (ABC). On a donc sim-



CAS HE DIL HIACTION L)ES IMAGES DES ASTHES CIKCULAIIIKS. I 8-

ρ lenient comme valeur de l'intégrale (3g) 

-i~ Κ ' *■ 2 " ') (9P — ) , 

cl l'expression de l'intégrale (38) devient, en admettant une erreur 

relative de l'ordre de A,> 

s r'v ^ '1 " (a/*)*'' r Γ + f. ( a /; — ι ) ( a — 3 ) 

ou 

8π„/ν <=Jζϋ je""1'* 

Or on a 

[~ΐ'+ΐ)(-ρ + :ΐ ■-')···(~ï) 

... 2""rU) 

OU 

r(- r + =
 (
- -»>(»/>-■>, 

II en résulte 

Γ^~ ρ 4~ ( 2/-» — I ) . I .λ p - (— l)f'2''
,

-
1
(2p — I)

2
 (2 // — 3). I .2 . . p \J~. 

L'expression de l'intégrale (38) devient, en conséquence, 

(/|2) 32\/zm-y- ôt — i+/—- p-1 h... . 

Après avoir déformé le contour C comme l'indique la ligure (19), 
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on trouve d'une façon analogue l'expression asvmptotique de l'in-
tégrale 

(43) f du 

La partie fournie par Je point singulier u --- --· ι est négligeable 

Μ.ι. 

Ç\ 

>· 

devant celle que donne la considération du point u + r, du 
moment où l'erreur relative admise sur le résultat est de l'ordre 
de — ,· La valeur de l'intégrale s'obtient en changeant i en —i dans 

l'expression (/|2). On en déduit 

L ■= O.J N-\/R. M > — R, 

x _cos{p-,)l îëm !"n{p-i)7+--\· 

le pi'oduit par m2 des termes négligés entre crochets restant iini 
lorsque m augmente indéfiniment. On peut aussi écrire 

( ',4 ) I. = 3* «« ^ T. m Y) j~, 

X cos ρ - + sin ρ - -Λ (iSrn ( C0*P 7, — sln P~ ) +··· · 

Celle formule est, en principe, valable pour toute valeur de 

Mais elle n'est pratiquement applicable que lorsque ^ ne dépasse 

pas l'ordre de grandeur de i5 unités. 
Nous verrons, dans un autre Mémoire, comment la question 

doit être traitée, dans l'hypothèse contraire. 
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i° α < ι. — Le point u — oc est un pôle de la l'onction, placée 

sous le signe jf, intérieur au contour d'intégration C. Considérons 

d'abord l'intégrale 

, ~ Γ l·;'2"""-*» /* 1 — ens 2 η ζ \J ι — M2 ^ 

On peut donner au contour C la forme indiquée sur la ligure 20, 

Fi g. :>.υ. 
Ό (rnni 

Ε L θ 

et la décomposer en une somme de trois autres 

( 1-.·) f — (Ι·Ί,\ ) + (Mil)) -H (OKI·')· 

Pour avoir l'intégrale (PLA), relative au lacet décrit autour 
du point u — a, il faut calculer le résidu de la fonction sous le 

signe jf, pour le pôle u — a. il a pour valeur 

Γ 2 mi y. Ί /1—cos2/*c pi — α2 , 

2 Γ sin 2 ti ζ t/i — a2 . 

ou, en intégrant par parties le second terme, 

9.1711 Γ I C0S2/îWl— ?■' , 

H :—(— ι -h cos 2 //pi — α2). 

(I —Λ3)* 
On a, par suite, 

(47) (FL.V) = 2£7:P.. 
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Pour calculer It;s intégrales (ABL)) et il convient de rem-

placer 2—— dz par son développement obtenu à propos 

de la formule (38), ce qui dorme 

< (8) f—./tu f'~eo>9'"t/j ~_*l,/, 

_-'y O")'* rt'—. 

l'intégrale placée dans Je second membre étant (irise suivant le 
chemin ÀBD ou DEP. Écrivant 

ΛθΙΙ» ("~*)* ΛΑ|»., 

l'évaluation de l'intégrale, écrite dans le second membre, s'obtient 
en appliquant la formule (2) de Γ Introduction, en partant du déve-
loppement 

< *» '-ν—F
=

'
(

-
1 M

 é=h ' ■" ~ ' >'
: 

X 1 4- ( 7 I ( " — 1 ) — . .. , 

dont le champ de convergence, autour du point u ■■■- 1, diminue à 
mesure que α se rapproche de la valeur 1 et devient nul lorsque α 
atteint la valeur 1. Les résultats auxquels nous allons parvenir, en 
partant de la formule (00), ne seront donc valables que si α n'est 
pas trop voisin de J . 

L'intégrale f se calcule de même, en partant du développo-

ment 

(>0 -7 Γ" = ,' I — ; J (« -f· I) -Κ.. . 

I)ans ces formules, le binôme (u—1) 2 est réel et positif 

pour u réel et supérieur à 1, et le binôme (u 1 ) * réel et positif, 
pour u réel et supérieur à — 1. 
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On obtient 

(5'-> <UiD):= V« ^ -,)!·(/, +7) 

Χ ι 4- ( ; — ) —? ' + · · · ι 

le produit par tir îles termes négligés entre crochets restant iini 
pour m iniini. 

On trouve de la même manière 

(53) ,ι.κη (-)'^ g),( 0 Γ( + 0 

-Χ Γ (y'P~' a \*P + li , 

Additionnant membre à membre les trois formules (47)» (52) 
et (53), on obtient finalement la valeur de l'intégrale (45). 

L'expression de l'intégrale 

. „ . . Γ \'~'ϋη(ιι~%' fin η j — cos 2/7ι ζ V I — u'1 . 

s'obtient par des considérations analogues, en donnant au con-
tour C la forme représentée (fig. 21). Mais il faut tenir compte de 

Fig. 21. 

Τ—ff—F' 

l
 çlU— 

P. ^ 

la circonstance que y i - -u* a maintenant une valeur réelle et 
négative, aux points où ie contour rencontre l'axe des abscisses, 
entre les valeurs u — — 1 et w = -f- 1. Cela tient à ce que la valeur 
de γι — M

2
, sur l'axe des abscisses, pour u >1, est purement ima-

ginaire positive. 
Dans le cas actuel, le résidu R' analogue à R, pour le pôle u = a, 
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s'obtient done en changeant m en —- m et V Î 7/ en — \ 1 — a2, 
dans l'expression (46) rie K, ce qui conduit à l'égalité 

<55, Κ + II'— f ,h. 

On a, en conséquence, 

r f[u η l — Cos2/tzJι — u- . 

--ΐί/πΗ'+ί ΙΛΓ») +- (CDΕ). 

L'intégrale (EAB) s'obtient en partant du développement (48), 
après changement de i en — i, et en appliquant la formule (3) de 
l'Introduction au développement (5o). 

L'intégrale (CDE) s'évalue par la même formule, en partant 
du développement (5i) changé de vigne, c'est-à-dire 

(I //■) 'Λ , Ρ - il >P 1 '>■ \ 

à condition de regarder le binôme (w-f ij 2 comme positif au 
point D du contour (fig. 21), où u est réel et supérieur à — 1. Il 
faut, en effet, tourner de — ir., autour du point u ----- — 1, pour 
passer du point Ε de la figure 20, auquel correspond le développe-
ment (5i), au point D de la figure 21, en déformant le contour de 
la figure 20, pour l'amener à coïncider avec le contour de la figure 2 τ. 

On trouve 

~' 2 y m S ( ///j (l—y.)i{->.p— I) Γ (ρ -Τ- I) 

Γ 1 2 \2p-rl . 

(d8) (CDKJ — ay'(m) {i + x)*(*p-i)l(p + i) 

xf, + (î£^I ί-Υ4±ίι
 +

 ... 1. 
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Des formules (45), (45'), (47), (52), (53) d'une part et (56), (57), 
(58) d'autre part, on tire finalement, en tenant compte de la for-
mule (55), la valeur de L, pour α <7 ι, à savoir 

_ , , S/ητ: Γι—co^9.nzJ\ --et} . 

( 1 — y.)xy m m 2d (9ρ — 1 ) Γ( /■> -f- ι ) 

χ I cos |a/n( 1 — *) + (y, h- ̂  ̂  

Ά Ρ -+- I / λ ρ I ?. \ 

Χ sin j ■■?///(ι — α) -f- |j - J Η- ~ ( )+... J 

-+- 11η lei-me<|ui s'obiienl en changeant α en —α dans le terme ci-dessus, 

le produit par m2 des termes négligés dans les grandes parenthèses, 
restant fini lorsque m augmente indéfiniment. Cette formule n'est 
d'ailleurs valable que si α n'est pas trop voisin de 1, pour le motif 
invoqué à propos de l'établissement de la formule (5oj. Elle ne peut 
être appliquée que si le produit m (1 — a) est suffisamment élevé. 

La formule (5g) ne devant être employée que pour α > ο, on voit 
que si l'on considère une valeur de oc non voisine de 1, le terme non 

écrit et celui qui le précède sont tous deux d'ordre par rapport 

à celui qui dépend de l'intégrale / · Si l'on considère, au contraire, 

une valeur de α assez voisine de 1, le terme non écrit est négli-
geable par rapport à celui dont on le déduit par le changement 
de α en — oc. Pour ces motifs, il n'y a pas lieu de tenir compte de 
ce terme non écrit. Nous en ferons abstraction dans ce qui va 
suivre. Posant, comme nous l'avons déjà fait, 

— = ν, 9 mi cf. — 1) — x, 

la formule ^5g) peut se mettre sous la forme suivante, en ne rete-

Journ. de Math. (8* série), tome III.— Année 19'Ao. 25 
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nant que les termes principaux : 

32 η9 sjiτ. m '3 V \ 2m ) 

/I — COS 4 / 9,V X \ 9. H — ) ί 

— 7—; ÎUCOS.2? — V Slll^l ;— i r ( 

les termes négligés contenant en facteur ~ » ^ ou Λ et U, V,W,Z, 
représentant les séries 

P~m cos μ h si ο ρ — 

/' = * cosp- —sinp — 

W = Ζ ΠΤΤΤ) (COS^« + s,nP?.)■ 

'■=Zé^, rïïTT)(COir-. + im''ï)· 

4° Au centre de l'image,.on a α — ο ou χ — — im. Il en résulte 

3 9.nt\,2T.m 2 4/w*^s-

:r—r (l ' cosun -f- Y sin2/w) 

ou, d'après la formule (65), que nous allons établir, 

32 «2 \Jit.m 2 2 y/mv 2ΛΙ ' ^ /f/ y 

— [ U cos3 w -+- Vsin2/« ] -f .. .. 
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ce (jui peut s'ecrire, OJI tenant compte fie l'identité η — \ vm, 

(Sa") ^ - =_ ~— - +■ des termes contenant — en facteur . 

Pour clore; la question, nous allons nous occuper de l'intégrale 
suivante, prise le long du chemin γ, représenté figure 17, et où q 
est supposé positif, 

(<»ο> f '-cos^^=f " '-cor^ 

qui se calcule de deux manières différentes, suivant que 7 est ou 
non un nombre élevé. 

Si q ne dépasse pas quelques unités, le développement en série 
du cosinus, figurant dans l'élément différentiel, conduit à l'expres-
sion suivante : 

Jv ff z- Jmd 2 J) -V" I I · 2 · . . ( 'λμ — 2 ) 

On pourrait, du reste, obtenir îles expressions plus avantageuses, 
au point de vue du calcul numérique, lorsque q dépasse Ρ 

Lorsque q a une valeur un peu élevée, il est tout indiqué de faire 
usage d'un développement semi-convergent que nous allons établir, 
clu moment où l'on s'en tient à un degré d'approximation conve-
nable. 

Ο11 a d'abord, après une intégration par parties. 

(D2J ι ; dz — — 2 -f- 2 cos 7 — 7 Ι —nz. 

On obtient d'ailleurs, à l'aide de deux intégrations par parties 
successives, l'exoression suivante : 

Γ Sill (! Ζ . 2 2 /> — I . ( 2/> -τ- I ) ( 2// 2 ) / Sill Ο ^ , 
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dont on tire (Je proche en proche 

/Λ** Γ8*"'/-)# 3 Γ ' ·3 1.3.34 , s,, *·'■■·'2P\ 

2 . Γ I .2.3 1.2. . .(2J) + 1) 

+ . '·»···(»/'+») d,_ 

En vue d'exprimer l'intégrale entrant dans le second membre, 
considérons l'intégrale auxiliaire 

J^'dz-

Si l'on développe le cosinus en série et que l'on intègre, on 
obtient une série de termes tous réels, à l'exception d'un seul, 
qui a pour valeur 

(_,)/'-*> ï- / f~t)i>ir. L 

11 s'ensuit que l'intégrale réelle dz est le coellicient de i 

dans la somme 

(— \)I'^IT. —, -h / ■■ dz, 

Ε désignant la base des logarithmes népériens. On peut donc 
mettre la formule (63) sous la forme 

(6|) / '—dz — T. cos <7(1 5—1 : K..-ί- (— 'p' ; 

2 . Γ 1.2.3 . î . 2. . . { 2 η -4- r )" 

-s-/*» 

r désignant le coellicient de \/ — χ dans l'expression 

\ ' ffJ -*/'*■* 

Or, si l'on remplace, dans le plan de la variable ζ, le chemin 
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d'intégration γ (fig. 17) par la demi-circonférence. de rayon 1, 
tracée du côté des ordonnées positives, on peut écrire f1) 

I Π/ΤΉ flz -

ς désignant l'allixe d'un point de cette demi-circonférence et y. un 
facteur do module inférieur a 1. Mais, q étant positif, | Ε"/ξ | est au 
pJus égal à 1, puisque la partie imaginaire de ξ n'est pas négative. 
Il s'ensuit que cette intégrale a un module inférieur à - et par suite 

/· < τ. ' - - ■ ( en valeur absolue). 

Si donc le second membre de cette inégalité est inférieur à la 
limite de l'erreur admise dans les approximations, on pourra 
négliger r dans la formule (64). ïl convient d'ailleurs de choisir ρ 
de façon que 2 ρ2 soit le plus près possible de q tout en lui 
étant inférieur. 

Λ la formule (64) correspond, d'après la relation (62), l'expression 
approchée suivante : 

, ι Γ ι — r.os<7w , r. 1 ι Γ' ·'■>· , 1 · 'λ · · · >-P 

, sin q ι - ; Η . . . 

■λ ,/*!>+■* 

avec une erreur inférieure en valeur absolue à 

T. I . 2. . . ( Ά ρ -h ?. ) 

(') Kta t donnée l'intégrale I = j"J\z) dz prise le long d'un chemin AA', on 

Fig. ·! ·. 
A' I ̂  

sait, en elîet, que l'on a I p.a:cAA'/( :)■ ί étant l'aflixe d'un point de AA' 
et μ un facteur de mo.lulc plus peti ijue 1. 
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D'après Ja formule (61/, l'intégrale (Go) est nulle pour q ----- ο : 
eUe a d'ailleurs pour valeur t. pour q -- co, d'après la for-

mule (65). Sa dérivée par rapport à 7, savoir 2 '—-·> est positive. 

C'est done une fonction croissante de 7. La dérivée seconde 

2 — '".ν —2
 a une première série de racines 7 — 2 kr., h étant 

un entier et une seconde série comprise entre 2k~-\- ~ et 2kr. -f ~ς·> 

k étant au moins égal à J. L'intégrale (Co), en grandissant de ο 
à T., lorsque q croît de zéro à J'infini, éprouve donc une infinité 

d'inflexions. En conséquence, cett e intégrale augmenLc en passant 
par une infinité de sinuosités. 

3° Nous avons encore à calculer l'intégrale L, dans le cas où 
α^> 1. Considérons d'abord l'intégrale 

Γ E'2"""-a' du Γ χ — cos2 nz\f\ - n- . 

le contour C étant toujours celui qui a été déliai à propos de la 

Kig. '.'3. 

Β -, —-ijL 

-I c *J CL· 

formule (G). Déformons ce chemin, comme il est indiqué {fig. 2.3). 
On a 

j (I"L\) -h (ΛΙ5Ι1) + ( I >i;i ). 

L'intégrale (FLA) a pour valeur le produit de 2ir. par le résidu 
de l'élément différentiel relatif au pôle u— a. Le radical \ 1, - u1 

étant. purement imaginaire positif, pour MU, ce résidu se déduit 
de la formule (/|6) en y remplaçant v"-*ô* par i s ?/-—7 et en 
exprimant le cosinus par des exponentielles. 
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On trouve 

I __ ί ( J1'2«--! 4- Ë-i«s^a«-i) 

H ' ( _
 3

 > Ri/r y/F" l |X-'" ). 
(«2 — I )'' 

On on de» In il 

(68) (FM)- ur.W. 

Le calcul de la somme (ABD)H-(DEL) s'effectue exactement 
comme dans le cas où α est inférieur à i. Cette somme s'obtient 
en additionnant les formules (52) et (53). Il cri résulte pour l'inté-
grale iC)G) la valeur 

f6(j) 2/— I * -f- 9. 4 /— V ( — ) —7 P7 

χ ι -}- -î-7 -5 ' + . . . 

/TÇ_ y ///'y Ë - -1 

/ ». /9 I ». \ 2 A» -f- I . 
\j intégrale 

Γ Κ cl(( Γ I — COS2/IZ J ί — II- . 

quand a. est supérieur à 1, s'obtient en déformant le contour d'inté-

Fisr. 

Q7 
>-

gration, comme il est indiqué (fig. 24). On a 

I (I5LC) +- (CI')K) + (lv\l'>). 
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L'intégrale (BLC), relative au pôle u = a, est égale au produit 

de 2 iir par le.résidu P»' do l'élément différentiel relatif à ce pôle. 

Or comme ν 1 "■ u* a la memo valour que dans Je cas examiné 
tout à l'heure, à propos de l'intégrale (66), ce résidu R/ s'obtient 
simplement en changeant m en -m dans la formule (67). Il est 
donc donné par la formule 

<-J) R -t- IV — 2 — - | — >. 4- Ε*" ν *- 1 -r Κ--" |, 

et l'on a 

(72) (l*LC) = 2/-I'.'. 

La somme dos doux autres intégrales (CDL) -f (LAB) s'évalue 
exactement comme lorsque α est inférieur à 1. On a, en. consé-
quence, 

(η?*) (Cl)i;) + ( EAR) - 2 i/~ V (—Y' E 

-Γι (2P~f g V^/4~' / ι 

y/ /// Ad \ /// / ( I 4- it ); ( 2 μ — 11 Γ< // 4- I ) 

~ t Γτ. η \ m J 

En résumé,lorsque α]> ι, la valeur de l'intégrale L, déduite des 
formules (66), (67), (68), (69)', (70), (71), (72), (76) est la suivante : 

( -4 ) 1. — fir'x 11?" &=* + v~in ̂  — 31 
(y*—*)' 

(1—y)- y m ni Ad {1 ρ—ι)Γ(/^4-ι) 

X | COS |Yni (ι — y.) 4- (ρ 4- ^ j -

- ̂  (
î£

f
1 _

7tb)
5iD [»»<—«> + (/■ + ;) ;] J 

-h un terme qui se déduit du précédent en changeant α en -- y.. 
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Cette expression n'est d'ailleurs pratiquement applicable que 

si α diffère assez de i, pour que le produit m (ι — <x) ait une valeur 

élevée. Comme dans le cas où α < ι, le dernier terme non écrit 

est négligeable vis-à-vis du précédent. 

Posant, comme nous l'avons déjà fait, 

— — v, ·>. m(<y. —·· ι ) — r, 

la formule (74) devient, en ne retenant que les termes les plus 
importants, 

.>2 n- SJÎ.T.IH RI ~ \ - -T 

ΓιΛ/27··'(2 + τ~~ 1 V -''·*'( * + τ~ ) I 

— 7-C- ( 1; cos./· -— V sin.r ) 

— ( W cos.r -t- 7. sin^r) + ~ ( ) 4-. . ., 

les termes négligés contenant en facteur Λ, —1-~ ou U, V, W 

et Ζ représentant d'ailleurs les séries définies à propos de la for-
mule {5g'). 

V. 

RÉSUMÉ RES FORMULES EXPRIMANT K. 

m, η, α étant les paramètres définis par les formules (4) et Κ l'inté-
grale qui figure dans l'expression (5) de l'intensité I, les formules 
suivantes donnent la valeur de K, avec une faible erreur relative, 
dans différentes hypothèses. 

Journ. de Math. (8· série), tonne III. — Année 1920. 2b 
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Posons : 

S* ~ 2j (2/?_,)ϊ(2/>_8)Γ (p + i) [C05^ ^ *in? 2 ) ' 

,J = Σ [2p-,\v{p + l) + Λ »pï) . 

(75) (ν-Τ)Γ(ρ + ,) (eo^f-sinpi)^), 

w__ ν 9'P + ' \,;t/ / π . π Ν 

Z = Z ZÏ=\T&+T) [cosp-+S,np-y 

Les sommes de ces séries sont inscrites dans le Tableau suivant, 

pour diverses valeurs du rapport ~ : 

ti-
nt' S„ U. V. YY. /. 

ο,οο —ι,οοοο -f-1,oooo —ι,οοοο —3,000 -t-3,ooo 

οι ι,οοοβ ο,99^3 1,0017 3,οο8 2,992 
02 ι,οοιι ο,9966 ι,οο33 3

,°ΐ7 2,983 

ο3 1,0017 0,9960 ι,οοδο 3,oa5 2,970 
04 ι,οο22 ο,9933 ι,οο66 3,ο33 2,967 
ο5 1,0028 ο,99'6 1,0082 3,ο4ι 2,908 

ο6 ι,οο33 0,9899 ι,οο99 3
>°49 2,900 

07 ι,οο39 0,9882 ι,ο r15 3,067 2,g4i 
08 ι,οο45 0,9864 ι,ο131 3,ο66 2,g32 

09 ι,οοδο 0,9847 ι,οι47
 3

>°7
3 2,923 

ίο ι,οοδβ ο,983ο ι,οι63 3,ο8ο 2,gi5 

20 1,0112 o,g654 I,O32O 3,J 58 2,824 

3ο 1,0169 ο,9472 1,0469 3,228 2,73ο 

4ο 1,0226 0,9284 ι,οβιο 3,293 2,633 

(') La série "V est identique à la série T*, définie par les formules (86) pour s = o. 
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m' s#. i;. V. w. z. 
5o 1,0283 0,9091 1,0743 3,353 2,533 

60 j,o34i 0,8894 j,o868 3,4o5 2,429 

70 1,0399 0,8692 1,0986 3,453 2,323 

80 i,o458 0,8487 1-1094 3,496 2,214 

0,90 1,0617 0,8279 1,1193 3,53o 2,106 

1,00 1,0676 0,8068 1,1286 3,558 '»996 
2,00 1,1i85 0,0910 1,1701 3,5o3 0,929 

3,oo 1,1813 0,3982 1,1315 2,974 -+-0,178 

4,oo 1,2447 0,2593 1,0420 2,307 —o,o83 

5,oo 1,3078 0,1809 0,9390 1,829 +0,027 

6,00 1,3696 0,1488 0,8016 i,664 0,214 

7,00 1,4299 0,1391 0,7912 1,712 o,34o 
8,00 ι,488ο ο, 1322 o,7536 ι,776 ο,246 

9,oo ι,5444 0,1193 0,7261 ι,7'ο -+-0,070 

10,00 —1,0991 -4-0,1019 —0,7000 —1,628 —ο,o34 

D'après les formules (7), (12), (i3) et (37), on a 

2\/2 τζηι \ftn- yir.m Zin1 \JiT.ni 

Parlant de celle expression et posant 

(77) -j = — , .r — 2 m(z — 1 ), 

on a : 
i° Pour α<ι et non voisin de zéro ou s < ο et non voisin de 

— 2 m, d'après les formules (20'), {5g)', 

m -» *1 , ■. I (.. . /"V— -(·-£) 

!' / ( 00 \ 
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en posant 

f11 VV I , ' Γ. Ζ I . Ί . 

-h des termes négligeables contenant en facteur - — ou —= 

2° Pour α > ι ou χ > ο, d'après les formules (26'), (74')» 

(79) -££= = r[",+ (,+ +r; 

m étant considérable, le rapport peut être petit, même 

quand χ est assez élevé. Les formules (78) et (79) prennent alors 
une forme plus avantageuse, pour le calcul numérique, en les 

développant suivant les puissances de la décroissance des 

termes étant rapide. Tenant compte de la relation (62), on trouve, 
pour α < ι ou χ < ο, 

/a'K __ v'tt \ ι Γ sin y/— I\vx ι Γ+1 « — cos y—l\yôcz ^ 

χ Γι—cos \/ — /4 y χ 

2 x \ s! — 4 ν χ J 

Χ" Γ I /0 sin \J—4 να; — \ 

sin v/ — 4να· 

y—L\vx J ) 
et, pour Α > J uu Λ; > Ο, 

m5Κ f 1 Γ il ι Γ —ι —1 ι 

τ étant donné par la formule (78'). 
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3° D'après les formules (27'), (44)> (76) et (86), on a, pour α = ι 

ou χ = o, c'est-à-dire au bord géométrique de l'image, 

(K|)
 αν+νΛη 

-h des termes contenant ou —. en facteur. 

4° Enfin, pour α = ο ou χ = —-1 m, c'est-à-dire au centre de 

l'image, 011 a d'après les formules (28') et (5q"), 

(82) ■ ,H = - V4L (T. — — -h des termes contenant — en facleui-Y 

VI. 

Les formules (78) et (79) se composent chacune de deux parties : 

l'une connue exactement en termes finis, et provenant des résidus 

relatifs aux pôles des éléments différentiels des intégrales qui inter-
viennent daim le calcul de Κ ; la seconde τ, fournie par des développe-
ments asymptotiques, applicables seulement lorsque\x\ a une valeur 
suiïisamirient élevée, est connue avec une faible erreur relative 

et, par suite, avec une erreur absolue négligeable, τ étant très 

petit, comme on le verra. On suppose, par ailleurs, la largeur de 

la fente suffisante pour que —, ' soit totalement négligeable. 

Il reste à trouver une expression de K, applicable au cas où χ 
n'est pas un nombre élevé, en tenant compte de ce que m et η sont 
grands. Reportons-nous, à cet effet, à la formule (7). Nous avons 
démontré (12) que la première intégrale est identiquement nulle. 
L'intégrale 

Λ" α (,_««)* 

a été calculée au paragraphe III. Les expressions trouvées, (25) et 
(26), sont valables lorsque α tend vers 1 et ne tombent en défaut 
que pour α très petit. 
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Il faut, au contraire, calculer une nouvelle expression de la 

troisième intégrale L, valable pour oc voisin de ι. A cet effet, nous 

allons la développer suivant les puissances ascendantes de α — ι. 
Nous avons, en conséquence, à chercher la valeur, pour α = i, de 

la dérivée d'ordre s, par rapport à oc, de l'intégrale double qui ligure 
dans la formule (7) et que l'on peut mettre sous la forme 

,00. . rν'1 1 — cos 9, u t . 

Remarquant que la dérivée, par rapport à oc, de la fraction 

dépendant de u— oc, sous le premier signe j, est égale et de signe 

contraire à sa dérivée par rapport à u, il vient 

dL rd a)-f- ,—cos zut , 

Intégrant par parties et remarquant que la partie intégrée est 
nulle, comme reprenant sa valeur quand la variable, après avoir 
décrit le contour en entier, revient au point de départ, on tire de là 

sr-J
i;
 —pnrïjs—«<'7ruJ^——r—

dt
· 

Cette expression se généralise de proche en proche et l'on a 

d*L Γ ]·:«"»·"-■«> 4- γ-aut'n--χι ds rs ι — cos 2.nt , 

' Faisant oc = ι et développant cos 2nt en série, cette formule 
devient 

(
84) (*ΪΛ

 =
,'y(-'r—— 

JÇ* YJ·>/«(//—Il p-/'Hikii— 1.
 (

{x ' 

11 s'agit de trouver la valeur asymptotique de l'intégrale, pour 
ρ fixe et m très grand. Comme dans les applications que nous, ferons 
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des résultats, on n'aura à prendre qu'un nombre restreint de termes 
dans la série, ρ doit être regardé comme très petit, par rapport à m 
qui est considérable, par hypothèse. C'est ce qui va nous permettre 
d'appliquer les formules (2) et (3). 

f.es points singuliers de l'élément différentiel sont les points 
u = -f· 1 el u = — T. Leur considération conduit à appliquer les 
formules (2) et (3) aux développements de 

1 d* . Λ.ι>- \ 

en suivant une voie absolument semblable à celle qui a été adoptée 
pour arriver à la formule (44)· On a d'abord, en difîérentiant le 
développement (4o), 

(// — 1)- duΛ 

— (_ ,)/'+> 3' -Λ (,,— ,/ 2 

I H ' ; 7 ï-· - · ' 

le binôme 2 étant réel et positif, pour u réel et supé-
rieur à 1. 

On obtiendrait le développement de la même fonction, dans le 

voisinage du point u = — 1, en partant de la formule (40· Mais 
on n'a pas à en faire usage, du moment où l'on admet, sur la valeur 

de l'intégrale à calculer, une erreur relative de l'ordre de —· Cette 

particularité s'est déjà présentée en établissant la formule (44)· 
Tous calculs faits, la formule (84) devient 

~ ^'" ν-1 2m H r(a/, +,, Γ(.- ρ +1+,) r(Λ + i - Λ 

x
[
cos

(/'-;-
s
)ï 

2 p — 2 S — 3 /» Ρ '—I - ( 7 \« 
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elle peut d'ailleurs être modifiée en tenant compte des propriétés 

de la fonction Γ, rappelées dans J'Introduction, et qui permettent 

d'écrire 

1 iy~ l· ·+- ■+" '
v
j Τ {p ■+· ~ — y 

~(-l> + ~x + *) (-P + + .ή —- - — 

:::: (Ά ρ — AS — ."> ) ( Ά f> — 'AS — I ) ~ (— ! )'' * 

et 

\ 'l / = \JT: 2~2/' 

Posant 

K /y ««.(/. -,)S+«„(/,■-,) S t> 
(8«) 

/'=-cos(/>-*)^ sin(/7 .0^· //#«\/.-i 

on arrive finalement à l'expression 

<S;)
 φ)

 s'+t^T,

+ ;

L( )-... . 

On a en conséquence, d'après la formule (76), 

;"'K 1 ι y [»"*(<* ')]" fs , 1 T , ,, 

J s'exprimant, suivant les cas, par les formules (25) ou (26), 
valables lorsque α tend vers 1. Tenant compte des formules (77), 
(25') et (26'), on obtient, pour α< 1 ou #<0, 

(,«, JZlL, 

" Σ r (/+, > [
s

· ■+■ tL·
T
'
+

ï?
( )+

··· 
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ét, pour α]> 1 ou ο, 

(88') K 

y/; Γ / χ \ ΙΓ\/η*('+£;> -

Σ Χ* R. I 1 / \ 

en négligeant des termes en 7 qui sont complètement 

insensibles dans les conditions où nous aurons à appliquer ces 

formules (a voisin de τ et — = - Y 

VIL 

Les formules établies dans les pages qui précèdent.permettent 
d'étudier les variations de l'intensité en fonction de x, en prenant 
comme unité l'intensité I„ au bord géométrique, c'est-à-dire au 
bord qui limiterait nettement le contour de l'image, sans l'existence 
de la diffraction. 

C'est là de beaucoup la question la plus importante à élucider, 
parce qu'elle se rapporte à la répartition complexe de la lumière 
au voisinage du bord géométrique. L'aspect d'une région restreinte 
d'une surface éclairée dépend, en effet, non pas des variations de 
l'intensité absolue à l'intérieur, mais de celles de l'intensité 
relative, par rapport à l'intensité localisée en un point particulier 
choisi dans cette région. En posant 

-*• 7 I r 

on a, d'après la formule (5), 

- I S /» 

Journ. de Math. (8* série), tome III, — Année 1920. 
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K,
t
 étant donné par la formule (81) et Κ, suivant les circonstances, 

par l'une des formules (78), (79), (82) ou (88). 
D'après la formule (81), la formule (89) peut s'écrire 

<t" I »■ Ψ 

Il convient, pour étudier y, de calculer tout d'abord les dérivées 

~d%· Pour x ~ °' ^ ce* e^et> ^ ^aut Partir des formules (89') 

et (88). Négligeant les termes en ^ qui sont très petits, en raison 

de la grandeur de m, la formule ^89') devient 

<"·> V V") 11 —η^\ 2s-ri7Tô' 

S, étant défini, en fonction du rapport ν = par la formule (86). 

Développant le second membre en série, il vient 

)| - Σ»- irL·-,· 

On arriverait d'ailleurs au même résultat en partant de l'ex-
pression (26') de J au lieu de (25'). 

On tire de là 

(s.+éiï)± r,. . 4v v^V" 'i!>TY~' 

(96 

s.+ S.+ ï-g-

11 en résulte, pour χ — ο, 

/, 3S,H γ2πν /M \ -S-i- v> » * 
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Les valeurs de S
0
 et de S,, en fonction du rapport ν = —» sont 

données dans le Tableau suivant : ' 

~ m S„. S,. ~~ m S„. St, ~ m S„. S,. 
ο,οι.. —Ι,0006 ο,33ι6- Ο,Ι... —i,oo56 o,3i656 R —1.0676 -HO,100 ID 

0,02.. ι,οοιι o,33ooo 0,2... 1,0112 0,29956 2 1, r 185 —0,0/4714 

o,o3.. 1,0017 0,32832 o,3... ',0169 0,28232 3 I,I8I3 0,27488 

0,04.. 1,0022 0,32665 o,4·.. 1,0226 0,26486 4 1,2447 o,52844 

o,o5.. 1,0028 0,32497 o,5... 1,0283 0,24718 5 1,3078 0,80702 

0,06.. i,oo33 0,32329 0,6... I,O34I 0,22922 6 1,3696 1,11124 
0,07.. 1,0039 o>32i6i 0,7... 1,0399 0,21109 7 1,4

 2
97 *>43854 

0,08.. i,oo45 0,31993 0,8... 1,o458 0,19267 8 1,4880 1,78814 

0,09.. i,or.5o O,3i824 0,9... i,o5i7 0,17406 9 i,5444 2,15892 

0,10.. —1,oo56 ο,3ι656 1,0... —1,0576 ο,15 515 10 —'>5991 —2,54979 

Posant 

S.+ V^
0

· 
·>S| H ν■ — Δ, 

on a 

TZ!: 

0 et 4 sont fournis par les Tables suivantes : 

ni i. ô ~~ //« 0. 0 /« ο. s 

ο,οι.. —0,95878 —ι,o38o 0,1... —0,87347 —Ι,θ|)63 I.... —0,63984 —I>1192 

0,02.. 0,94'2θ3 l,ODJ7 0,2... 0,82.435 1,117.3 ·>..... 0,62764 *>0707 

«>,o3.. 0,929.31 ι,ο6ι3 o,.3... 0,7880.5 1,1270 3.... 0,45766 1,0.441 
0,04.. 0,91866 1,0689 0,4... o,75835 I,I3I4 4···· °>4o9'9 1,0264 

ο,οο.. 0,90966 1,0722 o,5... 0,7.3290 i,i32~ 5.... 0,37357 1,0172 

0,06.. 0,90091 1,0806 0,6... 0,71049 r,i3i8 G.... 0,34623 1,0117 

0,07.. 0,89337 I,O85Î 0,7... 0,690.39 1,1299 ,7.... 0,0244° 1,0071 

• >,08.. 0,88629 1,0893 0,8... 0,67211 1,1268 8.... 0,306.37 1 ,oo36 
<1,09.. 0,87969 1,09.30 0,9... o,65535 1,12.34 9»··· °>

9
·9

,0
9 1,0000 

0,10.. —0,87347 —i,oy63 1,0... —0,63984 —1,1192 10.... —^>^7797 —f,
'9977 

Il ressort de l'ensemble de ces nombres que y est une fonction 
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décroissante de χ, dans le voisinage de χ = ο, étant négatif. 

Cette dérivée prend d'ailleurs sa plus grande valeur absolue pour 

ν = -» 

Telle est donc la condition pour que l'intensité décroisse le plus 
rapidement possible, dans le voisinage immédiat de χ — ο, c'est-

à-dire dans le voisinage immédiat du bord géométrique de l'image, 
quand on passe de l'intérieur à l'extérieur de ce bord. 

D'autre part, d'après les formules (8g), (82), (81), le rapport de 
l'intensité centrale I

0
 de l'image à l'intensité 1„ au bord géomé-

trique a pour valeur approchée, η étant élevé, 

h ty'-

avec une erreur relative de l'ordre de grandeur de^· Cette expres-

sion permet de calculer-p· Elle conduit aux résultats suivants, en 

fonction du rapport ν = ̂  : 

>. lu '»· lu '>■ 1« 

0,01 26 0,1 -, 1 1 3,i 

0,02 ι5 0,2 5,3 2 l'y 
ο, o3 12 o,3 4,0 3 ·,>.,5 

ο,O-l- - . · · · 11 o,4 4,ι ι '■>·»4 
ο, o5 9,7 o,5 3,8 5 2,4 
o.oG 8.9 o,G 3,6 6 2,3 

ο, < >- 8,3 ο, j 3,4 7 1 » ^ 
ο, ο 3 7 »9 3,3 8 2,3 

0,0<J ο, C) 3,2 <) 2,3 

ΙΟ 2,2 

Le second membre de la formule (go'j est une fonction continue 
de χ. Il s'ensuit que l'intensité lumineuse varie d'une façon continue, 
dans le voisinage du bord géométrique, et non brusquement. 
L'image, au foyer d'une lunette, par suite de la diffraction, n'est 
donc pas limitée par un bord nettement tranché. Cependant, comme 
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|a variation de l'intensité est extrêmement rapide, quand on 
traverse le bord géométrique, la chute considérable de lumière, 
de l'intérieur à l'extérieur de ce bord, donne à l'observateur l'im-
pression de l'existence d'un bord véritable, d'ailleurs mal défini 
au point de vue physique et auquel il est naturel de donner le nom 
de bord optique. 

On vient de voir que la courbe figurant les variations de y possède, 
au point correspondant au bord géométrique, une tangente inclinée 
au maximum sur la partie négative de l'axe des abscisses, lorsque 

— = Par suite, quand on passe d'un point intérieur à un point 
extérieur au bord géométrique, tous deux immédiatement voisins 
et à distances fixes de ce bord, la chute de l'intensité relative est 
aussi élevée que possible lorsque ~ On peut donc dire que le 
bord géométrique de l'image est défini le mieux possible, lorsque la 
largeur de la fente satisfait à cette égalité. 

En conséquence, nous nous proposons d'étudier à fond, dans ce 
qui va suivre, les variations de y, dans l'hypothèse où — = -* 
Nous nous bornerons à fournir ensuite de simples indications sur 

les courbes figurant ces variations, quand ~ possède d'autres 
valeurs. 

Les formules qui ont fourni les résultats, inscrits dans les Tableaux 
ci-dessus, supposent essentiellement η suffisamment élevé· En consé-
quence, les nombres correspondant aux plus faibles valeurs de ν 
n'ont de sens précis que si la longueur de la fente est assez grande 
pour qu'il en soit ainsi. A cet égard, à côté de termes contenant 

en facteur, nous avons négligé, dans les formules (78), (79), (80), 

(80'), (81), (88), (88'), des termes de l'ordre de —=—l- (quand 

on les considère en dehors du voisinage du centre de l'image). Ce 
rapport ne dépasse pas lorsque ν > ν,, ν, ayant la valeur 

ν, = [(128π)2/η] '. 

D'après la première formule (4), les valeurs de v,, correspondant 
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à diverses valeurs de Ja longueur k de Ja fente, à ε = x(/ et à 
λ = o^, 5, sont les suivantes : 

k. ν 
2, DO Ο, Θ4 

ι,5ο ο, ο4 
ι ,οο <>,ο4 
ο,8ο ο,ο4 
ο, 6ο ο, ο4 
ο,4ο ο,ο5 
ο, 6ο ο,ο5 
0,20 ο,ο5 
ο.ιο ο,οβ 

VIII. 
ÉTUDE DES VARIATIONS DE Y POUR ——-· 

Dans ce qui va suivre, nous adopterons, comme valeur approchée 
du demi-diamètre solaire, le nombre ε = i6' et admettrons que les 
rayons, admis dans l'œil de l'observateur, ont pour longueur d'onde 
λ == 0^,5. 

D'après les formules (4), les valeurs correspondantes de m, η et 
de la largeur de la fente, en fonction de sa longueur, sont données 
dans le Tableau suivant, auquel on a joint Je rapport ρ par lequel 
il faut multiplier la surface de la fente, pour avoir celle du cercle de 
diamètre égal à la longueur de la fente. 

Longueur 
h 

«Je la fente. m. n\ n. 

Largeur 
a 
de 

la fente. 

Surface 
de 

la fente. 9-
m mm cm4 

2,5ο 7.6108,18 36554,o<j MM,'9 6,54 ι63,5 3oo,3 
1, 5o 4-3864 ,<>1 21 9.62 ,46 14 8, ι ο 5, o6 7 5,9 2'/>2,6 
1,00 290.43,27 14621,64 120,92 4>i3 41,3 189,9 
0,80 2.3394,62 11697,61 108,15 6,70 29,6 169,9 

0,60 17540,96 8772,98 96,66 3,20 19,2 Î47-, ' 

o,4o 11697,31 5848,66 /6,47 2,61 io,4 120,1 
o,3o 8772,98 4386,49 66,2.3 2,26 6,8 10.4,0 

0,20 5848,i 5 2924,33 54,o8 /,85 3,7 84,9 
0,10 2924,33 1462,17 38,24 ·,3ι ι,3 6ο,ι 
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D'après les nombres inscrits dans le Tableau situé en tête du 
paragraphe Y, on a, pour ν = — = - , 

_S„ =0,73290, 

v + ^^=<MS98'3. 

Le premier membre de l'équation (8g/), pour ν = se réduit 

donc à (^0,73290 — y· En négligeant le terme en 7^—' on 

commet sur y, d'après le Tableau ci-dessus, une erreur relative 

inférieure à et par suite tout à fait insensible. Nous parti-

rons, en conséquence, dans ce qui va suivre, de la relation 

( 94 ) 0 » 7 9° f = —7= ' 

Κ s'obtenant, suivant les cas, en faisant v=^ dans les formules 

(7
8

)> 179)
 OU

 (
8O

)> (
8O

')
 OU

 (
88

)> (
88

')· 

Nous nous proposons d'appliquer cette formule, pour calculer 
les valeurs de y correspondant à différentes valeurs de χ, à 0,001 
près. Il y a plusieurs cas à considérer. 

i° La determination des valeurs de t/, dans Je voisinage du bord 
géométrique, c'est-à-dire pour des valeurs modérées de χ ne dépas-

sant pas i5 en valeur absolue, s'obtient en faisant ν = l- dans les 
relations (88), (887) et (94). 11 convient, en vue de simplifier les 
calculs numériques, de développer les deux premières par rapport 

aux puissances du rapport — > qui y figure de différentes manières, 

et de se limitér au terme en ^ · La quantité négligée qui devient 
de beaucoup la plus importante, quand χ atteint i5 en valeur 
absolue, se trouve dans le développement du second membre de 
la formule (88') : c'est le terme en contenant W** en facteur, 
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savoir : 

\JkVJixX/ 0 . ,— , \ 

Cette expression est minimum, pour x = 2,τ53..., entre x~ ο et 
a;=i5. Sa plus grande valeur absolue correspond à χ — τ5 et à la 
plus petite valeur de m inscrite dans le Tableau en tête du para-
graphe VIII, savoir : m= 2924, 33. Or on trouve qu'elle ne dépasse 
pas 0,000 o38, quantité totalement négligeable, vu l'ordre d'approxi-
mation dont on a besoin, et qui devient bien plus petite encore, 
quand on sé sert d'une lunette d'ouverture supérieure om,io à 
laquelle correspond la valeur de m introduite dans le calcul ci-dessus. 

Le développement des formules (88), (88') et (89'), effectuées 
comme on vient de le dire, conduisent aux expressions suivantes, 
pour χ < ο : 

(
9

5) - (s
0
+ ~ jj 

= 0,732 90/ 

2L \T^xx ~ !(*-+-») 

- Ï6^| "ΤΓΓϊΤ +οοβν^) 

et, pour χ > o, 

(96) -(s,+ ^)y 

= 0,732 907 

\[π Γ \:fà— jr- /2.1 Ί « χ* 

_ ' L· (,
 +

 îîi!f )
 +

 Y ï, , 

S, et T, représentant les séries définies par les formules (86), 
en y faisant ν = ——-· 
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Ces relations donnent naturellement y—i, pour x~o, c'est* 
à-dire au bord géométrique, quand on néglige le terme en qui 

est alors absolument insensible. On verra du reste que ces 

termes en sont négligeables pour toutes les valeurs de χ qui 

ne dépassent pas i5 en valeur absolue, c'est-à-dire entre les limites 
d'emploi des formules (φ) et (96). 

20 Au delà de \x\=· ï 0, on doit pratiquement renoncer à employer 
les formules (g5) et (96), en raison de la complication des calculs 
numériques qu'elles entraîneraient. Il convient alors de partir des 
formules (78) et (79), dont l'approximation est d'autant meilleure 
que \x\ est plus grand. Or elles fournissent déjà, pour | x\ = 15, comme 
on le verra plus loin, exactement les mêmes résultats que les for-
mules (φ) et (96). Considérons d'abord le cas où χ — i5. Posant 

Ί ~ 'T + ϊτίϊ) ' 

( ^,57.5 . / . 3,456\ . 

et négligeant, dans la formule (78), le terme 

qui introduit dans y un appoint inférieur à ^0Ô00' même 

lorsque m reçoit la plus faible valeur inscrite dans le Tableau du 
paragraphe VIil, q étant supérieur à on obtient 

<*,<) ,4.84,Γ...i f , -...
v

. 

Cette formule se raccorde d'ailleurs exactement avec la formule (90), 
pour x= —15. Tandis que, pour cette valeur, la formule (g5) 
donne y — 3,33oo, la formule (9.9') fournit y = 3,3299. Les résultats 
s'accordent à 0,0001 près, tandis que l'approximation demandée 
est de 0,001. 

Les variations du terme très petit υ provoquent des sinuosités 
de période 2 τ:, dans la courbe représentative de y, qui vont rapidc-

Journ. de Math. (8* série), tome III. — Année 1920. 28 
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ment en s'amortissant quand x diminue à partir de — 15. Le terme 
principal qui dépend de la fonction 

.... , 3 . Ci-i-cos y I cosy 3 ι 

croît avec q. C'est, par conséquent, une fonction décroissante 
de χ pour χ < - 1.5. On a, en effet, les inégalités 

[' ('/)- ψ-* Λ —ψ-1 > 'fi '- φ >°' r,0l,r <1>6' 

Or q est déjà supérieur à 5 pour χ = — τ 5. 
D'autre part, 

ν "(η) — — — siny - (> τ—-· — 1 siny . 

Or, en s'appuyant sur ce que l'équation (f ~~3 q- -- - G y -f- J2 = ο a 
deux racines réelles positives, l'une comprise entre ι et et la seconde 
entre 3 et L\, on trouve que Κ désignant un entier posi tif quelconque 
supérieur à x, on a 

Γ"(2Κπ)<ο, F'' (2K7Ï -+- ^ j > ο, Κ"(2Κ7: h- π) < ο. 

L'équation F" (q) = ο a donc deux séries de racines positives 
auxquelles correspondent des points d'inflexion pour y. La courbe 
représentant y possède donc, pour #<0, une infinité de sinuosités 
plus espacées que celles provenant du terme υ, q croissant beaucoup 
moins rapidement que x. Ces sinuosités sont d'ailleurs de faible 
amplitude et exigeraient, pour être mises graphiquement en évi-
dence, l'emploi d'une échelle d'ordonnées fortement surélevées 
par rapport à celle des abscisses. Mais leur existence exerce une 
influence très nette sur l'allure des valeurs numériques de y, résu-
mées dans un Tableau inséré plus loin. 

La formule (65) donne l'expression approchée suivante : 

u, ~W~iz = + ?cos?~5sV""?-)*mq' 
d'autant plus exacte que q est plus grand. Elle conduit pour y à 
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la formula 
(«5") /=:·,,1,8.',, . 2-co»,,) -£(·-££)'»«f] + ». 

d'autant meilleure que q est plus elevé et qui peut être employée 
avec une sécurité parfaite, pour χ — 207:. 

C'est ce qui résulte de la comparaison des valeurs de y obtenues 
en partant des formules (φ') et (φ"), pour diverses valeurs de a? : 

Koriniik-s 
x. (!«'). 

— G - y ·— 3, 365o 3,368^ 
— 8~ 3,3gi4 5,3g3g 
— io T. 3,4^44 :\,(\·ύο 
— 12 77 3,/jG5g 3,4G5G 
— \l\T.... 3,5o-4 3,5o68 
— iG- 3,54·G 3,54i'< 
— 18 77 3,36Go 3,5058 
—'«or 3,58og 3,58og 

L'exactitude des nombres tournis pour la formule approchée 
pour x <C " 77, dépasse certainement 0,001, limite à laquelle 
s'arrête l'approximation demandée. 

Ces formules ont été utilisées, pour obtenir les valeurs de y 
correspondant à des valeurs de x, échelonnées entre — i5 et 
— 100 T.. Pour simplifier les opérations, l'ensemble des termes dé-
pendant de q a été calculé comme il suit. On a d'abord calculé 
ces termes en prenant q — ν — comme si m était infini, c'est-
à-dire comme si la longueur de fente était infinie. La véritable 

valeur de q pouvant s'écrire q = y/ —2^r-f- un a ensuite in-

terpole entre les nombre:·; obtenus, pour avoir les valeurs currespon-

dant à q=\ — 2X, en faisant Or, en procédant 
ainsi, on arrive à ce résultat intéressant que les corrections à appli-
quer aux nombres obtenus, en supposant la fente de longueur 
infinie, ne dépassent pas 0,001 à 0,002, même lorsque la fente a 
une longueur descendant à om, 10. Les corrections sont d'ailleurs 
nulles, pour des fentes de longueurs dépassant om,3o. Il n'y a donc 
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pratiquement pas lieu de tenir compte de ces corrections. Il en ré-
sulte que la courbe figurant les variations dey, pour— ιοοτ: < #<o, 
est pratiquement la même pour toutes les longueurs de fenle supé-
rieures à om,io. Nous avons déjà dit, en effet, que cette circons-
tance se présente aussi lorsque χ est compris entre ο et —1£>. Elle 
existe également, comme on va Je voir, pour χ > ο. Mais il convient 
d'ajouter qu'il n'en serait plus tout à l'ait de même, si l'approxi-
mation demandée pour y, au lieu d'atteindre 0,001, était poussée 
jusqu'à 0,0001. 

Pour les valeurs positives de χ supérieures à io, il convient, pour 
calculer y, de partir des relations (94) et (79) en y faisant ">—7/ 
Pour la même raison que tout à l'heure, en posant 

t V-i - 1 1 

cette relation peut se ramener, en négligeant un terme insensible, 
à la forme simple 

(9 >') y =
 2

»4'8 ί I —
t

 I ■+ -— j -ι- υ, 

υ ayant Ja même signification que dans la formule (φ'). 
La courbe représentant y possède des sinuosités qui s'amortissent 

rapidement, à cause de la présence du terme υ dans le second 
membre. Leur période est égale à Les sinuosités de la seconde 
catégorie, dont il a été question tout à l'heure, n'existent plus dans 
le cas actuel. 

La formule (96') s'accorde exactement avec la formule [φ) 
pour χ — i5. Toutes deux fournissent, pour t/, la valeur y =: o,o66/j. 
L'accord se manifeste jusqu'à ο,οουι, tandis qu'il eût sulïit d'une 
approximation atteignant ο,υοι. 

La formule {φ') peut être remplacée par la suivante : 

(9b" ) y ~ 2,418 ~ ^ 1 - ^ 4- υ, 

en négligeant le terme en inférieur à 4 χ io~c pour i5. 
Par ailleurs, on peut remplacer, dans l'expression de y, q par 
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Q = \'2x; on a, en effet, 

Ο fib Ο y 

Pour x<^ îooz, g— est inférieur à rrz > même pour la plus petite 
valeur 2924,33, de m inscrite dans le Tableau du paragraphe VIII. 

~ji ct sont donc développables en séries très convergentes et 

l'un a 

<y2
 (' 9) ~ Q2 (' Q/V " L>) +" " 

Celte expression montre que, dans le cas le plus défavorable 
où m = 2924,33, l'erreur commise sur y, en remplaçant q par Q, 
n'atteint pas —-— 

q augmentant avec χ et étant supérieur à 5, pour x = i'o, la for-
mule (96") montre que y est une fonction décroissante de x, au delà 
de cette valeur, tout au moins quand on fait abstraction du terme 
très petit υ qui s'amortit rapidement lorsque χ augmente. 

Les formules (95), (φ'), {φ") et (96), (96'), (96") ont été mises 
en nombre, en faisant usage tantôt de logarithmes, tantôt d'une 
machine à calculer, à onze colonnes, permettant d'obtenir des résul-
tats avec un grand nombre de chiffres exacts. C'est par Je second 
moyen qu'ont été trouvées les sommes des séries S, et T„ avec 
huit chiffres significatifs dont le dernier seul comporte une incer-
titude de 1 à 2 unités. Cette approximation était nécessaire afin de 

S, «τ- : et la série Τ = >, Ί ,ττ; : 

pour toutes les valeurs de χ moindres que i5 en valeurs absolues. 
Il arrive, en effet, que quelques termes de ces dernières séries, 

assez grands pour certaines valeurs de x, se détruisent presque 
totalement. Ce sont seulement les dernières décimales, figurant 
dans ces termes, qui apportent des appoints aux sommes S et T. 
En raison de fa longueur et de la complication des calculs, toutes 
les operations ont été exécutées deux fois d'une façon indépen-
dante. Leur exactitude a ainsi été contrôlée avec certitude. 

Les Tableaux numériques suivants fournissent les principaux 
résultats du calcul : 
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Valeurs des fonctions Sç pour - — - : 

' ·' Zd ('λρ ι ) ( 'Χ ρ - - 2 ,ί - - 3 ) ( 2 ρ 2 S — I ) Γ( ρ 4- I ) \ /7A / 

s. S . •V. S.. 
° —I JO-AX il ι A AO 40,0()0 )ί)Μ)ΟΙ <)0 
1 -Η>.·α'ι7 \η\'i'i'i >1 4-0.000 (>i'i o'i\ 
'*· —(,;°Î7 l~ ' !>"!> 'CA...... . —ο,οοο flif X7'} o{ 
> —".ο 5·>. I ISoi» ά i · -0.000 "> 10 7'ίο 'IX 
1 -H».01 i 12» V>. \ ·>.'\ 4-n,ooo i«)o (jli'i S» 

--M».Oil I *> I '»'<7 ' ' 4-0.000 \ L'A <)')*) A» 
—o, ool» d'i'i D'A > I A.(i —0.000 i'i'i »7'i \\) 

7 ...... . —Ο,ΟΟΑ ()(<> X'AO '! A7 —Ο,ΟΟΟ '{70 A <M 
H H—o. OO'i \\\ AAA \ A.X 4~0,000 2X7 ()'.») '\\ 
i) 4-o.oo'J '{7·) \"j\ l A() 4-0,000'{·».ο Ha"> X7 

1° —Ο.ΟΟ'Λ 'Alj) 7(1") I »0 —Ο,ΟΟΟ A.iio l')(JA i ) 
il — O.OOA A "ίο HVi ι ii —0,000 280 G7 i HI) 
I'* 4-0,001 A^H'/'AîaH i'A -i~0, OOO ΆΆΟ \ iH 1)1 
I » ■•-O.ool (>07 i i i 4-0, OOO A\~ 1)1 \ il) 
l|....,., —O.OOI I |θ Hli'A I \\ —0.000 II)") '5^8 I I 
I» — Ο. OOI 'AO j 'A.(') Γ) i» O. OOO AAO ol)() l)H 
l'"> 4-0.000 87I '{72 HH il) 4-0,000 \~\'5o() ΊΗ 
17 -T-0.000 <)'I7 RI-A H() '{7 4-0.000 KjliHjH H A 

IH — y,000 (ί()·Α 800 οΊ '{H -0.000 I îii {<>} oH 
l

(
.) —0.000 7i«) Î77 \~ îij —ο.ooo 177 1 li<) ')(') 

Io 4-0,000 l \ I '.78 A") 

Somme de la série S -- V -——— χ* pour " - · 

χ. H. x. S. 

ο —I.OAH'JI Ο —I.OAH'ÎI 
— l —1.*·»<) » \κ I —o.Ho«fl)o 

- I — 1 .*ï »i» |H » —o.(')lïol')7 

— —I. >(>«) {<) i —ο. ")X") <| A 

- 5 —I.H-AO Vi —ο. *)7*A ΆI 
• \ Α.ΟΆΆ 7 i ") -O. "><J7 O(> 

— ». — ·>. l(»H Η-A (i —o.li'Ji) 17 

- <» —·Α.·Α()Γ) «μ 7 —O.liX") )l 

— 7 - A. i i'».')*) H 7 » ' ·.) > 
— H —A,"iKo'i<| «j —ο,7Ηίίϊ'{ 
— — A.'il H «17 10 —·

,
·^ί

/
Ιί)» 

—IO — A.'IJOD'T 11 — <».«(! » ~I 

— H —' rÎTÎ'lil i -' — o,<)Ç) » 
— V>· —A.'I<|(>IMI l'i —f.oH'i!)» 
— i» —Mi)** 77 'i — 1.177 Si» 
—-I \ —A, »o'i 7<i 1 ') — 1.-j>7«| -,X 
— J ) A. >07 
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Vale tirs des fonctions T
s
. pour — — - : 

/' ^cosC/? — s)—-SKI(Λ —,v)- , . 

*. Τ,. .s. Τ,. 
" —I ,Ί»7Ί "JL7 »'Λ AO —Ο,ΟΟΆ 7")·Α D'A > (J 
I —3, 686 Κ<) ΑΙ -F-Ο,ΟΟΟ S'{<) IT)() (» 
'» Ο, Ί Τ» (» 17 '»'» -4-Ο,ΟΟΆ AM) >17 7 

3 —0.0()() <)()() Ι I ·Α'{ —Ο, ΟΟΟ ()()") \\I 7 
4 --ο, Ι·>.(»(ίΊ<) ι»^ ·Α.Ί; —ο,οοι 87Ι \ 3 

—Η),ΟΙ>·* |65 071» Ά» -f-Ο,ΟΟΟ (<)0 (5^7 ί 
6 -T-0,OFOOI » 7 »8 "»'» -Γ-Ο,ΟΟΙ >8 \ ()S() () 

7 —ο,οο5 'îo'i 89Î >7 —0,0005078087 

8 — Ο,ΟΑΟ Ι»·Α 1 860 >.Κ Ο,ΟΟΙ '{ί>7 Η'} 3 
9 ;-ο,οο3 80ο ()Ϊ\ ·><) Η-Ο,ΟΟΟ44ι Ι7'Α: «)'{ 

ι«> -I-Ο,ΟΪ Α Ί'ΙΪ Ι»<)7 "> ΊΟ -Η>,οοι Ϊ7·Ί 899 71 
11 —0.00Α 77',) ι ΙΑ () ίι — 0,000 380 79 » Μ) 
ι Ά Ο.ΟΟΗ ·>()() ΟΟΟ \ ί'Α Ο,ΟΟΙ Οά8 \V>. 7<) 
Ι 'ΐ --f-Ο.ΟΟΆ οΟα Η |'{ Ν 33 -Η», ΟΟΟ 34 I 8-19 '6 
'1 :-0.ΟΘ"> 91O 70Α \ i'l....... -4-0,00090706015 

ι » —ο,οοι 581 Η ι Γι 7 35 —ο,οοο 3ο{ Ά85 78 

ιΟ —ο,οο'ί \ VA 964 7 »0 — 0,000 8ο5 97° ΐ'» 
17 -*·-'»,οο 1 ■>-17 7 "»·■» 8 5? · ,

000 ?·7'Λ '71 7 ' 

18 s-ο,οοΊ \ \ 5 38 -4-0,οοο 720 883 ι5 
Ι',) --ο.οοι ο<>7 79° 7 '9 —ο,οοο ·>,45 563 #4 

Somme de la série Τ =r > ——-—-j?*. 

χ. T. χ. T. 
ο — i,o7 — 1,07 

— 1 -i- '», M) ' — 4.71 
— -f- 1 j ι \ 'Κ, ·.. · . — 8 j 
-- * -*- 7,ι > 3 — I'5,I9 
— 1 -*-9,7» 1 » · » · — '9,*'7 
— » f- 1 r , r 8 5 — 9.ù, (β 
— 6 -i-i 1,94 6 — 35,98 
— 7 -3-1·'-,"9 7 - 4<>,9i 
— 8 -4-11,74 8 — (>o jO'a 
— 9 -*-I<>,93 9 — 75,77 
— 10 -4- 9,80. — 94,>A 
—11 -+· 8,46 u —116,70 
—Ι'ΐ -f- 7,°9 l'A —I4A,8I 
— I3 -+- 5,68 i3 -^173,'io 
—i4 4,-'-7 i4 —->-08,99 
—15 -H »,97 i) —>.5o,35 
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Valeurs de la fonction Valeurs de la fonction 

2 X , . : 2 Si~~v + - J" 

x. /,. Λ· 0 —<), l(>(> (>7 

ι —ο,ι81 ι\ 
·>. —0,20'I'W) 
1 —o,22\ \ 

i —0,247» 

"» —<»,'».7287 
(i ---ο, !oo Κ» 

7 —o,'!'lo8^ 

S —o,'{(>'! «jo 

I) 9S 

i<> —0,1:19 "W. 
ιί —0,18217 
12 —o, >28 7<) 

i '{ —o, 279 2l 
ri — o,i)J4M 

12 —"·Ήιί Ι'» 
Valeurs de 

|> — i Γ + Ι » — cos y/— ?-.r: f_ 

χ. I'. 
— 1 "> -+-0.228 1 \ 

— (ir ί-ο,2'}ο()7 
— HT: —+-o,200 28 

—101: -+-O,I8O'57 

— !2z -t-o, liifi 11 
— ilr ο, 122 8 1 

ι fi τ: -+-0,14710 

— i8z -+-o,i'l()2 2 

—20 ζ -τ-ο,Γΐ2 8(Κ 

ο —ο, ι(><» (>7 
— 1 —ο. ι M» 78 

-- 1,227 —o. 1 17 "» > 
— 2 —o. l'!<> i \ 

i - O.I22«) 2 

— 1 --ο, πι '!8 

— "ι —0.100 (Γ» 
— I> —0,0909> 

— 7 —0.08221 
— 8 —°:°7Î ^ > 
— () —o. o()7 2l 
— lo —o.oCioHC) 
— Il —0,0") 11 
— 12 —O.OÎOO) 
— Π —ο,οΓ» Γ' 
— il —o, (t'y). 8! 
— ι"» -ο.ιι'Ι; 72 
-- (iz —0.027 1 ' 

87: —0.017 87 
— ioz — 0.0|*>()2 

—12 t. —0.0122'! 
— 11 IT —o,on'!r 
— Ιί»τ: —0,0102! 
— l8i: —0,OOQ()2 
—>oz — 0,008 (J» 

Valeurs du terme -j figurant dans les formules {φ ')' (Φ")» (ΦΊ, (Φ")· 
χ. •j. χ. 'J. 

12 OOOl 
I G — O.OOll 
17 —ο,οοιΟ 
ΐ8 —Ο,ΟΟΟ") 
(ίζ 4-0,0007 

HIT ο,οοοΐ 
ιοζ ο,ουο'5 
1 2 Ζ 0,0002 
ιί" Ο,ΟΟΟΙ 
ι6ζ ο,οοοι 
I 8 7T ο,οοοι 
20 Ζ Ο,ΟΟΟΙ 
2.4- Ο,ΟΟΟΙ 
28 Ζ -ν-Ο,ΟΟΟΟ 

12 —0,0022 
(>Ζ -+-«>,οοίο 

— 8 ζ ο,οοοίί 
— ΙΟΖ Ο,ΟΟΟΙ 

12 Ζ 0,0002 
— 11 Ζ 0.0002 
— ΐ(')Ζ Ο,ΟυΟΙ 
— ι8ζ ο,οοοι 

2<)Ζ ο,οοοι 
—2-1 Ζ Ο,ΟΟΟΙ 
— 28 Ζ -+-0.0000 
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Coefficients de — — dans les formules (90) et (96). 

X. 

— 7,»' 
— ri H, m 

9' '"'7 
— 12 10, (il 
— π 11, >9 
— I() I 7, ")(» 

— ç) ΓΙ,'ίο 

— Κ ι Ί . 7*.» — 7 1 ! :9° 
— (i I *ί, (i 1 

— ' "''·,9ί 
— ί ι ι ,Χη 

— ί ί))
Χο 

— ■> Χ, 7 » 
— ' 71'*·'"* 

χ. 
Ο ΙΪ,Ο'Λ 
< 1>ο(» 
7 { ,Ο J 
ί 7, So 
I ι . »s 
> «>,*7 (> — Ο,ΟΙ 
7 — «Μ)η 
S — 7.o'{ 

ί) ' ; '7 
I" — 1,7' 
II — 0, ί'» 
I 7 — S , 7 Ί 

Γ> —ίο. ίο 
'ί -'■'•'»77 
ι» — «·»,·19 

D'après ce dernier Tableau et celui inscrit en tête du para-
graphe Vlil, les termes en des formules (g5) et (96) fournis-
sent, pour y, des appoints inférieurs à un demi-millième, même 
dans le cas le plus défavorable correspondant à une fente de om, to 
de longueur et à \x \ = i5. Ils sont donc toujours négligeables. 

Les formules (92) donnent, pour ν = ̂  = *-<> d'après le Tableau 
des valeurs de la fonction S,, 

(S)„. = °·
3

77
561

· 

(97) 

(£)_== 

Ces formules montrent que y est une fonction décroissante de χ, 
dans le voisinage de χ = ο, et que la concavité de la courbe est 
alors tournée vers les y positives. Le rayon de courbure, pour χ — ο, 
est d'ailleurs égal à 20,0417 unités graphiques. En raison de sa 
grandeur, il y a lieu de penser que la courbe représentant y possède 
un point d'inflexion, correspondant à une abscisse de valeur peu 
élevée. Or, en substituant les valeurs χ = — ι et# — — 2, dans 
la série (91) fournissant on trouve, pour ν = : 

Pour χ — — 1, 
0 ,^37 902 —7 — ο,oo8 5 ÎO G ; 

Journ, de Math. (S· série), tome III. — Année IQ'JO. 29 
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Pour X = 2, 

° ' η^'λ 9°* Ix* = °9'7 ' tJ° ' ' 

La dérivée seconde a donc une racine, comprise entre χ — - — ι 

et χ — — 2, dont la valeur se trouve par interpolation. On arrive, 
tous calculs faits, aux valeurs suivantes des coordonnées du point 
d'inflexion et du coefficient angulaire de la tangente en ce point: 

(98) χ = - 1 , >/>.70.. y =■ ι,4944···ι ~ -ο,/μδββ 

~ Valeurs de r. 

χ. y. χ· y· χ- y-
—-ιοοπ ()<)(> —r>. .'{,776 17 'V»»7 
— g 6π —n o,o55 
—. g?.π '{.6<)K —10 ί, 'tl7 6π 'V'i 
— 88π - 9 I, m «π 
— 84,π..·.... :s,(»9'Λ —8 '»,ο68 ιοπ ",ο'ίΐ 
— 8ο π 1, ()«« — 7 "MM 17 π... <», ο*·) 
— j<in 5,687 — 6 ·*, «7"ί 14«· 
— 7?.7T '{,(>70 J d>îî Ο.Π77 
— 68π — 4 ΜίΗ 18-— (\,\τ H,66? — ''->'*7 '·°~ <».oi7fi 
— Οοπ 't,GO"i — 7 1,817 7ΐπ <>,οι 18 

— >6π 3,ί)β/{ — 1.377.... Μί/ιΟ) 'S7: 0,0177 
— ;ΐ·Λ* :ΐ, Wi-Ί — I Μ°° Vit 0,0117 
— 18ic ,. ·5,6'9 ° ι,οοο(2) '{6 π . ο,OHM, 
— 4\τ> 1 ο, 659 407r o,oogo 
— Ιοπ >,6'57 ν. ο, ΐΐο \\τ 0,0087 
— '}βπ '{,67ο ', ο,',,57 4 Η π 0,0076 
— Î-jî-jt 'J,60 5 1 0,187 57 π 0,0070 
— ·>.8χ »·^97 * ο, 155 56π........ ο,οο65 
_ ·>./|χ 5,5<)ν. 6 ο,ι4> 6η π ο,οοΓ,ι 
— -MIT '5,581 >

 IY/
Ï* 0,0057 

_ ,Ηττ i,5<><> 8 ο, 170 68τ o,<»o5/f 
ιΓιχ 3,547 <) ο.ιο'{ yn: ο.οο5ι 

14τ 'Μ°7 ίο ο,οΐ)θ jtiT ο.00,18 
— ιοπ :{,/ί66 Ι| ο,ο8'{ 8ο π ο.οο16 
_ ιοπ 'M'*4 »'* °,°8ο 8/{π ",οοίί 
_ 8π '},:{<)ι ι '{.. · ο,077 ο,οοΐ* 
— <ίχ J,'{65 il 0,077 97 π ο,οο,ΐο 
— ι5 :{,:{'{ο ΐ·5 ο,ο66 <)6π o,oo'{g 
_ j4 },3ι3 |6 ο,ο6ι ιοοπ <»,(M»'Î7 
— τ'{ '{,'ίοο 

(') Inflexion : ̂  =— ο,4ι57· 

(2) Bord géométrique : ̂  = — 0,3776. 
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11 convient, pour représenter graphiquement les variations de 
l'intensité relative y, en partant des nombres inscrits dans les 
Tableaux ci-dessus, de changer de variable indépendante en 
posant 

<90) 

et de prendre \ coinnie abscisse. L'avantage résultant de ce chan-
gement consiste en ce que l'unité d'abscisse possède alors une 
signification physique simple. Elle représente le pouvoir sépara-
teur de la lunette d'observation utilisée avec une ouverture circu-
laire de diamètre égal à la longueur de la fente. C'est ce qui résulte 
des formules (77) et (4) qui donnent 

ç~y(sin<p sins) = y ^(9— s) coss 7(0 -- g)
J

sin*2 -ι·-... 

cos ε étant pratiquement égal à x, on voit que ί varie de 1 lorsque 
la très faible distance angulaire 0 — ε au bord géométrique varie 

de j» c'est-à-dire d'une quantité égale au pouvoir séparateur d'une 

lunette non diaphragmée dont l'objectif a pour diamètre Ja lon-
gueur h de la lente. 

Les valeurs de ζ correspondant aux valeurs de x, considérées dans 
les Tableaux numériques ci-dessus, sont les suivantes : 

χ. x. 
<1 0.000 \\ ··». 
I ' > 5^7 
\ 0 ;·{)*' ·'. - » |G 
·>. o.'îiS 17 7.70Γ» 

ί o. Î77 IS ■>. SI» » 
\ < ». (i'ij iiir i.o<»(» 

"1 °-7U'> X~. , \ .000 

li "C.)'' "i.ooo 

7 1 .1 1 \ \>r. R.ooo 

S 1.77'» \\~ 7.00 ο 
i| 1 . p»7 1 (»re S,(«Μ» 

1« 1.1«) ! iSr a·"00 

Il I .7 ) I 71)" ΙΟ. 1)1 III 
1». I .<) ΙΟ 
I» '..(((it) loo — Ιο.oui» 
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L'identité ~ = ir, ~ permet de calculer la dérivée de y, par 

rapport à ξ, connaissant la dérivée de 1/, par rapport à x. Aux 

valeurs (97) et (98) de ̂  = — 0,3776, pour χ = ο, et ̂  = — ο/μ 57, 

pour rr = — 1,227, correspondent donc ^ = .· — 2,3728, pour 

ξ =·" ο, et ^ = —2,6117, P°ur ξ = —0,195. La dérivée seconde 

(^7) a de même pour valeur 0,060937 X /j.t:7 — 2,4o56. On 

en conclut que le rayon de courbure au point (ξ = ο, y — 1) de la 
courbe a pour valeur 7,09. La courbe en trait plein ( fig. 20; repré-

Fig. 25. 
y 
aaymptote 

\ 2 

Y 

-3 ·Ζ -I 0 I 1 3 J 

sente les variations de l'intensité relative y, quand ξ varie entre —· 3 
et + 3, l'intensité au bord géométrique étant prise comme unité. 
Sur la même figure, est tracée, en trait pointillé, une courbe repré-
sentant les variations d'intensité, au voisinage du bord géomé-
trique solaire, dans le cas d'une lunette d'ouverture circulaire de 
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diamètre égal à fa longueur de la fente. Cette courbe a été tracée 
en prenant comme point de départ la Table de Struvc (1). Cette 
Table ayant été dressée, en prenant l'intensité au bord géométrique 

égale à -, tous les nombres doivent être doublés quand on prend 

cette intensité pour unité, comme nous l'avons fait. Adoptant 
comme argument la variable £, définie ci-dessus, au lieu de 

~ll (o--z) employé dans la Table de Struve, on a les valeurs sui-

vantes pour l'intensité relative, quand 011 prend comme unité 
l'inlensiLé au bord géométrique: 

Intensité Intensité Intensité 
relative. relative. :. relative. 

o.ooo 1,0000 o.«| '>'> o, 17'io 1,«)) ο...... . Ο,ΟΓΜΓΙ 

ο. οί»'{- «>,X«j77 J.ο!') η,ΐ7θ{ l-tlyi ο,οίί'ίΚ 
ο. \ >- ο,-Χ'>Χ 1.0X7 ο. ι ιί»·Λ 0,0i}·>.·>. 

ο. Kji ο.ΓιΧ*><> ι . I ί<ί ο, ι Γ>.Η loi ο,οϋιο 
0.7»» "■ >U ι .'.u>....... o.lo<j( ο.ο*Μ(Χ 
ο.',ιΧ 1». t'y>. ι . 77'ί o.ioV» 7.77Κ o,o*)S(» 
0.ΊΧ7 Ι». Ι . I >7 0.1017 7.'III O.OMIO 

ο. ((<"> o.'i*>K<i ι. {of o.oi)l»X 7, (X'i o.oV'.X 
O. >0<> o. JooS I . fli'i O.O'JlX 7,<ilO 0.0(<)(» 

o.'ij ! 0.7. VIo 1 . )7.X o.oXCX 7.717 ο.ο('»Γ> 
O.C {7 0.7|(<> I . >'J7·. O.0S70 7.X('LJ '>;<>{{{ 

«1.700 ο.ΙΧ(Γ» f .(>'»'> 0.077X '-W'' o,ot>.li 
Ο. 7('»Ί 0.1Γ170 I-"".) 0.07ΊΧ 5. 17 0.0(17 

0.X7X Ο. ί Γ»'' I .7X 5 0.070Γ) '1.7 ) I).I|(|)II 

o.X<ji ο. ι } (ο j.X(r> 0.0C7X 

Les valours de l'intensité, pour les valeurs négatives de 
s'obtiennent en retranchant de 2 les nombres de la Table corres-
pondant aux valeurs absolues de ξ. 

Sur Ja figure 2.5, la même unité graphique a été adoptée pour les 
ordonnées et les abscisses. La figure 26 a été tracée en prenant, 
pour les ordonnées, une unité graphique dix fois supérieure à celle 
des abscisses et en considérant seulement les variations de l'inten-
sité relative, pour ξ positif, c'est-à-dire à l'extérieur du bord géo-
métrique. Cette figure met en évidence des sinuosités invisibles 

(') Axdké, Traité tVAstronomie stellaire, t. I, |>. 
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sur la ligure 25. La courbe en trait plein se rapporte à la fente 
et la courbe en pointillé à une ouverture circulaire de dia-
mètre égal à la longueur de la fente, comme dans le cas de la 
ligure 20. 

La courbe de la figure 2.5, comme on l'a déjà dit, est pratique-
ment indépendante de la longueur de la fente. CetLe longueur 
n'intervient que dans la signification de l'unité de l'échelle des 

abscisses qui représente le pouvoir séparateur —A— d'une lunette 

d'ouverture circulaire de diamètre égal à la longueur de la fente. 
D'ailleurs, la condition assujettissant la largeur de la fente 

à ne pas dépasser quelques millimètres (m'r le Tableau numérique 
en tête du paragraphe VIII), on peut prendre pratiquement, 
comme longueur de la fente, le diamètre même de l'objectif de la 
lunette. L'unité d'abscisse correspond alors à 1" pour une lunette 
de om,To d'ouverture, à o",ty pour une lunette de om,2o, à o",2 
pour une lunette de om,5o, à o",i pour une lunette de im,oo, 
à o",o4 pour une ouverture de 2m,5o, etc., dans le cas où la 
longueur d'onde des radiations, admises dans l'œil, a pour 
valeur A = of,5. 

La ligure 25 met en pleine évidence le fait que l'intensité lumi-
neuse, dans le voisinage immédiat du bord géométrique qui 
correspond à l'abscisse ς == ο, varie plus rapidement, lorsque 
l'accès de la lumière, dans la lunette d'observation, est limité par 
Ja fente, qu'en employant l'instrument avec une ouverture circu-
laire de diamètre égal à la longueur de la fente. En passant de 
l'abscisse ξ — ι à l'abscisse ξ = -f-r, l'intensité est en effet 
réduite dans le rapport —, dans le premier cas, tandis qu'elle 

diminue dans le rapport dans le second. Le bord optique, obser-

vable dans la lunette, est donc plus nettement tranché, en dia-
phragmant l'objectif par la fente, qu'en utilisant sa surface entière. 
Ce bord se prête en conséquence à des points plus précis, dans 
Je premier cas que dans le second. 

Le bord optique n'étant pas susceptible de définition physique, 
on peut se demander sur quel point de l'image l'observateur porte 
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ses pointés micrométriques. La réponse exacte à cette question 
ne peut être fournie que par l'expérience et l'on peut concevoir, 
dans ce but, des dispositifs aptes à fournir des données 
répondant aux besoins des observations. Cependant, il est 
admissible, a priori, que l'observateur doive avoir une tendance 
à fixer son attention sur la région du bord optique où le contraste 
est maximum. Ce point, on va l'établir, est situé extérieurement 
au bord géométrique, à une très faible distance angulaire de ce 
bord. Or le maximum est plus grand en faisant usage de Ja fente 
qu'en utilisant la surface entière de l'objectif; de plus, quand on se 
déplace normalement au bord géométrique, les variations du con-
traste, autour du maximum, sont plus élevées dans le premier cas 
que dans le second. L'observateur, s'il est porté à pointer le point 
de contraste maximum, fera donc les mesures les plus concordantes 
dans la première hypothèse. La supériorité de l'emploi de la lente 
se manifeste ainsi une fois de plus. Nous nous proposons d'établir 
ces propriétés, après avoir défini le contraste en un point. 

Par suite des imperfections de l'œil, les détails à la surface d'un 
objet éclairé ne s'aperçoivent que s'ils se présentent sous un angle 
supérieur à une certaine limite σ, probablement de l'ordre de 
grandeur de i' à 3' et variable suivant l'observateur. Tel détail, 
invisible à l'œil nu, devient d'ailleurs observable, quand on le 
grossit avec un instrument d'optique, de telle sorte que son dia-
mètre angulaire σ,, multiplié par le grossissement G, atteigne ou 
dépasse σ. Une petite surface lumineuse qui se voit sous l'angle <7, 

impressionne l'œil, non par l'intensité de son éolairement en tel 
ou tel point, mais par la quantité globale de lumière qu'il en 
reçoit, l'observateur ne distinguant aucun détail à l'intérieur de 
la surface. Cette remarque permet de définir numériquement le 
contraste lumineux en un point M d'une surface dont Γ éclaire-
ment, supposé continu, n'est pas uniforme. 

Considérons la courbe C joignant le point M aux points 
voisins de la surface, de même intensité que M. Prenons sur C 
deux points A et B, encadrant le point M à la distance angu-

laire ^5 et menons, en ces points, les normales A, A
a

, B, B.,, limitées 
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aux cour bos C, (il C
2
 parallèles à la courbe C el tracées, de pari (il 

d'autre de celle courbe, à la distance angulaire-7. Soienl Q, la quan-
I ité de lumière, reçue par l'œil, émanaril du petit rectangle BB, Λ, A, 
el ( la quantité analogue relative ail rectangle Β Β;, Α., A. Sup-

vin· 
C, C Cz 

A, A Az 
U. 

a Ν Ι; M σ 

Β, Β B2 

posa ni, pour lixer les idées, Q, Q2, nous appellerons contraste 

lumineux en M le rapport ?~ff' 
('elle défini lion suppose que l'œil distingue séparément l'une 

(il l'autre petite surface. Or c'est bien ce qui se produit, puisque 
leur ensemble, dans la direction de la variation de l'intensité, est 
vu sous l'angle 2 7, tandis que la limite de séparation est σ. D'après 
cette définition, le contraste, supérieur â 1, est d'autant plus grand 
que l'une des surfaces est plus lumineuse par rapport à l'autre. 
Le rapport s prend d'ailleurs la valeur 1, lorsque l'éclairement 
de la surface, autour du point considéré M, est uniforme, 

lin raison de la petitesse de σ
1
 on peut regarder les deux petits 

rectangles Λ Β Β, A,, A Β B
2
 A

a
 comme recti lignes pour calculer 

l'expression analytique du rapport fy· 

Soient X un point du premier rectangle, placé à la distance ζ 
de ΛΒ, et I, l'intensité lumineuse en ce point, intensité qui est la 
même tout le long d'une parallèle à AB, puisque AB est une courbe 
d'égale intensité et que les courbes voisines, (le même nature, 
peuvent être regardées comme parallèles à la première, dans la très 
petite surface du rectangle (v). Une bande de la surface du rec-

(') Si l'on formait quelque objection. sur ce point, elle ne pourrait pori.er sur 
l'application qui sera faite plus loin au bord de l'astre. I-.es courbes d'égale 
intensité sont, dans ce cas, rigoureusement parallèles, puisque normales â l'axe 
de symétrie de l'image le long duquel porte l'observation. 

Journ. de Math. (8· série), tome III. — Année 1920. 3θ 
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tangle, parallèle à AB, et d'épaisseur dz, envoie à l'observateur 
une quantité de lumière proportionnelle à sa surface et à l'inten-
sité Γ, en N, savoir 

dQx-~- Ifdz. 

II désignant une constante. 
La quantité de lumière perçue par l'observateur, émanant du 

rectangle tout entier, est donc 

0,= ΙΙαΓ*Ι ,dz. 

On a de même 

Ο,: \\σ Ç \„dz. 
c/ rt 

d'où 

<"*>) 

Si, au lieu de regarder un objet directement à l'œil, on t'exa-
mine avec un instrument d'optique possédant un grossissement G, 

le plus petit détail visible possède un diamètre n
s
 = j^· C'est donc τ, 

qui joue alors le rôle de σ, dans les formules qui précèdent. 
Partant de la formule (100), on a calculé le contraste p, dans le 

voisinage du bord géométrique de l'image, en supposant l'œil 

armé d'un grossissement G tel que l'angle σ
χ
 — jr soit égal à divers 

multiples fractionnaires (o,5; ι,ο: i,5; 2,0) du pouvoir sépara-
teur de la lunette employée à pleine ouverture. Ce calcul a été fait : 
i° dans le cas où la lunette est employée à pleine ouverture; 
20 dans le cas où elle est diaphragmée par une fente de longueur 
égale au diamètre de l'objectif et de largeur définie par la rela-
tion —-==-· Les nombres obtenus, dans ce dernier cas, se rap-
portent aux points de l'image placés le long de l'axe de symétrie 
parallèle au grand côté de la fente. 

Les intégrales figurant dans l'expression (100) du rapport ρ sont 
égales, dans l'un et l'autre cas mentionnés ci-dessus, aux aires des 
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courbes tracées figure 2.5 et comprises entre l'ordonnée, corres-
pondant à l'abscisse du point où l'on cherche à obtenir le rapport p, 
et les ordonnées situées de part et d'autre à la distance σ,. 

La première colonne des Tableaux ci-dessous contient les ab-
scisses (le pouvoir séparateur de la lunette est pris comme unité 
d'abscisse), comptées à partir du bord géométrique, des points où 
le rapport ρ a été calculé. 

Ouverture circulaire. Valeurs de p. 

Ahscissc. 7, = 0 .5. τ, = 1 -0. »?,--1,5, t,=s'2.0. 
—<». ι i.qX 

o.o 7.7*1 ^. « »# » >.f>7 7. il» 
— <>. I >.')'> \'7'> '»·'»! X. |7 

0.7 7. X j > - ί ' 7. I>X q. jX 

o. » >. lo Γι .(»<) S. J ί M . I *> 

Ο. | '».71) Γι. lit '.1:7' ' 7 . | » 
<». "> >. i ; (i.Sj | ο. ί I I », M» 

n.li '{. ι : (i.Si lo.Xi ι 
11-7 7.x ) <>·Η lO.Kf 'ί;'»"' 
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Bord géométrique 

L'examen de ces Tableaux met en évidence le fait que le cou-
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traste passe par un maximum, dans le voisinage du bord géomé-
trique, quand on se déplace normalement à ce bord, quelle que soil; 
la valeur de σ,, c'est-à-dire quel que soit, le grossissement avec 
lequel on observe les images dans le plan focal. Le contraste maxi-
mum correspondant à l'ouverture circulaire, pour une valeur de σ,, 
est d'ailleurs inférieur au contraste maximum relatif à la fente, 
pour la même valeur de σ,. De plus, les variations du contraste, 
de part et d'autre du maximum, sont plus rapides dans la seconde 
hypothèse que dans la première. Le fait saute immédiatement aux 
yeux, en considérant Jes courbes construites, dans l'un et l'autre 
cas, en prenant ξ comme abscisse et portant les valeurs du con-
traste en ordonnées. Ces propriétés sont bien celles dont il a déjà 
été question plus haut. 

Les théories et les calculs développés, dans Je présent Mémoire, 
supposent l'éclat intrinsèque de l'astre uniforme en chaque point 
de sa surface. On ne peut, eri conséquence, les appliquer en 
toute rigueur au Soleil dont i'éclat décroît nettement du centre 
au bord. Les moyens analytiques employés se prêter»L d'ailleurs, 
moyennant certains développements, à l'étude de la diffrac-
tion des images de cet astre par une fente, en tenant compte 
des variations d'éclat du disque, du centre au bord. Laissant ceLLe 
question de côté pour Je moment. (r), je rrie bornerai à montrer ici 
que les ordonnées des courbes d'intensité, correspondant aux points 
intérieurs au disque solaire, s'obtiennent approximativement en 
multipliant les ordonnées, calculées dans l'hypothèse d'un éclat 
intrinsèque uniforme, par les valeurs variables de cet éclat le long 
du rayon solaire, rapporté à celui de Ja périphérie, tn chacun des 
points auxquels correspondent ces ordonnées. C'est ce qui résulte 
de considérations physiques, fondées sur les effets connus de la 
diffraction d'une onde plane limitée par une ouverture circulaire, 
de diamètre h, ou par une fente rectangulaire, de largeur a et de 
longueur h. 

Dans Ja première hypothèse, les ondes diffiactées fournissent, 

(') Ce travail, déjà commencé, dciuandcia leanciip de temps, en raison des 
développements et des calculs numériques très laborieux qu'il comporte. 
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au foyer d'un objectif de diamètre h, une image de largeur angu-

laire dans laquelle se trouve concentrée la presque totalité de 

l'énergie lumineuse incidente, entourée d'anneaux beaucoup plus 
faibles, d'intensités rapidement décroissantes et espacées angulai-

remenl de |· Il s'ensuit que si l'on regarde l'image solaire, au foyer 

d'un objectif, comme la résultante des images de ses différents 
points, l'iriLensité en un point M de l'image, en négligeant une 
faible erreur relative, provient de l'énergie lumineuse émise par 
le point Ρ de la surface de l'astre dont M est l'image géométrique, 
augmentée d'appoints originaires d'une petite région de l'astre, 
avoisinant le point Ρ et comprise dans un cercle de rayon angu-

laire montant à un multiple de ^ par quelques unités seulement. 

Cette région est d'autant moindre que l'objectif est de plus 
grande largeur, et son éclat intrinsèque moyen diffère néces-
sairement très peu de J'éclat intrinsèque en P. L'intensité en M 
est donc sensiblement la même que si tout le disque avait 
pour éclaL intrinsèque celui qui existe en P. L'erreur relative 
commise est d'autant moindre que le rayon de l'objectif est plus 
grand. 

Lorsque l'objectif est diaphragmé par la fente, un raisonnement 
analogue est applieable pour les points de l'image disposés le long 
de l'axe de symétrie parallèle au sens de la longueur de la fente. 
Il y a cependant une différence. Une onde plane, limitée par une 
fente de longueur h et de largeur a, fournit au foyer d'une lunette 
une image dans laquelle la lumière diffractée est concentrée 
presque en totalité, non plus en un point, mais dans une bande cen-

trale, de largeur angulaire ^ et de longueur angulaire -■> entourée 

d'amicaux ovales d'intensités décroissantes devenant rapidement 
insensibles. Les espaces obscurs séparant les anneaux successifs 

sont d'ailleurs aux distances angulaires 4» 27) •••au centre 

dans le sens de la longueur de la fente, et aux distances angu-

laires^*, 2^, 3^, ··· dans le sens perpendiculaire. Dans le cas qui 
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nous occupe, jr est ta pouvoir séparateur d'un objectif de diamètre h 

égal à Ja longueur de Ja fente ; j est une quantité supérieure, 

puisque a est petit par rapport à h. Si maintenant on considère 
l'image solaire, au foyer de la lunette cliaphragmée par la fente, 
comme la résultante des images des divers points de l'astre, ori 
voit que l'intensité, en chaque point M, sur l'axe de symétrie de 
l'image de l'astre, dirigé dans le sens de la longueur de la fente, 
provient uniquement, d'après ce qui précède, d'une petite légion 
delà surface de l'astre, «voisinant le point Ρ de cette surface dont M 
est l'image géométrique, si l'on consent à commettre une faible 
erreur relative. Cette région, par rapport à celle qui a été consi-
dérée tout à l'heure, pour la surface entière de l'objectif, est allongée, 
à cause de a < h, perpendiculairement à l'axe de symétrie de 
l'image solaire parallèle au grand côté de la fente sur lequel osL 
placé le point M. Or l'éclat intrinsèque de l'astre, fonction seule-
ment de la distance au centre, varie à peine dans ce sens, du 
moment où l'on ne s'éloigne pas par trop de l'axe considéré, c'est-
à-dire à condition de ne pas considérer des fentes par trop étroites. 
Cette condition se trouve remplie en faisant usage d'une lunette 
de grande ouverture, armée d'une fente dont la largeur satisfait 

à la relation — -- -· Il en résulte, comme tout à l'heure, que i'inten-

sité en M est sensiblement la même que si tout le disque avaiL pour 
éclat intrinsèque celui qui existe en P, à condition que la lunette 
soit d'ouverture suffisante.'L'erreur relative commise est d'autant 
moindre que cette ouverture est plus considérable. 

Ce raisonnement ne donne pas d'indication sur ce qui se passe 
à l'extérieur du bord géométrique. On peut dire sous ce rapport 
que, près de ce bord, la lumière diffractée provient nécessaire-
ment, en majeure partie, des points du disque répartis sur son 
contour apparent. L'intensité est donc, dans ce cas, sensiblement 
la même que si le disque entier avait l'éclat intrinsèque de la 
périphérie de l'astre. 

Les ordonnées des courbes d'intensité relative se trouvent en 
divisant l'intensité absolue, en chacun des points de l'image, par 
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l'intensité absolue au bord géométrique. On les obtient, d'après ce 
qui précède, avec de faibles erreurs relatives, en multipliant les 
ordonnées des courbes tracées (fig. 20) par le rapport de l'éclat 
intrinsèque, en ces points, à celui de la périphérie de l'astre, rap-
port qui est le mèrne, que l'objectif soit découvert ou armé de la 
ferïte. Dette règle conduit, en conséquence, comme dans l'hypo-
thèse de l'homogénéité d'éclat de l'astre, à la conclusion que 
le bord optique doit être mieux tranché en masquant l'objectif de 
la lunette par la fente qu'en l'employant avec sa surface entière. 

Toutefois, le raisonnement suppose essentiellement l'objectif 
suffisamment grand. Des précisions à cet égard ne pourront être 
données, qu'après extension de la théorie développée, dans le pré-
sent Mémoire, au eas où l'éclat intrinsèque de l'astre n'est plus 
considéré comme uniforme. 

Dans l'hypothèse de l'homogénéité d'éclat du disque, on a trouvé 

le nombre >,8 comme valeur du rapport ~ de l'intensité au centre 

à celle du bord géométrique, lorsque la largeur de Ja fente est liée 

à sa longueur par la relation ~ ~ D'autre part, dans le cas du 

Soleil, l'éclat intrinsèque central est voisin de cinq fois celui de la 
périphérie de l'astre, pour la lumière de longueur d'onde λ = ομ,5, 
supposée admise dans l'œil de l'observateur. 11 en résulte, efi vertu 
de ce qui précède, que l'éclat de l'image solaire, fournie au foyer 
d'une lunette armée de la fente, est environ 19 fois plus grand 
au centre qu'au bord géométrique, à sa rencontre avec l'axe de 
symétrie parallèle au sens de la longueur de la fente. 

IX. 

COURBES I) INTENSITÉ POUR — 2 - · 

Les calculs numériques considérables qu'il a fallu exécuter, pour 

tracer la courbe d'intensité relative correspondant à — = -, en 

prenant, comme unité, l'intensité au bord géométrique de l'image, 
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seraient à recommencer, sous de nouveaux frais, si l'on vou-
lait construire exactement Jes courbes de même nature se rap-

portant à d'autres valeurs de ν — ~· Les calculs des séries S, et T
A 

seraient même encore plus laborieux, pour^l>T. (les courbes pré-

sentant uii intérêt secondaire, puisque l'intensité varie alors moins 

rapidement, que dans l'hypothèse correspondant à — = — » au 

voisinage du bord géométrique, nous nous* bornerons à de simples 
indications à leur sujet. 

Le Tableau suivant fournit les valeurs de y, calculées pour 

diverses valeurs du rapport ν = ~ et pour χ = ± i/>, par les for-

mules (80), (8o'), (81) et (89). Les deux premières colonnes four-

nissent les valeurs Y, obtenues en négligeant les termes en — dans 

les formules; y s'obtient, en ajoutant à Y une correction Λ Y — —■> 
où Β représente 

f. \fr. .τ Γι rt>* v' -vjx 1 / sinv \V/' / \ 

^ ^ c ν/''-πν 

pour # <1 ο, et 

Β = ii i Γ, —j--1-PX ...V ; V /' .. 

pour .r > ο. 
Les deux dernières colonnes du Tableau donnent les valeurs 

du coefficient B, en fonction de v. 
m étant inférieur, en chiffres ronds, à 3ooo {voir le Tableau en 

tête du paragraphe VIII), les valeurs de Ay sont pratiquement 
négligeables, pour χ = — i5, puisqu'elles ne modifient pas le der-
nier chiffre à droite de Y ; y va donc alors en décroissant, lorsque v 
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augmente. Les corrections Ay, pour χ = -|— 15, peuvent affecter, 
par contre, le dernier chiffre de Y, lorsque ν est petit. Néanmoins, 
les valeurs de y conclues vont encore en décroissant, quand ν aug-
mente. 

Correction A Y — -i- β. 

Il2 
\ 

pour 
χ ~~ — 1ô. 

pour 
χ — - Ιό. 

i: 
pour 

τ. =— Ιό. 

1» 

pour 

χ ~ H- Ιο. 
O.OI (.<){ O. r»'J|S hî.Si —'..il 

1,1)' O.l'î'l '""«Ml 1 . ΐ ί 
Ο.ο'» 1:11" Ο. I 17" " —I . I 1 
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".1 1 .(»·' o."»))i —1 J>~ —1>.(in 
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". 1 '!.;<> o.olifp; —J—«», S — 
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li 1. M) 0.0Î7) -4-o,ii) —0.18 
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X Λ.ΙΓ» o."1(»7 -4--ο.ιιΐ) —o. 17 
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Li fait que, pour ou, d'après la formule (99), pour 
ξ = ± — , le réseau de courbes obtenu en faisant croître v, se 
rapproche constamment de l'axe des abscisses, ce fait, dis-je, 
permet de situer la courbe, correspondant à une valeur donnée de v, 
par rapport à celle de la figure 25, construite pour ν =~· On y 

Journ. cle Math. (8* série), tome III. — Année lyao. 3l 
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parvient, en tenant compte de la propriété de Ja tangen te au point 
(ξ = ο, y =ι), correspondant au bord géométrique, d'être de 
moins en moins inclinée sur la direction négative de l'axe des 

abscisses, à mesure que ν s'éloigne davantage de -> dans un sens 

ou dans l'autre. 

Si ν la courbe est disposée au-dessus de la courbe de la 

ligure 25, pour ξ = ζ croissant, elle rencontre nécessaire-

ment cette dernière, vu la disposition de la tangente, avant que ς 
drenne la valeur zéro, pour laquelle y — T. La courbe repasse 
ensuite au-dessus de celle de la figure 25, lorsque ξ dépasse la 
valeur zéro, et doit conserver cette situation au moins jusqu'à 

l'abscisse -f- —· 

Si ν la courbe est, située au-dessous de celle de la ligure 20 

pour ? = -■■-—. c croissant, elle doit conserver cette situation 

tant qu'elle n'a pas franchi le point (ξ = ο, y = 1), correspondant 
au bord géométrique, vu la disposition de la tangente en ce point. 
Elle passe ensuite au-dessus, lorsque ς croît par des valeurs posi-
tives, pour rencontrer bientôt la courbe de la figure 20, et repasser 
au-dessous, avant d'atteindre le point correspondant à l'abscisse 

? = +i£. 
Toutes les courbes du réseau, pour le point correspondant au 

centre du Soleil, sont d'ailleurs disposées comme pour l'abscisse 

ξ = — — ' C'est ce qui résulte de l'examen du Tableau du para-

graphe VII donnant les valeurs de l'intensité relative, au centre, 

y = p. On peut voir, en se fondant sur le même Tableau et en 

partant des formules (79), (81) et (89), que les courbes sont éga-

lement disposées comme pour l'abscisse ξ — ~ au point éloigné 

d'abscisse positive qui correspond à χ — ι m. 

Ces résultats ont été établis ici dans l'hypothèse où — ne dépasse 
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pas 10. On pourrait Jes étendre jusqu'à Ja valeur ^ = i5; mais, 

au delà, les calculs deviendraient beaucoup trop laborieux, pour 
pouvoir être poussés notablement plus loin. La question de la 
diffraction des images des astres circulaires, par une fente, doit 
alors être abordée d'une tout autre manière. Ce sujet pourra faire 
l'objet d'un Mémoire ultérieur. 


