JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

MAURICEHAMY
Sur un cas de diffraction des images des astres circulaires

Journal de mathématiques pures et appliquées 8¢ série, tome 3 (1920), p. 153-243.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1920_8_3 153_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1920_8_3__153_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

CAS DE DIFFRACTION DES IMAGES DES ASTRES CIRCULAIRES. 153

Sur un cas

de diffraction des images des astres circulaires

Pin Mauvrice Hamy.

J’ai abordé, dans un Mémoire antérieur (1), I'étude d’un pro-
bléme de diffraction astronomique quis’énonce de la tagon suivante :

« Un astre circulaire uniformément éclairé, de diamétre angu-
laive 2¢, de Pordre de grandeur de celui du Soleil, étant observé
au foyer d’une lunette diaphragmée par une fente rectiligne de
largeur @ et de longueur h, trouver la valeur de l'intensité lumi-
neuse, le long de 'axe de symétrie de Pimage paralléle au grand
¢6té de la fente, dans une direction faisant 'angle o, avec la droite
allant de Pobservateur au centre de Pastre, »

Mes recherches, sur ce sujet, poursuivies en supposant la largeur a
trés faible, en raison des simplifications que cette hypothése
introduit dans les raisonnements et les calculs,demandaient & étre
étendues au cas ou la fente posséde une largeur finie. Le présent
Mémoire a pour objet d’indiquer les premiers résultats auxquels je
suis parvenu, en considérant la question dans toute sa généralité.

I’ Introduction est consacrée a des remarques concernant ’appli-
cation de diverses formules résultant de théories générales, exposées
dans mon Mémoire sur I'approximation des fonctions de grands’
nombres.

Dans le paragraphe I, je donne Vexpression, sous forme d’inté-
grale double, de I'intensité lumineuse, le long de 'axe de symétric_
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défini ci-dessus, dans la direction 5. Celte intégrale se décompose
en 1rpis autres, successivement étudiées, en vue de leur caleul
numérique, aux paragraphes LI, 111, 1V. On est conduit & intro-
duire les paramétres

=hsinz T SINg
M T e———— e b T —— 3
2 /.

qui jouent un réle capital dans la théorie, & étant la longueur
d’onde des radiations admises dans Peil, aprés leur passage & tra-
vers un écran monochromatique convenable.

Les formules, résumées au paragraphe V, conviennent pour
déterminer la valeur de Pintensité, extéricurement ou intéricure-
ment au bord géométrique de Pimage de IPastre (bord que Pon
observerait au foyer de la lunette s’il n’y avait pas de diffraction),
sauf dans le voisinage immédiat de ce bord ou sur le bord lui-
méme. Des expressions analytiques, applicables a cette derniére
hypothése et qui se raccordent aux premiéres, a distance conve-
nable du bord géométrique, sont obtenues au paragraphe VI.

La question de beaucoup la plus importante a élucider, comme
application des théories développées dans la premicére Partie du
Mémoire, est celle de la répartition de la lumiére au voisinage dn
bord géométrique, le long de Paxe de symétrie dont il a été question
ci-dessus. On y parvient en étudiant 'intensité relative

I
A

. In
I désignant I'intensité absolue, en un point voisin du bord géomé-
trique, et 1, Vintensité absolue au bord géométrique lui-méme.
On est amené a prendre comme variable indépendante, pour effec-

; . . sing
tuer les calculs numériques, le produil x =2m ( P
A

g

l) - 1 arrive

(§ VII) que la variation de y, dans le voisinage immédiat du bovd
géométrique et quand on se déplace le long de 'axe de syméirie

Vo (e . n®: 1 .
déja défini, est maximum lorsque -—=—. La courbe représen-

tative de y posséde alors, au point correspondant au bord géo-
métrique, une tangente inclinée au maximum sur la direction
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négative de Paxe des abscisses. Si done, par suile de Pexistence
de la diffraction, la lumicre ne peut en aucun cas élre nettement
limitée au bord géométrique de 'image, par conlre quand on passe
d’un point intéricur au disque & un point extéricur, teés voisins
Pun de Pautre et a distance fixe de ce bord, la chute de Pintensité
. . , . n? I ,

relative y est aussi élevée que possible lovsque —= Le bord géo-
métrique de Pimage est, en conséquence, le micux défini possible,
lorsque cette condition est satisfaite,

noraison de eette civconstance, Pétude de Ja fonction g,

2

° ! . ’ .

pour — ===, a recu, au_ paragraphe VI des développements ties
12 R :

clendus, qui ont néeessité des calenls numdériques considérabler,

Les resultats ont é1é représentés graphiquement par une courbe,

. P Wi . P .
¢ prenant comme abscisse le rapport 2= —. La varviable 2, posi-
2%

tive pour les points de Fimage extéricurs au bord géonmélrique,
nulle sur ce bord et négative pour les points intérieurs, prend la
valeur 1, lorsqu’on s’éloigne de ce bord 4 une distance angulaire

’ . ’ /. bl . B
¢gale au pouvorr séparateur 7 d'une lunette d'ouverture cireu=-

Jaire, de diamétre égal & la longueur de la fente. Une courbe unique
convient pratiquement a toutes les longueurs de fente, en pre-
nant ce pouvoir séparatear comme unité d’abscisse.

1

.. n- . . o Py ’
La condition = = ~assujettit la largeur de ki fente & ne pas dépas-

o

ser quelques millimetres, en sorte que sa longueuir peut atteindse
le diametre méme de Pobjectif. En conséquence, il était naturel de
compares Paspoct du contour de image, considérée aux extrémités
de Paxe de symétrie divigé dans le sens de la Jongueur de la fente,
a Paspect du coniour de image fournie par Uobjectif utilisé avec
sa surface totale. Ov il arrive que cet aspect est plus favorable aux
mesures, dans la premiére hypothése que dans la seconde. Voici
ce quiil faut entendre par la. Le caleal montre que Pintensité ne
subil aucune discontinuité, pas plus dans un cas que dans Pautre,
quand on traverse le bord géométrique de Uimage. Sculement,
comme celte intensiié varie avee une rapidité extréme, dans le
voisinage immédiai de ce bord, Pobservateur a Pillusion que
Pimage de astre est terminés par un contour défini auquel il convient
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d’appliquer la dénomination de bord optique. Hl 0’y a la qu’une
impression purement physiologique tenant a I'imperfection de la
vision. Cependant, bien qu’il ne soit pas susceptible de définition
physique, ¢’est néanmoins le bord optique qui fait 'objet des pointés
exécutés par 'observateur, dans toutes les recherches nécessitant
des mesures de position a effectuer sur I’astre. On concoit que la
concordance des pointés est liée a la netteté d’aspect du bord
optique. Eh bien ! il arrive que ce bord illusoire est plus tranché,
lorsque Pobjectif est diaphragms par la fente que lorsqu’il est
utilis€ avec sa surface entiére.

Les théories développées dans le présent Mémoire ont éLé pour-
suivies en regardant I’éclat intrinséque de la surface de Pastre
comme uniforme. Elles ne s’appliquent pas, par suite, exactement
au Soleil dont Péclat décroit nettement du centre au bord. Mais
les moyens analytiques mis en ceuvre possédent la souplesse voulue
pour permettre d’aborder directement et traiter a fond la question
de la diffraction solaive par une fente rectangulaive, en tenant
compte des variations d’éclat du centre au bord. Au surplus, si la
lunette d’observation est d’ouverture suflisamment grande, des
considérations physiques permettent de prévoir que les conclusions
énoncées ci~dessus, au sujet de Paspect du boed optique, ne peuvent
étre sensiblement altérées. Comme pour un astre dont le disque
présente un aspect uniforme, on a intérét, dans le cas du Soleil, a
faire emplol d’une Junette de large ouverture, diaphragmée pav
une fente afin d’accroitre la netteté du bord optique. L’intercala-
tion de la fente, dans le trajet des rayons, a d’ailleurs pour effet
d’éliminer, presque en totalité, 'introduction de la chaleur, dans
Pinstrument d’observation, chaleur dont ’admission serait into-
lérable, en faisant intervenir la surface entiére d’un grand
objectif dans la formation de I'image. En raison de son impor-
tance, 'étude détaillée de la question fera objet d’un Mémoire
spécial.

Le paragraphe IX et dernicr est consacré a l'étude des pro-
priétés générales des courbes d’intensité, correspondant au cas ol

n? gy, 1 ,
Jle rapport — est différent de -» sans dépasscr la valeur 10. On
l m 2

pourrait étendre sans grand peine Jes résultats jusqu'a la
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”2 . ’ | . P .
valcur P 155 mais, passé ce nombre, les caleuls deviendratent
rapidement inabordables. Il faut alors attaquer le probléme par
d’autres voies, sur le détail desquelles je n’ai pas cru devoir insister
pour le moment.

INTRODUCTION,

l.e présent travail repose sur des formules résultant de theories
générales, exposées dans mon Mémoire sur Papproximation des
fonctions de grands nombres (1). Ces formules ayant été établies
antéricurement (2), je me bornerai a les rappeler ici en y joignant
les explications indispensables a4 leur application.

E désignant la base des logarithmes népériens et n un nombre
positif élevé, considérons Pintégrale

Iy = //( W) BV il

prise le long d’un chemin AMB (fig. 1), que Pon ne peut défor-

mer, jusqu’a le faire coincider avec le segment de droite AB
joignant ses extrémités,sans rencontrer un point singulier u=c¢
de f(u), d’ordonnée inféricure a celles de A et de B, et dans le
voisinage duquel

(1) S(u)y-=(u— B+ B« —cy+...|

% n’étant pas un enticr positif. Supposons que la variable, en che-
minant le long du contour AMB, tourne dans le sens direct, autour

(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 14oS.
(?) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1917.
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du point ¢ et que I'on puisse tracer un contour tel que AcB, passant
par le point ¢, dont tous les points ont des ordonnées supéricures
a celle de ¢, et qui serait équivalent au contour AMB, si « =¢
n’était pas un point singulier de f(u). Dans ces conditions on peut
écrire

27 ‘..{12\-1 Elu-‘—J °+l
9 = ——K ? R = 2 BB, 4
i T r=p) 3+t 1y w2 ik

le produit par n* des termes négligés entre crochets restant fini
lorsque n augmente indéfiniment. Dans cette formule, le symbole '
représente la fonction eulérienne de seconde espéce.

Elle suppose essentiellement que la détermination du binome
(u—c)? qui figure dans le développement de f(u) est réclle ct
positive, au point M du contour donné ol u-—-c est réel et positif.

En sccond lieu, considérons Pintégrale

I, = ff( w) B=mev=1 gy,

prise le long du contour AMB (fig. 2), parcouru dans le sens diect,

autour du pomt singulier u = ¢ de f(u), dans le voisinage duquel
cette fonction est supposée développable sous la forme (1). Admet-
tons que Pordonnée de ¢soit supérieure a celle des extrémités A et B
du contour, et qu’en le déformant, pour le faive coincider avec le
segment de droite AB, on rencontre nécessaivement le point u==c.
Quand on peut tracer un chemin AcB passant par c, dont Lous
les points possédent des ordonnées inférieures a celle de ¢, et qui
serait équivalent au contour AMB, si la valeur u = ¢ n’était pas
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Y
o

un point singulier de f(u), on a

- [l HE TOVET I
(3) J,:__T.E.f'.__.u‘ 7 ".._‘_' —/= ﬁ“‘”'Bﬁ...],

(—~5) no+!

le produil. par n® des termes négligés entre crochets restant fini
lorsque n augmente indéfiniment.

Cette formule suppose essentiellement que les coeflicients du
développement (1) ont éLé caleculés de fagon que la détermi-
nation du binome (u—¢)? qui y figure soit réelle et positive au
point M du contour, ot u—c est réel et positif.

Les formules (2) et (3) sont toujours valables lorsque, B étant fixe,
n croit indéfiniment. Mais elles ne sont applicables, pour le calcul
.xpprmh(' des intégrales correspondant a des valeurs de n élevées
mais finies, que si B est petit par rapport a n.

Nous aurons, dans la suite, & faire usage des propriétés principales
de la fonction eulérienne de seconde espéce T'(a) qui a pour valeur
le produit des «- -1 premiers nombres, lorsque ¢ est un entier
posttit ¢

al(a) =T (a+1),

r(“)r(l——m—_smra

F(a)l (a 1 -—y/;'r“”‘“"‘ [(2a),

I

l(\] V7

L’'image «’un astre circulaive, au foyer d’une lunette dont
Pobjectif est diaphragmé par une ouverture rectangulaire,
posséde nécessairement deux axes de symétrie, orientés parallé-
lement a ses cotés. Dans un précédent Mémoire (1), j’al obtenu
Pexpression générale de I'intensité lumineuse I, le long de P'axe

(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1917, p. 182.
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paralléle a la longucur de la fente. Cette expression dont jai
caleulé la valeur, dans le cas particulier ol la largeur de Ja fente est
de dimension évanouissante, nous servira de point de départ dans
les présentes recherches, pour compléter les résultats obtenus
antérieurement. :

Appelons b la Tongueur de la fente, a sa largeur, ¢ le demi-dia-
métre angulaire de astre, & la longueur d’onde des radiations
admises dans Peil de Pobservateur. Désignons enfin par o la dis-
tance angulaire, au centre, d’un point de Pimage choisi sur Paxe
de symétrie paralléle au grand ¢6té de la fente et par A* ane cons-
tante proportionnelle a I'éclat intrinséque de la surface de Pastre.
Posant

p nhsing nasing sino
) m—= -, n— ——, %= —,
7 X sine
on a
| = A2a® /P
ou
(H) I Qm?utK.
en faisant
29%
Q= —;\—,-——
T sin®z

el
vt

~|n/n(u—~a)
/n(u — 7)

. sm ns /N
K== Vi—u? duf [l:.
n: \/l— "
Cette expression étant une fonction paire de a, nous I'étudierons
en supposant « > o, dans la suite de ce Mémoire.
On peut mettre K sous la forme suivante :

-

‘sinm(u —o)

. 9 + (/) 1* . ”
. 2 sinns}?
(6) ak = du ~ ds,
) el o m(e—a) | iz LonE

Vintégrale f étant prise, dans le sens direct, le long d’un contour
;

fermé C contenant le segment de I'axe des abscisses, limité par les
points u=—1, u =4 1; le sens du radical y1 —u* étant défini,
’autre part, par la condition d’étre purement imaginaire posilif,
au point ot le contour C rencontre la partie positive de Paxe des
abseisses,
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La légitimiié de cette transformation s’apercoit aisément : 1° en
considérant le double lacet (fig. 3), embrassant le segment mdlquc

Kig, 5.

Yy L el V)

P

NI/ TN
de Paxe des abscisses, et remarquant que élément différentiel de
Pintégrale [rcprc nd sa valeur quand la variable u,aprés avoir déerit
ce lacel en entier, revient au point de départ; 2° en observant que
Jes parties de P'intégrale, prises le long des circonférences infiniment
petites, décrites autour des points v = 41 et u = -—1, sont nulles;
30 en s’appuyant sur ce que y1 —u? est réel positif, le long de la
branche rectiligne inférieure du lacet, et réel négatif, surla branche
rectiligne supérieure, par suite des changements de détermination
quand la variable décrit les circonférences.

[’élément différentiel étant holomorphe, dans le voisinage du
point u == @, le contour C peut, & volonté, étre assujetti a renfer-
mer ou non le point u = «. La premiére hypothése est celle qui
permet de conduire les calculs de la fagon la plus symétrique; c’est
celle que nous adopterons dans ce qui va suivre.

De la tormule (6) on déduit

Ji=i .
fm2ntK — _/[___ ] (l”f (sm/z.. ) s
di u-—z i
‘/l
_,.f('f)szm(lt-——d) lu[ (smn.,> ds,
e (e—2) J_ = E

—~yi—nt

ou, en intégrant par parties la premiére intégrale et remar-
quant que la partie intégrée est nulle, comme reprenant sa valeur
lorsque la variable u, aprés avoir décrit le contour C en entier,
revient au point de départ:

' . .12
PR ) f sinn 1 — udu
4m2ntK = —

=7 \/l—u“ \/,_uz

+1 . — "7 2
cos2m(uu —ot) ———s sinnsyi1—u*|’
—_ / 5 )\,’l—ll duf ————-\/——— ds,
A (e —a)? — S\ — u?

Journ. de Math, (3 série), tome 1I. — Année 1420. 21
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Il convient, pour faciliter le calcul de I'intégrale double, {igurant
dans cette expression de K, de modifier le chemin d’intégration de
la vanable z qui actucllement se confond avee le segment de Paxe
des abscisses, limité par les points 2 =—1 et 2 = 4+ 1, tracé dans
le plan de eette variable.

Décerivons de Porigine du plan des z, comme centre, une demi-
eivconférence O, de rayon infiniment petit, du edté des ordonnées

positives. La fonction sous le signe f étant holomorphe dans tout

le plan, on peut remplacer, dans le chemin d’intégration, le dia-
métre de cette circonférence par la courbe ellesméme. Appelons y
fe contour d’intégration ainsi obtenu (fig. 4). On a alors

» i

: 1
N 1 sinnp i1 —un? 1 el
fmrinK = — 9,/ ._[. V ] )

cU—a Vi—u? Vi1~ u?
I . o . ST
TR DL R D L sinnsy 1 — u?
— ~/ - - viy— utdu alland S g LY7)

. (#-—a) o X

Fig. 4.

‘__——” fa\

7 [z

Dans ce qui va suivre nous sapposerons que n et m sont deux
nombres élevés ; mais nous aurons a distinguer le cas o n est petit,
par rapport 4 m, de celui ol n, tout en étant inféricur & m, est une
quantité du méme ordre de grandeur que m. Il y a lieu, suivant
que I'on se place dans I'une ou P'autre hypothése, de partir de la
premiére ou de la seconde des expressions suivantes de K, que I’on
obtient en remplacant, dans la formule précédente, le carré du sinus
en fonetion du cosinus de Parc double :

wdu

(=y hm*n*K —= - [

cll-'.’/, 2 H—c

5 wela f 1 Sin g1t [r—itn i
NIy '
¢ (1t—u)

(1 — )t
/: [fzmu—3) 4 [—i2mue- o dn f §—COS2 N5 \'/I ____,ﬁ
2 )2 — 2
o {(n — =) \/l——-~u~' -

wls

ds

I
-
!

~
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el
1w dn i 4 1 't‘liﬂl‘l——T‘__*_ E——iin y b -t
(S) dmintk == — ——— o / - - udn
u—o . o) 10— 2 g
e (1--u?)
| /' E/'.’/nm-z;+ E-iwuu., A d(l
o 2 :
EM) (10 — ) \/,__,,z
Sl RIS IS W EV A 1] du [' fims Vicu e Szt
i — s,
' - 2 T =2
8J, (e~ a) \/,_,,,-‘,{ 3

Dans toutes ces intégrales, le contour d’'integration C renferme
les points singuliers u=-41, u= —1 ot le pole u == «, comme
b b
nous Pavons specifié plus haut,

ll.

.. 1 ndu
CALCUL DE L INTEGRALE /
L]

> 3
z (1 — u?)?

Nous allons établiv que cette intégrale est nulle. Les points
u=o ¢t u = =1 étanl intéricurs au contour d’intégration, on peut

Je dilater, en cffet, de telle sorte que|= Ivt soient inféricurs a 1,

tout le long de ce chemin. Dans ces condltlons, I’¢lément différenticl
st développable en série convergente procédant, suivant les puis-
sances de li/’ et le terme de degré moindre a pour exposant 3. A
chaque terme du développement corvespond, par suite, une intc-
grale nulle; Pintégrale 3 évaluer est donc elle=-méme identiquement
nulle, ‘

Ce résullat peut étre conlirmé comme il suit :

1 o = 1.~ Dlintégrale indéfinic a pour valeur

{ o ndu 5 l " 1 ]
—_—_— e = | —— 4 ———————— -} .
o= ; 3 : / :

(—atf S (a—)yi=

Chacune des fonctions, écrites dans le second membre, reprend,
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sa valeur quand la variable u, aprés avoir décrit le contour G en
entier, revient au point de départ. L’intégrale proposée est done
nulle, pour o = 1.

20 @ < 1. — Dans cette hypothése, Pintégrale indéfinie peut
s’éerire,
/’ 1 wdu ] V= a?
S T T v = a—

2 AL — vz VT =T ) — L(u—2)|:
(1—a?)*

Pour les mémes raisons que ci-dessus, les variations des deux
premiers termes du second membre le long du contour C sont
nulles. La variation de I, (u— «) est égale & 2% puisque le point u= «
est intérieur au contour C. On a donc

1 wdn o , —
/‘(/-—-.z Fla :‘gzlﬁ——[l‘<l—{1a+\/|—a‘5\/|—-uz)l‘;:,
« (1 — w?)? (1 — a?)?

%

Pour trouver facilement la valeur du logarithme, il convient

de prendre, comme contour C, l¢ lacet double embrassant le segment
2 ’

de I'axe 'des @, limité par les points u = + 1 ¢t u = -— 1, en défor-

mant infiniment peu les branches confondues avec I'axe des

abscisses, dans le voisinage du point u = « qui est un pole de

Pélément différentiel. La détermination du radical y1-—u?® est d’ail-

v Lig. .
6" Fo £ D ..

on
7 ’;‘ 'y .

e e e " omn. )

Nl eV i XV

-,

R

Jeurs déinie par la condition que y1 — u? est réel et positif le long
de Ja branche AB du lacet.
Dans ces conditions on voit que la fonction

|—-//:/.—t—\/T—cﬁ\/l——uz

sl essenticllement véelle, positive eb non nulle fe tong de la branche
AB du lacet. On peut donc partir d*un point de cette branche avec
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Ja valeur arithmétique du logarithme et remplacer la demi-circon-
férence décrite du point « par son diamétre.

La partie de Pintégrale, prise le long de la circonférence décrite
autour du point u= -}1, est infiniment petite; mais en suivant
ce Llrajet, ia variable ayant tourné de 2% autour d’un point sin-
gulier de y1---u?, ce radical change de signe, en sorte que 'on doit
partir du point D, sur la branche DE, avec la valeur réelle et néga-

tive de yv1—u2 Or la fonction
1— ot —y\/1—o?\1 — u

s’annule pour u = . Le point v = a est donc un point singulier
du Jogarithme. 1l est du reste facile de voir qu’a la valeur u =«
correspond un mimmum de la fonction; elle est donc positive
pour tous les points de ’axe des abscisses d’allixe compris entre
— 1 et + 1, sauf pour la valeur u = « pour laquelle elle est nulle.

L.e long de DE, le logarithme conserve un sens arithmétique.
Cherchons sa variation, le long de la demi-circonférence infiniment
petite, décrite sur EI' comme diamétre. On a, dans le voisinage du
pomt u = «, )

1—uz—\1-—at 1 —u

= m(n — &)* {1 + scrie entiére ayant « — zx en facleur].

On en déduit
L ~uo—yYT=a*/i—=u?) = 2L(u« — &) -+ fonction holomorphe de u — o.

Quand la variable décrit la demi-circonférence de diamétre El,

dans le sens de l'intégration, L(1—ua-—y1—afy1 —u?) varie
donc de 21w, Cette fonction est donc égale a 20w augmenté de
sa valeur arithmétique le long de FG. La variation du Jogarithme,
Ie Jong de la civconférence décrite autour du point u= —r1 est
mfiniment petite; mais le radical change de signe encore une fois,

cnsurte que la fonction 1 — vo— 1 — a* V1 — u? reprend sa valeur
de départ 1 —ua-y 1 —oafyvi—u?, le long de la branche AB du
lacet.
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De ce qui précede 1l résulte que

[LOG—wo+yi=@Vi= @) |g=2ir.

1’ intégrale proposée f est done encore nulle quand a < 1.
(4
39 Etudions enfin le cas ou & > 1.

11 convient tout d’abord de décomposer Pintégrale en deux
parties, en déformant le contour comme il est indiqué figure 6.

Fig. 6.

—

La premiére partie se rapporte au lacet FGK cmbrassant le
pole u = «. Le radical y1—u? étant purement imaginaire positil,

our u= o, le résidu de la fonction sous fe signe {5 relatif a4 ce pole
bl )

, io . ., .
est, en conséquence, ————; - La partie de I'intégrale, prise le long

(22 —1)?
: AT .
du lacet, a donc pour valear .— ———; - Par suite,
(22 —1)*
1 udu Y -1
(9) i 5 = Foaal A
c " (1 —n?)? (gt —y) ¢

(' représentant le chemin KLF, dans lequel les points K et I
sont supposés confondus.
1 mtégrale indéfinie de la fonction sous le signc/ pour o> 1

peut s’écrire

f i wdu
"—c (1 — u)

1 1 oVi—ut @ . o —
= -+ -+ 7 Are sy ———— .

(W —2)1—w @1 u—z (22 —1)? o —u

l

08
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Aux deux premiers termes du second membre correspondent

des parties nulles pour Pintégrale f; il reste
A

t o wdn o . one—1
T i pweet 3 arc sin —0'-;7 s
o T (re— ) (2—a)? ) A¢
Pour évaluer le second membre, nous prendrons, comme contour (/,
le lacet double embrassant les points u =+ 1 et u = — 1 (fig. 7).
Fig. 7.
NE e e DN
S S a3
A . o/

"o

A b -~ 1 A \
Lorsque weroit de -1 4 +71, —— 5 croit de —1 a4 4 1. Convenons

de partir, sur le contour, d’un point de AB avec la détermination
. . ks u
de I'avc sin comprise entre -~ et + =

Les valeurs u = 1 et u = -—1 sont des points singuliers de I’arc sin,
intérieurs au contour d’intégration. On trouve d’ailleurs facilement
dans le voisinage du point u = 1, sur AB,

. o —1
(r0) arcsip ————
I

T Jalz+1) — [1 + série entiére de 1 — « contenant
2 a—1 v 1— u en facteur]
et, dans le voisinage du point u = — 1, sur AB,

.
(B} arcsin
( ) gL~ 1l
7 2(2—1) —~———{ [1 -+ série entiére de 1+ u contenan
—_ T _(,___l\/H_,lS[-*‘ + enant
2 24 1 + « en facteur].

On voit, a aide de ces développements, qu’en partant d’un point

de la branche AB, sur le contour C, et marchant dans le sens direct,
. . wo—1 » .
Ja fonction are sin ~ 7z @ augmenté de 27 en revenant au point

de départ. En effet, quand on va du point B au point D, en suivant
la circonférence décrite autour de u= -1, yi— u se change en
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—vy1—u; en sorte que la valeur de la fonction en D est, d’aprés
le développement (10),

7 —1

7 — arc sin ———,
o — U

Parce sin ayant la détermination définie le long de AB.

Suivant le chemin DE, on arrive en E avee la valear que prend
cette différence, dans laquelle I'arcsin a la détermination bien
définie qu’ll posséde en A. Considérons maintenant le dévelop-
pement (7). Quand on décerit la circonférence ayant pour centre

le point u = —-1, de facon & passer du point -E au point A, il montre
. boud—1 o UT—

que la fonction arcsin —— se change en ——=-—arcsin ——,
o~ U g — Ui

Parcsin étant pris toujours avec la détermination définie le long
de AB. Tl €’ensuit que Pon arrive en A avec la valeur
% -—1

. [
27 + arc siy ————,
g~

u étant Vaflixe de A. Parcourant ensuite AB, on revient en B avee
I . s — 1 , » .
la valeur 2% - aresin —— u étant Paflixe de B. La fonction

arcsin a donce bien augmenté de 2= quand la variable, aprés avoir
suivi le lacet en entier, revient au point de départ.

»

De ce qui précéde il résulte que Vintégrale / a pour valeur

o

24 . 3 ,
27—~ [’intégrale proposée est donc encore nulle, pour o > 1,
(a?—1)*

d’aprés la formule (g).
En résumé, I'intégrale

' wda
(12) / —_— =0,
— 3
¢ (1 — u?)?

quelle que soit la valeur attribuée 4 «.
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(=]
<

111,

Le calen] de Vintégrale suivants qui figure dans I’expression ()

de K

I | RERE -+ Jo—izmy/t—n®
(13) Joz , udu
: u-—z B !
0 ’ (1— u?)?

pour n irés grand, peutse ramener a celui d’intégrales telles que
celles qui ont été considérées dans Plntroduction du présent
Mémorre.

Nous allons changer de variable d’intégration e¢n posant

t ==\ 1—u?,

la nouvelle intégrale devant étre prise le long du contour corres-
pondant du contour C. Voyons d’abord quel est ce contour corres-
pondant et dans quel sens il est déerit par la variable.

Partons du point o le contour C rencontre la partie positive
de Paxe des abscisses. ¢ a alors une valeur purement imaginaire
positive, comme on I’a spécifié en écrivant la formule (6).

Le point correspondant est donc placé sur Vaxe des ordonnées
positives; dans le plan des ¢.

Quand u suit le contour C, jusqu’a P'axe des ordonnées, dans le

———— T . .
plandes u,argument de y/1— u* augmente de et ce radical devient

réel négatif et inférieur & — 1, sur Paxe des ordonnées. Le point ¢
décrit done, dans le plan des ¢, dans le sens direct, un arc de courbe
partant d’un point de I’axe des ordonnées positives et coupant
Paxe des abscisses négatives en un point dont I’abscisse est inférieur
a—r. :
Quand u suit le contour C, depuis axe des ordonnées positives
jusqu’a Paxe des abscisses négatives, la variable ¢ continue a décrire,
dans son plan, un arc correspondant, dans le sens direct, et atteint
Paxe des ordonnées négatives, uand il passe au point du contour C
rencontrant 'axe des abscisses négatives, dans le plan de u.
I.a variable u continuant & cheminer sur le contour C, le point ¢
Journ. de Math. (8¢ série), tome 111, — Année 1920, 22
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atteint ’axe des abscisses positives, du plan des ¢, 4 une distance de
Vorigine supérieure & 1, quand w traverse, dans son plan, Paxe
des ordonnées négatives. Enfin, le point f revientau point de départ,
apres avoir déerit un contour fermé enveloppant Porigine et Jes
points t =1 et ¢t =-—1,quand le point u revient lui-méme au point
de départ, sur le contour (.

Le nouveau chemin d’intégration, dans le plan des ¢, que nous
désignerons par D, est done fermé et renferme les points (= —1,
t=o0,t=1.

Det = 1—u? on tire

=

=—Vi—L,

a condition de donner au radical une détermination convenable. Or
nous avons vu que le point du contour D, situé sur Paxe des
abscisses positives, correspond au point u du contour C situé sur
Paxe des ordonnées négatives du plan des u. En posant

U=\ 1—~13

nous devons done prendre la détermination du radical qui est pure-
ment imaginaire positive, au point ol le contour D rencontre
I’axe des abscisses positives. Ce détail réglé, effectuons le change-
ment de variable, dans Pintégrale proposée (13). Elle devient

L2t dt M D E L7/

——— e | ——— .
n o+ l—'-'tz L pd\é—\/l—-—lz &

(14) J=

Pour calculer cette somme, plusieurs cas sont a considérer.

19 0 << < 1.-— Le contour d’intégration D renferme deux points
singuliers algébriques ¢t = —1, t =41, et trois podles t = o,
t=—y1—a?, t = 4 yi—a? de I'élément différentiel.

On voit, de suite, qu’il y a une distinction nécessaire a établir
entre ces trois poles. Si I'on fait tendre, vers I'origine, la partie
supérieure ou la partie inférieure du contour, P'élément différenticl,
pour les points qui s’approchent de la valeur t = o, tend & devenir
infini dans I'un et 'autre cas. Or.il n’en va pas de méme pour les
deux autres pbles. Le radical y1— étant purement imaginaire
positif au point A (fig. 8) d’intersection du contour avec I’axe des
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abscisses positives, sil'on lait tendre la branche inférisure du contour
corvespondant aux ordonnées négatives, vers Paxe des abscisses,
Vi - tend & devenir véel el positif le long de la nouvelle branche
inféricure, pour les abscisses comprises entre —1 et 41 el a

Fig. 8,

prendre la valeur a pour = %= y 1o La somme o4y 1—£* tend
done vers la valeur finie non nulle 2«, lorsque ¢ se rapproche de ces
points. La conclusion a tiver de l1a est que les poinls ¢ = = y1--af
ne sont pas des pdles, pour la branche inférieure du contour D.
On peut done, quand on déforme cette branche, lui faire franchir
'un ou Pautre de ces points ou tous les deux, sans qu'il en résulte
aucune erreur. Mais les choses se passent tout différemment pour
la branche supéricure du contour, correspondant aux ordonnées
positives. Le radical y1 -2 tend alors 2 devenir réel et négatif
pour les valeurs de ¢ appartenant a la branche mobile, a mesure
qu’elle se¢ rapproche davantage de Paxe des abscisses enlre t = -1
el L=+ 1. Lervadical 1 -2 tend alovs vers  ~a, pour les valeurs
de ¢ qui tendent vers = 1—a2, et la somme o\ - tend
vers zévo. 1l s’ensuit que les points ¢ == &= 1 —o2 sont des poles
véritables, pour la partie supérieure du contour D, et qu’on n’a
pas le droit de les franchir, quand on est amené a déformer cette
branche. Nous allons immédiatement faive application de ces
remarques,

Considérons d’abord la premiére intégeale. On peut remplacer
le chemin d'intégration D par le chemin marqué figure ¢. L'in-
tegrale a évaluey se rameéne a la somme de trois autres que nous
désignerons par les chemins suivis par la variable, éerits entre
parentheses. On a

(O [‘ yo2int ¢ (ARC) ‘((’hr) (EFA)
19 —_——= = (. 4= (CDE) + (EF\).
) a2 E !
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L’intégrale (EI'A) se rapporte au pble t=o0 et s¢ calcule immé-
diatement. Les valeurs asymptotiques des deux autres, pour n
trés grand, s’obtiennent comme on va le voir, en se fondant sur

Fig. 9.

les résultats établis dans mon Mémoire sur approximation des
fonctions de grands nombres, rappelés au commencement du
présent travail.

Le résidu de la fonction
Ei!ut I

o 4\ -2 &’

pour le pole t = o, est égal a :_’:l - Il en résulte
S L
(16) (ABC) = pr

Pour évaluer Pintégrale (ABC), il faut au préalable calculer le
, 1 ' .. . .
développement de Y e AE dans le voisinage du point singu-
o I~

lier ¢ == 1, en excluant les puissances entiéres positives de 1 — 1.
On peut écrire

1 1 I |[__vl——t’ (l—t’)%g(x——t’);’_ I

a_*_\/['.tzﬁ——;:t_z o -’/.3 O!'-’

<+ fonction holomorphe de 1 — ¢

/1— 2 §— 2 1 — (%) i
= [.+ £t ’~J

ate? o? at

~+ fonction holomorphe,
ou

1
1 1 (1—1¢)* ~ot+8 i
—_—— = — /2 r—
a1 — V2 7? ['+ j 2 (r—=t)+

+ fonction holomorphe de (1 — ¢).
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3
Dans cette formule, (1—¢)” a une valeur purement imaginaire
positive, au point ol le contour D rencontre I'axe des abseisses
positives. Elant données les applications ue nous aurons a faire de
ce développement, il convient de Pécrire

(17) 2,:—z\/)(t—l) [ 712—*-8(1-—1)4—..
% +\/ —z !t
-+ fonction holomorphe de ¢ — 1,
!
fe binome (- -1)* ayant une valeur réelle positive, pour les valeurs
réelles de t supérieures a 1.
On trouve de méme, dans le voisinage du point ¢ = —1,

\/Z(t :;') [u -+ 7?‘;8@—;— 1) +. ..J,

[

n‘ -

(18)

a-&-\/——._v

4

le binome (¢ + 1)* ayant une valeur réelle positive pour les valeurs
réclles de ¢ supérieures & - 1.

Pour avoir la valeur asymptotique de Pintégrale (CDE), il n’y
a plus qu’a appliquer la formule (2), rappelée dans I'Introduction,
en partant du développement (17). Le sens de Pintégration étant
divect, par rapport au point ¢ = 1, on trouve

sl—

T

i{2r+ =)
, w =B 37924 8) 1
(IQ) (\BC)...W—-————[;;— ——-——'-6-;-:—*-’”—‘}‘...’..

Partant de la méme formule et du développement (18), on obtient
de méme

_" nei%) \/ ;\/—( 224+8) 1 '

um)~\/’. [ 8 Kl Y A i +|

(29) 162° n

(2n)*

Des formules (15) (16) (19) (20) on déduit

[Znt dt
21
(20 fa+‘1-t’ ¢

. =
. " sinf2n + —
( 7\  3(72*+8) ( 3 )
COs 2/:—{-—7)-}— — ~4... |»
. Xy 16 2% n
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le produit par n® des termes négligés, entre crochels, restant fini
lorsque n augmente indéfiniment.

Cette formule suppose d’ailleurs essentiellement que o ’esl pas
nul. Nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier,

Nous avons maintenant & considérer 'intégrale

f' |, ~2int dt
p 21—

qui est le second terme de la somme (14).

Il convient, pour calculer cette intégrale, de déformer le con-
tour D de la figure (8), de facon a faire passer sa branche supéricure
presque en entier au-dessous de 'axe des abscisses. Cette défor- -
‘mation est génée, en vertu de la remarque faite au commencement

de ce paragraphe, par les deux points singuliers algébriques ( = —i,
t = 1, et par les trois poles t = o, { = -~ 1 ~-af L=+ 1 -
Fig. 1o,

C’est une conséquence de ce que le vadical | 7777 et réel négalil
. . . . , .

aux points d’intersection de ladite branche avee Paxe des abscisses,
entre les abscisses —1 et 1.

Le chemin d’intégration D/, tracé figure 10, est équivalent au
contour D.

Les trois intégrales partielles, prises le long des lacets, ont pour
somme le produit par 2¢7 de la somme des résidus relatifs aux
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trois poles; c’est-a-dire

. 5 ani o F—itn 1=t Eitnyi=2 }
Mmoo T T 2 P
/ ‘ '___./x 4
01 ’
/ -
qon .
;7—~'-+./|: e gin 20\ 1 — 0.
’ (1— 22)?

IFaisant maintenant ahstraction des lacels, le contour d’inté-
gration se réduit a celui qui est représenté figure 11; Uintégrale
a4 évaluer se raméne done 4 la somme

‘nw %

+ 4 ———sin2ny1— 22 + (ABC) + (CGA),
% —1 2
(r—=2)?

A et C étant deux pmnls quelconque% pris sur las branches infé-
rieures du contour (fig. 1

Fig. 11,

¢

"

Ao

Pour évaluer (ABC), il faut encore partir du développement (17)
et appliquer la formule (3), donnée dans I'Introduction,

. T
—ilzn+ =

(s .
~F Ve 3Va(rer+8
(&BC): /7:_—3__ lL;+ _\j_a‘___) 4. ‘.l,
3 2 162%n
(2n)?

le produit par n® des termes négligés entre crochets restant fini
lorsque n augmente indéfiniment.

Pour évaluer I'intégrale (CGA), il faut remarqum* que le radical

\I— £ a maintenant une valeur réelle négative, au point E o
le contour rencontre le segment —- 1 a -+ 1 de 'axe des abscisses.
Nous devons done partir du développement, suivant les puissances
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de 1 + ¢, de
! !
—
a—y1—0 ¢

oit (1- — 2 est véel et positif au point E. On trouve

' 1 L+41) 424 8 ’
-——~———-:_.t:’2"'\/-’)j( +1) [l"r-//’2 (t-f'l)-‘{'-,..‘.
g—\1—1 1 7 ) ha

1 . , . . , .. . .
(L4 1)* désignant la détermination réelle et positive au point K.

Partant du développement (3), on trouve

((JGA)::\/EL«—T—-

(2n)*

.

at 1batn

i(:n-c-?,s) -
’ [\/-E -«i~———~———3\/2(7¢2+8) +...],

le produit par n? des termes négligés entre crochets restant fimi
lorsque n augmente indéfiniment. On a done, pour 0 <o <71,

Jo—2nie dt
(22) f L, .
%+ J1—03 8

/
inz 2 . —_—
=T a4z ~sinan /1 — 22
7z 1 23
(r—2*)
. 3 sin(zn + =
VR 7\ | 3(522+8) ‘ ;';)
4 —=fcos{a2n+ - |+ — “+...
o’ 4 16 2* n

Je produit par n? des termes négligés entre crochets restant fini
lorsque n augmente indéfiniment.

20 . >3. — Dans cette hypothése, y1— «® est imaginaire. La
somme o. 4 ' 1— 2 posséde deux racines imaginaires { = = i ya@—1
situées, dans le plan, sur ’axe des ordonnées. On peut toujours
supposer ces racines intérieures au contour D. En effet : 10 dans
le plan de la variable u, le contour C peut é&tre amené & rencon-
trer I'axe des abscisses, en deux points d’abscisses égales et de
signes contraires, supérieures a4 1 en valeurs absolues; 20 4 deux
valeurs réelles égales et de signes contraires de u, supérieures
a 1 en valeurs absolues, correspondent deux valeurs purement
imaginaires de ¢, égales ct de signes contraires, dont le module
croit en méme temps que |u|. Les valeurs de ¢ correepondant
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aux pomnts de rencontre du contour C, avec 'axe des abscisses
du plan des «, ont, en conséquence, un module supéricur au
module de ¢ = 2=y a*—1 qui correspond a u =z, le point u=u=
ctant compris entre le poinl =1 et le point ol le contour €
rencontre Ja partie positive de Paxe des abscisses.

e » 1 ntagrati 5 ! H A

Lo ¢hemin dintégration D, le long duquel sont prises les inté-
grales figurant dans la somme (145, occupe done la situation
indiquée (fig. 12), par rapport aux points  singuliers  algé-

Fig. 12.
0
briques (=41, ¢t=- 1 et aux poles t=o0, l=1\a% -y,
1= -~ yvoZ-1 de 'élément différentiel.

Il importe d’observer que les valears { = = iya® 1 n’annulent
la somme o+ y1-- 12 que si

est négatif. Or, au point d’intersection de 'axe des ordonnées avee
la branche inférieure du contour, le radical y7— (2 est essentielle-
ment. réel ot positif, tandis qu’il est réel et négatif au point d’inter-
section avee la branche supérieure. Ce n’est donc que pour la
“branche supérieure du contour D que les points ¢ = ==/ Jo?—1
doivent étre considérés comme des poles. Dans les déformations
de ce contour, on peut impunément les laisser traverser la branche
inféricure, mais non la branche supéricure qui correspond aux
ordonnées positives.

Evaluons d’abord la premiére des intégrales de la somme (14).
A cet effet, marquons, sur I'axe des ordonnées, les deux points
t = =i ya®— 1. Nous pouvons déformer le contour D, comme il est
indiqué (fig. 13), en nous appuyant sur les remarques précédentes.

Journ, de Math, (% série), tome I, — Année 1920, 23
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On peut éerire

re

j Ezll it ([/
I

——— — = (ABC) + (CDL) 4+ (EFA).

yo+\r—o &

Iintégrale (EFA), relative au pole ¢ = o, a pour valeur le pro-
duit de 207 par fe vésidu de I'élément différentiel; relatif & ce pdle.

Fig. 13,

c

Tenant compte de ce que le lucet EFFA provient de 'extension d’un
fragment de la branche inféricure du contour de la figare 12, le

radical y1-— 2 se réduit & 41 pour t =o0. Il en résulte, comme
lorsque a cst infériear a 1,

e . a2ni inrw
(EFA) = a2ir =

z 41 a4

Quant aux intégrales (ABC) et (CDE), elles s’obtiennent exacte-
ment comme dans le cas ou o est inféricur & 1 (fig. o). Lear somme
s’obtient, en ajoutant membre 4 membre les formules (1g) et {20).
On a donc

Y [2nit
(2-)) —_——
b 2+ 1 — 2

4

. T
sin{an + -
hnzw 7 N 3(72+8 ( ’)
= — il -+ \/'—,‘ cos(zn-}-—- -+ (72 +8) d +...
2HT a3 . 4 1622 n

le produit par n2® des termes négligés entre crochets restant fini
lorsque n augmente mdéfiniment.

La seconde intégrale de la somme (14) s’évalue ¢n déformant le
contour de la figure 12, comme il est indiqué (fig. 14), en tenant
compte de ce que les points t= *iya®—1 sont des poles, pour
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les parties du nouveau conlour qui proviennent de 'extension de la
branche supéricure du contour de la figure 12.
On a
S T
e r
== (PQA) + (ABC) ++ (CEF) 4 (FG) - (GIIL) 4 (LM) = (MNI?).

La somme des Lrois intégrales
(CEF) 4 (GIHL) + (MNP)

a pour valeur le produit de 207 par la somme des résidus de Véle-

Fig. 11},
N
: ?
+1
H
PliML C
e

ment différenticl relatifs aux trois poles t==+iya? 1, t:=o0
et Lo gyaE—-1, Tenant compte de ce que le radical yi- -2
esl maintenant réel et négalif pour les points de axe des ordon-
nées halavés par la partic supérieure du contour de la figure 12,
pendant sa déformation, on a

ani g K= ya=1 2 K2nve? i

(CEF) + (GHL) + (MNP) = 2iz | —

e

[(a’—-l);; {(at—1)

[P ~ .
_ AT + 2T (l':"z"‘/11~|“ Fo2nyar—1)

¢—1 (72— 1)?
Quant a la somme des aulies intégrales
(MBU) -+ (BG) + (LM) + (PQA ),

on peut supposer, pour I'évaluer, que les points C, It, G, L, M,
sont confondus, ce qui revient & faire partir les trois lacets d’un
méme point du contour déformé. On est alors ramené & une ques-
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tion déja traitée,dans le cas ol « est inféricur & 1,¢n partant de la
figure 17. Finalement, on a

(28 / =ity
iy I Y
AT \/l —

. .
- AnE v |I.Z-Z/:,/y."—l___Ezn‘/a’--]'
g —1 L
(o —1)?
sin( 27 4 r.‘} ]
Vr 7 (72 +8) b4/
+ sl cos\2n+ 7 )+ 5 A 1,
it 4 162 n

le produit par n* des termes négligés dans le dernier crochet
restant fini lorsque n augmente indéfiniment.

39 Le cas correspondant 4 «==1 peut étre traité directement.
Mais on arrive au méme résultat, pour la valeur de la somme (14),
en faisant tendre « vers 1 dans 'une ou Pautre des expressions de
cette somime, pour a <1 0u o> 1.

En résumé, 'intégrale

.

"~ 7

)

i [‘l‘:i;’n'l--//'+ fo—iznyr—=et 0 oy
At

(1— u?)

s’exprime de la fagon suivante, pour n trés grand :

10 0 < oo < 1 [formules (13}, (14), (21), (22)] :

o Srrw sinan\/1— a*
(23) kat/2 d ,"ﬂu____\__T_
' (i —a?)?

N -

160 n

A

ayn 7
+ —— | cos(an + 7 ) + +... |,

arn?
en exceplant la valeur « = o.
20 o > 1 [formules {13), (14), (23), (24)] :

(36) J=SEE o PTE | peanga e
21 3l

(22 —1)?
. 3(7a’+8) sm<2n+ Z)

1622 n

+..
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1. Les fcrmules (25) ot (26) se réduisent Pune et Pautre

30 o =
a la suivante :
3440t )\/7-_ . ,'; si <2n+§>
27y J =— Gy —— |l cos(2 bt = B
(27) 4 7+ 3 cs( n+/¢)+xb - +

n?

Pour e = o, on trouve, comme nous allons I'établiv, que

4°
(28). J:_-~—8m:+[|\/7:;l.cos 2/1——)+ = sin(zﬂm-g-)—i-...].

Dans toutes ces formules, le produit par n? des termes négligés
entre crochets reste fini lorsque n augmente indéfiniment.
Il convient, pour appliquer les formules {25) et (26), de poser

V= — x=2a2m(z—1).

Les fovmules (25) et (26) peuvent alors s’écrive
[=

\/—2‘/1‘ 2+—-——>
(23') J/ = vz ” = (l 2m> =
160/ 27 m \/2'/1(24——‘—) ‘ \/—- 2*).1’(2+-i)
2m

21
. 7
. N sin{ 272 4 -
-)+5(7z-+8) ( 4>

I I
~- = cns<2n+7 65 ; ... H
8azyomn? 4 ¢ t
- _
J VE r |:—\/2""'(”27)-- I-‘\/ e,
(26") PNt - . I+<I+—2—’-'—l> —_—
1602\ m = ' i
VT \/5', 4 (2+;7)—l) 2\/2‘1‘1,'(2 + L)
2m
) . T
, sin{2n + =
+ ! cos(2n + = Vi) ( T4>+
' 3 AN 4 162 n

8a2\2mn
Au bord géométrique solaire, on a & =0, Les formules (257)
el (26') se réduisent alors I'une et 'autre a la suivante :
- J 298 .
(299 = \/ I+ 57— =
16n2\/2mm bhme v

. T
sm(g n+ ,—)
i

n

S5
!

- "
+— 005(2n+1,—-)+
1

8n? Vam +

Wiet
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Les formules (25') et (26') correspondent, la premiére a4 2 < o
et la seconde & z > o. Elles supposent n un nombre élevé et o
non voisin de zéro. La formule (25’) ne peut donc pas ttre appli-
quée au cenire du Soleil, point du disque pour lequel ¥ = -—2m.
1l faut alors faire usage de la formule (28) que nous allons établiv
ci~dessous, ¢t qui peut se mettre sous la forme

J VE

(»8") — = + — [cos(z/z—-—) &-I
16n2y/anm 2y/2vm A"/z‘%\/;;m : 4 |

Pour o = o, Pintégrale proposée devient, aprés le changement
) 1 by ) o
de variable et de contour qui a conduit a la formule (14),

Jo2nit G DE 1314
J= e — 1] +/ —— dt
» lz\/l'—lg I tzvl"" t?

Vi—t* élant purement imaginaive positif, pour  véel ¢t supc-
rieur a 1.
l.a fonetion

2nit
2y1— ¢

posséde le pole ¢ = o, affecté du résidu 2 ni. Lintégrale correspon-
dante s¢ décompose en une somme des Lrois suivantes, aprés avoir

Fig. 1).
-
1 A
-7 ’ 7
F B

défermé le contour comme I'indique la figure 15 :
(ABCY + (CDE) 4 (EFA).
On a immédiatement
(29) (ABCY=—4nm;

(CDE) s’obtiznt en appliquant la formule (2) de I'Introducticr, en

»
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partant du développement

I3 — ‘.
(3 R B Yy *«‘1“95_ ]
©) POy A R AU RIS |

10l

dans lequel le hineme ((-- 1) est réel et positif, pour les valeurs
de ¢ réellos supéricures & 1. On obtient ainsi

Y £ AU ELE i | :
(31) ((‘Dl)._,\/;l, |Alw‘-l-61_l +..._|.

[’intégrale (EFA) s’obtient en appliguant la méme formulect
pavtant du développement

(32) ! :‘%(l-{—l)—'}[l+%(l+l)+...],

i—2

L . -
dans lequel le binome (¢ 4 1) * a une valeur réelle positive, pour
Lréel et supérieur & — 1. On arrcive &

(33) ey =y /T e ]
TV o L 16 )"

., E—2nrit . -
L'intégrale ‘/‘——/——- s’obtient en donnant au contour D la
syr—
D

forme indiquée sur la figure 16. Elle se décompose en une somme de
trois autres
(ABC) + (EFA) + (CDE).

Dans le cas actuel, pour parvenir aux points o le contour ren-

Fig. 16,

contre 'axc des abscisses, prés de P'origine, il faut tourner de 2%
autour du point ¢ =4 1, en partant des points analogues de la
figure 15, en sorte que la détermination du radical yr—-*, consi-
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dérée dans le cas de la figure 15, a changé de signe et il en est de
méme au point H d’intersection du contour avec 'axe des abscisses.

Le résidu relatif au pdle £ = o de la fonction sous le signe f est

<

done encore 2ni, comme tout a ’heure, et 'on a
(34) (ABC) = — 4=,

’intégrale (EFD) s’obtient en appliquant la formule (3) de
I'Introduction, en partant du développement (30), et Fon trouve

. ooy [T il .9
(35) (I,FD)___\/;L l-_'+l?6~;z_r"'J'

Quant & 'intégrale (CDE), on Ja calcule en partant du dévelop-
pement (32), changé de signe, vu le changement de détermination
du radical. On arrive, en appliquant la méme formule (3), &

Y L TA ELE- | I
(36) ((;Dl.)—-—- —"l [!——-[‘—6—7" -l-...].

Les formules (2q), (31), (33) et (34), (35), (36) donnent

/V [5—-2nit de [g2nit gy
[}

y 2\ 1— ¢ p Y1 — 2
| T . s
=—Anw +2 Tleos(an—2) + 2L sm(zn——- +... 1.
n 4 161 . 4

Il était, du reste, facile de voir, a priort, que ces intégrales sont
égales, en changeant t en — ¢ dans la premiére et observant que
vi—t* est alors réel et négatif sur le segment de I’axe des abscisses
compris entre les valeurs t = + 1 et £ = —1, quand la variable /
y arrive du ¢oté des ordonnées négatives.

On part de 1a pour écrire Uexpression (28).

Iv.

Nous nous proposons maintenant d’évaluer 'intégrale

ds.

(3 ) | JSizmin-0) 4 F-i2m(n-) du | —COS2 N3 \/I — ,7.7
o= do_ :
e (u—a)? \/1—1/* 1 =
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Nous admeitrons, dans le présent Mémoire, que n, tout en étant
grand, est tris petit par rapport & m. On verra, dans la suite, ce
qu’il faut entendre par la.

10 o = 1. - Il convient d’évaluer tout d’abord l’inl‘,(zgmlc/ .
Or on a
pf'vl
— 3 = _ ! . p
' covzn”.,\/l u ::2(—-1)/“'"*(——2—”—!—(““ w2yp s,
p;::l

T

[.¢ chemin d’intégration y, dans le plan de la variable z, étant

Fig. 17.

L et o8

S\
K=t aQ At

celui représenté sur la figure 17, on tive de la,

- p==
. 2 - — 2 ——q\r+t - 2\
[l eosansy/v—u 513:')'2 (—1) (1 ”—)—-({2/!)’/’.

2 1.2...2p 2p—1

.. ~

H y=t

On peut donc éerire

) » I.:Z//u'(uvl) ‘f— CNRAN S / | — 2
(38) / \/,__._ duf — v ds
Je (e —1)r—at Jy ~
p=o . - ['-‘.1,
— )+ ip — - =
Y 2( 1 (2n)2F (1—u®) __ Ritm(n—13 gy,
2p—t 1.2...2p ). (u—1)?
r=1 *

Fig. 18.

b

R
-1¢. L
D 8

[’intégrale placée sous le signe 2 peut d’ailleurs se mettre sous

la forme
1
N . r—;
(39) fg—‘:———u-)-——— Ritme—t) ofyy — E“””’f g_l,___:i)hr__ Kitma gy,
e (e—1) . (e—1)?

Journ. de Math. (8¢ série), tome IIl. — Annce 1920, 2[1
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En donnant au contour C la forme indiquée sur la figure 18,
on a

pot

/"(l——u?) :

Gy e du = (VBC) - (CDA),

C

Les intégrales désignées, dans le second membre, par les chemins
suivis par la variable, écrits entre parenthéses, peavent étre
évaluées en appliquant la formule (2) donnée dans I’Introduction.
II faut partir, & cet effet, des développements de la fonction

P,
(1—w?) °*
T T . ?

(e—1)?
!
dans le voisinage des points u = 1 et u == -- 1, (1—u*? étant
alors purementl imagmaire positif, sur le contour, pour u réel et
supérieur a + 1, et réel et positif pour u supéricur & -- 1. On

trouve, dans Je voisinage de u = 1,

'
, (1—u2) * T i~
(..'0) _(—41—._.—1)2— ‘_—-(—* |)I’+ 12 (" -— l)

Wi

[|+ 2,)/‘_1(11——1)—%... ,

. ,:——5’— , , . .
le binome (u — 1) * étant réel et positif, sur 'axe des abscisses,

your wsupérieur a 1. On a d’autre part, dans le voisinage dew = —1
b b b
1
(i "2),,-:, p—? pt 2p—3 .
(1) —_—t =2 Hu-+1) °* l——,—,—(u-!—l)—i—... .
(e —1)* A 1

Partant du développement (40) on trouve

“

i1p+£)

wid

4T K

(ABC) = itn

: {ap—n)(2p—3
RELI Sk T TVEL I
l‘ .') ,)—;‘ ; 1om R
("/""‘ m

\

Utilisant ensuite le développement (41), on constate que 'inté-
grale (CDA) est de I'ordre du produit (ABC) x —, c’est-a-dire de

m2’
I'ordre de grandeur de I’erreur admise sur (ABC). On a donc sim-
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plement comme valeur de Uintégrale (39)

ilr+e 05 ,
AT i D '.; : l l_'L-l.(z,o—1)'('),/)—-:5) .
lw o b /»—-:’ _ .lbm
—p- 7) T

el Vexpression de Uintégrale (38) devient, en admettant une erreur
. . . 1
relative de 'ovdre de et

p== . X \):—f l ) ? . . ) , .
Sz O (— 1) I (an)r 1 l‘l+[(:>,/)~1)(2p—-3)+ '
’ ap—1 D\ t.o.o2p ot 16m

oy / |(,§/,+_’;) / m
ou
“ - " 2\ p
3 rr n-i-4 ‘i“’+ ; ! :f (? /L) 2 -
Szt Z (=it K om oy (2p—1)(2p—3) “
’ ap—i 5y 1.2...2p 16m Y
pe= U{—p 4 ~> -

2/ \
_ Q=2 [‘<_;_)

(— 1P 1.8...(2p=—9)

ou

\ = I,'),""-'\/E(:z/)~3)(2p——|)
)" —re- 1.3...(2p 1) '

| Tt

l’<-—/}+

Il en eésulte
l‘(- P+ é) (2p—1)t.a.op = (—0)ror=tap — 1) 2p—3).1.2...p /=

L’expression de Pintégrale (38) devient, en conséquence,

42) 32 ymm? 3 - : l
(42) vV ,,2—‘1(

(2p—1)(2p-—3)
2p —1)t(2p—3) 1.2...//[[_*—‘ B

16m

Apres avoir déformé le contour Ccomme Pindigue la figure (19),
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on trouve d’une fagon analogue I'expression asvmptotique de 'in-
tégrale ‘

. 4 l.:—'.’mi n--1; C[—COS2MNS\ T — ?
(43) - (luj — v 7ER
e (0 —1Pyi—u? v s*

La partie fournie par le point singulier u = —- 1 ¢st négligeable
Fig. 1.
-1 47
—_—

devant celle que donne la considération du point w = + 1, du
moment ou Perreur relative admise surr le résultat est de Povdie
de 7;:— La valeur de Vintégrale s’obticnt en changeant i en —¢ dans
Pexpression (42). On en déduit

ni\ey -1
= —_—
I

VR N\ \ e i}
L =6)n \/:.1112‘(21)_():(2/’_3) T

,)':l
- 1w (2p—1)(ap—3) . _N\E L
xlcos(p—g—);'—- g sm([) N Sk

’

le produit par m? des termes négligés entre crochets restant fing
lorsque m atgmente indéfiniment. On peut aussi écrire

7 nu2\r !
pT (__>
— m 1
(44) L:32n‘-’\/nmnz( -

p=1

ap-—1)(2p—3) 1.2...p
’ ' .om (ep—=0(p—3) T T ’
><) _COS[);-l—SmpZ’-—Q—- prEy CO.])Z——.Inpz)ﬂ—....,

< . - n*
Cette formule est, en principe, valable pour Loute valeur de —-

2

. . . 2 7
Mais elle n’est pratiquenent applicable que-lorsque ~ ne dépasse
pas 'ordre de grandeur de 15 unités.

Nous verrons, dans un autre Mémoire, comment la question
doit étre traitée, dans Uhypothése contraire.
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20 a < 1.— Le point u = o est un pole de la fonction, placée
sous le signe f , intérieur au contour d’intégration C. Considérons
(M
d’abord I'intégrale

> i~ %) dru 1 —coso2nsvVi— u?
L~ , 4 — 2nN3
(13) f v ds.
N4

Jp (e—a)? V1— ? 5t
On peut donner au contour C la forme indiquée sur la ligure 20,

Fig. 2o, -

et la décomposer en une somme de Lrois autres

(15 /: (FLA) ++ (ABD) + (DEF).

Pour avoir Pintégrale (FLA), relative an lacet déerit autour
du point u= 2, il faut calculer le résidu de la fonction sous le

signe f, pour le péle u = «. Il a pour valeur

G
, ami o ‘1—cos2ns\1 —
R | 22 h d=

\/I—-- o \ s°

S
.

2 /‘sinaus\/1~—a‘-’ /
A=

1 — o? )

-
~

ou, en intégrant par partics le second terme,

' amir ‘1 —CO0S272 5\ I — %*
(16) R= . v ds
Vi—atdy >
22

—(~1+4cosan\1—o2).
(1—a?)?
On a, par suile,

(47) (FLA) =2/%R.
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Pour calcualer les intégrales (ABD) et (DEI), il convient de vemn-
‘ cosanzys— u* . ;
placer f—-~—~}-§-——— dz par son développement obtenu a propos

o/

de la formule (38), ce qui donne

Vi 2min—2. 1 —cosans\ — ut
(18) f—————w—-—-—'du /‘M———,—l———— s
( z

u—a)\r—u J, s

= »© !

g ZIZ (""’l)/’-H (11,1)2/; /'(I———» 1’2)/;-..2

2p—1 t.4,...2p ) (vw—a)

L/ 23 ol g ,
p=!

Pintégrale placée dans le second membre étant prise suivant le
chemin ABD ou DEF. Ecrivant

) 1
. N L
(/[g) j (._.l__—u,-)_._ Jizmn—a - Jo—izmz / (L—'_li;)___ s zmu ofy
— )2 ‘ - 2 ‘ H
CARD (0 —2z) S Ll Z)

Pévaluation de I'intégrale, écrite dans le second membre, s obtient
en appliquant la formule (2) de Pintroduction, en partant du déve-

loppement
] [

=, r=, 1
- (1—w?)y * . 2 po
(:)?) ‘(—7,—:}75'2— = t( I JLas (1_’1)2(” -~I)
(2 - liz)<u_[,+,..J,

dont le champ de convergence, autour du point u == 1, dininue a
mesure (que « se rapproche de la valeur 1 ¢t devient nul lorsque o
atteint la valeur 1. Les résultats auxquels nous allons parvenir, en
partant de la formule (50), ne seront done valables que si 2 n’est
pas trop voisin de 1. ’

[intégrale [ se caleule de méme, en partant du développe-
o hEF
ment

H 1
p—

. (l—/ﬁ)"ﬂ"' 2 7 pt ‘g —1 2 ’
(»1) s(u 1) ‘[l———( , — ;)(u-}—l)—%,,.’.

(e—2z)2 (14 z)? 1 I+

'
. Py . .o
Dans ces formules, le binome (u-—-1)" * est réel ct positif

=

’ r * . . . ll——
pour u réel et supérieur a 1, et le binome (u - 1)
pour u réel et supérieur a — 1.

réel et positaf,
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On obtient
a,T
=+ (p+;) 3 I

. , B " niNp l",i l
(92) (ABD) = ’*\/,7, 2 <E) (=) ep—T(p+1)

p—i

P T B Y E

=

1—0 m

fe produit par m® des termes négligés entre crochets restant fini
pour m mfini.
On trouve de la méme maniére
w

) ‘uilzm'l-pm-f(p-a-:;)-l

2

—p=
A SRy — I: V' 2\ I
(53) (DEF) 9\/;2(;{) U+ (p—1)(p+1)
=1

o !_(2p—1” 2 2p+1‘.+.“].
. h i4+a/ 4fm ;

\

Additionnant membre & membre les trois formules (47), (52)
¢t (53), on obtient finalement la valeur de 'intégrale (45).
I’expression de Pintégrale

~ ‘ et fy t1—cosamsy 1 — wu?
(1) —_— ds
2
\ z

=) T,

s’obtient par des considérations analogues, en donnant au con-
tour G la forme représentée (fig. 21). Mais il faut tenir compte de

Fig. a1,
A
.,I; ~x 71A.
_ 5
£

—

la circonstance que \ 1—-u* a maintenant une valeur véelle et
négative, aux points ol ie contour rencontre I'axe des abscisses,
entre les valeurs u = — 1 et u = -+ 1. Cela tient a ce que la valeur
de y1—u?, sur ’axe des abscisses, pour u > 1, est purement ima-
ginaire positive.

Dans le cas actuel, le résidu R’ analogue a R, pour le péle « = «,
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s’obtient done en changeant m en —- m et V1 -— 04 en — 1 — o7,
dans Pexpression (46) de R, ee qui conduit & Pégalité

(55) B W= =2
\/f—~ A

Ymi {'I—Cf)'ﬁi’) niys—ot s
2

On a, en conséquence,

—~idmin~%) — 3 - /__‘_T_‘_:
(56) /( ‘ du fl cosanzyi—ut

u—a)? i —u s?

~zoizW 4+~ (EAB) + (CDE).

L'intégrale (EAB) s’obtient ¢n partant du développement (48),
aprés changement de ¢ en—-¢, et en appliquant la formule (3) de
PIntroduction an développement (50).

Lintégrale (CDE) s’évalue par la méme formule, en partant
du développement (51) changé de signe, ¢’est-a-dire

2

(x-——/l”’— P - ap— b ~
)_ R — _z(u+l)l ’[l—('p, r_ 2 )(u—i—x)—‘r.‘.J,

(e —2z)* (1+z) i 1+

a condition de regarder le binome (uw-+ 1}”5 comme positif au

point D du contour (fig. 21), ol u est réel et supéricur & — 1. 1l

faut, en effet, tourner de —- 2%, autour du point u == — 1, pour

passer du point E de la figure 20, auquel correspond le développe-

ment (51), au point D de la figure 21, en déformant le contour de

la figure 20, pour "amener & coincider avece le contonr de la figure 21.
On trouve

oy n\r I‘ﬁj zmhzw’"""?'%-l
5= EABY = z
(57) kA 2 y(m (1—a)y(2p—1)Lp+1)
p=1
X|"’_(2p,-—-1__ 2 ‘~)2/,)+1’,+”.l;
L v L—az) m .
p=2= ) ‘il-zmvl-!-z«:-l//«r-iy"—:l
- 2 p (AL 202
5 CpE)y=2¢/= Y (£ -
(58) (CDE) 2\/;2(,,,) (1422 (2p—1L(p+1)
p=1

2p —1 2 2p 41,
x|+ - - i+... 1.
L I+ 2 am
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Des formules (45), (45", (47), (52), (53) d’une part et (56), (57),
(58) d’autre part, on tire finalenient, en tenant compte de la for-
mule (55), 1a valeur de L, pour o < 1, & savoir

Smr [ 1—coiansy1-—a?
—— o’
Vi1— e/, <

(39) L=— ds

,2-\ p—1
rnzz (m)
(x—?/)’ mm (ap—n)T(p-+1)

V.gcos[?.m(l—z)-*-(p_q_‘;);_t-‘

~9./)—&4(2/)——1 2 >

dm ' 4 f—z

X sin

- 2\ 7’ I
-'zm(x~a) +<[J+ g)%J '*‘“”—l;( )+

+un lerme quis'obtient en changeant o en —o dans le terme ci-dessus,

le produit par m?des termes négligés dans les grandes parenthéses,
restant fini lorsque m augmente indéfiniment. Cette formule n’est
d’ailleurs valable que si « n’est pas trop voisin de 1, pour le motif
invoqué a propos de 1’établissement de la formule (50). Elle ne peut
étre appliquée que si le produit m (1 — ) est sulfisamment élevé.

La formule (5g) ne devant étre employée que pour & >0, on voit
que si on considére une valeur de « non voeisine de 1, le terme non

.. . . . 1
éerit et celui qui le précéde sont tous deux d’ordre —; par rapport
m2

a celui qui dépend de I'intégrale f Si ’on considére, au contraire,

une valeur de a assez voisine de 1, le terme non écrit est négli-
geable par rapport a celui dont on le déduit par le changement
de o en — a. Pour ces motifs, il n’y a pas lieu de tenir compte de
ce terme non écrit. Nous en ferons abstraction dans ce qui va
suivre. Posant, comme nous 'avons déja fait,

n*

— = om(o—1) =a
m ’ ( ) ’

la formule (59) peut se mettre sous la forme suivante, en ne rete-

Journ. de Math. (8¢ série), tome III. — Année igm. 25
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nant que les termes principaux :

5 = —ac R
(59") 3912’\/21'771 \/‘\/ 7"’)

T
I—-—-(OS\/—2‘JJ’ :+2~’—)-
. n
X s

— uz(z + — |3
-1 \ a2m
1 - W eosz + 1isine 1
— Ucosz —Vsinz) — ———rn -+ — .
’x‘-‘[ | 4t x'( ) ’

S0 LW 4 1 1 1 7
les termes négligés contenant en facteur —» -——; ou — et U, V, W, 7,
Xt omar m
représentant les séries
p® COS// -+ smp—

U= —yp -

- (‘,),])——-I)r(p—l'—l)

‘

p= cospﬁ ——sinpﬁ
V= 2 yr—1

(2p—1)U(p+1)

?

F=
I’:zgp—}-l yp—t < =
W.—_:Z2 v (cosp'—'-ksinp—' .
p—1i p+u 2 2
Pt
Il::z9 . et
. > 1
L:ZIP F (cosp + sinp— )
!.’.1)—-—] (p+1)
I!.'.:
4° Au centre de I'image,.on a & = o ou x = —2m. [l en résulte
L 1 f+ 1—cos\4mvs
—_— = ——V2rm —_— ds
3ant\amm 2 . hm> st

1
16 m?
ou, d’aprés la formule (63), que nous allons établir,

L T, = 1 sin 2 \/my
=—=ya2rm -~ —

Vs 2my 3
2\ v _1(/”'))3

I .
— ———[Ucos2m + Vsinzm]+...
16 m? :

32n? \/2 m
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ce qui peul s’cevive, en tenant compte de Uidentité n =y vm,

. L = [ 1 ' I I
(39" e S V: 5 — ~ -+ des termes contenant — en facteur |.
3antyamm ayaut-  n m

Pour clore la question, nous allons nous occuper de Pintégrale
suivante, prise le long du chemin v, représente figuve 17, et ot ¢
est supposé positif,

3 ~ —

(6o) / |- COsgs e cc;fr/: s,
J. q3? . VES v
qui se caleale de deux manicres différentes, suivanl que g esl ou
non un nonibre élevé.
St g ne dépasse pas quelques unités; le développement en série
du cosinus, figurant dans Félément différentiel, conduit a Pexpres-
ston suivante :

. 1-—cow/v 1y yr
( S s
(61) / qs 2’/22/; U D N Y ' S

s

pme

On pouirail, du reste, obteniy des expressions plus avantageuses,
au point de vue du calcul numérique, lorsque g dépasse 3.

Lorsque g a une valeur un peu élevée, il est tout indiqué de faire
usage d’un développement semi-convergent gue nous allons établir,
du moment ol Pon s’cn tient a un degré d’approximation conve-
nable.

On o d'abord, apres une intégration par pariies,

(62) / :—‘3—,’—5—,{5({; =-— 2+ 2C05¢ > ¢ [ %mr/.. s,

3
H

On obtient d'atlicurs, & 'aide de denx intégrations par parties
successtves, J'expression suivante :

/‘smr/;’l;:‘gc”y/’_9;9.p+lSil]/,_r(2/)+|)(2/;+2)/ stngs

~1p-d ‘ 2 —2prs
S /i i q J.os
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dont on tire de proche en proche

y .,' . .2.3.4 1.9...2p
63 f""/ 5 zcoq,[._'_zg_;_--,,,.k_,,,_.__]
(63) 2 = (—1)

7t q7°
2 . l.2.3 J1ea. (2 p+)
B Ry el
oy 1.2...(2p+2) (sings
A+ (1)t S [:w“ ds.

En vue d’exprimer Pintégrale entrant dans le second membre,
considérons 'intégrale auxiliaire

€osq 3
f PraEl ds.
. ‘(
Si Pon développe le cosinus en série et que Pon intégre, on
obtient une séric de termes tous réels, & Vexception d’un seul,
qui a pour valeur

. 2542 :([5 X //2/‘+2
—_— /""1-_-—_.2_._—_-__—._ —_ = (VY —
(=1 1 2...(2/;-}-2)/ 5 (—=1) Irl.”,...(2/)+2)

sin //..

Il s’ensuit que 'intégrale réelle f —

dz est le coellicient de ¢

»

dans Ja somme

i Vel ax |5iqs
(— 1)/""/7. I / —— d3,
c(2pH-2) L sipt

E désignant Ja base des logarithmes népériens. On peut donc
metire la formule (63) sous ]a forme

<f>)f

1.2 1.2.3.4

mr/"z:,::—— 70057[!— +...—:—(--')/’——IIT:I;—9'—BJ

7 7'
L 1.2.3 ' L ler o apa)
___72 smr/ll—- pr 4 (=) ———__./727__.

-,
r désignant le coellicient de y—-1 dans Pexpression

1.2...(2p+2) [ Kiv=

— 1)p+1
( I) /I-.-,H-z ) sip e
T

~o

Or, si 'on remplace, dans le plan de la variable z, le chemin
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d’intégration v (fig. 17) par la demi-circonférence. de rayon 1,
tracée du coté des ordonnées positives, on peut écrire (1)
I‘:/'l/: -
S 15 = pr T,

oy
'

¢ désignant 'allixe d’un point de cette demi-circonférence ¢t v un

facteur de module inférieur & 1. Mais, g étant positif, | E# | est au
’ )

plus égal & 1, puisque la partic imaginaire de 5 n’est pas négative.

Il s’ensuit que cette intégrale a un module inférieur & = et par suite

1.2...(2ap+2)

5 (en valeur absolue).
,/ P2

r<rw
Si done le second membre de cette inégalité est inférieur a la
limite de lerrcur admise dans les approximations, on pourra
négliger r dans la [ormule (64). I convient d’ailleurs de choisir p
de fagon que 2 p+ 2 soit le plus prés possible de ¢ tout en lui
¢tant inférieur.
A la formule [64) correspond, d’apres la velation (62), Uexpression
approchée suivante :

e 1 -~ Co8qs A I ) , (.9...2
(63) —fv ksl A/ PR —cosql = —... '}-[—“l)/”‘l———-T———/Z
v Ve / 9 .

2 2 s 7 /,*I’
" ginal 2.3
-- — sing - T+ A
+(_I)pl.2...(q2p+l)J
ot

avece une civeur inférieure en valeur absolue a

£.2...(2p +2)

Ilzll—f-‘.'

™
A

(") Kta U donnée Vintégrale I = /‘,/'(z) dz prise le long d’un chemin AAY; on
Fig. o,

A’

L

sait, en cffet, que Von a [s=pacAAf(Z) % dtant Valfixe d'un point de AA'
et (2 un facteur de molule plus peti jue 1. ’
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D’aprés la formule (617, Pintégrale (6o est nulle pour ¢ == o0;
Dy ) [
clle a d’ailleurs pour valeur = pour ¢=-ow, dapres la for-

| —~CNSY e
',/—1, est posttive.
7

>

mule (65). Sa dérivée par rapport & ¢, savoir 2
Cest donc une fonction croissante de ¢. La dérivée seconde

¢sing -+ 2008g — 2 . (- . ;
o £ 7 T2 aune premitre série de vacines ¢ = 2 kz, k étant
L _ , . . . r o 1 3r
un enlier et une scconde série comprise entre 2/, +4- el 24T

k étant au moins égal & 1. [intégrale {60), en grandissant de o
a =, lorsque ¢ croit de zéro a Vinfini, éprouve done une infinité
d’inflexions. En conséquence, cetie intégrale augmente en passant
par une infinité de sinnosités. '

30 Nous avons encore a caleuler Pintégrale L., dans le cas ol
a > 1. Considérons d"abord Uintégrale

(66)

//:,

Jo =27 T s

~

Eizmu—z gy f t~cosansyi - u?
v

le contour C élant toujours celui qui a été déling & propos de la

Fig. 3.

1 LR :
™ "

.

formule (6j. Déformons ce cheming comme il est indiqué (fig. 25
On a
/:.:(I’L\)—}—(.\I:I))-i—(l)l-ll").
€«

Lintégrale (FLA) a pour valeur le produit de 2= par le résidu
de I'élément différentiel relatif au pole = «. Le radical N
¢tant purement mmaginaire positif, pour u == ¢, ce résidu se déduit
de la formule (46) en v remplagant \ 7" g2 par iyof—1 et en

exprimant le cosinus par des exponentielles.
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On trouve
J — l ( J2ns Jaiod Evzll:;/a’~l>

. A : 2
(67) B o= / - ds
Vor—1.J., 3
+ ,__’7___‘ — g R2VETT |4-"n‘/a1—|),
(o — 1)

On en déduit
(68) {(FLA) == aim .

e calcul de la somme (ABD) 4+ (DEF) s’effectue exactement
comme dans le cas e a est inféricur & 1. Cette somme s’obtient
en additionnant les formules (52) et (53). Il en résulte pour Uinté-
grale (66) la valeur

—p=m» i|'mH—1+(/H ; Nr’

2 p Kk
(6 ‘=R z -
") 2! '+?\/inz< ) (t—azy(2p—n)l{p~4-1)

r=
ap—1 2 ‘\2p+!. i
x| —
/I ( 4 (l——a) im J
== —i..rmwl—rx—+ /:r': 7,
a\e gL 2!y
\////Z <m (1+a)(2p—0){p+1)
. ‘I_{/'»,p-—x o \)2//+x P
4 {2/ hm ’

I’ intégrale

(70) s,

T =
(1w —2) V1 —utSy <

[ |5 2miln—2) du [’ I1—C0S2N3 MI —ut

quand o est snpérienr & «, ’ohtient en déformantle contour d’inté-

Fig. »{.
D -3
A o\ L
&+ "
£
B
c—

gration, comme il est indiqué (fig. 24). On a

/'«_- (BLG) 4 (CDE) -+ (EAB).
v
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[intégrale (BLC), velative au pdle u = «, est égale an produit
de 2 i par le résidu R’ de PPélément différentiel relatif a ce pole.
Or comme y1--u® a Ja méme valeur que dans le cas examiné
tout a Pheure, & propos de Pintégrale (66), ce résidu R’ s’obtient
simplement en changeant n en —-mn dans la formule (67). Tl est
done donné par Ja formule

(71) [{+l{722 I___,_*_]un‘z |4—’Ily/“ ~l|
(2*-— -)’
et Von a
(72) (BLEC) == 2/ IV,
La somune des deux autres intégrales (CDIE) + (EAB) s’évalue

exactement comme lorsque o est inférieur & 1. On a, en consdé-
((uence,

—p <= ) —il-zmll——a-+{/m-':—‘)?—fl
-~ 2\ p I . 202
73)  (CDE) 4 (EAB) = LY (L -
,(”) ( )+ (EAB ? /nZ(//l (1—a)(ep—u)l(p+1)
p=1
i 2p—1 2 \ap+1. '
X111~ 7 — 7 (...
) . 4 1—2) fm

i ‘szl+d)+‘p-|—'.—:)§l

=« -
™ nt\”» [ D
I (2 |
m m) (1+2z2y(2p—ulip+1)

x.[l+('9.p-| _ __9, ‘)2/}—&-1’._*_”'}‘

4 | Jme

’

Enrésumé,lorsque a > 1, la valeur de P'intégrale L, déduite des

formules (66), (67), (68), (69), (70), (71), (72), (73) est la suivante :

A
(74) L= — T |/ T |
(22 —1)°

s (/l )/' !
(l~7) \/;/ m 2 (2/)~r)l(/) +1

X{COS[Z!)I(I—-J)—}-(p—-p—JT_'.}

‘2

2 / —_ y O\ . ’ 3 -
__),/"*"IK?P/ v iz>s|n[2ﬂl(l—~¢z)+(p+z) J%

4m A 1 )

Wi

+ un terme qui se déduit du précédent en changeant o en -~ 2.
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Cette expression n’est d’ailleurs pratiquement applicable que
si « différe assez de 1, pour que le produit m (1——«) ait une valeur
élevée. Comme dans le cas ot a < 1, Je dernier terme non écrit
est négligeable vis-a-vis du précédent.

Posant, comme nous Pavons déja fait,

nk

— = am(e —-1) =z
” J, m( ) ,

la formule (74) devient, en ne retenant que les termes les plus
importants,

(76) e = Vi 55)

v 3
, x \|*
Jquvjr(2+ —

; 2m

3an2\amm
' T / a ’
2 (24 2 A/ pvar a2
o [l",v“"(-)rz’”’—i-li \/ .w.x(z-o-“l)—QJ

— —~(Ucos.r —Vsinz)
Q42"

1 gy . !
W(Wcosx—y— Zsinz) + ;5( )+,

T S S 1

Ies termes négligés contenant en facteur —, — ou —; U, V, W
x‘ 2 mz’ b )

et Z représentant d’ailleurs les séries définies & propos de la for-

mule (59').

V.

RESUME DES FORMULES EXPRIMANT K.

m, n, « étant les paramétres définis par les formules (4) et K 'inté-
grale qui figure dans I'expression (5) de 'intensité I, les formules
suivantes donnent la valeur de K, avec une faible erreur relative,
dans différentes hypothéses.

Journ. de Math. (8 série), tome II. — Année 1g20.
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Posons :
' 712\ p—t
r=w» ,.Q)

2 m 1;-)
p—1r(2p—T(p+1) (cos"— Tsinp 2

(,lz>,,—-1
U= m

~
Losp— -+ Smp;

D) ’
b= n2\r—t
R ,}__-” (__)
(7)) (v= m

(2p—n)T(p+1)

, (
p=w <”2>,,~1
2p+1 \m (

2 =1 T

n Pt
7 — 2p+1 (777>
- ap—1 L(p+1)

T .
(C()Sp; ~+ smp;) .

Les sommes de ces séries sont inscrites dans le Tableau suivant,
. n?
pour diverses valeurs du rapport — :

m Sy u. V. w. Z.

0,00...... —1,0000 +1,0000 —I,0000 —3,000 +3,000
ol...... 1,0006 0,9983 1,0017 3,008 2,992
02...... 1,0011 0,9966 1,0033 3,017 2,983
03...... 1,0017 0,9950 1,0050 3,095 2,975
obf...... 1,0022 0,9933 1,0066 3,033 2,967
03 ..uns 1,0028 0,9916 5,0082 3,041 2,958
06...... 1,0033 0,9899 1,0099 3,049 2,950
07 . ... 1,0039 0,9882 1,011 3,057 2,941
o8...... © 1,0045 0,9864 1,0131 3,066 2,932
09.v.... 1,0050 0,9847 1,0147 3,073 2,023
FO....us 1,0056 0,9830 1,0163 3,080 2,913
20. ... 1,0012 0,9654 1,0320 3,158 2,824
30...... 1,0169 0,9472 1,0469 - 3,228 2,730
4oviven. 1,0226 0,9284 1,0610 3,293 2,633

(') Lasérie V estidentique & la série T;, définie par les formules (86) pour s =o.
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n.

m S, L. V. W, Z.
30...... 51,0283 0,9091 1,0743 3,353 2,533
60...... 1,0341 0,8894 1,0868 3,405 2,429
70 e 1,0399 0, 8692 1,0085 3,453 2,323
80...... 1,0458 0,848~ 1,1004 3,496 2,214

0,00...... 1,0517 0,8279 1,1193 3,330 2,106
1,00...... 1,036 0,8068 1,128 3,558 A 1,996
2,00...... 1, 1185 o,5910 1,1701 3,503 0,929
3,00...... 1,1813 0,3982 1,1315 2,974 +0,178
4,00...... 1,2447 0,2593 1,0420 2,307 —0,083
5,00...... 1,30%8 0, 1809 0,9390 1,829 +0,027
6,00...... 1,3696 0,1488 60,8516 1,664 0,214
7,00, .. ... 1,4299 0,1391 0,7912 1,712 0,340
8,00...... 1,48%0 0,1322 0,7536 1,576 0,246
00 .. ..., 1,2444 0,193 0,7261 1,710 +0,070
10,00 ...... —1,5991 +0,1019  —o0,7000 —1,328  —o0,034

D’aprés les formules (7), (12), (13) et (37), on a
mK J L
2y2wm 1602\ amm 32ni\amm

Partant de celte expression et posant

(76)

(57) Y= — r=am(z—1),

ona:

1° Pour a <1 et non voisin de zéro ou z < o et non voisin de
— 2 m, d’apres les formules (25%), (59)’,

:K T I N Sill\//—gy_lv<2+_ﬁ_>
RTINS L. B — ,__(,+5%> i

a2mm Va2 ,1:(9, el \ _ &
\+2m —2VE\ 24

+1
A

/ x
l—cos\; —2vx{2 4+ — |3

2

T
— 2|2+ — |3
~1 2

ds

)
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en posant
. i
[U__*__\_\_*___.( ) CO¢$—[V—Z+ Iz( ),sin.t
(78) 7= - Lzt
+ des termes négligeables contenant en facteur Sl I

max® mt ou T
' 8n2\/agm

29 Pour « > 1 ou 2 > o, d’aprés les formules (26), (74'),
" ) i—\/zvx(z-%;:—;;v)‘_[
Voo 5)
2Vx| 2 A —
2N

2
m étant considérable, le rapport \/-?%(—;—f—) peul éire petit, méme
quand x est assez élevé. Les formules (78) et (79) prennent alors
une forme plus avantageuse, pour le calcul numérique, en les
développant suivant les puissances de 'ln—, la décroissance des

termes étant rapide. Tenant compte de la relation (62), on trouve,
pour o < 1 ou x < 0,

K ‘h. 1 — Ay +1 e OO o s ~
(80) m?K :_\L_.___\..'._ l__sm\/ Lvaz _|_.!_[ 1—cosy [uw.,d:
2ya2rmm  Yavl2 V— v 2/, Y—fvaz

p
- x [l—~005\/——~ﬁ~)x
T 8m

(70) —2K Ve e+ (i
7 2y2mm v.z(z—i——f—)
2

\

2m

( sin \/—- Gyz + cosy =Tz
\/—— vz
1 sin \/ 4 — 7
-+ 1)8 P [-; < —cosy'— 4 /.1:)

4‘».7:
_ ‘wan \/— dva
V—tva
siny e -3 LTyl b
V—lvz ,

~

et, pour « > 1 ou T > o0,

2 T~y T~y _
(80) nm*K \/1-51 +l el I —2+|»———/——1-_|5~¢57~ L
2\/21rm \/2))'215‘ Vivae 16m Viva

~ étant donné par la formule (78').

)
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30 D’aprés les formules (27), (44), (76) et (86), on a, pour & =1
ou & = 0, ¢’est-a-dire au hord géométvique de 'image,

28 N
, niy, SEERVEY )7' -
(81) e T B
2yamm Km | 2
+ des lermes contenant — ou ———— en facteur.,

Sn‘ Varm

-2 m, ¢’cst-a~dire au centre de
I'image, on a d’aprés les formules (28') et (59''),

4° Enlin, pour ¢ =0 ou @ =

. m:K e 1 1
(82) ,__o_. = v —— [ 7 — — -+ des termes contenant — en facteur ).
' 2y/2v . L m

2\ 2Tm

’

VI.

Les formules (78) et (79) se composent chacune de deux parties:
Pune connue exactement en termes finis, et provenant des résidus
relatifs aux poles des éléments différentiels des intégrales qui inter-
viennent dars le caleul de K la seconde =, fournie par des développe-
ments asymy;totiques, applicables scu[embnt lorsque'z| a une valeur
sullisamment élevée, est connue avee une faible crreur relative
et, par suite, avec une crreur absolue négligeable, = étant trés
petit, comme on le verra. On suppose, par ailleurs, la largeur de

la fente suffisante pour que ———— soit totalement négligeable.

8/¢~V21‘m
Il reste & trouver une expression de K, applicable au cas ou 2

n’est pas un nombre élevé, en icnant compte de ce que m et 2 sont
grands. Reportons-nous, a cet effet, ala formule (7). Nous avons
démontré (12) que la premiére intégrale est identiquement nulle.

L’intégrale
1 '.:/"_'n Vi 4 l.:_./;h, y 4=—te?
I = f L T
¢ ’ (1— u?)®

a été calculée au paragraphe I1I. Les expressions trouvées, (25) et
(26), sont valables lorsque o tend vers 1 ct ne tombent en défaut
(ue pour « trés petit.
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II faut, au contraive, calculer une nouvelle expression de la
troisiéme intégrale L, valable pour « voisin de 1. A cet effet, nous
allons la développer suivant les puissances ascendantes de & —1.

Nous avons, en conséquence, & chercher la valeur, pour a =1, de
la dérivée d’ordre s, par rapport a a, del'intégrale double qui figure
dans la formule (7) et que 'on peut mettre sous la forme

Vi—u?

. |.:I'.2mm-at)+ |<;~i21m’u-- & | —cosant
(83) L= / T du Lcosanly,
. p (e —0t) t

,_‘/1_,,1

Remarquant que la dérivée, par rapport a «, de la [raction
dépendant de u—«, sous le premier signe /‘, est égale ct de signe
contraire a sa dérivée par rapport a u, il vient

e

dL d Fiemu—a) o fi—itnn—2 / | —coszal
de — J. au (~—a) Ry M— ¢ “
: A -

\/1_”:

Intégrant par parties et remarquant que la partie intégrée cst
nulle, comme reprenant sa valeur quand la variable, aprés avoir
décrit le contour en entier, revient au point de départ, on tire de la

E—

i foivmrn—z I':—iZI/I 1=, d 1— cos2ret
7= g )
do (60— o) uJ_ =

Cette expression se généralise de proche en proche et 'on a

1= u?

A5 1, Joé2em—a) + Jo—i2u -2 ds 1—cos2ni
"/‘—“, = /” R du -'*:f —_——y (lto
dz* — J. (u—a) du e 4

Faisant a==1 et développant cos 2nt c¢n série, cette formule
devient

/l:"
ds 1. N\ (2n) 1
14 et —_— — (N}
(84) <(/01")a:.1~— * 2( ])/ l‘(2/)+') 2/)—-‘

=l

].:i-zmw-li -+ E—/;’nn/r-l- s L=,

= z - (1 —uwu*y =
¢ (u—1) du

Il s’agit de trouver la valeur asymptotique de Pintégrale, pour
p fixe et m trés grand. Comme dans les applications que nous ferons
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des résultats, on n’aura a prendre qu'un nombre restreint de termes
dans la série, p doit étre regardé comme trés petit, par rapport a m
qui est considérable, par hypothése, C’est ce qui va nous permettre
d’appliquer les formules (2) et (3).

Les points singuliers de 'élément différentiel sont les points

u=+1 el u=— 1. Leur considération conduit a appliquer les
formules (2) et (3) aux développements de
i d* P 3

(0 —1)? ;2—;(1—-11-) !
en suivant unc voie absolument semblable a celle qui a été adoptée
pour arriver a la formule (44). On a d’abord, en différentiant le
développement (40),

1

~ 1 d* I
(83) = e
. l‘(/"*“' S
=(—n+ta AT 2L 2) (n—ny 27

. ! .
Ho+s—)

><[l+ hpt—1 u—-|+.”],

ap—as+1 4§

)
2

le binome (u--1)"
rieur a 1.

On obtiendrait le développement de la méme fonction, dans le
voisinage du point u = — 1, en partant de la formule (41). Mais
on n’a pas a en faire usage, du moment ot ’'on admet, sur la valeur

"étant réel et positif, pour u réel et supé-

de I'intégrale a calculer, une erreur relative de 1’ordre de mi, Cette

particularité s’est déja présentée en établissant la formule (44).
Tous calculs faits, la formule (84) devient

1 AY
P2t

p=e l‘ !
(d-\'L I Gy 2 (” +3)
%?)le ‘

- Tap—1 m s 1 . K
—t P (2/"), ? 1(2p+|)l(~p+—;~+3)I‘(/;—.t-,l—,c)

2
7 K
X lcos{p—=% —s)—
\ 2 2

ap—25—3 4pi—1 . - T )
+ 4 i sm(p -—i—s):+...J;
2p—25-+1 16m 2
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clle peut d’ailleurs étre modifiée en tenant compte des propriétés
de la fonction 1", rappelées dans I’Introduction, et qui permettent

d’éerire
ool
:(——/'4-—+s>(—p~1— -\-S)‘ - >
sin </;—-—.v +- ;)77
: ?(f),/'—-')..s‘—.'"))(‘.’./’—-’),S—-l)%(——l)” d
el

1‘( A
p+ 2) — \/’E‘Z-ﬁ” .,
. 1‘(2[) ‘*‘l) r(l).+|)
Posant
cos(p ~3)= +sin(p - 5) (2
S,= —
S E: 2/)-|)(zp ~as - 3)(2zp--as-— 1)L (p+1)\m

/':‘”cos(p—.\); ~osin(p 9)— e\ ot
T, = ~ - - (op ,_,)<n> )
, [4(p sy 1jE(p+r)

r=

(86)¢

on arrive finalement a 'expression
: ‘s 1L | '
8- (—-—) = 2 \Jarm(am)n S‘ —_— T4+ — T
(87) da* v (2m) R Y TR ¢ )=

On a en conséquence, d’apres la formule (76),

m*K [2m(a- )] [ ] i
S L
ta\/‘ztm 16 122 \/n m 2 L(s-+1) . £ 'b’” e )+”'.|’

J s’exprimant, suivant les cas, par les formules (25) ou (26),
alables lorsque o tend vers 1. Tenant compte des formules (77),

(25) et (26'), on obtient, pour « < 1 0u <L o,

. omK VT 2\ \/— e (2 +5 m>
(83) —_— = . 1= (|+ )_.,7> 2)
2y2mm : At
Varn V2 r(’)—}- ""‘) \/—- f).ux(».—i————-l >
| o m

2m

< [ [ 1
——Zl‘(s—f—l)tss—i— 1hm l“+-/;;( )+1

S=0
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ét, pour a>1 ou >0,

mrK

(88

22 m _
\/E z\ 1 \/2‘;.1'(2+2'—:‘"-)' } F‘/z'lv(‘z*—éﬂ

r—t ] 1+ (I + ———) = -

z .oam ”

\/E«Z’(i!%"——-) A \/:w:r(ze—i— —i—)
: Sm
! 1

2 m
. z" -g rlv )
——21'(s+|)["'+|6m s o )+"'_|’

NT oo

s=0

: 5 qui sont complétement
8a\/2rm nt
insensibles dans les conditions ou nous aurons a appliquer ces

"en négligeant des termes en

.. nt 1
formules (oc voisin de 1 et = ;)-
V1.

Les formules établies dans les pages qui précédent permettent
d’étudier les variations de I'intensité en fonction de z, en prenant
comme unité Vintensité I, au bord géométrique, c’est-a-dire au
bord qui limiterait nettement le contour de J'image, sans U'existéence
de Ia diffraction.

Cest 12 de beaucoup la question la plus importante & élucider,
parce qu’elle se rapporte a la répartition complexe de la lumiére
au voisinage du bord géométrique. L’aspect d’une région restreinte
d’une surface éclairée dépend, en effet, non pas des variations de
Pintensité absolue a [l’intérieur, mais de celles de Iintensité
relative, par rapport & l'intensité localisée en un point particulier
choisi dans cette région. En posant

on a, d’aprés la formule (5),

K
(89) Y==K

Journ. de Math. (8* série), tame I, —~ Année 1920. 27
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K, étant donné par la formule (81) et K, suivant les circonstances,
par I'une des formules (78), (79}, (82) ou {38}.
D’aprés la formule (81), Ja formule (8g) peut s’éerive

(5@9’) [ S, ,.»‘)r/ . V+ \/)T)|J”' 'k

6 m ;\/)rm

i conviont pour étudier y, de calculer tout d’abord les dérivées

dy et pour z=o0, A cet effet, il faut partir des formules (8g’)

et (88) Négligeant les termes en — qul sont trés petits, en | raison

de la grandeur de m, la formule {89 ) devient

o) PR P v
(go) (S‘,-k 3 ,,1—-“/;;'1, _" Nayeri 25,““_0

8, étant défini, en fonction du rapport v = %, par la formule (86).

Développant le second membre en série, il vient

‘dl 2. ..(28543)

I R ) T~ o
| ’ £=0

On arriverait d’ailleurs au méme résultat en partant de P'ex-
pression (26') de J au lieu de (257).
On tire de la

z sS==x

! Varv\dy . s(fva)y—t . .zt
,_ (,‘S°+ 6 Jdx by ‘/”"2 ' 9....(234—3)-25‘,‘,‘”_5_4’
s£=1
(91 -
i« \f)rv)d y p—— s(s~|) Avx)s—? . xs-?
' ("39 6 d.T - (‘)) a4 Z ...... "3"‘"3) ZS‘ 1 «)”__s__.g.
g =2 £=1
1l en résulte, pour z = o,
8 or/om 3
38+ T'g\/m.,z g, 2V2T

(9) (;"l) = (d*.y) _ T35
9 drj, 3 27Y ’ dz* [y~ \/;1—:;
, So+ el S+

‘l
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i Q 1 . n
Les valeurs de S, et de S, en fonction du rapport v = —, sont
données dans le Tableau suivant :

n?
"= Sy S,
0,01.. —1,0006 0,33167
0,02.. 1,0011 0,33000
0,03. 1,0017 0,32832
0,04. 1,0022 0,32665
0,05. 1,0028 0,32497
0,06. 1,0033 0,32329
0,07. 1,0039 0,32161
0,08 1,0045 0,31993
0,09 1,0ch0 0,31824
o,to,. —1,0056 0,31656
Posant

ol a

(93)

3

v = 2.

m Ce 5
0,01, —0,05878  —1,0380
0,07, 0,94203 1,0017
0,03, 0,092031 1,0513
0,04, 0,091860 1,068
0,03., 0,90936 1,075%
0,06.. 0,900G1 1,0806
0,07.. 0,89337 1,083
0,08, 0,8864¢) 1,083
0,09.. 0,87969 1,00930
o,10,. —0,87347 —1,0463

n?

V= — !

”n S,
0y1... —1,0056
0,2... 1,0112
0,3... 1,0169
0.4... 1,0226
0yD... 1,0283
0,6... 1,0341
097, 51,0399

T0,8... 1,0458
050 .. 1,0017
1,00, ~=1,0096

/
~ BT
S+ =

6

vz 3

38, 4+ v
10

750
(%),.=

n

T .

0,1... —,87347
0,2. 0,82435
0,3... 0,78805
u,_’;. . n,75835
0,3... 0,73900
0,06... 0, 1049
0,7... 0, 69039
0,8... 0,67211
0,9... 0,65535
1,0... —0,63984

S,
0,316356
0,29956
0,28232
0,26486
0,24718
0,22922
0,21109
0, 19267
0,17406

0,15515

L
=2

—A,

3

’

|

A . PR .
cL = sont fournis par les Tables suivantes :

KA

— 11,0003
1,1153
1,1270
11314
i, 1307
1,1318
51099
1,1268
1,1234

—I1,11092

”I
= m S,. S,.
feeee. —1,0976 +0,13513
2....0 1,1185 —o0,04714
3..... 1,183  0,27488
Goovoo 1,2447 0,52844
b SN 1,3078 0,80752
6..... 1,3696 1,01124
Tereon 1,4297 1,43854
8..... 1,4880 1,78814
[+ JR 1,5444 2,15892
10..... —1,b991 —2,54979
= 3
ne fe ]
Veewo —0,630g8F —1,11092
G 0,52764 1,0757
B P 0,45766 1,044
Joun 0,40419 1,026
3.0, 0,37337 t,0172
G.... 0,34623 1,017
T 0,32440 1,0071
8.... 0,30637 1,0036
Qoo 0,29109 1,0000

10.... —2,25797 —9,0077

Il ressort de I’ensemble de ces nombres que y est une fonction
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’ (4 o o (l 4 ’ 14 -
décroissante de z, dans le voisinage de z = o, (;&) étant négatif.
b “"

Cette dérivée prend d’ailleurs sa plus grande valeur absolue pour
) .

Y= -

Telle est donc Ja condition pour que 'intensité décroisse l2 plus
rapidement possible, dans le voisinage immédiat de = = o, c’est-
a-dire dans le voisinage immédiat du bhord géométrique de I'image,
quand on passe de I'intérieur a I'extérieur de ce bord.

D’autre part, d’aprés les formules (89), (b2), (81), le rapport de
Pintensité centrale I, de I'image & l'intensité I, au bord géomé-
trique a pour valeur approchée, n étant élevé,

I, VT

'“ . '):7!7\ —
-2 So‘-" /2
. 10

’ . H «
avee unc crreur relative de Uordre de grandeur de —. Cette expres-

?

. I . , .
sion permet de calculer - Elle conduit aux résultats suivants, cn
"
2

. n
fonction du rapport v =
n

lﬁ _l,," 1,

g 1y v Iy 4 1y
0,080, .. .. 206 TSP D L foeeeenn. 3,1
0,07 15 7 D T 5,5 D 2,0
0,03...... 12 0,3, .. ..., 4,6  eeeae 2,3
0,0 0...... 11 0,.’; ....... _/1,1 '| ......... ),.’;
0,00 0,7 0,2, c..... 3,8 Do 2,4
0.0b,..... 8.9 0,6....... 3,6 [ . 2,3
0,07...... %,3 0,7 ccnnn. 3.4 T 2,3
0,03...... “,9 0,8....... 3,3 8., 2,3
0,0G...... 7,5 0,9 en.. 3,2 T ]
10.,....... %42

Le second membre de la formule (go’) est une fonction continue
de z. Il s’ensuit que P'intensité lumineuse varie d’une fagon continue,
dans le voisinage du bord géométrique, et non brusquement.
L’image, au foyer d’une lunette, par suite de la diffraction, n’est
donc pas limitée par un bord nettement tranché. Cependant, comme
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la variation de I'intensité est extrémement rapide, quand on
traverse le bord géométrique, la chute considérable de lumiére,
de I'intérieur 4 I'extérieur de ce bord, donne a I'ohservateur I'im-
pression de l'existence d’un hord véritable, d’ailleurs mal défini
au point de vue physique et auquel il est naturel de donner Je nom
de bord optique.

On vient de voir que la courbe figurant les variations de y posséde,
au point correspondant au bord géométrique, une tangente inclinée

au maximum sur la partie négative de I’axe des abscisses, lorsque
n*

m
extérieur au bord géométrique, tous deux immédiatement voisins
et a distances fixes de ce bord, la chute de l'intensité relative est

! . s . . Jn ) 4
=3 Par suite, quand on passe d’un point intérieur 2 un point

. ’ 3 nt 1 .
aussi élevée que possible lorsque — = 7+ On peut donc dire que le
bord géométrique de ’image est défini le mieux possible, lorsque la
largeur de la fente satisfait a cette égalité.
En conséquence, nous nous proposons d’étudier a fond, dans ce

. . . nt 1
: > 3 1 ’ o< ] — == —-
qui va suivre, les variations de y, dans Vhypothése ou — = -

Nous nous bornerons a fournir ensuite de simples indications sur

les courbes figurant ces variations, quand % posséde d’autres
valeurs.

Les formules qui ont fourni les résultats, inscrits dans les Tableaux
ci-dessus, supposent essentiellement n suflisamment élevé. En consé-
quence, les nombres correspondant aux plus faibles valeurs de v
n’ont de sens précis que si la longueur de la fente est assez grande
pour qu’il en soit ainsi. A cet égard, a4 c6té de termes contenant

;;:—, en facteur, nous avons négligé, dans les formules (78), (79), (80),
(80"), (81), (88), (88'), des termes de 'ordre de ———— (quand

7

8n2yamm
on les considére en dehors du voisinage du centre de 'image). Ce

, )
rapport ne dépasse pas —: lorsque v > v,, v, ayant la valeur

-1
3

vyy=[(128x)2m] ~.

D’aprés la premiére formule (4), les valeurs de v,, correspondant
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a diverses valeurs de la longueur h-de la fente, a
A = o¥,5, sont les suivantes :

I 4,0

mn

2900 0 s er oottt e 0,04
1930 ot 0,04
15000, . 0uvana., e e 0,04
0,80..... PN ‘0,04
0,60..... e et 0,04
04 800eveveninennanns. e 0,0)
0,300, ..., P e 0,05
0,20 . o it e it 0,05
0.10... e, 0,06

VIII,

-

H
ETUDE DES VARIATIONS DE Y POuR a-_‘;

Dans ce qui va suivre, nous adopterons, comme valeur approchée
du demi~diamétre solaire, le nombre ¢ = 16 et admettrons que les
rayons, admis dans I’ceil de I’observateur, ont pour longucur d’onde

A=

D’aprés les formules (4), les valeurs correspondantes de m, n et
de la largeur de la fente, en fonction de sa longueur, sont données
dans le Tableau suivant, auquel on a joint le rapport ¢ parlequel
il faut multiplier la surface de la fente, pour avoir celle du cercle de
diamétre égal a Ja longueur de la fente.

. Largeur
Longucur « Surfuce
h de de
de la fente. m. n’. n. la fente, lafente.
m, . . o emt
2,30...... 308,08 36334,09 191,19 B,54  163,5
1,500 .. .. 43864,91  21932,46 148,50 5,06 73,9
1,00...... 29243,27  14621,64 120,92 4,13 4,3
0,80...... 23394,62  11697,31 108,15 3,50 20,6
0,60...... 17345,96 8772,98 03,66 3,20 10,2
o,40...... 11697,3s 5848,66 56,47 2,61 10,4
0,30...... 8772,98 4386,49 66,23 2,26 6,8
0,20...... 5848, 15 2924,33 534,08 1,85 3,s
0,10...... 2024,33 1469, 15 38,24 1,3 1,3

Sl

300,3
232,06
189,9
169,
147,41
120, 1
104,0
84,9
69,:'
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D’aprés les nombres inscrits dans le Tableau situé en téte du
n?
paragraphe V, on a, pourv = — =

[}

=0,732 go,

1 Jar co
V- \/..L = 0,698 13.
2 v

. , . . 1 .
Le premier membre de Péquation (89’), pour v = S se réduit

Vany
—8,

0,69813" . 1 f
"7)7)'/ En négligeant le terme en L, on

commet sur y, d’aprés le Tableau ci-dessus, une erreur relative
. ey . . 1 . . . . .
inférieure a 050’ °L par suite tout 2 fait insensible. Nous parti-

rons, en conséquence, dans ce qui va suivre, de la relation

donc a <0,73 290 —

. mrK
(94) 0,73290y = —=—=>

2\2mm

K s’obtenant, suivant les cas, en faisant v =i dans les formules
(78), 179) ou (80), (80) ou (88), (88").

Nous nous proposons d’appliquer cette formule, pour calculer
les valeurs de y correspondant a différentes valeurs de z, a 0,001
prés. 1l y a plusieurs cas a considérer.

1° La determination des valeurs de y, dans le voisinage du bord
géométrique, c’est-a-dire pour des valeurs modérées de x ne dépas-

. . 1
sant pas 15 en valeur absolue, s’obtient en faisant v = - dans les

relations (88), (88’) et (94). 1l convient, en vue de simplifier les
calculs numériques, de developper les deux premiéres par rapport

. x . crpr s
aux puissances du rapport = qui y figure de différentes maniéres,

. . . { oy v e g . .
et de se limiter au terme en —- La quantité négligée qui devient

de beaucoup la plus importante, quand z atteint 15 en valeur
absolue, se trouve dans le développement du second membre de

la formule (88') : c’est le terme en —, contenant EYZ* en facteur,

) §
me
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savoir :
VT Vg

512 m? (7972w 2s)

Cette expression est. minimum, pour z = 2,153..., entre =0 et
x=15. Sa plus grande valeur absolue correspond a x=15¢t a la
plus petite valeur de m inscrite dans le Tableau en téte du para-
graphe VIII, savoir: m= 2924, 33. Or on trouve qu’elle ne dépasse
pas 0,000038, quantité totalement négligeable, vu Pordre d’approxi-
mation dont on a besoin, et qui devient bien plus petite encorc,
quand on se sert d’une lunette d’ouverture supérieurc o™,10 &
laquelle correspond la valeur de m introduite dans le calcul ci-dessus.

Le développement des formules (88), (88') et (89’), eflectuées
comme on vient de le dire, conduisent aux expressions suivantes,

pour z <0 :

(99) - So‘“-‘).}’
__0,732903/
s=0

i p siny/— 2z oy 24 )
— = yr( 2+ —FZ=——— +cosy—22 |+ > T
lbm[v \2 NV N ) ; ’f\s‘-f—l)J

et, pour x> o,

(96) -- <So —+ %i)y

1y

=o0,73290y
G R o
Tez|' T T Lvaz ZS’F(~+-)
s=0
Ev2r _ E-v2r W‘f+l—»-
lbm I'\/"( 22z - )+ZT I(S—LI)J

S, et T, représentant les séries définies par les formules (86),
en y faisant v — —==-.
m
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Ces relations donnent naturellement y=1, pour x=o, C'est-
a-dire au bord géométrique, quand on néglige le terme en l—b'—m- (.{u'i
est alors absolument insensible., On verra du reste . que ces

1 .oy .
termes en —— sont négligeables pour toutes les valeurs de z qui

ne dépassent pas 15 en valeur absolue, ¢’est=a-dire entre les limiles
d’emploi des formules (95) et (96).

2° Audelade|x|= 15, on doait pratiquement renoncer a employer
les formules (g5) et (g6), en raison de la complication des calculs
numériques u’elles entraineraient. Il convient alors de partir des
formules (78) et (79), dont Papproximation est d’autant meilleure
que|z|est plus grand. Or elles fournissent déja, pour|z|= 15, comme
on le verra plus loin, exactement les mémes résultats que les for-
mules (95) et (96). Considérons d’abord le cas ot £ << — 15. Posant

4 N
4= —-,’7,'(’),-{-—-— 3
“ 21Imn

4,575 . 3,456%
(1,2’;0-- b7 )cos:l:»e— 1,465 - ’,,t sin x

v == r =
0,732 00 st

~

¢t négligeant, dans la formule (78), le terme — ——~——'—~5——5':—-/'—(/
am (2 4‘-2—";)

.. . . . e, . R 1 "
(qui introduit dans y un appoint inférieur & fooos’ Méme

lorsque m regoit la plus faible valeur inserite dans le Tableau du
paragraphe VIII, ¢ étant supéricur & 5, on obtient

: . . +1 ’
5 - R I L AN Ll A
(9> ‘)__9,,(;|84|[ Vz(l p : 2£; o d.,] .

AY

Cette formule se raccorde d’ailleurs exactement avee la formule (g5),
pour x=-—15. Tandis que, pour cette valeur, la formule (g5}
donne y = 3,3300, la formule (g5) fournit y = 3,3299. Les résultats
s’accordent & 0,0001 prés, tandis que 'approximation demandée
est de 0,001.

Les variations du terme trés petit » provoquent des sinuosités
de période 2%, dans la courbe représentative de y, qui vont rapide-

Journ, de Math. (8 série), tome III. — Année 1920. 28
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ment en s’amortissant quand z diminue & partir de — 15. L.e terme
principal qui dépend de la fonction

4

Ww:mioﬂﬂﬂ)+l/ ASLVL

q 2J_ (st

croit avec ¢. (Cest, par conséquent, une fonction décroissante
de 2 pour £ < - 15. On a, en effet, les inégalités

. 3 . 2 - 20S 3 .
F(q) = 7 2 lqﬁosq + - ,;zow> 7 "f‘;/'7>"’ pour ¢ > 3.

Or ¢ est déja supérieur a 5 pour x = - 15,
D’autre part,

"‘”(’/):7/'? ;I)T?;sin,lnr‘.)l“%-’/(;ow/‘ smr/~+-2f/| €084

+osing .

Or, en s’appuyant sur ce que I'équation ¢* --3¢* ---Gg412=0a
deuxracines réelles positives, ’une comprise entre et=; et la seconde

entre 3 et 4, on trouve que K désignant un enticr positif quelconque
supérieura 1, ona
Fr(aKm) <o, F”(an+§‘)>n, F'(2Km +-7) < o0.

L’équation T (g) = o0 a donc deux séries de racines positives
auxquelles correspondent des points d’inflaxion pour y. La courbe
représentant y posséde done, pour £ <o, une infinité de sinuosités
plus espacées que celles provenant du terme v, ¢ croissant beaucoup
moins rapidement que z. Ces sinuosités sont d’ailleurs de faible
amplitude et exigeraient, pour étre mises graphiquement en évi-
dence, 'emploi d’une échelle d’ordonnées fortement surélevées
par rapport a celle des abscisses. Mais leur existence exerce une
influence trés nette sur Pallure des valeurs numériques de y, résu-
mées dans un Tableau inséré plus loin.

La formule (65) donne Pexpression approchée suivante :

1fﬁsiﬁﬁw_£w'+im3m'l~6'm
2), T gt TR Tyt f/’( '/")' "

+

d’autant plus exacte que ¢ est plus grand. Elle conduit pour y a
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Ll Zeosy) - < L ﬁ),;,.,,' 4
7\ 7 ¢ s 7 7 -

d’autant meilleure que ¢ est plus elevé el qui peut étre employée
avec une sécurité parfaite, pour 2 < -—207.

(Cest ce qui résulte de la comparaison des valeurs de y obtenues
cu partant des formules (957) et (95"}, pour diverses valeurs de z

Ia formule

PR ]

(93") ¥y =2,518 0 I

Formules

o~

z. (95'). (%),
| L ¥ =3,3650 3,368~
— 8= . 3,3914 3,393g
—10T e e 342404 3,4250
AT e 3,465 3,4656
—14m 35,5074 3,5068
1 . 3,506 3,041
187 ... 3,5660 3,5638
0T e 3,580¢ 3, 3800

I’ exactitude des nombres fournis pour la formule approchée (95'),
pour z < - - 207w, dépasse certainement o,001, limite a laquelle
s’arréte approximation demandée.

Ces formules ont été utilisées, pour obtenir les valeurs de y
correspondant & des valeurs de =z, échelonnées entre -—15 et
— 100 7. Pour simplifier les opérations, 'ensemble des tevmes dé-
pendant de ¢ a ¢été calculé comme il suit. On a d’abord calculé

ces termes en prenant ¢ = \— 2., comme st m était infini, ¢’est-
a-dire comme si la longueur de fente était infinie. La véritable
e
’ B / - . .
valeur de ¢ pouvant s’écrire ¢ = \‘/ —--~2<x+ /'—”—‘), on a ensuite in-
terpolé entre les nombres obtenus, pour avoirles valeurs correspon-
- ”
. TN e Z° .
dant & ¢=\-—2X, ¢n faisant X =z+ " Or, en procedant

ainsi, on arrive a cc résultat intéressant que les corrections a appli-
quer aux nombres obtenus, en supposant la fente de longueur
infinie, ne dépassent pas 0,001 a 0,002, méme lorsque la fente a
une longucur descendant a o™, 10. Les corrections sont d’ailleurs
nulles, pour des fentes de longucurs dépassant o™,30. Il n’y a denc
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pratiquement pas lieu de tenir compte de ces corrcctions. 1l en ré-
sulte que la courbe figurant les variationsde y, pour— 1007 < v < o,
est pratiquement la méme pour toutes les longueurs de fentie supé-
rieures & o™;10. Nous avons déja dit, en effet, que cette circons-
tance se présente aussi lorsque z est compris entre o el 15, Elle
existe également, comme on va le voir, pour 2 > o. Mais il convient
d’ajouter qu'i] n’en serait plus tout a fait de méme, si l’approxi—
mation demandée pour y, au lieu d’ dttemdrc 0,001, étalt poussée
jusqu’a o0,0001.

Pour les valeurs positives d(, x supérieures a 15, 1l convient, pour

I
‘e (0 ) Y vy q ] q Y ~ 116 Y o= e
calculer y, de partir des relations (94) et (79) en y faisanl v= -
Pour la méme raison que tout a ’heure, en posant

— 9 e —
7= \/ i 2/”

cetie 1elation peut se ramener, cn négligeant un terme iuscnsible,
a la forme simple

(97) )’:2,.’,18,’;1%[|4-E—1;7| “+ .
7 /A

v ayant Ja méme signification que dans la formule (957}

La courbe représentant y posséde des sinuosités qui s’amorlissent
rapidement, a cause de la présence du terme v dans le second
membre. Leur période est égale 4 2w. Les sinuosités de la seconde
catégorie, dont il a été question tout a 'heure, n’existent plus dans
le cas actuel. o

La formule (g6') s’accorde exactement avec la formule (y6)
pour z = 15. Toutes deux fournissent, pour y, la valeur y =: 0,0664.
L’accord se manileste jusqu’a o,0001, tandis qu’il et suflit d’une
approximation atteignant 0,001.

La formule (90) peut éire remplacée par la suivaute :

. P
(gb”) y:Z,.,]IS',,'fI;(I~— (l,)+u,

T E~7 . o . . : ~
en négligeant le terme en —- inférieur 4 4 x 10° pour z > 15.
qS

Par ailleurs, on peut remplacer, dans Pexpression de y, ¢ par
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Q = y2z; on a, en effet,

—of, . QN
(/—'Q(\' " 8m
Pour 2 < 1007, §ln;t est inférieur a 3-':, méme pour la plus petite
e . . /
valeur 2924,33, de m inscrite dans le Tableau du paragraphe VIIL

l I ’ ’ . \) ’
7 ct 7 sont donc développables en séries trés convergentes et

B Poal o)l B

Celte expression montre que, dans le cas le plus défavorable
ou 'm = 2924,33, errcur commise sur y, en remplagant ¢ par Q,

Pon a

n’atteint pas - .
0000

q augmentant avec x el étant supérieur a 5, pour & =15, la for-
mule (96”) montre que y est une fonction decrmssante de z, au dela
de cette valeur, tout au moins quand on fait abstraction du terme
trés petit v qui s’amortit rapidement lorsque x augmente.

Les formules (95), (g5'), (95") et (96), (96'), (96”) ont été mises
cn nombre, en faisant usage tantdt de Jogarithmes, tantot d’une
machine a calculer, & onze colonnes, permettant d’obtenir des résul-
tats avec un grand nombre de chiffres exacts. Cest par le second
moyen qu'ont été trouvées les sommes des séries S, et T, avec
huit chiffres significatifs dont le dernier seul comporte une incer-
titude de 1 4 2 unités. Cette approximation était nécessaire afin de

sS=0 sS=o

pouvoir calculer la série 5 ——2 b*l oo et]a série T ——2 T gr(s o

pour toutes les valeurs de x“momdres que 15 en valeurs absolues.

II arrive, en effet, que quelques termes de ces derniéres séries,
assez grands pour certaines valeurs de z, se¢ détruisent presque
totalement. Ce sont seulement les derniéres décimales, ligurant
dans ces termes, qui apportent des appoints aux sommes 5 ¢t T.
En raison de la longueur et de la complication des calculs, toutes
les opérations ont été exécutées deux fois d’une fagon indépen-
dante. Leur exactitude a ainsi été controlée avec certitude.

Les Tableaux numériques suivants fournissent les principaux
résultats du calcul :
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p=®
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. . "t
Valeurs des fonctions S, pour ”

cos(p - S)—E - sin(p - ‘)z;

LRV

8§, =
¢ 2 (2p 1) (2p--285--3)(ap--25-~

p=i
s.

[} PO

1.

vear e

Liieanae

"
Yevoeoe
/
fiveoons

Tevevesr —0,005616 82073
Bovuveer 0,003 1412524
Oueveons +0,003373 4741
100000,y =0 00200 7671

|

Somme

!

- -

.

i

)
x

—10,....

—12,,

—~J¥).....
/

31 leee..

e LI

S.
e FURL T I
xR L ALY
0,047 173979
—~ 0,082 152 800
=001 193 g
0,001 158 27

—-0,006 043 025

— 000225083 1
0,008 548 200 R

iy IR D
=0 001 607 1813
—0.001 140 86 1
—0.008 205 264 6

~1
—0,000 749

“+ 0,000 875 372 88
-+0.000 437 132 8
. 0,000 g Roo o]

Lomm /o

[V

de

S,
—1,028 31
=23 g
- 1,350 48
— 1.5 3
— 1. 820 50
S0 7
— 2, 168 ¥
FOTINTY
EE N S R
—1, 80 %y
. 11897
2. 13067

Y het
S A

. A
oo 2L 490 00

4 -
ceee T8 7
W3 <6
1.07 {1

la série S ==

>

a=m

F=0

39..

.

’
(L P

NIy 4-')(».7"_

=0, 000

S,

1 go1 go

0,000 613 034 99

—0, 000
S0, 000
=0, 0068
“=0.000
== 0, 0060
— 0, 000
=0, OO0
0,000
—0,000

164 875 0]
10 730 38
90 963 83
11205523
R R AT
B350 254 61
287 (24 41
o0 B2 RS

250 g2 33

—u, 000 280 6573 86

0,000
—=0, 000
—0. 000
—0, 000
0,000
0, 000

—~OL, (00
=0, 00
-0, 000

* pour

920 418 61
247 619736
195 348 1
220 ol GR
1748304 18
190 B78 K
156 197 08
177 164 6
r 2785

nt I
m
S,

—~ 1 omB
—r. 8ag bo
—ao.660 67
-~0, 98 g
—0.97001
S=0.597 ob
—~0.06%) 17
—0,68) 51
~ 0. 7243
~o0, 78163
—0. 811495
—0,01) 71
—0.993 94
—1,083 65
—1.177 86
—1.270 8
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C e n?
Valeurs des fonctions Ty pour — —=
m

T
P *cos e 8) = - sin(p — 8) =
T c ([) ),2 (I ) ni\p-!
Pl E - ap-i-1) |- .
[1(p - )] (p+) ( F M
p=1
s, T, s, T,
Devvunes —T1,071 %07 N0 e —0,00077209) ¢
Teoovonn =3, 1346806 Ry Dhesivees +0,0008%0 199 6
Deennais 0,450 179 06 ’ WAy aeeens  H0,00950 5177
Yeerviis =0 090900 11 2 iiiens =—0,000 605 341 7
Aevvveer =-0,120 646959 2iieies —0,001 8740443
Veverrse 0,000 165 050 BVeeiieee +0,000 590 647 4
ooioi 0080015738 Weseie.. 0,001 587 6800
T —0,0035 3073 899 DT iiee. m—0,000 507 BoB 7
Bevevnos —o,000 604 866 98 ie.. —0,001 357 5133
Qeoovnnn  -+=0,003 860 g1 4 Werriors 0,000 451 17247

0 e =002 451607 ) Ouvvvees 0,001 175899 71

oo, —0,002 570 1 32 Mevvvers —0,000 386 797 19
. eaivs —0,008 900 00f { Fewieee. —0,000 008 13276
eveovns 0,000 062 RS R eeise 0,000 341 849 56
Hovvneee 00,005 916700 4 Mevriees =+0,000907 060 15
oo —0,001 581816 7 P eerenes  —0,000 304 285 78
1,000, —0,00% "{‘»96’,7 .. —0,000 805 970 1,
1700 s 0,001 247 7 8 3T eriiein =0,000 272574773
IR 0,000 141367 5 Beoero.o —+0,000720 883 15
19 veee =0,001 007 790 F e —0,000 245 563 84

Sl

Somme de la série T —~Z 1‘(s+l) z*

§=0

x. T, z. T,

O — 07 Oviveervneseds — 1,07
e T Lvrenrnnenene — fu71
TP SR 1 Dvesasesnnass — 8 84
L L T veeeiiiniens — 1319
— i 9,7 foveenneusinin — 19,067
— Jeiieeeee, HIIIR Vevvanniinen. — 26,96
— boeieiaiias AI1,04 Bovieenvsinss — 35,08
= Jerireaeiee, 12,040 Teviesnoeinees — 46,91
— Retiieaiins 11,74 Bevververnrerns — boj00
— Qeervenseen. 10,93 Drvevneeennres = 73,77
—E0iiiiiiiies 4+ 9,82 0.0 eiivenianes = Of,m
—Ileciennnens. —+ 8,46 IEovuioennesses —I116,70
—I1%...000000e. = 7,09 2, 0 ieaeeenins —142,81
—13.... 0000+ 5,68 1 S L VAT
—eiievienene + 4,27 Theeeivevareses —208,99

=1 iieiirenes = 2,97 Ieieverenensss —250,35
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Valeurs de la fonction Valeurs de la fonction

DR CLge DT 1 siny—ax
/’l—_—__.___|. . . fﬂz—*'*___"—T'
2. 3 2 2.0 E
( 2(.)-

. f" an /‘
Oveorvnvennss —0,160 67

* Overnneres, —0,10606067
Foveinnrnneee —018% 14 : /

—~ deiaeies, =000 78

Divorenoneess —0.207 %0 o
B T TR L ] Sl PPN I A
Hovvveeonoens —0247 %) —— e, =0
Veveveerinees —027087 — e =048
Oyeeienninnee 0,300 6 B LT I
chererieee —0, 30084 e Y =0l 10065

/

Bererenrnoee —0, 363 g0
Devvveoneens —0,300 08
I00seiesreeens —0,4309 %
Flevvieaneoiaa =—0,48217
12 cvieneenees —0,5879

— b, —0090 95
Pt DL P Y
— Ko e —0071 38

e Qeveiieene.e 0,067 2]

13 —0,579 31 —~10. 0 0iene.. —0.0060 8O
Theeeeoneneees =—0,034063 —~Tlveinennes —0,035 1%
£ iieineenss =060 16 — e, —0,030 0%

— 1. —0,047 1)
Valeurs de Pt

-1 1 eiiiiens —0041 R
p i f 1—cosy\/— a3
1

. o
- ds. — e, =007 T
Z . .

25 - GT s =097 1)

2
z. P L R —0,017 87

=T A0 4] —10T e, =001
= b Fol0g7 2T —0001297
— BT 40,200 98 — Tt —0,001 30
—10%. vvese... —+0,1807 BTt —0,010 51

— 2 iieeeee. 0,166 41
—UTeeinee. ~R0,175 83
e L T N E A ()
—18m . A0, 1999
0T es i eee. 0, T2 80,

—18T.. . —0,009 60

=0T i . —0,0080)

Valeurs du terme v figurant dans les formules (95'), (g5"), (ofi’), (g6").

x. Y. . .

1T eveinnnenees ==0,0004 =1 ai e 0,002,
6. ceiiiel. —0,0014 — 6% . ... 00010
1 eieeinenaess —0,00106 — R .. 0,0000
WL, . —0,000) — 10T, e 0,0001
OFeeeiniiens  +0,0007 IR 0,000,
[ B, AP 0,0004 —IA T et 0,000,
TOT. e eevenans 0,0003 —10T. . 0,000]
IR eieannnans 0,000 —I8% . 0,0001
14%. e 0.000] O T vy e esea 0,000(
16=%. .o 06,0001 i e KT 0,0001

187 ciiiiinns 0,0001 BT e 20,0000
20Tt erranins 0,0001
27 0. 0,0001
287 ..., ~0,0000
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, 1 . . .
Cocefficients dv — —~ dans les formules (gd) et (96).

16

L. z.
e R TR bl Ofiiiieannas (y, o
el TR 8,00 | I SPU 1,00
il B PUNPIRRN 9.%7 D $,0%
il PR 10,614 Bvviineaias 2,80
il B IS 11,79 Aveeiiiniannn 1,78
~10. i, 11,50 [EEEERETETEEY 0,87
= Qe 14,50 L = 0,01
— Riiiiieaeas 15,74 e — 0,98
TR EEE 11,90 B — .03
— G, 13,69 S N RN P L4
R DU 12,91 L —-— 1,71
R T 11,80 [ — 0,33
—~ i 9,80 12 i eeneannes -~ 8,21
— i 8,70 [ —10,%0
Bl I, 7,20 I T - 12,57

1 Ceraeees —17,19

D’aprés ce dernier Tableau et celui inscrit en téte du para-
! .
graphe VIII, les termes en —— des formules (95) ct (96) fournis-
sent, pour y, des appoints inférieurs 4 un demi-millitme, méme
dans le cas le plus défavorable correspondant & une fente de o™, 10
de longueur et a |x]| = 15. lls sont donc toujours négligeables.

: n- 1 Py r
Les formules (92) donnent, pour v = — = -, d’aprés le Tableau
des valeurs de la fonction S,,

( [y _
\ <6Tx>w:., = - 0,377 561,
(97) '

d*y
( <Zj7> T 0,060 936 7.

Ces formules montrent que y est une fonction décroissante de z,
dans le voisinage de = o, et que la concavité de la courbe est
alors tournée vers les y positives. Le rayon de courbure, pour z = o,
est d’ailleurs égal & 20,0417 unités graphiques. En raison de sa
grandeur, il y a lieu de penser que la courbe représentant y posséde
un point d’inflexion, correspondant a une abscisse de valeur peu

élevée. Or, en substituant les valeurs z = — 1 et £ = — 2, dans
la série (g91) fournissant €7 on trouve pour v = vt
dr? ? m 2
Pour 2 = —1,
' - dry .
0,732 9025 = 0,008 520 G

Journ, de Math. (3¢ série), tome II[. — Année 1920. 29
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Pour z = — 2,

0,73{29023‘—2; =-—0,0271G0 I.

La dérivée seconde % a donc une racine, comprise entre £ = -—1
et £ =—2, dont la valeur se trouve par interpolation. On arrive,
tous calculs faits, aux valeurs suivantes des coordonnées du point

d’inflexion et du coefficient angulaire de la tangente en ce point:

(08) = —1,0m70..., y =1.,4944. .., 4y _ -0,41566. ...
‘ : dx
2
2 =L Vateurs de 7
m a
z. . z. g z. ».

—100m..... 3,699 e VP I [ [T iieeiens 0,007
— gbm..... 3,699 e LT JOV b ) 18, veere.. 0,05
~ g2T... 3,698 — 0. e 3,097 bro....... 0,039
— 88x.,.. 3,696 — Qeeeeee.. 3,138 Rx.... 0,042
— 84w 3,602 — R.ioive.. 3,068 0%, .. 0,034
— Bom...... 3,688 — T 2,084 [EX TN coe 0,03
— 76w 3,682 — 6.l 2,873 W Revennnns 0,02%
— 7om. ... 3,676 — e 2,716 6=, ..., 0,09
— 68%m...... 3,671 — Aeerieeoe 2400 187 . ve. 0,0197,
— b64=m...... 3,667 — e 2,18y 2T e, 00176
— bom...... 3,665 — ... L8192 24T iee.. 0 0148
— 36m...... 3,664 — 1.227.... 1,494(1) 1% 00127
— 2®e..... 3,667 — leeiiee.. K00 JaT e, 0,000
— 48=%...... 3,659 Ouivinnas 1,000 (%) 670 00100
—~ fATe..... 3,650 Tavenes .. 0,659 AOT s vieees  0,0000
— fow. ... 3,6y Diereonse 0,410 ATeeennn. . 0,008,
— 6w, 3,600 Fereneass 0,257 Bra.... 0,00%6
— ..., 3.607 Aeveveese 0,182 T2 % PUR 00,0070
— o870, 3597 Bevevenan 0,155 T e 0,000
— 2T 3,090 Gouut oo 0,147 GOm0 0060
— 20T, ..., 3,581 Mrreenes 0,135 AT coivus 00,0057
— 8w, 3,566 8erevrvnr 0,120 O8T......0.. 0,004

Vo—abiwm.o. 3,50 | P 0.103 TATeveivnes  0.00%¢
- 4T, 3,507 100, 00vee. 0,090 76T s 0,0048
— IR 3,406 Alevonness 0,083 BOTevens 0,0040
— 10T, ..., 3,424 12.0e00e.. 0,080 BAT covens 0,0011
— 870 3,301 13.0eeven 0,677 88T ovveees 0,000
— 6m.... 3,363 Heveeeear 0,072 OITeserenss  0,0040
— 05,0000 3,330 Bl eeeaesas 0,066 O6m. . ouen 0,008
— 1feeeeses 3,313 | (T (W 41 1007 .0 0 .. 00087
— 1. 0000 3,300

(') Inflexion :

dzx

dy
: d—.’l?- 0,[”57.

(*) Bord géométrique :

=—0,3776.
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I convient, pour représenter graphiquement les variations de
Pintensité relative y, en partant des nombres inscrits dans les
Tableaux ci-dessus, de changer de variable indépendante en
posant

Z

(99) .

¢t de prendre & comme abscisse. L’avantage résultant de ce chan-
gement consiste en ce que l'unité d’abscisse posséde alors une
signification physique simple. Elle représente le pouvoir sépara-
teur de la lunette d’ohservation utilisée avee une ouverture circu-
laire de diamétre égal a la longueur de la fente. C'est ce qui résulte
des formules (57) et (4) qui donnent

v

, h, . . h ! .
E= 7(smo —8ing) = -,;\[((, ~-eyeose -~ (v —-e)sinfz 4., |
. ; g VT

cos & élant pratiquement égal a 1, on voit que % varie de 1 lorsque
la trés laible distance angulaire ¥ -— ¢ au bord géométrique varie
1. T s .
de 7 cest-a-dire d’une quantité égale au pouvoir séparateur d’une
lunette non diaphragmée dont I'objectif a pour diamétre la lon-
gueur h de la fente.
Les valeurs de % correspondant aux valeurs de z, considévées dans
les Tableaux numeériques ci-dessus, sont les suivantes :

Ovnininn, ceee 0,000 L N R
N 0,15 L D I 1.1
I b L [N 16,00, e 20
N P S £ 17 e e ienans 2700
R P P L Pt L T 2,80
Tevinnnns e 0,077 oo, 3000
[P 0.796 BT veininnn vee 000
L coe 0,90 0T s iieiennens 5.000
U, N 125, e e 6000
Roveornn e 1,275 L e iieieeneee 7,000
| P P I A 1 1w oo .e. e Bl000
YO, evrevenenees 1091 . [ T P 9,000
Tliseengosannans 1,700 B0 T et 10,000
B Lgto L,

LI P e 2,060 B0 e enenns ce 0,000
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. o, d ) , L.,
L’identité -dl/= 27 EZE permet de calculer la dérivée de y, par

rapport a 5, connaissant la dérivée de y, par rapport a4 z. Aux

d . . dy
valeurs (97) et (g8) de 673-; = —0,3776, pourz = o0, et —— = —0,4157,
d o -
pour x = -— 1,227, correspondent donc d): = --2,3723, pour
4 d” ) b -" s ’
$=70, et == —2,6117, pour § = —-0,195. La dérivéc seconde

{ a . ,
(-(d—,);/) a de méme pour valeur 0,060937 X 4 =? = 2,4056. On
\ U2 L=

en conclut que le rayon de courbure au point (=0, y=1) de la
courbe a pour valeur 7,09. La courbe en trait plein (fig. 25) repré~

Fig, 5.

T4
[.-... ~ IEYIp

e —..
~——
-

3 z 3 0 * ] 7 3}

sente les variations de Iintensité relative y, quand % varie entre — 3
et - 3, l'intensité au bord géométrique étant prise comme umnité.
Sur la méme figure, est tracée, en trait pointillé, une courbe repré-
sentant les variations d’intensité, au voisinage du bord geomé-
trique solaire, dans le cas d’une lunette d’ouverture circulaire de
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diamétre égal 4 Ja longucur de la fente. Cette courbe a ¢Lé tracée
en prenant comme point de départ Ja Table de Struve (1). Cette
Table ayant é1é dressée, en prenant Pintensité au bord géométrique

1 .
égale & =, tous les nombres doivent étre doublés quand on prend
2

‘celte intensité pour unité, comme nous Favons fait. Adoptant

comme argument la variable %, définie ci-dessus, au lieu de

h N , e G .
={3--¢) employé dans la Table de Struve, on a les valeurs sui-
vantes pour Pintensité relative, quand on prend comme unité -

Pintensité au bord géométrique:

-~
Iv

Intensité Intensite Tuteasité
i relative. z. relative, :. relative.
00000, ..., . 1,0000 IR N N R TP D U] L0, 00036
IR 1 ST T T D 1,000, 00ues. 0,120] 1970 eeees. 0006758
(T3 Y (I 7. { 11 (DD 1 I TR B | () VIS R N
Ol e, 06850 P T N K A0 e 00600
[EI I I o, 10 o0 e es 0100 2,005, 000000 0,058
OB ... L0 1275 eees 01056 g 60,0586
(I T, N A I [P T . 0LBO8 T N R P T T
(2 5T AR T I BT (1] [ 171 IR TP TY ) 280 e iee 0,058
LT 11T DA 19. 30008 [ T T T T 200000, 0. 0490
10 o T 0,250 LR L., 0. 0868 ol & I T I 1]
(DN 1) S .1 40 (R TT S RETINT, DT 2800, ..., 0,044%
a.Ton, ..., TN 1650, .. ... 00778 RI] 2 TR 0,040
o shi ..., 0. 10 151900, 0,07738 N TR T B
0.8, Lo 0l b 17850, o.070b PN N N D
o8yl 0. 130 18 .. 00678

Les valeurs de Pintensité, pour les valeurs négatives de %,

s’obtiennent en retranchant de 2 les nombres de la Table corres-
pondant aux valeurs absolues de 2.

Sur la figure 25, la méme unité graphique a été adoptée pour les
ordonnées et les abscisses. La figure 26 a été tracée en prenant,
pour les ordonnées, une unité graphique dix fois supérieure a celle
des abscisses et en considérant sculement les variations de I'inten-
sité relative, pour % positif, ¢’est-a-dire a 'extérieur du bord géo-
métrique. Cette figure met en évidence des sinuosités invisibles

(") Axong, Traité & Astronvnie stellaire, 1. 1, p. 35,
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sur la figure 25. La courbe en trait plein se rapporte a la fente
et la courbe en pointillé & une ouverture circulaire de dia-
métre égal a la longueur de la fente, comme dans le cas de la
figure 25.

La courbe de la figure 25, comme on Pa déja dit, est pratique-
ment indépendante de la longueur de la fente. Cettc longueur
n’intervient que dans la signification de Punité de Péchelle des

M ‘e ’ . s )
ahscisses qui représente le pouvoir séparateur Ve d’une lunette
[14]
d’ouverture circulaire d(' dlametrf' égal a la longueur de la fente.
D’ailleurs, la condition = = =~ assujettissant la largeur de Ja fente
ne 2

a ne pas dépasser quelques millimétres (voir le Tableau numérique
en téte du paragraphe VIIIj, on peut prendre pratiquement,
comme longueur de la fente, le diamétre méme de I'objectif de la
lunette. Lunité d’abscisse correspond alors & 1"/ pour une lunette
de oM 10 d’ouverture, & o’’,5 pour une lunette de oM,20, a 0”2
pour une lunette de oM 50, a o';1 pour une lunette de 1™, 00,
a4 o'',04 pour une ouverture de 2M 50, etc., dans le cas ou la
lrmgueur d’onde des radiations, admises dans Peeil, a pour
valeur A = o5,

La figure 25 met en pleine évidence le fant que Pintensité lumi-
neuse, dans le voisinage immédiat du bord géométrique qui
correspond & Pahscisse .5 = o, varie plus rapidement, lorsque
Paccés de la lumiére, dans la lunette d’observation, est limité par
la fente, qu’en employant I'instrument avee une ouverture circu-
laire de diamétre égal a la longueur de la fente. En passant de
I'abscisse % = -~ 1 a Pabscisse 2 = -+ .1, Pintensité est en effet

réduite dans le rappert —, dans le premier cas, tandis qu’elle
20y

pe e 1 . e
diminue dans le rapport — , dans le second. Le bord optique, obser-
Ly

vable dans la lunette, est donc plus nettement tranché, en dia-
phragmant Fobjectif par la fente, qu’en utilisant sa surface entiére.
Ce bord se préte en conséquence a des points plus précis, dans
le premier cas que dans le second.

Le bord optique n’étant pas susceptible de définition physique,
on peut se demander sur quel point de 'image I'observateur porte
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ses pointés micrométriques. La réponsc exacte a cette question
ne peut étre fournie que par Pexpérience et 'on peut concevoir,
dans c¢c but, des dispositifs aptes a fournir des données
répondant aux besoins des observations. Cependant, il est
admissible, a priori, que I'observateur doive avoir une tendance
a fixer son attention sur la région du hord optique oit le contraste
est maximum. Ce point, on va Pélabliv, est situé extéricurement
au bord géométrique, & une trés faible distance angulaire de ce
bord. Or le maximum est plus grand en faisant usage de la fente
qu’en utilisant la surface entiére da Vobjectif; de plus, quand on se
déplace normalement au bord géométrique, les varations du con-
traste, autour du maximum, sont plus élevées dans le premier cas
que dans le second. L’observateur, s’il est porté a pointer le point
de contraste maximum, fera donc les mesures les plus concordantes
dans la premiére hypothése. a supériorité de emploi de la fente
se manifeste ainsi une fois de plus. Nous nous proposons d’établir
ces propriétés, aprés avoir défini le contraste en un point.

Par suite des imperfections de I'ceil; les détails a la surface d’un
objet éclairé ne s’apergoivent que s’ils se présentent sous un angle
supérieur a4 une certaine limite &, probablement de l'ordre de
grandeur de 2’ a 3’ et variable suivant I'observateur. Tel détail,
invisible a Tceil nu, devient d’ailleurs observable, quand on le
grossit avec un instrument d’optique, de telle sorte que son dia-
métre angulaire 5, multiplié par le grossissement G, atteigne ou
dépasse 5. Une petite surface lumineuse qui se voit sous Pangle 5,
impressionne I’ceil, non par 'intensité de son éclairement en tel
ou tel point, mais par la quantité globale de lumiére qu’il en
recoit, 'observateur ne distinguant aucun détail a lintérieur de
la surface. Cette remarque permet de définir numériquement le
contraste lumineux en un point M d’une surface dont I'éclaire-
ment, supposé continu, n’est pas uniforme.

Considérons la courbe C joignant le point M aux points
voisins de la surface, de méme intensité que M. Prenons sur C
deux points A et B, encadrant le point M a la distance angu-

. 174 B . e,
laive i, et menons, en ces points, les normales A, A,, B, B, limitées
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aux courbes C, et C, paralléles & la courbe € ot tracées, dé part el
dautre de cette courbe, ala distance angulaive 5. Sojent Q) la quan-
LiLé de lumicre, recue par Uil émanant du petit rectangle BB AL A,
et (), la quantité analogne relative an rectangle B B, A, A. Sup-

Fig. 7.

c, C C.
A, —tA A;
o N M 4

B, B B,

posant, pour fixer les idées, Q, > Q,, nous appellerons contraste

, 0,
lumineux en M e rapport ¢ = i

Cette définition suppose que [eeil distingue séparément I'une
el Pautre petite surface. Or est bien ce qui se produit, puisque
leur ensemble, dans la direction de la variation de intensité, est
vu sous Pangle 2 7, tandis que la limite de séparation est 7. D’aprés
cette définition, le contraste, supérieur a 1, est d’autant plus grand
que P'une des surfaces est plus lumineuse par rapport a Pautre.
Le rapport ¢ prend d’ailleurs la valeur 1, lorsque I'éclairement
de la surface, autour du point considéré M, est uniforme.

I<n raison de la petitesse de 5, on peut regarder les deux petits
recltangles A BB, A,, ABB, A, comme rectilignes pour calculer
Pexpression analytique du rapport %

Soient N un point du premier rc(;tanglc, placé a la distance z
de AB, et I, intensité lumineuse en ce point, intensité qui est la
méme tout le long d’une paralléle a AB, puisque AB est une courbe
d’égale intensité et que les courbes voisines, de méme nature,
peuvent étre regardées comme paralléles a la premiére, dans la teés
petite surface du rectangle (). Une bande de la surface du rec-

(*} Sil'on for.nait quelque objeztion sur ce point, elle ne pourrait porier sur
Papplication qui sera faite plus loin au bord de Vastre. Les courbes d’égale
intensité sont, dans ce cas, rigoureusement paralléles, puisque normales a4 'axe
de syméirie de I'image le long duquel porte "observation,

Journ. de Math. (8¢ série), tome II. — Année 1920. 30
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tangle, paralléle a AB, et d’épaisseur dz, envoie a I'observateur
une quantité de Jumiére proportionnelle 4 sa surface et a Pinten-
sité T, en N, savoir

dQy = Wsl, ds.

H désignant une constante.
La quantité de lumiére percue par I'observateur, émanant (u
rectangle tout entier, est donc

o7
0,= |I7/ 1, ds.
0

On a de méme
(]

Py

v

f I1//;
9—9—1* 0

T 0
T /. l.d:
[ q

Si, au lieu de regarder un ohjet directement a I'ceil, on P'exa-
mine avec un instrument d’optique possédant un grossissement G,

L3

le plus petit détail visible posséde un diamétre 5, = =- C'est donc 5
G !

d’ o

(500)

qui joue alors le role de 5, dans les formules qui précédent.
Partant de la formule (100), on a calculé le contraste ¢, dans le
voisinage du bord géométrique de Fimage, en supposant [ceil

’ . 7 . ’ . .
armé d’un grossissement G tel que Pangle 7, = f; soit égal a divers

multiples fractionnaires (0,5; 1,0; 1,5; 2,0) du pouvoir sépara-
teur de la lunette employée a pleine ouverture. Ce calcul a été fait :
10 dans le -cas ou Ja lunette est employée a pleine ouverture;
20 dans le cas ol elle est diaphragmée par une fente de longueur
égale au diamétre de Pobjectif et de largeur définie par la rela-

£

. ns I .
tion —=~- Les nombres obtenus, dans ce dernier cas, se rap-
portent aux points de I'smage placés le long de Yaxe de symétrie
paralléle au grand c6té de la fente.
Les intégrales figurant dans Iexpression (100) du rapport g sont
égales, dans 'un et J'autre cas mentionnés ci-dessus, aux aires des
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courbes tracées figure 25 ¢t comprises entre 'ordonnée. corres-
pondant a ’ahscisse du point ol 'on cherche a obtenir le rapport ¢,
et les ordonnées situées de part et d’autre a la distance 3,.

La premiére colonne des Tableaux ci-dessous contient les ab-
scisses (le pouvoir séparateur de la lunette est pris comme unité
d’abscisse), comptées a partiv du bord géométrique, des points ol
le rapport ¢ a été calculé.

Ouverture circulaire. Valeurs de 7.

Abscisse. 7=0.5 3=1.0 7=1,5, =5=10. Kemardques,

—0o.0, . oyR 3.5 1,76 6,07

0.0 2.0y .00 5,6 7.6 Bord géométrique
—0.1 ..., 2.5 1.70 6. 61 K. 2

(L 1 R 3.4 . 6% 9.8

0.5 ..., b 10 6.08) R.7% .19

U0 TR LT 6,01 9.7 1,4

[T T B0 6h. 87 1045 15,50

0.6, PP P 6,81 10,89 14.24

0.7 . 2.8 6.1 10.81 14,07

(1108 . T 21 183 10,44 15.604

(LY I 2,04 e .80 1.4
Eat LI 1.7 A q9.16 11.09

: i
Fente ( -z~ Valeurs de -.
mn 2
Ahseisse. 5 =h. s= 0. s== 1. 5, 220, Bemargues.

—0. ... .o 5.04 .58 9,67

0.0, .. a7 501 8.6 11,39 Bord géométrique
L P A 1 (.76 10,07 1318

0.2, 3.64 .17 11,24 14806

(17 IR G306 7 .86 10,2 1,23 .

[F 0 A 3.5 7. 81 12,70 1700

0.9 ..., PR 1t ot 12,034 17204

o ..., .64 6,66 PRI 173

0.7 ... LoD 1.8 [ 1 bt 1,495

(108 I L 1.9 10,14 1.5

Oy ... 1.9 110 9. 114 1.0
+1.0...... .51 .47 LAY 17,80

I’examen de ces Tableaux met en évidence le fait que le con-
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traste passe par un maximum, dans le voisinage du bord géomd-
trique, quand on se déplace normalement a ce bord, quelle que soit
la valeur de 5,, Cest-a-dire quel que soit le grossissement avec
lequel on observe les images dans le plan focal. Le contraste maxi-
mum correspondant a 'ouverture circulaire, pour une valeur de 7,
est d’ailleurs inféricur au contraste maximum relatif 4 la fente,
pour la méme valeur de ¢,. De plus, les variations du contraste,
de part ¢t d’autre du maximum, sont plus rapides dans la seconde
hypothése que dans la premiére. Le fait saute immédiatement aux
yeux, en considérant les courbes construites, dans 'un el autre
'as, en prenant 5 comme abscisse et portant les valeurs du con-
traste en ordonnées. Ces propriétés sont bien celles dont il a déja
été question plus haut.

Les théories et les calculs développés, dans le présent Mémoire,
supposent I'éclat intrinséque de P'astre uniforme en chaque point
de sa surface. On ne peut, en conséquence, les appliquer en
toule rigueur au Soleil dont Péclat décroit nettement du centre
au bord. Les moyens analytiques employés se prétent dalleurs,
moyennant certains développements, a Vétude de Ja diffrac-
tion des images de cet astre par une fenie, en lenanl comple
des variations d’éclat du disque, du centre au hord, Laissant cetie
question de ¢6té pour le moment (), je me bornerai & montrer e
que les ordonnées des courbes d’intensité, correspondant aux points
intéricurs au disque solaire, s'obtiennent approximativement en
multipliant les ordonnées, calculées dans Fhypothése dun éelat
intrinséque uniforme, par les valeurs variables de cet éclat le long
du rayon solaire, rapporté a celui de Ja périphérie, ¢n chacun des
points auxquels correspondent ces ordonnées. Cest ce qui résulte
de considérations physiques, fondées sur les effets connus de Ja
diffraction d’une onde plane limitée par une ouverture circulaire,
de diamétre h, ou par une fente rectangulaire, de largeur a et de
longueur h.

Dans la premiére hypothése, les ondes diffractées fournissent,

(") Ce iravail, déja commencé, demandera Leaucoup de temps, en raison des
développements et des calculs numiériques trés labarieux qu’il comporte,
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au foyer d’'un objectif de diamétre h, une image de largeur angu-

. )‘ ’ . 14
Jaive 7> dans laquelle se trouve concentrée la presque totalité de
Pénergic lumineuse incidente, entourée d’anneaux beaucoup plus

faibles, d’intensités rapidement décroissantes et espacées angulai-

rement de /i, Il §"ensuit que si Fon regarde I'image solaire, au foyer
Fun objectif, comme la résultante des images de ses différents
points, Vintensité en un point M de I'image, en négligeant une
faible errcur relative, provient de I'énergie lumineuse émise par
le point P de la surface de Pastre dont M est Pimage géométrique,
augmentée dappoints originaires d’une petite région de Pastre,
avoisinant le point P et comprise dans un cercle de rayon angu-
laire montant a un multiple de % par quelques unités seulement.
Cette région est d'autant moindre que objectif est de plus
grande Jargeur, ¢t son éclat intrinséque moyen différe néces-
sairement trés peu de Féclat intrinséque en P. L’intensité en M
est donce sensiblement la méme que si tout le disque avait
pour éclat intrinséque celui qui existe en P. [erreur relative
commise est d’autant moindre que le rayon dz I'objectif est plus
grand.

Lovsque Fobjectif est diaphragmé par la fente, un raisonnement
analogue est applicable pour les points de 'image disposés le long
de Paxe de symétrie paralléle au sens de la longueur de la tente.
Il'y a cependant une différence. Une onde plane, limitée par une
fente de longueur h et de largeur o, tournit au foyer d’une lunette
une image dans laquelle la lumiére diffractée est concentrée
presque en totalité, non plus en un point, mais dans une bande cen-

2
trale, de largeur angulaire 7 et de longueur angulaire -» enlourée

d’anncaux ovales d’intensités décroissantes devenant rapidement

msensibles. Les espaces obscurs séparant lcs anneaux successifs
7 "

sont dailleurs aux distances angulaires 7 2/—; 345+ du centre

duns I«, sens de la longueur de la fente, ¢t aux distances angu-

I
Jaires £ = 2—, 321 -+ dans le sens perpendiculaire. Dans le cas qui
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7. ., - ep . . ]

hous occupe, 7 est fe pouvoir séparateur d’un objectif de diamétre b
’ . '/‘ A v 4

égal a la longueur de la fente; = esL une quanUté supérieuve,

puisque a est petit par rapport a h. Si maintenant on considére
Pimage solaire, au foyer de la lunctte diaphragmée par la fente,
comme la résultante des images des divers points de Pastre, on
voit que Pintensité, en chaque point M, sur Paxe de symétrie de
Pimage de Pastre, dirigé dans Je sens de la longueur de la fente,
provient uniquement, d’aprés ce qui précéde, d’une petite région
de la surface de Pastre, avoisinant le point P de cette surface dont M
est 'image géométrique, st Pon consent & commettre une faible
erreur relative. Cette végion, par rapport a celle qui a €Lé consi-
dérée tout a Pheure, pour la surface enticre de objectif, est allongée,
a cause de a < h, perpendiculairement a Paxe de symétrie de
Pimage solaire paralltle au grand coté de la fente sur lequel est
placé le point M. Or Péclat intrinséque de Pastre, fonction scube-
ment de Ja distance au centre, varie a peine dans ce sens, du
moment ou Pon ne s’éloigne pas par trop de 'axe considéré, ¢ est-
a-dire a condition de ne pas considérer des fentes par trop étroites.
Cette condition se trouve remplie en faisant usage d’une lunctte
de grande ouverture, armée d’une fente dont la largeur satisfait

a la relation %—t == ; il en résulte, comme tout & Pheure, que Pmten-
sité en M est sensiblement la méme que si tout le disque avait pour
éclat intrinséque celul qui existe en P, a condition que la lunette
soit d’ouverture suflisante. L’erreur relative commise est d’autant
moindre que cette ouverture est plus considérable.

Ce raisonnement ne donne pas d’indication sur ce qui sc¢ passe
a I'extérieur du bord géométrique. On peut dire sous ce rapport
qgue, prés de ce bord, la lumiére diffractée provient nécessaire-
ment, en majeure partie, des points du disque répartis sur son
contour apparent. L’intensité est done, dans ce cas, sensiblement
Lo méme que si le disque entier avail Péclal intrinséque de la
périphérie de Pastre.

Les ordonnées des courbes d’mtensité relative se trouvent en
divisant Pintensité absolue, en chacun des points de 'image, par
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Pintensité absolue au bord aéométrique. On les obtient, d’aprés ce
qui préceéde, avee de faibles erveurs relatives, en multipliant les
ovdonnées des courbes tracées (fig. 25) par le rapport de Péclat
intrinstque, en ces points, 4 celuil de la périphérie de Pastre, rap-
port qui est le méme, que Pobjectil soit découvert ou armé de la
fente. Cette régle conduit, en conséquence, comme dans 'hypo-
these de Phomogénéité d’éelat, de Pastre, a fa conelusion que
le bord optique doit étre micux tranché en masquant Pobjectif de
la lunette par la fente qu’en 'employant avec sa surface entiére.

Toutefois, le raisonnement suppose essentiellement Iobjectif
suflisamment grand. Des précisions a cet égard ne pourront étre
données, qu’aprés extension de la théorie développée, dans le pré-
sent. Mémoire, au cas oi Péclat intrinséque de Pastre n’est plus
considéré comme uniforme.

Dans ’hypothése de 'homogénéité d’éclat du disque, ona trouvé

, i . .,
le nombre 3,8 comme valeur du rapport * de Vintensité au centre
’ I

.

a celle du bord géométrique, lorsque la largeur de la fente est liée
. . n* !
a sa longueur par la refation — =~ D’autre part, dans le cas du

Soleil, I'éclat intrinséque central est voisin de cing fois celui de la
périphérie de Pastre, pour la lumiére de longueur d’onde A = o#,5,
supposée admise dans Peeil de Pobservateur. Il en résulte, en vertu
de ce qui préciede, que Péclal de Pimage solaire, fournie au foyer
dune lunctte armée de la fente, est environ 19 fois plus grand
au centre qu’au bord géométrique, a sa rencontre avec I'axe de
symétrie parallele au sens de [a longueur de la fente.

IX.
n

1
COURBES 'INTENSITE POUR — 2 —-
m 2

k4

Les calculs numériques considérables qu’il a fallu exécuter, pour

w

. ., . , n I
tracer la courbe d’intensité relative correspondant a — =z en
prenant, comme unité, 'intensité au bord géométrique de I'image,
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seraient a4 recommencer, sous de nouveaux frais, si Pon vou-
lait construire exactement Jes courbes de méme nature se rap-

) n* T, ,
portant & d’autres valeurs de v = - Les caleuls des sévies S, et 1,
. N . nt 1 ,
seraient méme encore plus Jaborieux, pour —> Ces courbes pré-
2
sentant un intérét secondaire, puisque I'intensité varie aloré moins
- . ; . nt i
rapidement, «que dans Phypothése correspondant & — =—, au
m %
voisinage du bord géométrique, nous nous bornerons 4 de simples
indications a leur sujet.
l.e Tableau suivant fournit les valeurs de y, caleulées pour
. n*
diverses valeurs du rapport v =~ ¢t pour z = = 15, par les for-
mules (80), (8o”), (81) et (8g). Les deux premicres colonnes four-
. R |
nissent les valeurs Y, obtenues en négligeant les termes en ~ dans
H

les formules; y s’obtient e¢n ajoutant 4 Y une correction AY = —~
ot B représente
Ve x| eosy Gux
e LA b A -
= VI 2L AT ccosy - ux )
veu 8 v hur
) ‘,’
_ ' Y 4
' pral
. ATV
5(, R S»
pour z < o, et .
) YEXs
B Ve [ 1 kv . Y o+ \/ Y
= - _— 94 g m——— °, ey —_—
Ve 16 Vivir 8 S, -/_)‘i_l
1

pour x > o.

Les deux derniéres colonnes du Tableau donnent les valeurs
du coefficient B, en fonction de v.

m étant inférieur, en chiffres ronds, a 3000 (voir le Tableau en
téte du paragraphe VIII), les valeurs de Ay sont pratiquement
négligeables, pour £ = — 15, puisqu’elles ne modifient pas le der-
nier chiffre a droite de Y; y va donc alors en décroissant, lorsque v



CAS DE DIFFRACTION DES IMAGES DES ASTRES CIRCULAIRES. 24!

augmente. Les corrections Ay, pour z = -+ 15, peuvent affecter,
par contre, le dernier chiffre de Y, lorsque v est petit. Néanmoins,
les valeurs de y conclues vont encore en décroissant, quand v aug-
mente.

Correction 3Y = — B.
m
\ \ B B

nt . pour Ii()lll' pnur poul'

’ ;I—I z —=— 1) x = --1D. =13, € = 15.
G0, .. ..., 1.9% 0. 128 S=3.81 —.1
T A I o123 0,54 —t. 4]
(TS B D 01850 < - -0,03 —i 1
00f e, 187 0,111 —1,23 —0,498
0.0 .0l 1,83 0. 1081 —1.31 —0,86
ool ooeee (.79 0, 1048 —1.,77 —0,78
0.0% . iiieen. 1,50 0. 1019 —1.77 —0,71
IR, B P 0. 0094 —1,77 —0, 66
(LRI W T 0. 007 —1.79 —0,073
[0 S 1.0 00851 — .67 —0.60
O . . 1.1 0 081 —0.57% —o. 13
[ 2 .OURS 0.0747 ~=0.7 —0.36
O fee.. P 1 o obyg : 0,87 —-0,5
L 3.93 0. 0664 e I —0.30
TN I M B 0. 0f3R 105 028
O e 300 o,0617 +0.90 —0,20
O8 ... 28R 0,0600 +0,71 —0,2)
0.9 ... . Ko 00,0386 40,5 —=0,2)
boviinaanaes 2708 0,075 “+0.31 —0.q
LI 2,110 0,057 40,20 —0,1
G RPN | 0,097 -0, —0,20
Teeevens ceee D 0,0487 R UNER ] —0. 14
I I 00,0180 -0, 11 —a0, 8
6.l 214 0,0175 ~-0,14 —0,18
AP 2. 87 0.0470 0,1 —0,18
L I N T 0.0167 “+0,) —0.17
Govvvnvnnns Co g 0,016 “+0,17 —0, 17
JO e, 23 00467 ~+0, 15 —0.17

L¢ fait que, pour x=:= 15 ou, d’aprés la formule (9g), pour
D 13 v : 4
Z = + le réseau de courbes obtenu en faisant croitre v, se

(3

rapproche constamment de l'axe des abscisses, ce fait, dis-je,
permet de situer la courbe, correspondant a une valeur donnée de v,

v

par rapport & celle de la figure 25, construite pour v =2. On y
2
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parvient, en tenani compte de la propriété de la tangente au point
(% = o, y ="1), correspondant au bord géométrique, d’étre de
moins en moins inclinée sur la direction négative de 'axe des

. . 3 I
abscisses, & mesure que v s’éloigne davantage de -, dans un sens
3
ou dans Pautre.

<o I . ,

Si v < o> la courbe est disposée au-dessus de la courbe de la
, 1 . , .
figure 25, pour £ = - - et £ croissant, elle rencontre nécessaire-

- I
ment cette derniére, vu la disposition de la tangente, avant que %
drenne la valeur zéro, pour laquelle y = 1. La courbe repasse
ensuite au-dessus de celle de la f{igure 25, lorsque % dépasse la
valeur zéro, et doit conserver cette siluation au moins jusqu’a

: 1)
’abscisse +;._;.

oo L T . ’ . .
819 >~ la courbe est située au-dessous de celle de la figure 25
2

T

| M . . . .
pour % = St £ croissant, elle doit conserver cette situation
tant qu’elle n’a pas franchi le point (£ = o, y = 1), correspondant
au bord géométrique, vu la disposition de la tangente en ce point.
Elle passe ensuite au-dessus, lorsque % croit par des valeurs posi-

p ) - p

tives, pour rencontrer bientdt la courbe de la figure 25, et repasser
au-dessous, avant d’atteindre le point correspondant & Pahscisse

-

IR
hd 27

Toutes les courbes du réseau, pour le point correspondant au
centre du Soleil, sont d’ailleurs disposées comme pour 'ahscisse

NN

1 . ’ r
= ~——2—f_—. ("est ce qui résulte de 'examen du Tableau du para-
graphe VII donnant les valeurs de I’intensité relative, au centre,
I . A .
y =+ On peut voir, en se fondant sur le méme Tableau et en
! R
partant des formules (79), (81) et (89), que les courbes sont ¢éga-
. , . 15 . PP
Jement disposées comme pour P'abscisse E:?F au point éloigné
d’abscisse positive qui correspond & x = 2 m.
. (et s oo s . Lnt o,
Ces résultats ont été établisici dans hypothése ol — ne dépasse
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. . - . nt v .
pas 10. On pourrait les étendre jusqu'a la valeur — = 15; mais,
au deld, les calculs deviendraient beaucoup trop laborieux, pour
pouvoir &tre poussés notablement plus loin. La question de la
diffraction des images des astres circulaires, par une fente, doit
’ 2

alors étre abordée d’une tout autre maniére. Ce sujet pourra faire
Pobjet d’un Mémoire ultérieur.



