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JOURNAL

JBHEMATIQUES

o /

' P&RES ET APPLIQUEES.

Sur les constituants transitifs de certains groupes linéaires
& tnwariant bilinéaire dans un champ de Galots ;

Par J.-A. o= SEGUIER.

Le présent travail peut étre considéré comme une suite de mon
Mémoire Sur les groupes & invariant bilinéaire ou quadratique dans
un champ de Galois (*), dont je conserverai la terminologie et les.
notations (2).

Ces deux Mémoires forment le développement de trois \Iotc"

(1) Journ, Math., 1916. Je renverrai & cc Mémoirz par lc chiflre L

(*) Jc rappelle seulement que je désignc par € un champ galoisien d’ordre
7 = p%, (p premicr), par &'= & (u) le champ d’ordre =? défini par I’adjonction de
la racine v d’une équation quadratique irréductible dans &, par ¢ et ' des élé-
ments primitifs de € et €', par N un non carré quelconque de €, par « = (a;;)
une matrice invertible d'ordre n de & ou &' qui sera assimiléc a la forme

Siaigriyr (L, k=1, ..., n), par & la matrice d’ordre 21 conjuguée de z relativement
4 &, v, v™=uy, par [12] l]a similitude de multiplicateur ., et que je pose I' =[]},

I=:[s];, J= "], d=[—1], D= ,d!{, et désigne par. Jo le diviseur de J
formé de ses substitutions de déterminant 1. . .

Journ. de Math. (7° séric), tome V. — Fase. I, 191g. 1



2 J.-A. DE SEGUIER.

présentées a I’Académie des Sciences en 1913 et 1915 ('). Jexpose
ici les résultats indiqués dans les deux derniéres. Il s’agit de
I’étude des constituants transitifs des groupes, hermitiens, gauches
et quadratiques dans un champ galoisien quelconque et des groupes
des formes bilinéaires symétriques dans un champ galoisien
d’ordre 2*: On dédpit de la les équations de ces divers groupes.

En cherchant a représenter transitivement quelques-uns des
groupes considérés ici, M. Dickson a précisément obtenu des
groupes semblables a leurs constituants transitifs (*).

1. — Groupe hermitien,

1. Soit A un élément de 2. Désignons par e, I'équation a =
¥ttty = A, st @ = a, ou Péquation a =wh (0 =1u—0u),sia =—a,
et posons x;=ua; +vzx;, T, et x; étant réels. L’ensemble des
points de coordonnées z°, x; qui vérifient e, forme une qua-
drique de 2. Mais il sera plus simple de considérer cette qua-
drique comme formée des points (z,, ..., z,) ==z, ...2,. Désignons
cette quadrique par ¢, = ¢, = ¢, en convenant que le point o.. .0
sera exclu de g,, et soit s), = s, le nombre.des points de ¢,.

Sin=1,s,=0,s5 =%-1(k=0), et A, qui conserve chaque g,
a =— 1 systémes d’intransitivité de degré = 4 1. Alors A est un
gt eyclique semi régulier, et A*=1.

T Soit n>1. Chaque s, étant > o0, A a au moins = systémes
d’intransitivité. On peut évidemment, lorsqu’il ne s’agit que des
degrés des sysltémes d’intransitivité, fairc abstraction de la forme
choisic pour a. Soit « = h (I, 2). A transforme lc point 10...0 de g,
en un point quelconque de g, (1, 4), &’ ot le systéme d’vntransitivité g,
de degré s, =|[z"— (—1)"|| =t —(—1)1| (I, 2, 4). Soit a=¢
(I, 2). A transforme le point +“0...0 en tous les points («,, ¢/,
«,,t?, ...), le point «, a,, ... parcourant ¢ =1, c’est-a-dire en

(") Comptes rendus, t. 157, 1¢T septembre 1913, p. 430; t. 161, 8 novembre 1913,
p. 553; t. 161, 29 novembre 1915, p. 670.
() M. A, ¢ 63; A, J., .23,



CONSTITUANTS TRANSITIFS DE CERTAINS -GROUPES LINEAIRES. 3

tous les points de gy =, d'oti les ®— 1 systémes d'intransitivité
¢, (A~ 0) de degré s,,==*1— (—1)'="1 (], 2).1

Ainsi pour = = n = 2, A est un g} ayant deux systémes d’intran-
sitivité des degrés s,, = 3.3 et s,, = 3.2. On a ici, en écrivant a, b, c,
d, e,f, g,h L, k1, m, n, 0 0, paulieu de 01, 0u, 0V, 10, 1T, IV, 1,10,V I
vy, uu uo ux uu uy respectivement (v2=u +1),

myy=|vax,, vy, | =abec. dhm. chp. fln, gio,
n=ad.bh.cm.e.k.p.fi.gn.lo, upy—=ae. bk.cp.d. h.m /'o gl,in,
Ty = ade . bhlk.cmp. fnl.gio;

gs est formé des points a, b, ¢, d, e, k, k, m, p, et q,, des points f, g,
i, 1l no

A(3,2) est un g, ayant deux systémes des degrés 8,, = 3.9
et s,,=3.12 (cf. I, 14). A(4, 2) est un g%, ayant deux systémes
.des degrés s,,=3.45 et s,,=3.40. A(3, 3) est un g}, ayant un
systéme de degré s,, = 8.28 et deux de degré s,, = 4.63.

Soit A™(n, =) le constituant de A de champ ¢,. J déplagant
tous les symboles, chaque A™ admet, comme systéme d’imprimi-
tivité, les systémes d’intransitivité (de degré w--1) de J dans ¢;.

La similitude [+'] permute circulairement les =-—1 ¢, ou Ao
et fixe ¢,. Donc : 1° les A™ ot A% 0 sont semblables; 2° A’ a
deux constituants transitifs, Pun A'®(n, =) de degré (=—1)s,
ayant pour champ Uensemble des ¢, ot ‘A=~ o, Uautre A’ (n, =).
de champ ¢,. Pour la méme raison que tout d Uheure chacun d’eux
est imprimatif.

St n23, A" a les mémes systémes d'intransitivité que A. Soit
en effet a=h. Comme la substitution s =m,, ou m,, (I, 2) fixe
le point £=(hv, 1,0, ...,0) de g;, A" et A =1{5!A° remplacent §
par les mémes points de g,.

Soit n=12, et d’abord A5t 0. A" remplace & par tous les points
z, =a,, + A, y, =B, + B, v pour lesquels «,, B,,—B,, &, =1,
&, o, By, B, étant réels (I, 8). Or cette conditiorn équivau! a

x,y,—y, &, = Ao. Donc A® remplace % par tous les points de g

(Ao

(1) D’ailleurs la condition oy}, —Bys %}, =1 détermine 7 (=2—1) points 2,7,
(S.,74), c’est-a-dire tous les points de g,.
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Soit n=12 et A =o0. A’ substitue & (', o) (=0, ..., ®) les
—1 points («,,t", B,,+"*) («,, et B,, parcourant ¢ sans s’annuler
a la fois) : on obtient ainsi les (z®*—1) (= +1)=3s,, points de ¢,.
Donc les points de q, se répartissent dans A° en x4 1 systémes d’in~
transitivité donnant liew & =1 constituants transitifs paralléles
semblables a U(2, n).

Ainsi, en désignant par A% (n, =) le constituant de A° dans ¢,
on a vu que A (2, 2) est fromé de trois g; paralléles isomorphes
a3 A’(2,2) et que A" (2, 2) est un g} régulier également isomorphe
aA'(2,2). |

A'™ et A sont respectivement isomorphes ¢ A’ et ¢ A. 1l suffit de
considérer A’. Or supposons que Je p. g. ¢. d. D* de A", A’ soit >1.
D™ est premier a 1’ (I’ est semi-régulier) ¢t normal dans A’. D’ail-
leurs le p. g. ¢. d. A" de D*, A est >1, sans quoi AD™ serait
produit direct, et D* serait < I’ (I, 43). Donc, en exceptant le
cas ou = =2 avec nZ3, A% est ZA?, et A, fixerait les points de ¢,
ol £ A, ce qui n’a pas lieu, Si =2 et n=23, A™ serait > J°
(I, 12), ce qui est absurde, JO étant semi régulicr. Pour = =n=2,
A’= A, et 'on a vérifié directement que A»=A,

2

I
i
3

2. Les symboles de -b sont les

75?11 - . " .
= systémes de =*— 1 points

—
de €', autres que o...o0, situés sur chaque droite issue de 0...0.
Donc, en laissant de cété le cas n=1, -\ a deux systémes d’intran-
sitivité, Uun, 4, de degré tgsl‘ = Z':((::)),:l : ﬂ:—‘__i_(_—,)l,,): : répondant
(=95 _ P i n”
mt—1 =41
d a=+o. Je désignerai par -1, le constituant transitif de -1 de
champ 4;.
En exceptant le cas ot ==n=2, -1 est isomorphe a -\L. Car
sile p. g c. d. @ de L%, <L est > 1, le diviseur correspondant D,
de A n’est pas SJ. D; est donc Z A a moins que Pon n’ait == 2
avec n<3. Mais si D, est 2 A°, AY, fixant certaines droites issues de
Porigine [correspondant aux symboles de -1* (k= )], n’a pas les
mémes systémes d’intransitivité que A. Donc n=2, et 1 =a.
Donc 4=, et .\ est isomorphe 4 un groupe facteur de o |.L°
qui est d’ordre 1 ou 2. Or cela est impossible, car & est transitif

d a=o, lautre, 5, de degré répondant
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de degré =+ 1. Soit donc t=2 et nS3. Le cas de & (3, 2) déja

étudié (I, 12) ne fait pas exception. Mais A" (2, 2) est = A (2, 2).

Car o= %"= H" (ici J=m,,| est premier & H°) est, en posant

;1—-z le g,'z-+1, 21| ou z parcourt o, 1, », v, v (Vi=u-1)
; |

(cf. 1,5). Or 34 1=o01.00, 271 = 0%.uv, 2

= o1%. Donc¢ A" est

un g, et A" un g,.

3. Soit, pour a=h, X;= X le diviseur de A qui fixe 10..
¢t X = X% son constituant de champ ¢,. Les substitutions de X
ont, d’aprés les formules (4), (5), (6) de I, 3 des matrices de la
forme
oo, an oy, ...
[¢] 1 (4] (o]
M=o o, m v D

{o g“ B Bl S

...................

ol les éléments dont les deux indices sont = 1 forment une matrice
quelconque M, du groupe A, de ¢, =a— (z,y,—y,z,) [je dési-
gnerai par A, Al 4%, A" a,, &) les groupes déduits de A,
comme A’, A%, A° A™ ., A" de A (A] ne divise pas A')], et ou
Pon peut prendre arbitrairement, ou hien les «; , B, ol j#1
[alors (4), (5), (6) de I, 3 déterminent explicitement par les autres

[P ! A ! 1o :
coeflicients de « les a,;, o, olt j~1 et &, —, ], oubien les «,;,

«,, ou j£1 [alors (8), (9), (10) de I, 3 déterminent les o}, B},
ouj#r1eto,, —a, ] Done (X, A))==*—2. Les matrices du g....P
déja considéré (1, A5) sont celles des matrices M ot M, =1. P est pre-
mier & A, et évidemment permutable & chaque substitution de A,

donc normal dans X=A,P=PA, et (X, 1)= AV 1 dipiseur X'

Son

de A" qui fize 10...0 est évidemment | X, =7'y=, ! (y étant la méme
substitution que dan.s I, 2); =7'y~, est permutable a A, et a P, et

(X, X)==n—1.
X (ou méme P) remplace le point oy,0...0 (y, 5 0) de ¢,
par les w*=* points (&, ,y,; Yis %,,Y,, -..); d’ou =2—1 systémes
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d’intransitivité ¢ (y,5 0) de X (ou de P) de degré ="~ [et,
dans X', = + 1 systémes de degré =*'—*(m—1). On voit directe-
ment que. toute substitution s£1 de P déplace tous les symboles
de chaque ¢. L’action de P sur les ¢!* fournit donc une repré
sentation semiréguliére de P. D’autre part A, fixe les points
0Y,0...0, et ses constituants dans les champs ¢)* sont évidem-
ment paralléles. Donc les constituants de X dans les champs ¢
sont aussi paralléles. Si n<3, les points des ¢!, joints aux =2—1
points z,0...0 (&, o) fixés par X, épuisent ¢,. Si n> 3, ¢, con-
tient encore 0010...0 que X remplace par «,,00,,B,,..., %,
pouvant é&tre pris arbitrairement, et le systéme des o, Bis,
olt iz£1 pouvant prendre dans A, s,,, déterminations (toutes
différentes de o...0); d’olt un nouveau systéme ¢} de degré =2s,,_,
(ce nombre est nul si nZ3) qui achéve d’épuiser ¢, (P a, dans ¢,
8,._, constituants transitifs de degré =*). Donc X ne fize que les
72—1 points x,0...0 de ¢,.

les points oy,0...0 fixés par A", laction de P sur ¢, est pre-
miére & AY'. Donc X*= X.

4. Considérons maintenant -4, Soit X, =\ le diviseur de b
fixant 10...0, &; =% son constituant de champ g, ct E' le
groupe déduit de X’ en y regardant les variables comme homo-
genes. I’ étant premier & X’ (I’ est semi régulier), 2’ a Pordre de X’
ct est évidemment $x. D’ailleurs 9= cb (méme si n == =2) (2).

Son
n—1

14

; donec X = &,

Donc x=x¢, et (%, 1) =(x, 1) =(-L, 1) :

La forme générale des matrices de X est

' ’ .
Oyy Oy OAge Xy ...
!

o P

" an n’étant déterminée qu’a une matrice prés de I’ comme facteur.
‘Fixons ce facteur de maniére que o soit dans A. Alors la ma-
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trice o, des éléments de o dont les deux indices sont #1 est la
matrice générale de A,, et «,,f,, = 1. En multipliant par une m
on peut ramener «,, et 3,, & 1. Les oc/,, ), ou jF£1 (ou les a,
«,; oi 1~ 1) et la partie réelle de ), [d’aprés (5) ou (9) de 1, 3]
sont arbitraires, et les coellicients restants de 91U sont déterminés
par le choix de ceux-la et de ceux de oiv,. Mais on devra regarder
comme indistinctes les o dont les coellicients sont proportionnels.
Done x == AP, m, | U'|1"={A,P,m,.{|J. De la encore (x,1)
= (7 —1)(X, 1).

Au lieu des 7% —1 systémes ¢}' y, 7 o de X, on obtient ici de la
méme maniére dans X un seul systéme, q) de degré z2*~*. Au lieu de ¢},
on obtient ict de méme (les =2—1 points autres que I'origine de
chaque génératrice du cone g¢,, n—2 forment un seul symbole)

2,0y

pour . un systéme 4, de degré ——;"—'—'—— (qui disparait si n<3). Au
T
lieu des w2-—1 points autres que o...0 fixés par X on a ici un
seul symbole {ixé par &) et ce symbole, joint a g, q,, forme q,.
s ot N . . o e e, r N TS
51 -1 a des systémes d’imprimitivité de degré ¢ ( > 1), A fixe
celur qui (:onticnt 10...0. Il faut done que n soit >3, et alors,

. N 26 n oo . ~ " ve 77.‘2.5' o3
ou bien & =1 4= - —— ou bien ¢ =1 4=, Bi g =1+ -7—_—,~°_%~l—’-
3, divise le degré =** * de 'autre systéme d’intransitivité de (), ce

-
-~
5

. ‘o N . Soon--3 N
qui est absurde. Si ¢ =1 +%*** ¢ divise 2. Done (=%—1)0
est £8,.-0, L @ fortiort

.‘_.:u—l___ nin- 3_' 2= r.nwz,
d’ol, en divisant par =" *(n est > 3), et en remplagant 1 par

—llemd _ amlle=d el _
e iv 9 (X3

< 271 ou w* < 2, ce qui ne se peut. Donc L est
primitif pour n_ 2.

Pour n =2, en posant 2l =z et en changeant la notation,
No=X(zu0z4u') (netw reels et u.# o, d’ailleurs quelconques)
est d’ordre = (7w —1), et le champ du gf ., transitif X est formé
des points substitués & z =o. Domec 1 (2,%) est semblable a
¢ (2,7) (S, 73, 83) qui est trots fois transitif (S., 78).

3. Prenons maintenant a sous la forme ¢, et soit X, lc diviseur
de A qui fixe 10...0 (d’aprés les systémes d’intransitivité de A/,
X, est aussi le diviseur de A’ qui fixe 10...0). La forme générale
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des matrices de X, est
1 o 4] e
0 |Zay oz ...
O |J32 U3z ...

[N R AR R .

ou les éléments dont les deux indices sont > 1 forment une matrice
du groupe A, de a, =a—z, z, (je désignerai par AJ, L0 A™ 4,
A les groupes dedults de A, comme A°, A% A%, ., 1" do A).
Done X, est forme de =2 constituants parallele.s- .semhlable.s a A, et
(X,,1) = ” 9. Done X, a =2 constituants transitifs de degré s, ,—,
semblables a A," et 7:2(7:—-1) de degré s, ,_, semblables & A'.
Les =% points restants sont les points z,0...0 fixés par X,, dont
les = 1 pour lesquels z7"' =1 font partie de ¢,.

Cherchons les systémes d’intransitivité du constituant X/
de X, dont le champ est q,, ¢’est-a-dire ceux des systémes de X,
pour lesquels a=1. Pour ceux de degré s, ,_,, a,=o0; si donc
a=1,on a 7" =1, d,olt = +1 systémes d’inlransitivité de degré
Son—y de X, Pour ceux de degré s, ,_,, onaa,%# o. Sidonc e =1,
on a a, -—1~—z'*' z, n'étant pas racine de z7''=1. D’ailleurs
1—z;" est xecl, ct, pour chacune de ses =-——2 valeurs autres
que o et 1, 5, prend = 41 valeurs, tandis que, pour la valeur 1,
zy=o0. Dot (= +1)(m-—2) +1==*- 7—1 systémes d'intransi-
tivité de degré s,, ,de X'. Les systémes obtenus pour X' con-
tenant s,,-—%—1 points, on retrouve que X' fixe = +1 points

de ¢,.

6. Considérons maintenant ..'". Soit ~, le diviseur de -t qui
fixe 10...0, %) son constituant dans 4,, et Z, le groupe déduit
de X, en y supposant les variables homom»ne Comme au n° 4,
Z,a Vordrec de X, et estZN, et (N, 1) = (X, 1) = (-1, 1): s

H
done x| =Z,.

D’ailleurs la matrice générale de X, est

(=157£ 0),
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O n’étant déterminée qu’a une matrice prés de I’ ¢omme fac-
teur. Fixons ce facteur de maniére que a,, = 1. Alors la matrice 317
déduite de on en supprimant la premiére ligne et la premiére
colonne est la matrice générale de A,. Mais on devra regarder
comme indistinctes les oi dont les coeiﬁclcnts sont proportionnels.
Done x,=A,, et de nouveau x;, = 5,.

Au licu des 72— 1 constituants de X, semblables & A!" oli.z, o,
on obtient ici de méme un seul constituant semblable a2 A\, dont
le champ est dans 4,. Au lieu de celui out z, = 0, on obtient poura;,
un constituant semblable a4 .\", dont le champ est dans 4, (ce
constituant disparait si n=12). Au lieu des (z%-1) (= —1) cons-
tituants de X, semblables & A'" ol z, £ 0,0n a pour X, = ---1 cons-
tituants paralléles semblables a A", dont =-—2 ont leur champ
dans 4, ¢t un dans 4,. Au lieu des = —71 constituants de X, sem-
blables a A" ot z, =0, 0n a ici pour X;, un constituant semblable
a -\, dont le champ est dans 4, et se réduit @ un point si n= 2.
Done, pour n=12, &' fixe deux points, et -\ (2, =) est impre-
milif : son imprimitivité sera préciséc tout a I'heure. Les systémes
d’intransitivité obtenus, joints au point 10...0 fixé par X,
. épuisent g, et g,.

Sif a des systémes d’imprimitivité de degré 5(>1), N fixe
celui qui contient z,0...0 (3, % o). Donc ¢ a la forme

- !ll!
0 =1+ pSy -yt TS5 ue 1+'—‘—“

_’-
(s, T=oour, sentier 0 et _7—2),
7:”__, —1 n )
¢ divise le degré 22 = = D e an,
T A T+ 1
+1)8 . .
Soit d’abord ¢ = 1. Alors 2 a le facteur ="-2, (—'_—;;—,2— divise
ie
7 — (~1)". Or ona
(m=1)0 :
E02 o onmnt (ap ()  a( LE

o[t (=2 et mt -2 font— o7

Donc cette derniére quantité doit étve Sw="—(—1)" %" 41. On
doit donc avoir :
ont 4wt _nt 4o,

Journ. de Math. (7¢ séric), tome V. — Fasc. I, 1g1q. 2
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d’ol, e remplagant ¢ par o au premier membre, par ®---2 au
sétond,

-t an?—an <an? ou a3, d'ou n=3,
3 < (m+1)0
et inégalité précédente devient s=* Zom. Done 6 = o, ¢l mem =

7’.'” 2
7 4w?(742)--7---1. Or on voit de suite que celte quantité ne
peut &tre Sx"— (~-1)* = =* 41,
Soit donc ¢=o0, et d'abord 7> o. Si n>3, 2 est  1modrw et
(,__ )n

divise & Donc (m4+ +1)8 est Sm” 41, et 'on a « fortiori, en

rcmpla(;ant (7: +1)¢ par=s,,_,,
.n‘zu »-2< e (_ ,)n ﬁn—l —+1

d’ol, en remplagant le second membre par 2%”, 'impossibi-
hté =L 2.

St n=12, en omettant le cas déja traité (2) ou n=%=2, on

a L ==.l. Donc toute division en qystemes d’ lmpnmltwnte cor-
l'espond a un gye ¥ >N, (S, 60). Or ici s,,., =%-+T1, et & est
>n41.Done(y,1)est > (z+1)! > n(x+1).0rd =1 (2 -:)(1,5)
Donc (-, 5) serait <"-—-1, et £ (2,%) serail représentable en moins
de © symboles, ce qui est impossible (S., 86).

Soit 6 =o0. Alors =1, et Pinégalité (= +1)S<="+1 devient,
en remplacant, dans ¢, s, ,_, par 7 —z"=¥

T3 7.-u—‘z m— <L T’" ou -t < w4 1, ou Tt ! - 7.

Donc n est <3. Soit d’abord n=2,donc s,,_, ==4+1,2=12. En
ometlant le cas déja traité (2) olt n=w=2, on a 1. -1,
Donc toute division en systémes d’imprumlxvnlc correspond a

un gumen® >N, (8., 60). Or, en posant 3 =3, toute substitution
~2

> \ . . . .

de -l a la forme o= (w) (avec les conditions indiquécs
Oay 3 - 0las

dans I, 3). Pour que « soit permutable & , = yus, (u élant

&’ 01‘dre 7 +1), il faut et sullit que «(w.z) puisse se mettre sous la

forme. (wz)°a, d’ott

s o',,ag,u(l——y Y[t aa (o — )ty 2y (11— 5 )] 25 s (1 — 5y =0,
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Done o, 0, =& 0,=0. Si a,=0a,, =0, & est dans X,.
Si a,=a,=o0, « a la forme jz' (j quelconque dans e').
Done 5 est le gfl, diédral (., 2z7'| ou X est un gi 7' cyclique
semi régulier fixant les symboles o, » échangés par z~' (les w1
points de 5, permutés entre cux par., sont les racines de z™' =— 1)
On voit que -1¢ ’(2, =) n’'admet qu’une division en systémes d'impri-
mitiyité. :

Soit n =73, et désignons par r un systéme d’imprimitivité de
degré ¢ =n?-—-=+1, correspondant & p = ¢ =0, 7 = 1. Prenons a
sous la forme h, et écrivons les variables dans l'ordre z, z,, y,.
On peut supposer que le point fixé par x, cst xzoo. Pour les autres
points de 7, on a =0 et 2,y,—y,, 7 0 pulsque 6=0=0)
¢e sont done les =(=—-1) points (o, 2,,0x,), (¥, £ o) Oparcourant
fes éléments de €’ qui sont hors de 2. Pnur-qu une substitution o
de L change xoo en (o,z,,02,), il faut que l'on ait «,,=o,
a0 =2a,, B,o="02,. Supposons = > 2. Alors r contient au moin
6 points autres que xoo. Si « est dans le diviseur fixant 7, elle doit
remplacer 5 quelconques de ces points par 5 d’entre eux. Or «
remplace le point (o,2,,0"x,) (0’ étant dans 2 hors de < et @, # o)
par un point dont la coordonnée x est (o, +0'«, ), a,, et o,
n’étant pas tous deux nuls («,,=o0). Cette quantité ne peut
évidemment pas s’annuler pour 5 valeurs de 0. Done ==
A.(3,2) a d’ailleurs été déja éiudié (1, 14).

7. Considérons maintenant le constituant 4" (n, =) =40 de -1.0
dans 4. Tout d’abord A'¢ est transitif. Cela est clair si L9 est
primitif, et on Pa vérifié pour (3, 2) (I, 14). La question
ne se pose done plus que pour """ (2,%), et 'on peut sup-
poser p> 2, sans quoi L0 ==ck. Alors (1, ') =2, et ==L (2).
Si done 4"’ est intransitif, ses systémes d’intransitivité, qui sont
des systétmes d’imprimitivité de -1, sont de degré 2. Donc (-, 1)
sera une puissance de 2, ce qui est ahsurde puisque [\’ == v (2, 7).

Je dis que, si A est primitif, A"" est primitif. On peut omettre
le cas déja traité (I, 14) ol x =12 avec n=213 ¢t le cas n=1
o L’ = ¢t = 1. Le diviseur de :L° quii fixe le méme symbole que
estle p. g. c. d. X} de N avee’, normal dans Xy, et N | ==l =40
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a pour ordre le p. g. c. d. =, de n et de =41 (I, 2; cf. S., 55).
Je désignerai par &' le constituant de ) dont le champ est 4.
"Le diviseur y = A ,PI’ |1’ de % a, d’aprés les n% 3 et 4, les mémes
systémes d’intransitivité que X, et le diviseur ¥° = AJPI’|I’ de ¥ a,
pour n2 4, les mémes systémes d’intransitivité que 5. Cela est clair
pour le systéme 4}, et, si n > 4, pour le systéme 4}, car alors A} a
les mémes systémes d’intransitivité que A, ;si n=4, A"I’|I’ a les
mémes systémes d’'intransitivité que A, 1'|I’, et, si n<3, g; disparait.
Le groupe &, == A, a un diviseur correspondant au diviseur A}
de A,, et ce diviseur est contenu dans X:j. Done x| a, pour n >3
(@ a ici la forme ¢), les mémes systémes d’intransitivité que .

Soit n=3. Alors =, =10u 3. 51 =, =1, -1’ = 1. Soit don¢ =, = 3
¢t w41 = Ju. Considérons une substitution £ de &, ramenée a la
forme ot «,,=1 (avec les notations du n° 6). Pour que %, qui

est alors dans A, soit dans &), il faut et suffit qu’il y ait dans £J
une substitution de déterminant 1. Or || a la forme j*, en posant
vt =7 (I, 2). [l faut donc et suffit qu’on puisse trouver un entier ¢
tel que j*** =1, c’est-a~dire que k soit multiple de 3. Or soit %,
la sous-matrice de 5 contenue dans A,. Ecrivons z au lieu de z,,
et faisons le changement de variables qui raméne z, Z, 42,2, 4 la
forme w(x,y,—y,z,) (I, 2). On aura A,=X™'A’m}.. 1l faut et
suffit que &, soit dans le diviseur A =Z3X!""A'm}, de A,. Or le
constituant A{* de A} dans le champ des solutlons (autres que 00)
de x,y, Y, 1', =0 a =41 systémes d’intransitivité rcpondant
aux éléments " , ...,t"de e : celun de ces systémes qui répond
a v’ est formé des =2—1 points («,,t",B,,v"), «,, et B, parcourant s
sans s’annuler a la fois (I). Mais m?, remplace le point (e, 1", 8,,17)

par (o, v+, B, =) Done, dans 4, les systémes d’intransmwte
de A} qu1 repondent a vl et & v+ se réunissent en un. Donc A n’a
que trois systémes d’intransitivité. Donc, dans X}, le systéme
de degré s,,= (=®—1) (= +1) est remplacé par 3 systémes dec
degré © s,, = (72—1)p, les = —2 systémes de degré s,, = = (=% —1)

. ’ S ’ ,
et celui de degré — _‘: - = = (= —1) étant conservés.
‘ : )
Si donc A" a un systémé d’imprimitivité de degré ¢(>1),

2 0(1) M : : ! 2
X" fixe celui qui contient 100. Done § a la forme 1+ p'w(m2—1)+
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o

on(n*—1)+sn(n—1), ¢ étant 'un des nombres o, 1, 2,3, ¢ 'un
des nombres o, ..., s—2, = 'un des nombres o, 1, et § divise le
degré w2(n2—mn 1) de A",

Si p'=3, comme 3pu=w+1, la discussion est la méme que
pour A" dans le cas ot ¢ =1. De méme si p' =o. Il reste seule-
ment a considérer les cas ' =1, 2.

Sott ¢’ = 1. Supposons d’abord ¢ divisible par p. Alors p divise
I—

Si uw =1, on a m=2, et 'on rentre dans le cas déja traité de
A.0(3,2) (1, 14).

Sott donc v.=1 + kpP, k et B étant 2 1, et k premier & p. Comme
m+i1=3u,onar—3kpP=2,doup =2,% > 2,et p =1. Alors

)

7? T '
=l =1+ p)+o=(x?—1) + 7= (7 —1
v s )+ ) (=1

P

est premier & p et doit diviser =%2-— =+ 1. Mais cela est impos-
sible, — k + % (1 +kp) étant > 72 > w2—= +1. Donc ¢ est premier
a p et doit diviser =2 —= 1. Cela est encore impossible, ¢'u (72 —1)
étant > =2— 1w+ 1.

Soit o' = 2. Supposons ¢ divisible par p. Alors p divise 1—2u
qui est £ o. Soit 2u.=1 -+ kpb, k ct § étantZ1, ct k premier a p.
Comme 3p.=%+1, on a 27 — 3 kpP=1, ce qui est absurde. Donc
¢ est premier a4 p et doit diviser =2— =4 1. Or on voit comme
dans le cas précédent que cela est impossible.

I1 résulte de ce qui précéde, en négligeant 1% (3, 2) étudié sépa-
rément (I, 414), que I'on peut raisonner sur <1,° comme sur, -1, et
que 1.°% est bien primitif en méme temps que 1.9,

La question se pose maintenant de savoir st -1."")(2, ) et -L°0')(3, 2)
n’ont pas d’autres systémes d’imprimitivité que A, (2,%) et -LM (3, 2).

Considérons d’abord <1{"(3, 2). Avec les notations déja employées
(I, 14). x, est ici le gy ! B,C! qui a les systémes d’intransitivité
befghkqrst, del, hmp, ino, au. X est le g,, | %}, s, qui a les sys-
témes d’intransitivité bcfghkgrst, dehtlmnop, au. Soit . un systéme
d’imprimitivité de A°") de degré ¢ contenant ¢. X, fixe ., et, -L°C"
étant de degré 12, = 2, 3, 4 ou 6. Si ¢ =2, B montre que : con-
tient @ ou u, ce que contredit la forme de {. Si =3, § montre que
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s contient ¢ el u, et V, ¢t 'V, montrent que les autres systémes de
la division correspondante sont nécessairement del, hmp, ino; 4.2’
admet d’ailleurs ces systémes d'imprimitivité. Si 8= 4, { montre
que s contient /, 0 et p, ce que contredit Ja forme de . Si =6, 8
montre que . conticnt a et u, puis V, que . contient d, ¢ et [,
puis V, que s contient h, m et p, ce qui ne se peut. Ainsi LoV
a une seule division en systémes d’imprimitivité qui sont ause, del,
hmp, ino, et A" Uadmet aussi.

Considérons maintenant :1/"(2, ). Si p =2, =, se réduit a 1, ot
A=, Soit donc p > 2, d’ot =, = 2. lei x\Y fixe les deux points
10 ¢l o1 et aw -2 constituants paralléles, semblables au g™'A',
pour lesquels on a. z, % o0, 2, % 0, a % o (6). Déterminons les
= — 2 champs de ces constitnants. D’aprés leur définition on a,

en posani = = z, pour chaque point z de ces® —2 champs, z5£ 0, %

et 2™ #‘ — 1. Done z™', qui est réel, prend = — 2 valeurs (autres
que 0,9, — 1) qu’on peut representer par {™' (L est déterminé & un
facteur pres de la forme j¥, en posant v™' =), et, pour chacune
d’elles, z prend les =+ 1 valeurs {j* (k =o, ..., =). Ce sont pré-
cisément ces =+ 1 valeurs qui forment le systéme d’intransiti-
vité contenant {.

Soit maintenant & une substitution de A:,, ramenée a la forme ol
o,,= 1 (avec les notations du n°® 6). Pour que &, qui est alors
dans A, soit dans A°, il faut et suflit qu’il y ait'dans £J une substi-
tution de déterminant 1. Or & a la forme ;9,‘ . Il faut donec et
suffit qu’on puisse trouver un entier { tel que j** =1, c’est-a-dire
que ¢ soit pair. Donc le g, X} peut étre considéré comme formé

2

des substitutions <l'j(.),,> qui transforment { en les } (= 41) points

J¥C Done &5 a2m — 4 systémes d’intransitivité de deg é:(w+1).
Si o a des systemes d’imprimitivité de degré (>1) AW

K13 oy
fixe celui qu1 contlent 10. Donc &.a la forme 14+¢ " 4=

_2IY

[os 01\2(u~"2) T=ooui) ‘
St ¢’ =0, la discussion est la méme que pour A4 et conduit
aux mémes systémes d’imprimitivité,
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Soit 5’ > 0. En omettant le cas déja Lraité ou = =n =2 (2),
on a A" ==a." Donc toute division en systémes d’ 1mpr1mll|v1te
de & correspond a un g 5§ > A contenu dans 4. (S., 60).

T ! T

1]
1\? JTRT 1)
e
A

Or 2 est ici > o . Done (53, 1)

Af L n(m?

Mais 4"==0(2,%) (l,b) est d’ordre —(-—-——l Done (", 5) est
2(m— s . . .
< ( . St done o/ était 2 3, v(2,%) serait représentable en moins
dein= qymbolvs ce qui ne se peut (S., 90). Donc 5’ est < 2. D’a1l-

leurs ¢ doit diviser le degré =(m-—1) de A" .
. . T+3 o . .
Soient =0 ets' = 1. Alors 3 =222 8 p divise, ¢ ona p=3,ct
) . .. - o ) .
5= 1(3"" 1) (m=p*) divise ® —1=3"43""—~23, donc aussi

341 =4, dot 3" et KS2. 81 K =1, 5 est un g, et &,
isomorphe au g!,, n’a pas de g,. 51 K =2, est un g, et 4"
isomorphe au g, n’a pas de g,, [un tel g,,, ne divisant pas le g;,
métacyclique (S., 73) contiendrait 6 g,; ne pouvant donc contenir
10 g,, il n’en aurait qu’un ; or, dans un champ de 6 symboles,
aucun g, ne peut étre permutable & une s,]. Done ¢ est premier a p
et divise 1 —1=128 — 4, dot k=5 et £=4. Donc ¥ est un g,,.
Or A" est ici isomorphe au g , dont chaque g, cst effectivement
contenu dans un g!,. Donc &°" (2, 5), qui est la représeniation de
v(2,5) eng®, admet une division en systémes d’imprimitivité de
degré 4. On a déja vu que &!"'(2,5) [isomorphe au g7, (I, 8; ¢/
S., 86)] n'admet pas une telle division : cela correspond au fait
qu’aucun g, cyclique du g},, n’y divise un g,, (tout g,, du g;,,
est un g* 5 car, le g7,, ayant 10 g,, chacun de ses g,, en contient 4,
d’aprés le theorcme de Sylow).

Sotent = =0 et 5’ = 2. Alors s == + 2 ne peut diviser (% —1).
T+5

9

=1(5541) divise 7 —1 = 5¥ 4 5 — 2%, donc ausst 541=06,

d’ou 5=1<tr, et KS2. 51 K=1, ¥ est un g,;, ¢t 4", isomorphe au
" g., qui n’est pas représentable en g*, n’a pas de g,;. Si K=2, ¥
estun g,;,, et n’a qu'un g,;; or &° est isomorphe au gl . v(2,5%)

de classc 24, ot un g*% ne peut étre permutable & une s; (S., 58).

€

Sotent = 1 eto’ =1. Alors ¢ = . Sipdivise ¢,ona p=2>5, et

St Qo
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Donc ¢ est premier a p et divise ® — 1 =28 —6. Donc =+ 5 divise
12, et ®=7. Donc 8=6, et ¥ est un g,,. Or &"(2,7) est isomorphe
au g}, (8., 105), ou le diviseur fixant un symbole est un g°,. Donc
tout g, cyclique du gj,,, fixant nécessairement un symbole, est
effectivement contenu dans un g,,. Donc 4,"" (2,7), qui est la repré-
sentation de ©(2,7) en g'%,, admet une division en systémes d'impri-
mitivité, de degré 6. On a déja vu que a"(2, 7), isomorphe au
S560(2,7) (I, 8), nadmet pas une telle division : cela correspond
au fait que £(2,7), n’élant pas représentable en g’ (S, 86), n’a
pas de g,,.

Soient = =1 et 5' =2. Alors (A, ) est <7 —1, et V(2, 7), iso-
morphe a 1°, est représentable en moins de = symboles. Donc
==3* (8., 90), & =12, et (¥, 1)=60. Or, dans le g’,, isomorphe
a v(2, 3%), chaque g; est effectivement contenu dans un g,.
Done L0 (2, 37), qu est la représentation de v (2, 3%) en g.*,, admet
une division en systémes d’imprimitivité de degré 12. On a déja vu
que LV (2,3%), isomorphe au g!), (2, 32) (I, 8), n’admet pas une
telle division : cela correspond au fait que £ (2,3%), n’étant pas
isomorphe au g}, (S., 81) n’a pas de g, ,,.

8. Equations de A {n, =), A°(n, =). Soit a =h. Considérons le
diviseur X' =1X, m,.| d¢ A. Son constituant X'® dans ¢, a trois
systémes d’intransitivité : 'un est formé des points 2, 0...0 [ixés
par X J'autre des ¢ (il contient o010...0); le Llroisiéme, qui
disparait pour nZ3 (3), est g; (il contient 0o10...0). X=A,P ct
P sont normaux dans X'. On a d’ailleurs, en posant ; A,, m,. ;= A!
et |P,m, |=P!, X1=A/P=A, PL Enfin, comme X==X" (3),
et que | m,, est isomorphe & son action sur les points z,0...0 fixés
par X (donc premier & X), on a ausst Xl= X1,

Posons maintenant, ¢n désignant par e unc racine de e2=,

G e l On at

t==;m;,=
oy et

A (L 7).
Soit d’abord nZ/4. Comme ¢, échange les deux points o10...o0,
eo...o,et T, les deux points 0010...0; 10...0, on aura (S., 56).

[3

!=1, et ¢; est permutable a A, et a

) A=X'"+Xt;X'+ XT,, X! = XTX!, T=14t,+T,,
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ou, puisque t,im,,it, = ,m,, et T \,m,T,,=m,,
(2) A=X'+ X4 X' XIT, X! == X!TX!,

Désignons % par un queleonque des générateurs, <, u;, Vi, (1, 6)
ot t el k sont = 1, par £ un queleconque de ceux ot i et ksont #1, 2,
ot considérons les identités

’ o » - oy =t

3) G="Ti,=r, Ll =g, Py T=14,

(4) ' LMyg b= Py, -y .
OV g o= tpmy g my o Tar Vigg Tha Vi g Tanlyy =24 m e

e*=v (k22),

(5)
d’oir, en transformant par ¢, el en changeant o en e~'p,
l “ll.'f:ll =y, '(}”’k,—-a‘é-"l‘-zl.- Vi~ '[:Tiz Vlz.«(l—"":k(/" Za),
C 4 Uggu g = mygmg g Uyygteyg 6y Ugr g,
(6) H=pr!, '.7:0(), T=epr, r=—gt = et
' , g=h— r—r, Gz —ou(rr)y!, r=>»-=05,
\ (la formule vaut pour 7 := 0 ox p = 0, mais non pour 2.:: 5 =0).
- T — l'oi Lo Togmm T
(7) t T a="F oty d’oli, par inversion, valy =4 s,
(8) Tzt Ty = uy,
(9) Tramy Ty ==y,
T "mp'l 1= Ulz.-wf/l»
N LY N A M
(1o < d’oir, en transformant par /,, d’aprés (3) et (7),

( Tl-zUin:z: Ulzéq
[ T2 VispTia=16U; 600, (j>2 ou j=o),
. ) d'oit, en transformant par £, et ¢, ¢, (pour s =k >2), d’aprés (3) el (7),
() Tl Ta=Us, (j>2 ou j=o),
VT Vi Tia= Vg (h>2).

Supposons connues les équations de A,=A(n— 2, =). Pl est

.

défini par les équations de P (1, L8) jointes & celles de la forme
m}ym,.=¥', y parcourant les générateurs de P, et & m[, ' =1
[car P! vérific ce systéme, et ce systéme définit un groupe
d’ordre < (P, 1) (E., 19)) On connait aussi toutes les relations de
la forme o' Ba =P, o parcourant les générateurs de A,, et B ceux
de P' (I, 7). L'ensemble S de ces trois systémes définit X! [car X1
3

Journ. de Math. (7° série), tome Y. — Fasc. I, 1919.



18 J.A. DE SEGUIEN.

vérifiec S, et S définit un groupe d’ordre Z (XY 1) (1)), et les
équations (3)-(11), jointes a S, définissent A (n, =) (2).

Pour 'établir, il sullit de montrer que TX'T cst, en vertu de ces
équations, = X1TX! Car alors le groupe 7 défini par ees équations
sera SXITXY, done$A. Mais comme A Jes vérilie, A est <7,
Done Z=A (cf., S., 68). |

Dans ce qui suit les relations employées entre les éléments de X!
scront employées, bien entendu, comme des conséquences des
équations de X1 On a d’abord, d’aprés (5) (en négligeant les dep-
niers indices des u, m, V, U),

(12) T Viaty=mymy, Vit Uy,

D’aprés (5) encore ‘

Xte U Uty = X"Tu NV o Ty Vil Ty Vig Ty (K> 2).

Or Ty Vie=VTu, et Vi, V=V V.. Done, dapres (11),
le dernier complexe s’éerit XTI, V,, Ty T, Vi, Ty, ou, en rem-
plagant V,, 15T, par T, T, Vs, puis 1oy par m, Vo, Vi, Vas,
(1,6), XYT', Vo Via Var T2 Vi Vi T sy 0wy employant deux fois (171)
XUT Vi T2 Vi Vi Vi Ty, ou, d’apres (11) el (5),

NP Vio(Tar Vi Var Vi Tor),
ou, en remplagant la parenthése par V,,V,,V,=V,V, VLV,
(1, 7), en observant que V,, est permutable a4 V,, et en
employant (1), X'T,, V,, V,,. Comme V,, est permutable a V,,,on
a finalement, en transformant par T,
C03) X1 U Uty = NT, Vo Via Ty (k> 25 0000 kA1)
d’ot, en transformant par ¢, t;, 44,
(4) X'V Unityo= X0V Vialy Ty
(15) NGV Ul= NN o Vit T b (k> 2:l 25 kil (3)
(6) NN Vl= N TV Vil Ty )

(*) On voit de méme ue X est défini par celles des équations de X! on ne figure
pas my,.. Les équations de ~\: s’obticnnent d’une fagon toute semblable,

(*) On peut évidemment éliminer les Uy ou les Vy; (j=0,2,...,¢) ¢l ne
prendre qu'une é¢quation dans chacune des formules (5), (10), (11) [ mais, dans (11),
I’équation prisc ne peut étre la troisitme que si on lui adjoint une des auires
équations correcspondant 4 j = o].

(*) Les seconds membres de (13) et de (16) doivent étre, comme les premiers,symé
triques en k et [ : on le vérifie en transformant par T,,. Les formules (14) et (15)
ne différent que pour 1> 2,
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On a encore, d’aprés (5), :
X ViU g = NPTV 0 o Vi T Vi T,

d’ou, en vemplagant £, V,, par U b, puis T,,V,,U,, par T,,U,.V,, u,
=u, U, T,,V,, (I, 7),

XV Uty = NVT RV 0, T Vg Ty

ou, en remplacant V0,7, par ¢, U, T ,=1t,T,, U,,, puis T2, 7T,
par &, ct en faisant passer T,, & gauche,

(l;) \‘ll\l/,ljiktl':.‘-X'tg Llil,-\'i/‘- (/{':2).
On a, dapres (5) et (6),
NV Ugpuny=X"T ), Vig g Uoy ey 4, Uy 1y,

A ou g pouvant étre nul (mais non A et g). De la, ¢, étant permu-
table aux éléments suivants, et V,, a U, ,u,, en employant (12),
en transformant par T,,, et en faisant passer ¢, a gauche

(18) NN Uty - NGV Ugg gy (% ou o peut étre nul)
d’olt, en transformant par ¢,
{19} NU Uty =X 401 Uy (h ou p peut étre nul),

Si, dans (18) ¢l (19), on fait g=o, la fomule (6), qui a é1é’
employée, se simplifie, ¢t Uon voit qu’au second membre U, se
réduit aussi a4 15 d’olt

{ X'V ty=X0Vyuy )
(20) , v {14 o).
' A\|I|[v‘|/'.ll;',‘t1:\ll1l VAL,
La formule (5) donne
f21) NGVt NYT LN Tty Nt Uty =Ny Vi Ty,

qui remplace (20) pour A=o0 (1).

(Y X't;V,it, ne peut se ramener a X't,Vu, (ni par suite X'¢, Uit a
X't Ujruy), car ¢, Vigtiup Vg devrait éire dans X’t,, et par suite changer le
point 10...0 en oe~'o...0, ce qui n’a pas lien,
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Considérons enfin X', V,, U, Uy upt,, ot Uy, Uy Vi sont
permutables & u,, et entre eux mod | u, !. En écrivant ce complexe
sous la forme X1, V,,U,, u,t,.t, U ,¢,,, on voit, d’aprés (18) et (5),
gu'il est égal &4 X¢, V,,U,,w, V,,T,,V,, ou, puisque V,, est permu-
table & U, ,u,, d’apres (5) et (12), a X%, U, u, U,,t, V,,, ou,
d’apres (19),a X, U,,U,, 4, V,,. On a donc finalement

(22) NGV U Uty =X Vi Uy Uy, (A ou o peut étre nul ),
De la, comme tout a I’heure, pour 5 =o,
(23) \'l,\vlkU,/,.ltf,.l,:x‘l;\.”_.U”,.u, (}u}éo).

La formule (17) remplace (23) pour A =o.

Réduisons maintenant X', V,, ...V, U, ... U, U u,¢ X,
les k;, I; étant =£o0, et 0 étant égal & o ou & 1. 5i 7 ou sest >,
ou si k;%l;, on raménc cette expression, en introduisant i,
d’aprés (21), 4 XIT,,V,,¢ Vigeo o Vi Upp oo U, 3w, XY qui,
d’aprés (12), sc raménc a la forme primitive ot 7 4 5 est diminué
de 1. On arrive finalement a des cas déja traités, et 'on voit,
d’aprés les résultats obtenus, que t, X1¢, cst dans X'¢, X14 X1T,, X1,

Passons au complexe T, XYT',,="T,,A|PT,,. T,, transforme :
10 les générateurs de P autres que V,,, U,, en éléments de A,
Vi, en U, et Uy en U,y 20V, (j>2 ou j=o0) en (U1,
V, en V,, m,, 7, en m,, 5., ,, ct chacun des autres généra-
teurs de A} en lui-méme. Donc, ¢, étant permutable a A}, et P
normal dans X', T',, X1T,, est = X1(¢, P)", m étant un certain entier.
Or, & désignant un élément arbitraire de P, X1, &¢,P (¢, P)"-*X1
se rameénc, d’apreés les Yormules |(13)-(23) (Via, T, , sont permu-
tables a t,P pour k>2 ou k=o et [Z2), ou a X!(¢,P)"' X},
ou a XUI,P(t,P)"*XL De méme XYI'),&f se raméne,
Qapreés (5)-(11),a XT,, V2, ¢, (0=0ou 1), done, d’aprés (7), (12),
ouda X'T,,, oua X, U,,. On a done

XIT”P(.I1 |1)//1--z\1 — X! ’l‘12 P (4 P)IIL-3X| + X! (tl ]))m—z‘/\l_
En continuant ainsi on voit que X!T,,X1T,, X! est dans
XIT,, X4 X1¢, X1, done T,, X1T,, dans X! T X1,
Chacun des deux complexes X¢, X1T,, X, X1T,, X1¢, X! étant
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formé des inverses des éléments de 'autre, il suflit de considérer
le premier, qui se véduit & X1 PT,,XL Or Xi&T, X! se
raméne, d’aprés (5)-(11), & X1, VO T, X1 (0=0 ou 1), done,
d’apres (7), (12), ou & XPT, X1, oud X, XL Donet, X}'T,, et de
méme T,, X, sont dans X¥I'XL Done enfin TXYI est dans
XX,

Sott maintenant n=3. Alors 'I';, n’existe pas. Mais le systéme
d’intransitivité de XY qui, pour nZ4, contient ooro...o
n’existe pas non plus (3). Done A=XI4 X1, X1 (Y. [analyse
précédente subsiste en %upprimant tout ce qui concerne les géné-
rateurs dont un indice est >1. Les équations de A sont alors
fournies par (3) (o Uon remplace 'I',, par 1), (4), (6) jointes aux
équations de X

Pour n=2, ces mémes équalions [ot l'on fait, dans (6), z=o,
donc m,, = 1] fournissent les équations de | U(2, =), m, |. En élimi-
nant {, aYaide de ¢,==,m,,, e disparait aussi, ¢t 'on en déduit
aisément les équations de U( 2,‘:) [ef. 10 et S., 85, 92 ot ¢ est
mis pour 3, el « pour m,, st ===1 mod 4 ou si p=2, ¢L pour
m,, 7 si w=:3 mod 4]

9. Il restea formerles équations de A°(n, =) pour nZ 3. Désignons
par m le générateur m,, si n24, le générateur m, - (I, 2) st n=73.
Adjoignons aux équations de A les équations (1g9)-(21) de (I, 7)
(qui ¢n résultent ou qui définissent des générateurs auxiliaires (elles
fournissent en particulier Pexpression de chaque m; par m et les
générateurs de A° conformément a la relation plus générale
A=XFA°m"). Aprés avoir remplacé ¢; par =;m;., réunissons dans
chaque équation de A, les différcnts m; en une seule puissance
de m: cette puissance, étant dans A" (d’aprés 'équation elle-méme ),
est de la forme m'™v, On peut maintenant négliger les équations
ol ligurent les m; autres quc m, puisque ces équations ne servent
qu'a définir ces m; comme générateurs supplémentaires. On peut |
de plus, a Paide de la formule (21) de (1, 7), si nZ4, éliminer
m™* des autres équations ou il figure; si n=3, m™' =1. les équa-
tions de A se composent alors : 12 d’'un systéme E formé des

(") La rep-ésenta‘ion d> A relative & X' est alors de.1x lois transitive (s, 56),
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équations ou ne figure pas m; 20 des équations de la forme
m™'am=g¢', m™'=g¢", ¢ parcourant les générateurs de A", el ¢/,
" étant connus. Le systéme E' oblenu en adjoignant d ¥ les
conditions d’automorphisme, de fermeture et de permutabilité fournies
par les aulres équations définit A*(n,=) (E., 19). '

]
]

II. — Groupe gauche.

10. On a vu (I, 18) que G (n, =) remplace le point 10. . .0 par
un point quelconque (autre que o...0). G (n, =) est donc un g
transtiif.

Soit X le diviseur de G qui fixo 10...0. Les substitutions de X
ont des matrices de la forme M du n° 5 ou les éléments dont les
deux indices sont =1 forment une matrice quelconque M, du
groupe G, dé¢ ¢, =X(x;y,— y;) [Je désignerai par G, G|, ¢, ¢,
les groupes déduits de G, comme G/, G", ¢, ' de ¢ (G, ne divise
pas G’)], et ot 'on peut prendre arbitrairement dans 2 ou bien
les éléments autres que B, (=1) de la seconde colonne [alors les
formules (1) et (2) de I, 47 déterminent des a,,,a, o0 ¢~ 1 par
les autres éléments de M, ou bien les éléments autres que o, (= 1)
de ta premicre ligne [alors les formules (3) et (4) de 1, 17 déter-
minent les ), 87 o j= 1] Done (X, G,) =="". Les malrices du
Gt P déja considéré( 1, 23) sont celles des M ot M, =1. P est pre-
mier a G, et permutable & chaque substitution de G,, donc normal
dans X =G, P. Comme my'y et =7'vs, fixent 10...0 el sonl
d’ordre w---1 mod G (y esl permutable & m,,), les diviseurs
de G/, G qui fixent 10...0 sont respeetivement X/ =1 X, m;/y !
="' X, *:" Toret X=X m 'yt =) X,:;’yz-., Vsip=2,X"=X').

m;‘fy et 7,'y=, sont permutables a G etaP; (X, X)=n—1el

(X", X)=(G", G).

11. X (ou P) remplace les points oy,0.- .0 (y, 5 o) par les "
points (&) y,, Y, &,,Y;,...), Aot T—1 systémes d’intransitivité
¢ de degré ="' [et, dans X', un seul constituant tran-
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sitif de degré =" ~="', dans X", si p>2, deux systémes de
degré | (=" —="=')]). On voit, comme au n® 3 que les constituants
correspondants sont paralléles. Sin =2, G =U (2, &), etlesn?—=
points de ¢%, joints aux = —1 points x,0...0 (x, 5 0) fixés par
X, X" et X épuisent le champ de G (c¢f. S., 78). Soit n> 2.
X remplace ooro...0 par o, 0 &,, ..., &, €étanl arbitraire, el
%y ... prenant =" *--—1 systémes de valeurs, d’ou, pour X, X'
et X, un witme gysiéme ¢ de degré ="—' —= (ce nombre est nul
pour n =2), et il ne reste plus que les ® — 1 points z,0. . .0 (z, £ o).
Done X, X’ et X" n’en fixent pas d’autres (}). On voit que, si
=>2, G'(n, =), donc ausstc G(n,=) et G'(n,=) sont tmprimitifs
[d’ailleurs ils divisent L(n, %) qui est imprimtif (S., 78)].

St =2, G'=GCG. Alors G(2,2)=1.(2,2) est deux fois transitif
(S., 78). Pour n>2, G(n, 2) nest qu’une fois transitif, car X est
intransitifl. Mais G(n, 2) est primitif. Car X n’ayant que deéux
constituants transitifs des degrés 2"~ et 2" -—2; le degré d’un
systeme  d’imprimitivité lixé par X devrait étre 2"~' 41 ou
2", Or aucun de ces nombres ne divise, pour n > 2, le degré

2 -t de G(n, 2) [2" 1=20"" 1)+r1=2(2""41)-—3]

A2. 1l est utile pour la suite (cf. 29) d’étudier X d’un peu plus
prés quand p=-2. Alors P est abélien, et | u, | est le central de X (on
le voit directement c¢n cherchant les substitutions -de P permu-
tables 4 u; et a ¢;) méme si =2 et v =1,2 (alors G, est
isomorphe au g ou au g7, ).

D20
Soient X7, P’« G, les actions respectives de X, P, G, sur ¢"
(qui est foume des points 2,y,... . T,y, ou T, est arbltralre et o le

point de coordonnées x., y,, ..., ., y, prend toutes les détermi-
nations autres que o, ..., 0. P, étant régulier, est premier a G
dont le degré est ="—'—= (G)* est formé de = constituants paral-
I¢les semblables 4 G,, chacun étant caractérisé par la valeur de x,).

re 5

(13 On vérifie directement que si une substitution o de X fixe tous les points de ¢°,
son seul coelficient non diagonal 520 est &y, les coefficients diagonaux étant
égaux a 1. Le p.g.c.d. de X et du constituant de X ayant pour champ les ¢’ est
donc dans { u, |,
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Done Xvi==X. D’aillcurs X, ayant un central s 1, est imprimitif
(8., 62).

Soient, en supposant n> 2, X*, P* G{ les actions de X, P, G,
sur ¢ qui est formé des ="'~ % points &, 02,y,... 2, y, ol z, est
arbitraire, ¢t ou le point ¢ de coordonnées 2, y,, ..., x,, y, prend
toutes les déterminations autres que o, ..., o. Comme P laisse o
inaltéré, le systéme ¢'¢ des = points 2,0 2,y,... 3y, o 2, varie
seul est évidemment un systtme d'intransitivité de P°, et les
=% — 1 systémes ¢ épuisent ¢* La substitution V (U ) de P
agit sur tous les ¢°? ol, dans o, @, (y,) est = o (et sur ceux-1a seule-
ment). Done | u, ) est le diviseur de P qui laisse ¢"inaltéré. Done P
est d’ordre ="—*. Comme G| laisse x, inaltéré, le systéme ¢°7 des
== —1 points T, 0T,Y,... Y, ol ¥, reste constant est un sys-
téme d’intransitivité de G, et les = systémes ¢"% épuisent ¢° (G est
donc formé de = constituants paralléles semblables & G, dont
chacun a pour champ un ¢"¥). Donc X'= G" Pe est tmnsmf
d’ordre (X, 1): = et admel une division en ="~ -1 systémes d’im-
primitivité de degré = qui sont les sysiémes d’intransitivité de son
diviseur normal P°.

13. Considérons maintenant ¢ (cf., 4). Soient \: et X/ les divi-
seurs de ¢ et ¢/ qui fixent 10...0, ct = ,..” les groupes déduits de
X, X" en y 1’(‘trarddnt les variables comme homogénes, Z’
est 2/, et Z <N | étant premier & X' et & X', Z a lordre de X',

T
et E" celut de X". D’ailleurs ¢ permute transitivement les
. N S { (l’;:
droites issues de lorlgmc. Done (N, 1) = (g, 1): — -_—;,—,—:~,

X

et x=2Z". De méme N/ =Z',

L.a matrice générale de X a la forme o du n® 4, o n’étant
déterminée qu’a une matrice prés de I comme facteur. Fixons ce
facteur de maniére que o soit dans G. Alors la matrice o1, formée
des éléments de o dont les deux indices sont == 1 ést la matrice
générale de G, ct «,,B;, =1. En multipliant par une m, on peut
ramener «,, et 3, & 1. Les a;, B, olt j=£ 1 (oules a,;, «, oW i 1)
et a,, sont arbitraires, et les coellicients restants de 9 sont déter-
minés par le choix de ceux-la et de ceux de om,. Mais on devra

£
’
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regarder comme indistinctes les oiv dont les coellicients sont pro-
portionnels. Donc X =!G, P, m,,|1|I1=!G P, m,!|D. 51 Pon
remplace, dans le raisonnement précédent, », G, G, par N/, G/, G|,

Pégalité «,,8) = 1 sera remplacée par 7,,3'“ ==f, et on aura &
L .

multiplier par une puissance de vy = l i )’ l (0==1,...,9) (cf.

I, 16) pour la ramencr a «,, B, =1. On obtient alors de méme

z; pri |
e e |
(C=1, ...,9); . 1 16J, No=1GP,y, m || De Ia encore

!

x =8" N =ZF.
Au licu des 7 -1, ¢+ de X, on obtient de méme dans A (ou \)
un seul systéme, 3¢ du méme degré ="—'. Au lieu de ¢° (qui dispa-

I __ (™ [ NS . 2 -1 ___ —
S =GP, v, m, 1|1, et, comme y?u; —-[L]'y.r,-—

A 4 . A . ~-T
rait si n =2), on obtient de méme un systéme 4° de dogre———»' ’
it il ne reste plus que le point 10...0 fixé par x: et X/ (1),

e N . e e e ey, , o~ e

Si ¢ a des systémes d'imprimitivité de degré o (> 1), X fixe
it

—1

—— ¢t

=1

celui qui contient 1o...0. Done ¢ est égal & ="' +1,0u a

PR “ =1 3 . .o —
divise le degré '_ ~deg. bupposons d’abord n> 2. 818 = ="' 41,

. . . s . ~:ll—2_.,,. 1
o, lelsanL _L”" »f, divise aussi Xi7wf =2 '7__,
— =2
done aussi ——~—l——- Done ="' +1 est S =""% — 1, ce qui est absurde.
v ==
P mhi— et . f n =1\
Si¢ = ~—0, '~ —1doit diviser s".— 1 =% (7"~'—1) +7 -1, ce

]

qui est impossible pour n>> 2. Donc ¢ et, a fortiori, ' sont prmutifis
pour n>2. G(2,%)=0(2,%) est deux fois transitif et G¢'(2,=)
= (2,%) trois fois (S., 78, 79).

X - &y

_ Yo Yi
si p>2,{= YT(cf 13); si p=2, C_IJ 7;=1; (t; échange z,

14. Equations de G(n,=). Posons { = [i:—— Ly oeuy ¥

(1) Comme tout & Pheure le-p.g.c.d. de \- et de son constituant de champ §'
est L uy . (ot lon regarde les variubles comme homogénes).

Journ. de Math, (;° série), tome V. — Fasc. I, 1919, ‘ ll
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et y; et opére sur les autres variables comme {; si p=2,t =1;),

Y []
P

i =t;7,=%; ({; opére sur z;, y; la substitution |, ——y;| et sur
les autres variables comme {). On a

=% =1 (sip=2,L=1r), Ll=m_y%%n Cilr=mi_mi—p
Lplylyy = my vy _y, Lhlit = Li L5t =m; 8
bty =t (E#£ k), Littin by = Viny Gmg by =) -1y
Limyy li=nmyy (k£ D,
() I LNip i =Wy, 3, ti Vit = Ui, o,
TuliTiy=1t (LA£6Lk), TintiTir = Ly

Siwpli =, Lmp Sz ((£7 ou i),
L . — 7 -\ . ¥ .7 -} N
5iVur8r=8eVier 5o == Vit =79 LU %= Yy,

31 Vir, £ == Vi/r‘l.’ ’-f/Ui/.-).C/ . Um.—‘z. (/&é ia/f)'

Considérons, au licu de G, le groupe G (n, =)=GCG=G, 7|

(pour p=2,G=G). Dans G le diviseur X fixant 10...0 est
d’ordre 2 (X, 1). Done X ={X,%, 1.

Soit d’abord nZ 4. Le diviseur X'={X,m,,} [ou X est normal
d’indice =—1 (cf. 8)] a, dans le champ de G, trois systémes
d’intransitivité formés, lc premier des ®—1 points z o...0 fixés
par X, le second des = —1 ¢, le troisiéme étant ¢°. D’ou (S., 56)

G =X+ X1, X X1 1,,X1,

En posant {Gn Zl ; =El (1)’ gél’ mn)i:(}:’ ; P’ m,,s = pt
(Z, et m,, sont permutables 4 G, et 2 P), on a X=PG,, X'
=PG! =P'G..

On remarquera que celles des équations (1) ot les indices des ¢
et des I et le second indice des NV sont > 1 résultent de celles de X
(X contient t; ==, pour i > 1).

Désignons par % un quelconque des générateurs t,, u;, Vi ou ¢
et k sont =£ 1, par &' un quelconque de ceux ot i et ksont #£1, 2, et

(%) Pour rendre la correspondance parfaite entre G, et G, il faudrait introduire
dans G les variables fictives inaltérées x,, y, surlesquelles ’action de § serait | —uzy, y,|.
Mais il suflit pour la suite que l'action de % sur z,, y, soit négligeable dans la
structure de G,.
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considérvons les identités

2 Ay\z — DA — Y o, gy "/" —_ ':“
(2) I N tiait =888, e, =1,
(3) totrty = g g 5yl
A
(1) Lymp by == My G5 =y g3,

S Vit = temy - TV T Vg o Tanlsy b= my 375 (K22),
(5) / d’oir en transformant par ¢;. d'aprés (1),

e Uity = mymy 5 oy \,n.«'/.'rlzvm,). 3Tay (KZ2),

(6) LT =Tt d’oir Tty = £,T,.
(7) Tya 1, Typ s,
(8) Ty my Ty = my, T2, = ”h,-.;n,‘__,:,,
S TV Tn=04Un 54,
(9) d’oii, par (1), (2) et (6),
( 'l‘mUlzl Tn :Urz'—l’

T Vg Tio=¢, Uy ity
d'ou, par (1), (2) et (6),

(rm) Ty Ui Tya= Uy,
d'oir, en transformant par tzt,
. Ty Vi Tia= Viu.
Supposons connues les équations de G,==G (n—2,%). Pl est défin

par les équations de P (1,23) jointes d celles dela forme m'wm, =o',
@ parcourant les générateurs de P, et 4 mi'=1 (cf., 8). On connait
ausst toutes les relations de la forme o ' B =8', a parcourant les géné-
rateurs de G, et % ceur de P1 (1,7). L’ensemble S de ces trois systémes
& équations définit X (cf. 8) (1), et les équations (2)-(10), jointes & S,
définissent G (n,=) (en remplacantZ, par 1 si p=2) (%). On le voit
par les mémes équations qu’au n® 8 ot I'on remplacera partout X*
par X!et, aux trois seconds membres de (20) et (23), u, par u,,,en
négligeant les équations ou figure U,,.

Pour n =2, on voit, comme au n° 8 que les équations de

' U(2,%),%! sont fournies par (2) et (3) jointes aux équations de X1.

(1) On obtient de méme les équations de X et de X. 4
(?) On peut évidemment éliminer les U, oules V,, et ne prendre qu’une des équa-
tions dans chacune des formules (5), (9), (10).
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Les équations déja obtenues pour U (2, =) (S., 85,92) s’en déduisent
en éliminant ¢, & 'aidede ¢,{, ==,, {, disparaissant en méme temps
(cf. 8

Des équations obtenues pour G on déduit facilement les équations
de G. Soit E; unsystéme d’équations de G, supposé connu, I, le sys-
téme des équations } =1, {,4¢{, =¢', ¢ parcourant les générateurs
de G,. On peut supposer G, défini par E, et E|. Introduisons main-
tenant, dans les équations de G, 7, au lieu de ¢,, a 'aide de la rela-
tion ¢,7, ={,. L’élimination de {, se fait comme il suit.

Toutd’abord onpeutremplacer ,2%, =2’ part,4t, =='. La seconde
équation (4)sera remplacée (d’aprésla premiére) par t,7,t, =%, donc
C=1etl{,m.=m, par t’—l et =7 ' m,, T, =my/, ct dans (3), {, ¢,
par =}, Les equatlons Lupl=u3, C VS *~| =V LULL=U,
deviendront =, u =t u 5 t, 5 Vi 7' =t Vyot,t, U=
t, Ut d’ou l’on éliminera ¢, par (3), (5). L’équation (6) deviendra
t,T,,t,=T. 7~ qui permet de remplacer la troisiéme équation (7)
par 1,7, T, =7.-

Eliminons enfin ¢, des équations (g) et (10) a 'aide de (5).

Soit E le systéme des équations de G ainsi obtenu (E équivaut
évidemment au systéme obtenu d’abord). Le systéme E formé
des équations de E ou ne figure pas ¢, et des conditions d’automor-
phisme, de fermeture et de permutabilité fournies par les autres

définit G (E., 19 ().

I1I. — Groupes quadratiqlies.

13. Le groupe A, conscrvant a, permute entre eux les points de
chacune des = quadriques a =", X parcourant <. Je désignerai par
Qe =0 =9 la quadrlque a =", en convenant que le sommet o.
du cone a=o sera exclu de g, et que, st p=2 avecn=2v+1, le pomt

(Y Voir, pour un autre systéme d’équations de G, Dicksox, Q. J., t. 38, 1906,
P. 145-138,
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(o, ..., 0, yAc™") =, fivé par A(1, 26), sera exclu de ¢,; par
8)ne = 830 =, le nombre des points de ¢, ; par A* (n, 7, a), A" (n, =, a),
B (n,=,a)les constituants respectifs de A, A", B dans le champ ¢;.

s, est égal a=*'-—1 pour n=2v+41(p22), et a(="--0) (z"~'4-0)
pour n=2v" (0 =1 ou ---1 selon que Y est réductible on non dans c).
8 (h=£ 0) est égal a =*4-0,.7" (0, désignant le caractére quadratique
dez)sin=2v-+1elp>2,aw"—1stn=2y+t1elp=2,aw" "~z
st n=12v' (L., 44,45). T.es systémes de degré minimum sont done :
1” pour b =ca? (p £ 2), les ¢ ot A= Nc¢ (N élant toujours un non
carré quelconque de €); 20 pour ¢ £ 0, les g, ot A # o si =1, et ¢,
sih=—1.

A% est transitif pour 1. Zo. En effet, soit d’abord n>3. D’aprés 1,27
A transforme le point 10...0 de g,en un point arbitraire de ¢,. De
méme A transforme le point A10...0 de ¢, en tout point de coor-
données z;==1%; +%,, y; = hn;+1, le point £, v, . . . étant arbitraire
sur ¢,, et 5,0, ... étant un point de g,, tel que la polaire (I, 1)
a iy, o3 51, o) soit égale a v (). Or siox, y, ... est un
point arbitraive de ¢;, et %, 7, ... un point de ¢, tel que « (z,,...;
Ly...) =1 (sip=2ctn =2v+1, le premicr membre est homo-
gtne ena,, y,, .. ., &, Y3 'égalité serait donc impossible siz,...,y,2

.. . 0 1 S ) PV - L S -~
¢taitlepoint o, (*) le pointde comdonnces;j—.v/ 13551 =Y j—A7,;

(" 11y a toujours de Lels points, Cela résulie de (I, 27) ¢1 aussi de la Note qui
suil, ,

(3) Sinz3, il y a towjours dans & des solutions communes i wne équation qua-
dratique f (z, ...,x,) = o et a4 une équation linéaire 9 (x;, ..., v,) = o (les coeffi-
cients de ces dewx équations élant dans ). Iin effet, en prenant o pour une des variables,
on peut supposer que la seconde équation se réduit & 2, = o, ct ’on est ramené a
montrer qu’une équation quadratique fo+ f, 4 f, = o (fi ¢1ant homogéne de degré )
an—12aovariablesz,, ..., 3,_, a toujours des solutions, suffit d’établir (ue
[, zf, + 52fo= 0 a toujours des solutions ol z £ 0. Or le nombre s des solulions
de cette équationest toujours supérieur au nombre 5 des solutionsoi s = o, qui sont
celles de f, = o (E., 44, 45). En regardant comme identiques eellcs des s — 7 solu-
tions on z 32 o qui sont formées de valeurs proportionnelles, ec qui revient & y

G .
solutions,
1

. . 8§ —
faire z =1, on voit que [,+ f,+ fy=0a
"_.—
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vérifie les conditions

a(‘c"',_,'n',,, cy=alrnyyy ) —da(xy, .. PEhy o) 422 (G, ) =0,

aléy, .o 38, o )=a(ary, ... ;5 ) —da(Z, Ny o) =1.

Donc A transforme A10...0 en un point quelconque de ¢,.

Pour p=2 et n=12v +1, les =*—1 points de ¢, répondent biuni-
voquement aux w*'---1 points z, ...y, autres que o ... o, le point
Z, ...y, répondant au point de ¢; ol ca®* =\ —X' x;y,. D’ailleurs
A permute les points de ¢, comme G (2v, =) permute les points z, ...y,
(I, 26). Ainst A fixe les = points &,, et chacun de ses = constiluants
paralléles A% est semblable a G (2v,%). On peut done négliger ce cas.

Soit maintenant n =12, ct a==x,y,, 2, et y, étant, si « est irréduc-
tible dans e, des fonctions linéaires conjuguées, a cocllicients dans
e’, des variables primitives z, y. Alors (I, 28) A=, m,,,¢t, !, rétant
d’ordre =---0 (0 =1 ou - 1 selon que a est réductible ou non dans <.
m,, a toujours au moins =- —1 cycles formés chacun des=---0 points
d’un ¢; o0t k # o, et ¢, transforme chacun d’eux en son inverse. Si
O=1, les 2 (=~ 1) points de ¢, s¢ partagent en deux cycles de m,,
formés, 'un des points z, 0, ot z, == o, autre des points oy, ol y, 5= o,
et t, transforme chaque cycle en Pinverse de I'autre. Si 0 =-—-1, ¢,
n’existe pas (F., 44, 45). Ainsi A est régulier diédral d’ordre 2 (= —-1)
st 0=r1 et disparait si 0 =—1. A" (h = 0) est un g&:°, transitif dié-
dral : il est primitif toujours et seulement si = - -0 est premier [pour
chaque diviseur ede =.—0 =e¢e’ oti ¢/ > 1, A* aun g* " normal intran-
sitif], ce qui ne peut arriver que st p=2, et encore faul-il alors que
K (7= == p") soit premier, si 0 =1, et que K soit une puissance de 2 si

0=-1(cf. S.,36,139) (1).

(1) Si @ est réductible dans-Z, ¢, fixe les points (k, I), (--h, -—h) de g, et ne fixe

':“ gl:'l y ) (cf. 1,25), quil
Jre 1
est plus commode de substituterat,, ¢t dont la forme réelle est ¢, fixe les points

“(zy=zhyy,= 2h), (&)= — zh, y.=— 2h) el t; les poinls (z = = b,y = 0)] de
" ¢err et me fixe aucun point de ¢.x. On voit done que, si p 7 2 (alors 7 - 7 est pair),
les A™ o1 7. 74 0, bien que semblables (on vale voir), ne fournissent pas tous la méme
représentation de A (cf.S., 54).

On sait d’ailleurs que, dans un diédral défini par des ¢équations de Ja forme

aucun point de gx. Si @ esl irréductible dans S, ¢, m;, =
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Quel que soit n, si p == 2, D déplace tous les symboles. Donce, pour
p = 2, chaque A™ admet comme systémes d'imprimitivité les systémes

d’intransitivité (de degré 2) de D dans ¢, (cf. 17, 21, 22).

La substitution y de I,. 24 fixe ¢, ct permute circulairement :
1° pour n pair ou p=2, les ©-—1 ¢, ot A5£ 0; 2° pour nimpair avee
p # 2, d’une part les 3 (m—-1) ¢, ol A est un carré (5 0), dautre
part les 2 (m—1) ¢, ot A est non carré. NDone : 1° les A™ de méme
degré ot '\ == o sont semblables; 2© A’ et A" ont des constituants transi-
tifs de champ ¢, (qui disparatssent pour n=2,0)=—1);3° pour p = 2,

A" (si n est impair A" = A') a deux autres constituants transitifs,
Pune de degré % (= —1) s, ayant pour champ Uensemble des q; ot A est
carré (=£ o), Uautre de degré 2 (=--—1) s, ayant pour champ Uensemble
des ¢, ot ) est non carré; pour p=2 (alors A" = A'), ou pour p £ 2
et n parr, A' a un constituant transitif de degré (= —1) s, ayant pour
champ Uensemble des q; ot '\ = o.

Je désignerai par A" (n,%, a), A" (n, m, a) les constituants res-
pectifs de A’, A” dont le champ contient ¢,. A”* ne dépend que du
caractére quadratique de A; si n est pair et As£o0. A/"=A'",
Pour p = 2, A" est semblable & A"~ st n est pair (on le voit comme
pour les A™ ot A 5 o), mats non si n est impair (leurs degrés sont

- alors différents).

Pour p=2 et n=2v-+1, A’ est semblable ¢ G'(2v, ). Considé-
rons A’ (3£ o). Soit G I'action de A sur les ¢, ol A =0, ¢t g une
s " remplagant chaque symbole z,, ..., y,,* de A" par le sym-
bole tz,, ..., 1y, **' de A" (si une substitution du A rem-
place ©, ..., y,« par X, ..., Y,X, elle remplace v, ..., VY,V
par v'X,, ..., vY,, vX). Alors A’ (% £ o) est semblable au pro-
duit direct de G par: g| (cf. S., 58). On peut donc négliger ce cas.

Soit par exemple n=2, et conservons les notations de I, 24, 25.
Si 6 =1, y a dans ¢, un cycle commun avec m,, et fixe les points oy, ;

am=bt=1, bub = a'!, les g, non normaux, qui sont les ! ba*', Torment deux sys-
témes conjugués si m est pair et un seul si m est itnpair (., 20). Donc «,b|a au
plus deux représentations distinctes relatives & ses g,. Elles sont semblables, car
I’automorphisme qui conserve « et remplace b par ba les transforme l'une dans
Pautre (8., 54). Les A™ ot ) 52 0 sont donc semblables, On va le retrouver autrement
au texle pour n 2o,
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dans le champ des ¢, ol A 0, ¥y et m,, sont des s " réguliéres per-
mutables, engendrant un g,,._, .régulier; d’ailleurs ¢, déplace les points
de ¢, et ceuxdes ¢;. Donc A"==A""=z=A/J et A= A" = A"V== A",
Si ) =-—1, ¢, n’existe pas, et 'on peut supposer |v! cyclique d’ordre
=2—1 (I, 28). Donc A’ coincide alors avec A/, ct A== A"+ A",

Quel que soit n, si p=£2, D déplace tous les symboles. Done,
pour p =~ 2, chaque A'" admet comme systémes d'imprimitivité les
systémes d’tniransitivité (de degré 2) de D dans son champ.

Si n24, B et par suite A" ont les mémes systémes d’intransitivité
que A. En cffet, sin > 4, ousi{ =0, m,, ett, fixent le point 1:0...0;
donc A = m,,t,|B (si p =2, m,, est dans B) et B remplacent ce
point par les mémes points de ¢;. Si n =4 et £ 0, on raisonne de
méme en remplacant m,, par un générateur du groupe W de .
Je désigneral par A°® B® | les constituants respectifs de A, B
dans ¢;.

Si n=3 (donc p # 2), A'™ et B", pour % = o, sont transitifs. On
le voit de méme, car A =¢,/A*=t,,m,, ¢, B (i, et m,¢, fixent 1o,
¢t mt, est hors de B méme si 4 ¢st non carré, puisque m, ¢, est un
des restes de A mod B). Considérons A, D’aprés la forme généralc
des substitutions de A* indiquée précédemment (I, p. 366) (1), A

transforme 100 en tous les points (—Z—, - c—_(—, — %) ot A=as —fBy
est £ 0, o, B, v, ¢, A étant d’ailleurs quelconques. Les points de g,

ou 2=o (donc z,y,=0) s’obtiennent en laisant « ou y nul. Ceux
. c.r’ \ .
ou z=o0 (donc z,y,50) sont (w,, — = x) et s’obtiennent en
Yy
. y 1 z -
faisant par exemple « =1, A = —, y =— . Donc A" est un g~
) 7 z 8
transitif. Mais B est intransitif. Car les substitutions de B sont
celles ol A =1 et transforment par suite 100 ¢n les points (a?, —cvy?2,

=

- ., . a3+ 5.
(*) Dans cetle substitution générale, qui correspond & —j__ﬁ, il faut changer
PE;

partout les signes de 5 et de v : elle est égale a U
. o1

’

B V‘11 ayM 2 si 320, el &
. e A A
tm __L_\_V“ _y3 sta=o, Il faut de méme, & la page 352, changer le signe de A

T A
dans les subslitutions qui correspondent & DV,p; el & DUy,
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w21 [. : T—1 1\
~— 2v) au nombre de [ll y ena2 ol =0 ct 2( )
2 )

2
. p . . , Tr—1
ol w;éo] Donc B" a un constituant transitif B'® de degré ——

dont le champ ¢, contient 100; ¢t comme B est normal dans A,
B® « un second constituant transutif B"® semblable au premier dont
le champ ¢, contient Noo. ¢, et g, sont des systémes d’imprimitivité de
A®ide A et de A’ (. [l est clair que A°™ ¢t B, étant d’ordre > 2
sont respectivement isomorphes 4 A'zz¢(2, %) ct B=z=v(2,=w)
(1, 40) (1),

St n=2, A" est le g._, cyclique normal de A. Donc, si ) =1, A" est
un g7 cyclique ayant deux cycles d’ordre =——1, et si j=—-1, A"
disparait. A" (X =£ o) est un g==) cyclique régulier. Si p > 2, B étant
le diviseur d’indice 2 du g._, cyclique A, chaque systéme d'intransi-
tivité de A" se partage, duns B, en deux systémes de degré moilié
motndre. St p=2, B=A".

A0 Ao AR AN B gont respectivement isomorphes ¢ A’y A”
A, A, B. Onla vérifié pour n< 3. Soit done nz 4. 1l suflit de consi-
dércr A’ Or supposons que le p.g.c.d. D™ de A'% A’ soit >1.
Db est premier a I (1 est semivégylier) et normal dans A’. D’ailleurs
le p.g.c.d. A% de D™, A est > 1, sans quoi AD™ serait produit
direet, et D® diviserait I (1, 39). Donc, en exceptant le cas ol n=4
avee = =2 ct ) réductible et le cas n == =3, A" est 2B (I, 40, 47)
ct B ne déplacerait pas tous les symboles. On verra au numéro sui-

(1) Voici une autre démonstration, JI est ais¢ de vérifier directement que Ao
et B sont d’ordre > 2. Ils sont done respectivement isomorphes i A1) = (2, %)
et a B=0(2,7) (I, 40). Soit T le constituant transitif de A dont le champ ¢,
conticnt, 100, On vérifie de méme que ' est” d’ordre > 2, done isomorphe a A,.
On verra d’ailleurs (48) que le diviseur X de A qui fixe 100 est d’ordre 271,
Comme il contient t,= |z, — x| qui est hors de A?, le diviseur X0 de AY qui fixe 100
est d'ordre 7w (X? est doncle p.p.c.m, des U, ). Le diviseur X%® de I' qui fixe 100
est done d’ordre S 7, Donce I'est de degré 2 72— 1 = 5,. Donc T'= A% ¢t A0 gy
transitif. Mais B(®, qui n’est pas représentable en g*~' [son ordre est } ©(n?—1)],
est intransitif. Drailleurs X0, p.p.c.m des Uy, divise B = 2 X8, les { (n?—1)
Bi remplacant 100 par autant de points distincts, Donc Bo(®) a un systéme d’in-
transitivité de degré 4 (=?—1) contenant 100,

»~
Journ. de Math. (¢ scric), tome V. — Fasc. I, 1g1g. 9
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vant que, dans les cas exceptés, A% est encore isomorphe a A,

46. Soit par exemple ==2, n=4, et d'abord y=o0. A=A" est
iciun g!?,B=A"un g!*, A®un g’,, A" un ¢',. L’ordre des variables
étant x,,y,, La, y,, rangeons les points z,y,x,y, de chaque ¢, dans

Pordre lexicographique (') en attribuant aux coordonnées les
valeurs o, 1 considérées comme appartenant au champ des nombres
réels. Désignons dans cet ordre les points de g, par @, b, ¢, d, ¢, f,
g h, i, et ceux de ¢, par o, 1,2, 3, 4, 5. On aura, cn introduisant
quelques notations, :

Lb=cf.dg.eh.12, ty=ab.de.gh.43,
si=V=0bh.cd.ci.02.15.3], s;==Vo=ad.flh.gi.051.94. 35,
sSi=ts0y=be.fg.hi.01.25.3], Sp== b 8ol = ag.ce.di.o2.14.33,
=ss,=adec.bfh.egi.of’.132, u'=ts s,y =agf. bee. hdi 045,123,

est cf I, 40) le produit direct des gqiu,s,i=) s 83
‘,u , s, =1u',8,! quisont définis par u® =s; =1, s;us;=u*; u'* =5 =1,
s,us, =u'®% Chacun d’eux étant intransitif dans ¢,, B est impri-
mitif. Mais AV est primitif, sans quoi, toul systéme d’imprimitivité
étant de degré 3, le g} qui fixe a, fourni par Paction (Io ‘t,,s,,.s'l:
sur ¢, devrait avoir un systéme d’intransitivité de degré - 2, tandis
qu'il a les deux systémes behi, cdfg (cf. 18). A’ est merunitif,
car il a le diviscur normal intransitil | 045, 123, action de | u, v,
sur ¢,. 1 est clair que A™ et A" sont isomorphes & A.

Soit y=a®4ay + y? (irréductible dans <). Alors A=A’ cst un
g, isomorphe au g* symétrique, B=A" un g;; isomorphc au g*
alterné ou a v (2,4) (1, 40), A® un g7,,, A" un g|,,. En désignant
para, b, ¢, d, e et par o, 1, ..., g respectivement les points de ¢, ct
¢, rangés comme tout a ’heure dans 'ordre lexicographique, Pordre

() Si k variables z,, ..., 2; (rangées dans cel ordre) prennent, dans le champ
des nombres réels, des'systémes de valeurs &1, ..., 215 £}, ..., &F; . .., ces systémes
sont dits rangés dans l'ordre lexicographiques si, le #/*m¢systéme étant £%, ... 2},
la premiére des différences £§—£%, ..., #8—2% qui cst £ 0 a lc signe de B — o
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des variables étant z,, y,, @, y, et en introduisant encore quelques
notations, on a

s;— 8, —ab.36.47.58, 3= t,==cd.o1.34.67,

Vor==bd.ce.03.25.68.79, Vies=ac.de.17.28.39.43,
$37= Vi, Vo= bc. 15, 24 .69, 8,7 (Vb =de.12.45.98,

et A=s,,8,, 8,8, (car V,,, =t,tV,  t . Les équations qui défi-
nissent A par les s; ont été données ailleurs (S.,69). A chaque sub-
stitution 5, de A™ faisons correspondre la substitution s, de A"
telle que 7,7, soit dans A. Aux si de A™ répondent alors des s
de A", Donc A est la représentation primitive du g° symétrique
en g (S., 53). B est le g* alterné, et B! la représentation du g°
alterné en g' (8., 53).

Soit encore s =n=73 ayvec Y =2a% Alors A'= A (I, 24) est un g3}
produit direct de A® par D (1,39); A’=y(2,3) est un g’“ et
B=0v(2,3)ung?i(l,40);s,=8,s,=12,5,=6; A% == A, et B"=B
pour »Zo. [ordre des variables étant z,, y,, z, rangeons les points
de chaque ¢; dans 'ordre lexicographique, en attribuant aux coor-
données les valeurs o, 1, 2 considérées comme appartenant au
champ des nombres réels, et désignons dans cet ordre ceux de ¢,
paro, 1, ..., 7, ceuxdeq para, b, ..., j, k, I, ceux de ¢, par «, B,
¥, 8, ¢, . On a alors

d==y=01.25.37.46.ab.cf.de.gk. /1/ il.of. 590,
t;=02.15.36.47.cg.dh.ej.fl.yo,
" 4,=34.67.ab.cd.ef.gh.jk.2B.25,
my, _y=01.23.36.47.ce.df.gj. hk.il.as.55.40.
Vo= 243.567.aec.bdf.gih.jkl. o3 .05,
Logmy, -y~ 05.12.34.67.ab.ck.dj.el. fg.il.2%. Be.

On sait que t,, m, —, est ici dans B (I, 39). Le groupe B! =B, ¢, |
de I 48, est ici le p.p.c.m. des substitutions paires de A. On
vérifie que les A’™ sont imprimitifs, et les systémes d’intransi-
tivité de B de degré 4.
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) n___ . .
17. Les symboles de b et de <\’ sont les 7:___: droites de © issues

de o ... 0, chacune de ces droites pouvant étre remplacée par un
quelconque de ses points dont on regardera les coordonnées comme
homogénes.

Si donc p>2, A a trois systémes d’intransitivité, le premier de

de gré -

— répondant & a =0, le second de (legro * répondant 4 a=»?,
le troisiémc de degré % répondant ¢ a= NA2,

St p=2, A a deux systémes d’intransitivité, le premier de degré

répondant a a =0, le second de degré s, répondant & a =+ o.

1)

Jc désignerai par L* le constituant transitif de 4 répondant &
a=1», et le champ de &* par y;,,, = ., =4, : pour une forme @ donnée,
A™ et g, ne dépendent que du caracterc quadratique de A.

Pour p> 2, & est semblable ¢ A™ si n est parr (on le voit
comme. pour les A® ol A=£0), mais non si n est impair (lears
degrés sont alors différents).

Je désignerai par A."® et w® les constituants respectifs de . et w,
de champ e '

St nest impair A/ = . Si alors p =2, A" est semblable a G(2v, =),
ot A a G(2v,w) (1,26). On peut done négliger ce cas.

Si n est pair, \/ a le systéme d’intransitivité 4, et un seul aulre
systéme formé de q, et q.

Je désignerai de méme par &'C le constituant transitif de 2/
répondant & a="A. .

Pour n=2, en conservant les notations du n°® 18, et cn posant
:;;-—z,, on a (I, 24) &' =rz,, z;'!, r étant d’ordre =—10, ou (si
l=—1,2,=2" est une puissance de r).

rs = (1. 0y ., P01 (0) (00),
1+0
' = () () (0m) T

! — 0
. . ~ I

kz parcourt les entiers Z1 et =

2

N

z;' transformant rz, en r'z,, A =ir¥z,, 7", &"=ir¥z! w=r'z, .
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: . ,
Si p>2, 8 —0 est pair =2y, et lona

P (1, P e PR (5,0, L ) (0) (),

st =) () (P ey (0m) £ (i, e ).
{0

Done 4" = A" = ; (o=) * %, et A" = =71, &'" est I'action
do A sur les rf, a8, A, ) sont les actions de A, A%, ¥ sur les

ket o™, AN ™ [scmb]ables A AL M (1)] leurs actions sur
lcs rt W0 est un git diédral Lsomorphe v &', transitif et impri-
mitif (son diviseur normal 'r*z,! est intransitif). &% (A £ 0) est un
gl diédral isomorphe a & et transitif. &, évidemment primutif st .
est premier, est imprimitif si y. est composé (son gf; cyclique normal
a alors au moins un diviseur intransitif). &°® (A 5 o) est un g} cyclique
régulier isomorphe & °. w (A 3£ o) est isomorphe & v». St u est
impair, w®=a*". Si p est pair, w? est un gi cyclique ayant deux

, A
cycles de degré I;
. ) wh (3

Stp=2, H=2n', el h=2a.. A= (oso) o, W =1, A" (A £ 0)
est Vaction de A sur les v*; C'est un g&7’y diédral transitif semblable
@ A" (cf. 18). W™ (X 5£ o) est, comme A'™, un g,y cyclique régulier.

Pour n>2, W a les mémes systémes d intransitivité que o. On
le démontre pour n > 3 comme le théoréme analogue relatif a B et
a A (13). Pour n=3, a=a=!my{w=m;t,|w (15; 1, 40). Or,
myy fixe 100 (les variables sont ici homogénes), et m,;_t, fixe 120.
Donc -1 et w, remplacent 100 ¢t 1A0 par les mémes points de 4, et
g, respectivement. Donc w, a un constituant transitif de chacun
des degrés ; (=*=£=).

Pour n> 2, en exceptant le cas n=7=3, &'¥, A.M, 45" w® sont
respectivement isomorphes a &', A, A.°, ¥. Il suffit de considérer ..’
Or, supposons que le p.g.c.d. ® de &', A soit > 1. Le diviseur
correspondant D™ de A’ n’est pas <1 D’ailleurs, le p.g.c.d. A®

(1) D’aprés ce qui a été observé au sujet de A™ (2, m), &AM et A&™ fours
nissent la méme représentation de b toujours et seulement si p est impair [alors
(r?s)) (s7') fixe r*—! et 21,
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de D™, A est >1, sans quoi AD™ serait produit direct, et D®
serait <1 (I, 40). Donc A” est 2B, sauf peut-étre sin=1/ avec =<3,
¢ étant irréductible, ou si n===3. Le cas ol n=4 et =2
(alors A/ =d =A) a été étudié (16). Dans le cas ol n=14 et = ==3,
si AM ne contient pas B, il contient F (I, 40). Donc ®* contient &
dont la substitution R ,, (I, 28) déplace tous les symboles.

Soit n=n=3 et y=2a% Alors 2&'=2a=A"cst un g,} isomorphe
a £(2,3) et w un g, isomorphe & v (2,%) (I, 40). Les degrés
reqpectlfs de &™, A", &% ou de w'”, W', w* sont 4, 6 et 3. Les
droites issues de ooo peuvent étre identifiées chacune avec le
premier des points de A (rangés dans I'ordre adopté au n° 16) situés
sur elle. Avec les notations du n° 416, les symboles de 4, sont aloes
0, 2, 3, f; ceux de g, a, ¢, d, g, h, i, ceux de 4, &, B, v, et Uon a

d=1y=1, 4= 02.34.cg.dh, ty==34.cd. gh.af,
my,_ = {,d ==, Vie=a43.ade. silv.ayfh.
Donc &'” est un g},, &' un g;, imprimitif, A un gy, W oun g,
[B contient t,,m, _,=t,d (I, 32)], w' ungj,, w* ung).
Dans la de51gnat10n des constituants de A, A/, A" A°, B,
Ay d' A0, b, je continuerai a remplacer les lettres A, B, .\, w par
Q, R, 9, &, pour préciser que « a la forme X%y, + ).

18. Excluons désormais les cas n=2ec¢t n=%=3, dL]d traités.

Soit X,=X le diviseur de A, d’ordre (A, 1) : s, qui fixe 10...0,
et X =X® son constituant de champ ¢ Les substitutions dn X
ont, d’aprés les formules (4) et (5) de I, 26, des matrices de la
forme M indiquée au n° 3, ol les éléments dont les deux indices
sont =41 forment une matrice quelconque M, du orbupe A, de
a—x,y, [je désignerai par A, A7, A%, B, AT, oy, P 0%, ai
les groupes déduits de A, comme A’, A7, A° B, A%, a,, &M, 2,0%5 1y, M
de A (A ne divise pas A’)], et ot 'on peut prendre arbitrairement,
ou bien les a, B, out j=£ 1 [alors les formules (8), (4), (6) de
I, 26 déterminent explicitement o), et les «,, «; ol j== 1 par les
autres coefficients de «], ou bien les «,;, a;; oit j £ 1 [alors les for-
mules (18), (16), (15) de I, 26 déterminent explicitement «|, et
les o, B, par les autres coeflicients de «]. Donc (X, A,)= ‘R" 2,
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Les matrices de P (I, 42) sont celles des matrices M ou M, =1.
P est premier a A, el normal dans X =A,P=PA, (cf., 3). P est
méme caractéristique (E., 117) dans X, car les g,: sylowiens de A,
n’ont aucun diviseur commun (I, 47, 40).

Comme m;!y lixe 10...0 et est d’ordre (A’, A) mod A (y est per-
mutable & m,,), les diviseurs de A’, A" qui fixent 10...0 sont
rcspecuvement X'=1X, m; vy} et, si nest pan‘ X=X, m;iy*!
(s1 n est impair, A’=A", et X'=X");m]!vy est permutable aA,
et a P, et (X, X)= (A, A), (X", X)=(A",A). .

X remplace le point oy,0...0(y, #0) de ¢, par les *~* points

(& Yoy Yuis %o Yoy B Yy o) (&, B,y - - - €lant arbitraires), d’ote= —— 1
systémes d’intransitivilé ¢ de X (ou de P) de degré ="~ [et, dans X',
un seul systéime de degré ="~ (zw—1)]. Les constituants de X dans les
champs ¢\ sont paralléles (cf., 3). En exceptant les deux cas n=/
avee 0=-—1 et n=23, X remplace le point ooro...0 de ¢, par les
points (ot,4, 0, €0y Bay .. .) (x,, pouvant étre pl‘lS arbitrairement,
el ®yyy Bay, + .. pouvant prendre s,,,_. systémes de valeurs) d’oit un
mitme gystéme ¢, de degré s, ,_,; comme s,, , s'annule dans les
deux cas exceptés, on peut, dans ces deux cas, introduire un
wi‘me systeme fictif ¢§ de degré ws,,,... Done X (ou X') qui fize
évidemment les = —1 points x,0...0 (x,50) de ¢,, n'en fixe pas
d’autres. Chaque substitution de P déplagant les points oy,0...0
fixés par A", laction de P sur ¢, est isomorphe a P et premiére &
AY =2 AL Done X% ==X.

On voil que A" et A’V sont imprimitifs st = >2 (des deua cas
n=2 e n=mw=23, tct exclus et déja traités, le premier seul présente
quelques exceptions). Alors X a, dans A, un normalisant > X, car
toute substitution dc A qui transforme un des points ,0...0 cn
un autre est évidemment permutable a X.

St w=2 (alors n est pair), A n'est qu’une fois transiif [sauf
st n=1{ avec {=-—1 auquel cas A" est le g}, (16)], car X est
intransitif. Mais A" (n, 2) est toujours primitif. En effet, soit {(> 1)
le degré d’un systéme d’imprimitivité de A et s, = m{(m > 1).
X, fixant un symbole, doit fixer le systéme d’imprimitivité dont
fait partic ce symbole. Ce systéme étant donc formé de certains
systemes d'intransitivité de X, Z a la forme a2 4285, ., + &
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(¢, B2 0). On-a done, en posant 2" ' =z(22),

ml(a+p)s*+ 055 - o@+x]:_>~-+0.,—-r

Done m est impair et, par suite, Z3. Or, pour a=o0 (et « foritort
pour «>0), cela entraine B =o0; et pour B=0, a=1 (donc a fortiori
pour & > 1) cela entraine 5= 03 — 4, done 3*< 0z, ce qui ne se peut.
Si m=12, B" est primitif sauf st n=14 avec 0 =—1 [il est alors
imprimitif (16)]. En effet, pour n=4 avec 0=-—-1, B est le
g, (16). Soit donc n26, et désignons par Y le diviseur de B qui
fixe 10...0. Comme la substitution t=1, ou ¢, fixe les points
0Y,0...0 et 0010...0, Y et X=1¢!Y remplacent ces points par
les mémes points de ¢,. Ils ont donc les mémes systémes d’intran-
sitivité, et le raisonnement fait pour A™ (s’applique & B".

19. Supposons = =2. Alors, pour d ==1, Q(n,2) divisc G(n,2)
(1,26), et (G,Q)=s,+1. Pour 0=—1 (alors =22+ zy+y?),
on a v =v+1, n=2v', et Pon assimile ici z,, y,, de G (n,2) a
z, y de Q,(n,2) dont on ne considére que la forme réclle. 1l sera
donc commode de modifier un peules notations relatives a Q,(n,2)
et dc poser aussi pour 0 =1,v'=v+1, 2, =2, y,=y.

G (n, 2) (n>2) (1), admet une représentation transitive G en g*+'
relative & Q (n, 2) (0==%1). Pour n>>4 cela résulte de ce que G
est simple (I, 21). Pour n =4, cela résulte de ce que ni Q, ni R; n’est
normal dans G (¢, V,,¢, altére a), en sorte que G est alory représcn-
table en ¢}, relativement & Q, (¢f. I, 22), et par suite en g!;
relativement a4 Q, (cf 8., 81). Pour n=2, G=Q, est un g, e
Qu=1t,\ un g.

Le diviseur Q de G qui correspond a () de G est semblable & Q°
(G est donc deux fois transitif). En cffet, soit G=X"Qa; (x,= 1), ct
désignons par C; le transformé du couple C, des quadriques g,, ¢,
par o;. Le groupe conservant C; est a;~' Qu;, et les C; sont tous dis-
tincts, sans quoi o;a,—" serait dans Q pour deux valeurs différentes

720

(1) Pourn=12, G=Q,= | myy=u,v,, t,=u, ; est un g}, Q,= ¢, un g} et
G =QR,=Q,R,, Q,-étant premier & R,, et Q, & Ry=1.
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de ¢, k. 1l sullit de montrer qu'on peut déterminer les o; de ma-
niéro que les C; ol ¢ 5 o soient, cn désignant par sv=(%,,9,, ...,
. 0 ) (3u=1%, = 1) un point paramétriquc ct en posant

D™ = 34 (Lizevoni ) == 25 (G} + 00y,

les ¢, couples C™ définis par a™=a -+ h™'=2% (7&=0, {) ol & par-
court ¢,. Car toute substitution « de Q, opérant sur %, ... [quand
on lapplique d x,, ... (v; =2, y,==y) de a™ ou, ce qui revient au
méme, de b™'| comme sa transposée o sur x,, ..., permute les C™
comme « permute les @, et « parcourt Q en méme temps que o (1,26).
Or donnons & V., Vi, Uy, Wi, uy, 94y, &, leur sens relatif a
G ou Qo & Vi, Vio, Uoky Wor, Uy, ¢, leur sens relatif a Q, (done
Uo= ¢y, L,= u,), et désignons par @,, ®,, &, les déterminations
0...0,0...,010,0,..01 de @.

Sott d’abord 0=1. V4, Vi, Ugry, Wy opérent sur o les substi-
St £k+‘nk'f‘5+' l Nis 24 Np—10 1

b

Ltutions respectives., |

Ny N+ 1y 5 Q’ -+ E/.— ’
Ty Cp~F gt 4 1 A TR R T
' T , | R OGRT AT . On voit directement
1 N+ & z ¢ + Ny

que ces substitutions permutent entre eux les points du systéme
formé de ¢, et de @,. [lreste & vérifier que leur p. p. c. m. les permute
transitivement. Or les substitutions du p. p.c.m. des V,, U,;, qui
laissent % inaltéré, transforment o, ¢t o, en des points ot s,, ..., 71,
sont arbitraires. De méme les substitutions du p.p.c.m. des V,,,
Wi, qui laissent 0 inaltéré, transforment @, et &, en des points &
ou %,, ..., n, sont arbitraires. D’ailleurs V, U, V, =¢, et
Vo Wy, Vig=u,¢, [¢f. ], (26)] transforment @, en @, et &, respecti-
vement, et si I'une des coordonnées £, y d’un point © de ¢, est
#*o0,la seconde est déterminée par lautre et?,, ..., 7. Les points

de ¢, ot 5 =1, =o0 sont les transformés de =, par V,, Q, (2v,2).

Sott maintenant 0 =—1x. V4, Vi, Uy, Wy, opérent sur & les
T . i G E4 Nky Tt~ 0 41
substitutions respectives |G Gi+d , Mo T ,

[ oy n4+m Lot o +E&
Ngy N+ 4+ 1 Eiy, Bt

B " qui permutent entre eux les
Ny G+ Gk <y £+

pomts de ¢, et @,. Le p. p. c. m. des VV ‘s Upry qui laissent % inaltéré,
transforme &, en des points ® ou £,, ..., %, sont arbitraires, la

Journ. de Math. (7° série), tome V. — Fa.c. I, 1g19. b
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coordonnée 7 étant déterminée par les autres. A l'aide des Vi,
W, on obtient de méme tous les points @ de ¢, ol =0. Les points
de ¢, ot £=n=1 s’obticnnent par V,,V, t,,Q,(2v,2).

Il résulte de la démonstration précédente que G=Q,R,=Q,R,
(S.,28,55). Jedis que le p.g.c.d. A de(),, R, et celui &' de Q,, R,
coincident (*). Tout d’abord A et A’ conticnnent évidemment
R, (2,,2) et les substitutions (cf. I, 31).

: Ty Ty, Ty
, Pr= Vi Upp= Vi V= x4y .
Yo )
Yi TprYptay (%)
O, =4Prty=VuWi=V, W= | ¢ x +.u .
Y ¥y T

D’aprés les formules (4)-(8) et (15)-(19) (de 1, 26), toute subs-
titution « de A ou A’y done commune a (), et Q, et appartenant
a R, ou R, vérifie les relations

' — s [ Y ) 2 rY [CAA R—
(E) \ Ui = Poir %yi= 24; ({5 0), T I -/<m+. an —= 1y
- — ! B, e 3l g 2 2 AR -

2 Xy = %igs ‘.“iﬂ"‘[’io(‘?‘éo)’ Tyt -/nu = b0 Dan =1,

T)’apr(‘-q (7) de I, 26, le nombre des couples ey, B, (i 5 0)

ou o;,=8,, =1 est pair. 8’il est > 0, on peut, en multlplmnt o A

(1) D’aprés les relations V, Voy =9, U U=, t,= v u, 00, G = Ro, R, \.
Mais R,R, n’est pas un groupe. Car ce groupe serait G (K., 67), etle p.g.c.d.
de Ry, R, serait d’indice 2 dans A; or on va voir il coincide avee A. De méme,
en désignant par Ple p.p.c.m.des fu, 0,0 (k=1, ..., ¥') quiest leur produit
dircet, d’ordre 67 [ 1y, ¢, 0 = U(2,2)(S.,83)],G = R, P! (i=o0,2). Mais R,/P

W
West pas un groupe. Car lep. g. c. d. X; de Ry, P devrait étre d’ordre —— T 3 P >1.

Or aucunc substitution de ; w4, ¢,! ne conserve z; y,. Done X; ne pent e“tre >
que st i=2, H=—1,ecl alors il serail | 1y, ¢y, |, dont Pordre 6 ne divise pas 3%,

(*) On remarque les relations (PO =1, O,P,. = (P, 012 Puty=1,D,,
Quty =1, Quet PO =11,.
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droite par des V; ol i et k sont = o, annuler tous les o, sauf un tel
que a,,. Donc B4, =0, et en multipjiant « a droite par des P, Oy,
on peut annuler tous les e, =u/, 3, =P, out i 5 o. Alors, d’aprés
(4)-(8) de I, 28, « est dans R(2v, 2) ou dans R(2v, 2)t,, donc dans
R(2v, 2) (elle est dans R, ou R,). Donc A =A' est le p.p.c.m.
de R,(2v,2) et des Py, Oy, et le p. g.c.d:de R, R,. Comme G=Q,Q,,
le p.g.c.d. de Q,, Q, est '="4,1,! =14, (puisque A conticnt
Ley==PrOPy), produit direct de A par |1, ..

Aestisomorphe & G (2v, 2). En effet, ils sont du méme ordre, et
R,(2v,2) divise G(2v,2). De plus P, et O, se réduisent & w;, v,
quand on y néglige 2 et y, et, d’aprés (E), toutes les fois qu’on
multiplie & gauche une « de A par P, ou O,, Peffet sur la matrice
des o, &y, B, Bix 00 £, k sont 5= 0 est le méme qu’en multipliant
paru, ouv, (1). On retrouve donc ainst que G = Q,R,= Q. R, (E., 67).

Désignons par ¢, =¢,, $,=¢,, G, Q, R, ce que deviennent
¢y 815 G, Q, pour Q=0Q;. Comme G=Q,R, (i k), les diviseurs
Q.., R, de G, qui correspondent a Q,, R, de G sont des représentations
de ces groupes c¢n g transitifs relativement a 1', A respectivement
(S., 28, 55). On vient de voir que Q; est semblable & QF'. De méme
Q.. et R, sont respectiveinent semblables ¢ Q}, R} (s, 4+ 1=3s;). Car
op verra (22) que les diviseurs X, Y, de Q,, R, qui fixent un
symbhole de ¢ sont A ¢t Als,) st k=o (il faut ici transformer la
forme 4 du n® 22 par w,), u,Au, et son produit direct par ¢.
=u;tlu;, s k=2 (cf. S., b4).

Sotent 1), A, les diviseurs de Q,; qui correspondent a T, A de-Q,
(ce sont les diviseurs fizant un symbole dans G,;, R,; respectivement).
On verra (22) que V', A, ne fixent qu'un point’ du champ, et que A,
a deux constituants transitifs, Uun de degré 2*-—1, semblable

(1) Plus directement A contient toujours une o el une seule ou la matrice M
des coelficients dont Jes deux indices sont 3£ 0 est une matrice donnée de
G (2v,2). En cifet les oy, oy, Boiy Boiy %y io, Bioy Bio o i;Z osont complétement
déterminés par M et (IZ) d’aprés les formules (4)-(8) et (15)-(19) de I, 286,
Drailleurs, « étant dans Ry, on a Iy=v 41 (I, 87) ce qui détermine o), et par
suite oo, Booy Uhy, el B, d’aprés (E),



44 1.-A. DE SEGUIER,

¢ G(2v,2), qut lui est commun avec T,, Uautre de degré 2(s),,+ 1)
=2 s,, semblable a la représentation de G (29, 2) relative a R;(2v,2).

Ainsi pour n=6, ©=2, G, est un g}} ., deux fois trausitif, Q,,
semblable 4 Q,", un gi? isomorphe au gsg (I, 45), R,, scmblable
aR,ungl ., 1som0rphe aL (4, ) et au g* alterné (I, 43), Q,, un
git,,, semblable & Q,", R,, un g%, ﬂcmblablc a R, (cf 25-26).
G, est un g%, ,mdeux fois transitif, Q, un g ,,, e semblable & Q.
R, un g}7 ., semblable & R{” (1), Q,, un g¢}' semblable 2 Q)", R,,
un gw,,m semblable a R'".

Le gil,4, et le g.,‘,A qui fixent un symbole dans R et l{'
respectivement sont isomorphes au g!  (?). A‘,<LA, nnt chacun
deux constituants dont I'un est semblable au g}}, G (4,2) (1, 22).
I autre constituant de A, est un g;;, semblable & la représentation
de G (4, 2) relative au g,,, R,(4,2) (16). L’autre constituant de 4,

est un g2, semblable & la représentation de G (4,2) rclative

au g, R,(4,2) (16).

- 20. Considérons maintenant L. — Solent \y=-\ et Xp=\' Ics
diviseurs de .1, et de b/ qui hxent 10...0; NP=xP et M= N
leurs constituants de champ g, et Z/) -"_‘." les groupes dedults
de X', X" en y supposant les variables homogénes. 2/ cst évj-

(") On sait que G (6,2) est le groupe de V’équation qui détermine les 28 tan-
gentes d’une quartique, ct Q(6,2) celui de I'équation qui détermine les 27 droites
d’une surface cubique (Jorpan, T'raité, n®441-456; MarLLer, A. T\, 1904). Q (6,2)
est aussi [e groupe de 'équation qui détermine les tiers de périodes des fonctions
hyperelliptiques & quatre périodes (Jorpax, Traité, n>* 499-504) et de celle dont
dépend la réduction d’une forme sextique binaire & la forme canonique w'— ¢?,
1 étanl quadratique et ¢ cubique (Cresscu, Gatt, Abh., t. 1h; 1869).

(*) Il en résulte que Q,' est semblable a Vaction du g8, sur les 28 combinaisons des
huit symboles 2 a 2 (et par suite R,V celle du g* alterné sur ces mémes combinaisons).
11 suffit de montrer que si un g% ;,, X est le produit direct d’un g;,, X, par un
2 Xy, X; est un gé,,, et X, un g? fixant les symholes de X, (S., 48). Or, 2.720
ne divisant pas 7!, X déplace 8 symboles. X n’est pas transitif. Car le diviseur Y
fixant un symbole serait un g,q, et aurait 1 ou 6 g? dont chacun figurerait dans
3 des 8 conjugués de Y. Or, X ayant 36 g;, cela est impossible, Donc X est
intransitif, et son ordre exige qu'un des constituanis soit un gI,, et 'autre un g2,
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demment A, et E’Sxt. Comme 1 est premier & X' et 2 X', 2/ 4
Pordre de X' et 2 celui de X”. D’ailleurs A==, (17). Dom,,
V==, et (N, 1) = (A, 1) ;_'-11—; = (A (A% ), Donex==". De méme
;\:I= E/. ‘ i
L.a matrice générale de . a la forme générale on du n® 4, et 'on
voit, comme aux n** 4 et 6 que == {A, P, m,tfl] =!'A, P, m.,,lD
Nz= (AP, my, v/ I|I, ou, puisque y?p'=[2] V(I, 24), xSz
‘ A, P,m,, v |l (N est normal dans X'). Dela encore N =2, N/ = E'.
Au liew des = —1 ¢ de X, on obtient de méme, dans X. ou X" un
seul systéme 37 du méme degré ="~ Au lieu de ¢', on obtient de méme

un systéme 4 de degré "2 (qui est fictif de degré o si n=4
avec h =---1 ou st n=13). EL il ne reste plus que le point 10...0 fixé

par \- et \.'. 4
Si 4" a des systémes d’imprimitivité de degré ((>1), N, fixe

. . - l S ’
celut qui contient 10...0. Done ..—-I-i—" ==, 8,0-2 €tant o,
. l 1 -

Py — e 4 So. 2 [ ’ -3 .
oul=14%"" 85 C::]—}-'.'.T_li—[f, L divise le degré ="=* de I'autre

systétme d’intransitivité de N\, ce qui est absurde. Si Z-—-—x—{—*“*’

. . . Sa s -
2 divise 7:__—~—'—, donc¢ aussi ;""— d’olt (r—1){Zs,,, » Stn=2Y
le =™ -

on a donc

"-‘/‘l--l___-‘-:ll 2_*_ ﬁ-—l;.ﬁ“_:’—l _'_/)(ﬂv' [ — 2)’
d’ol « fortiori, en faisant 0=1, en supprimant =—1 au premier
membre, ¢t en divisant par =77

ML T A+ BT e,

cl, encore o fortiori, =< 27", ou =<2, ce qui csl absurde.
Si n=2v+41, on a
1':"“‘»1:""’+1r——1§1:""2——|

d’ou, a fortiort, ="' < 2%"%, ou = < 2. Donc pour n> 4, ou pour
n=4et =1, 2(n,=) (= _2) est primitif, simplement transmf
Pour n=14 et )=—1, 4 disparait, et " est un g™ transitif
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qui est l¢ normalisant dans A du- g, transitil correspondant
aPD|D (I, 42). Donc 1" est ici un g=*' deux fois transitif, isomorphe
a ) u,(2,w%), 7% (1, 40), et ¥ un g™*' isomorphe a v_(z,%*). ¥ "
est semblable ¢ © (2, 72) qui est deux fois transitif; car les deux
groupes sont des représentations d’un méme groupe abstrait
relatives au normalisant d’un g,. sylowien (8., 55, 64). De méme
A" est semblable 4 | v, (2, 7%), 7.

Pour n=13, on voit de méme que W est semblable ¢ © (2,7,
et A" a v (2,%) (1, 40)..

W' egt primitif. En effet, d’aprés ce qu’on vient de voir, on peut
supposer n> 4 ou n=4 ¢t {=o0. Le p.g. c. d. de X, west, en
regardant les variables comme homogenes, | B, P, m, m,,. Or m,,
fixe 010...0 ¢l coto...0. Done § et Xxo=!m,, ~ remplacent ces
pomt% par les mémes pmnts de 4, .1“. Ils ont don(' les mémes %y%tem(-
d’intransitivité, et le raisonnement fait pour 4" s’applique & w'"*.

Pour p> 2, wm"(5,%), tsomorphe & B (5, =) (17; 1, 39), est iso-

s

morphe & ¢ (4, =), (1, 43) et de méme degré

—!. Mais le diviseur x,

d’ordre = (7 —1) (72~-1), qui fixe un symbolc dans (4, =) est
1somorphe a G(z, ,,)I‘mm m,, D ou le g..P,DID, P g e d.
des g, a un central d’ordre = (1, 23), tandis que lc dw;scur:‘“
fixant un symbolo de wo(5, =) est, on vient de le voir, isomorphe
a ‘R(3,7)Pyy-, m;,m,' ouleg.P,, p.g c. d des g, est abélien
(I 42) Les deux représentations w" (5,%) et ¢ (4, =), de méme

clegre

*, du méme groupe abstrait ne son! donc pas semblables (1).

(Y) Dapres 1, 43, e diviseur &, de G (4, %) qui cmrcspond a ¥ fixe la droite
dont les coordonnées 7 vérifient 7, = /.3—— =0, Ly Ly, =0, L2 0.
D’aprés la relation quilic les Z;, (S.. 76 on a aussi /,,q/‘,, = dom 1y2= Ty, =0,
Les équations Z,,= 0, Zy,= 0 en 4, u, ‘dont le déterminant est Z,,, donnent
n=1,=o0 lLes uplallons ZL,3=0, 73,= o0 donnent de méme %,=2Z,= o0, Done
Ny fize la drotte ny= Z,= 0, ét comme J, est maximum dans (5., 60), F, est
le diviseur de ({ qui fize cette droite. - est le diviseur de. ¢ (4, =) qui fize le point 1000
ou le plan n,= o qui est son plan focal relativement au complere X (Z, n—n:5)=0
conservé par (. (Cf. Mivcnerr, Transact. of the 4m Math, Soc., 1914, p. 384, 388,
395.)
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21. Considérons maintenant les A, A'* oty \ =# o, et soit d’abord
n=2v+1(p>2).

~Pour étudier le diviseur de A qui fixe un point de ¢y, il est
1ci commode de remplacer y, par y,+ 4x,. a est alors remplacée par
a~+ Az} =a,, et aux premiers membres des conditions (4), (5),
(6), (7), (8) de 1, 28, il faut ajouter respectivement les termes
NG, ;% gy 2M0 0, 1y 2AK) 04, AKS -, Ay, tandis qu’au second membre
de (7) il faut faire ¢,="A. Les deux points =1,0, ..., 0 appar-
tiennent a G,y €Y le diviseur X, de A [ou de A/, pumque le degré
de A7 est ici L(m-—1)=(A/, A) fois celui de AO’] qui fixe 'un

d’eux fixe autre. La matrice générale de X, a la forme.

.....................

l.es relations entre les éléments de M qui correspondent aux
combinaisons de la premit¢re colonne avec chacune des autres
(¢f. 1,1) donnent le systéme

97 T A A— o7~ (A y [ — -/
S 202, + 5 =0, 212\, + B =0, atay + Bu=o (L#1).

Le systéme 8 des autres relations entre les éléments de M (cor-
respondant aux autres combinaisons de colonnes) peut se rem-
placer par le systéme 87 résultant de P'élimination de «,;, «,, &
Iaide de S.

Soit maintenant M, la matrice déduite de M en supprimant la
premiére ligne et la premiére colonne. Les matrices M, forment
évidemment un groupe X;, homomorphe a X;, et comme, d’aprés S,
M est complétement déterminée par M,, X,, = X,.

Or M, est la matrice d’une substitution du groupe de la forme

2

¥ vy cat— ';/—.)~=a‘,., : on le voit nettement en diminuant d’une
2 o

unité tous les indices non nuls des z;,y; (= z, ) et des éléments de M, ;
car. 5” devient alors le systéme des relations qui lient les coellicients

degla substitution générale. du groupe de @), = X' x;y; 4 cat— 27
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Comme les éléments de M, ne sont liés que par 57, on peut prendre
pour M, une matricc quelconque de A(2v, =, a),). Donc X, coin-
cide avec A(29, ©, a,,) & la notation prés des variables, et X;==X;,
== A (29,7, @) (1), .

X, a =% systémes d’intransitivité représentés par les =% points

¢

Pop= <o- ;:;, yh, Yt ., .'c“), G et u. parcourant 2, el y%, i,
/" o g ' 3 . (sg
Yy, ..., a* étant un point quelconque du systéme q,,,, de X, (€ gy,
disparait, ce qui a lieu pour v=1 avec 0, = 1, (), désignant le carac-
tére quadratique de z, on remplacera g,,, pdar o...o) : les points

v u
x,y, ...2,y,x du systéme [s, n] de ps, sont ceux olix, =c-— %

(1) Des générateurs de A(2v, 7, azy) indiqués précédemment (I, 80), on déduit.
par S un systéme de générateurs correspondants de Xj. Les générateurs de X;
ainsi obtenus sont, en remplacanL y, par y,—»Lx, pour revenir a la forme
a=2Vz;y;+ ca® [les deux points fixés par X; sont alors12o0...0el (—1,—12,
0,...,0)], ceux de A (n, %, a) avec les modifications et restrictions suivantes :

19 On remplacera ¢, par my; ¢, qui correspond & ¢ de A(2v, T, @y, );

20 On remplacera ¢, par m £, qui correspond a my _; de A(2v, 7, a,) 3.

30 On supprimera les my,;

4° On remplacera le couple Vi, Vi (k32 0) par I'unique substitution
V,,.,gUl,, w qui correspond & Vp,y de A2, 7, a);

A
5° On remplacera V,,, par la substitution qui correspond

5
@ So X — = 52
[[C)»y (_qz.__ 7-'—--:]
ajcl

¥ mnE A Sy

My gy, =

de A(2v, 77, ay) (cf. 1, 2k, 23) pour 5,2 0 (s 5, = 0, my, , seréduit a 1 ot & my _,
S

qui a déja_été considérée). Cette substitution est m;y: Vo Upy ol p= I

! s N 2 oMl S / 2 ,_ow—1 P
p=2 y b= d'ol sy = fep, sy= — —1, o' = Y et,d’aprésla

i
relation entre s, et s, cp’ (A 4 ') = 0],

A priori myt,, et myy sont dans B toujours et seulement si my 4 et my,,,,
respectivement sont dans B(2v, 7, a,). Il est aisé de le vérifier directement.
Pour que m, __, soit dans B(2v, , a),), il faut et suffit que = = %, mod 4 (4. dési-
gnant le caractére quadratique de z) (I, 839);. mais alors précisément m, .,
donc aussi m,yty,, est dans B (loc. cit.). Pour que my, , soit dans B(2v, 7, a;,),
il faut et suffit que 2(1 + so) soit carré (I, 25, 89); mais alors p" P'est aussi.
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ol Y, ,...x parcourt le systéme g, . de X,, (en remplagant q,,;, 8'il
disparait, par o ... o).
En effet, si M transforme p,, en p,,, on a
41 bt
7—-42—5 oty g a4 +c/,,,.rﬂ__o-————-—,

2/
Brist+Buah+... 4+ Lpat=y¥,

D’aprés S, les deux premiéres équations donnent 5’ =oc. Alors
la premiére résulte de la seconde qui, jointe aux suivantes, montre
que M, transforme le point qui représente ¢,,,, en celui qui repré-
sente ¢, . Done @/ = . Si p.= o, les = systémes obtenus en faisant
varier ¢ sont de degré (='—0,;) (=*-14-0,,), car X, transforme les
2v derniéres coordonnées de py, commé X;,, et, d’aprés S, 'action
de chaque substitution de X sur la premiére coordonnée est déter-
minée par son action sur les autres. Si u.;é o, ils sont de degré

29- 1__() _/.-1

Lw 7:2 systemes contiennent done ="~—= points. Or X, fixe les

= puints z,0...0. Donc les seuls points de q,,, fixés par X, sont
=1, 0,..., 0. Donc A%(n, =) et A""(n, =) sont tmpmmufs pour

hFoen=29+1>1(p>2).

22. Soit maintenant n pair = 2v'.

Supposons, ce qui est toujours permis, ¥ 5= o, réductible ou irré-
ductible, be' # o et h=c [les A™ oit A o sont semblables (15)].
Ecrivons les variables dans I'ordre 2,3, 2,,y,, . . ., %y, y,. Le systéme
q. conticnt les points o, =1, 0, ..., 0 (confondus si p=12), et le
~diviseur X, de A [ou de A’, puisque le degré de A’* cst ici
=—1=(A’, A) fois celui de A™ (48)], qui fixe I'un d’eux fixe 'autre.
La matrice générale de X.- a la forme

. ’
Lyp | O | %oy Y Aoz %y

I~ ! ol
\ﬁoo el ﬁm re'oz .an

Uy | O oty oy, Gya O,

M = Bo| 0| B By B Bis
Oz | O] oy U‘zl 221 5‘/3-_» \

1?’20 0 .321 r3'21 .322 ’z:

R B B T T T P R

Journ. de Math. (5* série). tome V. — Fasc. I, 1.91y

(N
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Les relations entre les éléments de M qui correspondent aux
combinaisons de la deuxiéme colonne avec chacune des autres
donnent le systéme

X bog+ 2¢'Boo==0, bay+2¢Lor=o0, bay+2c'f=0 (kzo)

Le systéme X' des autres relations (correspondant aux autres
combinaisons de colonnes) peut se remplacer par le systéme I
résultant de I'élimination de e, o, & aide -de X.

Soit d’'abord p> 2. Appelons M, la matrice déduite de M en
supprimant la deuxiéme ligne et la deuxiéme colonne. Les matrices
M, forment évidemment un groupe X, homomorphe & X, et
comme, ‘d’aprés ¥, M est complétement déterminée par M,,
X =X... )

Or M est une matrice du groupe de ¥!2; y;+ ¢, 2*=«,, en posant
;7,0 =c,, car X’ est Rrécisément le systéeme des relations qui hent les
coeflicients de la substitution générale de A (2v+ 1,7, 4,) et comme
les coeflicients de M, nc sont liés que par ¥”, on peut prendre pour M,
une matrice quelconque de A(2v-+1,7,¢,). Done X, coincide
avec A (2v-+1, 7, a,), et X=X, (}).

X.. a =% systémes d’intransitivité représentés par les =% poinis
Pop=0611.0...0, G et . parcourant 2; les points ayx,y, ... 3.y,
du systéme [o, u.] de p,, sont ceux ot xx,y, ... %, Y, parcourt g,, et

' x
ol =G —.
En effct, si M transforme p,, en p;,, on a

.’Au—i's’l:,l(J.”:_'(), "7+?‘0|+@’,,‘(J.:':9",

’ I~ ;/ — !
a2y = Gud By p =l

(1) Des générateurs de A (2v+1, m, a;) indiqués précédemment (I, 30}, on
déduit par X un systéme de génératcurs correspondants de X.. : les générateurs
de X,. ainsi obtenus sont ceux de A (n, &, «) avee les modifications ct restric-
tions suivantes : .

1° On remplacera W par le g, uo { quirépond a | ¢, dec A(2v+1, 7w, a,);

20 Onremplaccra Vg, par V(,,,.!,‘WM by quicorrespond & Vi de A(2v 41,7, 4,);

= .

30 On supprimera les Vo,
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D’aprés X, les deux premiéres équations donnent s’ =5, Alors
la seconde résulte de la premiére, et le systéme obtenu en négligeant
la seconde monire que M, transforme le point p, de g,, dont les
coordonnées z, 2, y,, 2,y ..., 80Nt O, I, 4,0, ..., €N Py, de g,
Donec y'=y. Comme X, consetve la coordonnée s de p,, et
transforme p, comme X, =A(2v+1, %, a,), les = systémes
obtenus en faisant varier 4 scul sont, pour . = o, de degré =% -1,
pour . 5 o, de degré =46, %"

Les 72 systémes contiennenl #”— % points, et X, fixe les = points
0yo...0.Donc les seuls points de q.. fités par X . sonto, % 1,0, ..., 0.
Donc A7 (n, =) et A" (n, =) sont imprimitifs pour A # o, n pair > 2
et p>2.

Soit maintenant p= 2. Alors £ se réduit & a, =1, €)= =0
(k - 0), et il suflit de porter ces valeurs dans £’ pour former Z qui
se compose : 1° du systéme ¥’ correspondant aux combinaisons
de la premiére colonne avec chacune des n—2 derniéres; 2° du
systéme X correspondant aux combinaisons deux a deux sans
répétition des n—2 derniéres colonnes; 3° du systéme X corres-
pondant aux combinaisons de chacune des n— 2 derniéres colonnes
avec elleeméme; 4° de 'équation E qui répond & la combinaison
de la premiére colonne avec elle-méme. Or soit M, la matrice
déduite de M en supprimant les deux premiéres lignes ct les deux
premiéres colonnes. D’aprés X, (qui ne contiéntici que dés éléments
de M,), M, est une matrice de G(2v,7), et I'on peut prendre
pour M, une matricc quelconque de 'G(2v, %), car, quand o

s’est donne M,, X, détermine les {Sok, B, ol /zgéo,‘Z” les o, @,o,
‘ot i # o (1), tandis  que E, qui s’écrit ici

¢ r’uu -+ buao— 2 “IOHICM

ne détermine 8,, qu’a la constante addlthP prca

(1) 27 est formé des 2v équations (4) et (5) de I, 26 qui répondent & j =o,
k £ o0, Leur déterminant, qui est le produit de celui de M, par b, est #0. On
remarquera que les 2v équations (15) et'(17) de I, 26 qui.répondent & j = o,
k £ o représentent preclsement la résolution de 2,, et que les 2v équations (18),
(19) de I, 28 qui répondent a { = o fournissent les aiy, [3,0, mdependammenl des
Boks Dor (comme Je systéme analogue 2’ a fourni les 3,4, B4/)
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- Ainsi M, détermine M)u,! (Mu,=u,M, u;=1; ¢f. 1, 25).
Comme u, est dans X,, et qu’une seule des deux matrices M,
Mu, est dans A°=B (M est dans A° ou dans A"¢,; u, est dans
A’t,), onvoit que X, =Y, u,!, Y. étant le p. g.c.d. de X,,, B,
et que M, détermine complétement . celle M’ .des deux matrices M,
Mu, qui est dans Y,. Disons que M, et M’ se correspondent. On
voit directement que la matrice M’ de Y,. qui correspond au produit
de deux matrices M, de G(2v, =) est le produit des matrices M’

" correspondant & ces deux matrices M,. Donc Y,=G(2v, %), et

X.. est le produit direct de Y, par | u, ! (*).

Désignons par A(2v,%), B(2v, =) les diviseurs -de Y. qui
répondent aux diviseurs A (2v, ©), B(2v,%) de G(2v,%). Y.
divisant-B (n, =), la condition (32) de I, 37 exige que, dans B(2v, 2),
Boo reste nul. ‘

Comme X, conserve z, chaque valeur % de x caractérise ny(21)
systémes d’intransitivité (de degré Z1) formés des points de ¢, autres
que le point o10. . .0 fixé par X, qui vérifient &, xy,+b (5, y)=c'.
Je dis que n; = 1, et que X ne fize, dans q.., que le point o10.. . 0.

Considérons en effet le systéme d’intransitivité oy de degré

“dont fait partie le point %02, 10...0 (z, =c¥ +¢) de q..

-

Vi, (qui est dans Y,.) transforme ce point en &7z 10...0 .0U

wy=blnta, +c =4 )+

Soit d’abord &£ 0. Siy(& n) + ¢ +# o [si® =2, ce cas ne se pré-
sente  que pour ¥ =azy +y%; A(2v, 2) est alors, & la notation
prés, le transformé de Q,(2v, 2) par u,], le point z| 10...0 du

.champ de A(2v,w) appartient dans ce champ & un systéme

d’intransitivité autre ¢ue ¢,. Donc A (2v, =) [ou-B(2v, =), puisque
B(2v,7) a les mémes systémes d’intransitivité que A(2v,%=)]le

(') Aux générateurs t;, w2, Viry, My de G (29, 7) répondent respectivement,
dans Y., les générateurs t;, Vo, Vity, msy. On obtient donc un systéme de
générateurs de X,. en prenant les générateurs de A (n, 1) avec les modifications
et restrictions suivantes :

1° On remplacera ¥ par | u, );
2° On supprimera les générateurs V.

En supprimant le générateur u, de X, on obtient Y,.,
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‘remplace et remplace de méme £,z 10...0 parz®'~!' — «'~! points.
St- (&, )+ =o [sim=2, ce cas ne se présente que pour
) =a? + xy 4 y%; A(2v,2) est alors Q,(2v, 2)], le point z] 10...0
appartient dans le champ de A(2v,2) a ¢g,. Donc A(2v,®) rem-
place vz, 10...0 par =*-'—=""' 4%'—1 points, et W, .-
(qui est dans Y,.) le remplace par £7o...0. On a done, pour & = o,

81 ,b 2, n)+ ¢ est réductible en 7 (%e% racines sont alors distinctes,

car leur différence est =7 ‘S =+ o)

&7 (m— 2) (T2 — 7= 1) o 2 (RE — 1 o 2Y) = o Y,
et si Y (%, )+ ¢ estirréductible en 7,
Gom(EN e ) = Y,

St % 0,4/ 0,7) +¢ =¢ (n*+1) n’ayant que la racine =1,
ona de méme (en ne comptant pas le point o1o0...0 fixé par X )

Lo (m ——1)( St ) I S R A S A L L
3 14 . . 14 ‘
Or soit v le nombre des Z =% o, tels que §(&, v) +¢’ soit réduc-

tible en 7. $(&, ) 4 ¢ ayant alors deux racines distinctes si Z = o,
et la seule racine = 1518 =o,il ya 2w + 1 points {7 annulant

(%, m) +¢. Donc 2u +1=z—10 (E, 45), et ‘U'.ZT:_:__"

Ainsi (8, n) +¢' est irréductible pour = —1—p =TFI= op

2
. L0 : \ T—0—1 4
leurs =£ o de &, réductible pour les —,— autres valeurs #odef
et aussi pour & =o.
Revenons mamtenant a I'équation Zlzy, =Y(% y) + . Pour

wT—1— »
chacune des = — ® valeurs = o0 de % rendant { (%, y) 4¢' réduc-
tible en y, I'équation a

(m—=2) (R =" ) fo(eV— 7" V) =¥ - Y

solutions en y, ®,, ¥,, ..., Ty, ¥». Donc G est alors =% 47", Pour

d valeurs % o de § rendant (%, y) + ¢’ irré-

7:-—

chacune des
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ductible en y, l’équation a =*—=" solutions, et {; est Sm*—=".
Pour § =o, {(% ) 4+ ¢’ n’ayant que la racine y =1, ’équation
a w1 solutlons (en ne comptant pas la solution 10...0 corres-
pondant au point o10.. .0 fixé par X,.). Donc %, est Sz*—=". En
comparant ces inégalités avec les précédentes, on voit que leurs
seconds membres fournissent, pour chaque E, la valeur evacte de ¢,
et que les oy contiennent  s,—1 points exactement. Donc n; =1,
et X, ne fixe dans ¢, que le point 010...0. '

On remarquera que B(2v,7) fize les pomts fn0...0 (puisque
oo y est nul). Or, si w =2, A(2v, 2), conjugué de Q,,(zv,z) st
y=ay +y% et identique & Q,(2v,2) si } =2 +ay +y? a
dans G(2v, 2) Pindice E}‘- Donc B(2v, 2), qui fixe les deux points

170...0 (n=o0,1),a dans Y, l'indice {, et est par suite le divi-
seur fixant un symbole du constituant de Y, de champ s,. Done,
si m =2, le constituant de champ o, de Y, est semblable & la repré-
sentation de G (2v, 2) relative a R(zv 2) (nécessairement imprimitive
putsque Q est > R). De méme, si = = 2, le constituant de champ s,
de Y, est semblable a G(2v, 2) car a tout point z,y,...%.Y,
répond un seul pointoya,y,...z.y, de ¢. et actionde M et de M,
sur z,y,...2,Y, est la méme. On remarquera que u, fixe tous les
points de 5 %- Done, st = =2, les constituants de X, et de Y, dans 5,
coincident.’ :

Si A est imprimitif, le constituant X“ de X,. dans ¢, fixe au
moins un systéme d’imprimitivité dont le degré, d’aprés les degrés
des systémes d’intransitivité de X, a la forme

{=r(rm¥—71") +s(7¥+ 1) + (7= 1) +1,

: ~I+6 s:rﬁlwo, 131,
2 2
Sit =o,{ est impair, et comme il divise le degré =*+'— 0z

de A“Y, il divise =*+'—1. On a donc, ¢ désignant un entier 21,

r, s, t étant entlers £0, et 1z

glr(a¥—n') + s(z¥+ 7¥) + 1] =n"*+1 — 4.
Dono q+0 = If’r" k étant un entier 2 o. Donc

[1(11:"—-1) +s(n'+0)]tn—1,
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dol s =0,v=r=¢ =k =0 =1, =2. Alors A“ est résoluble
(I, 40) et par suite zmpnmztzf, puisque son degré 6 n est pas une
puissance de nombre premier (S., 63).

Si ¢ =1, { est pair et divise ©*. On a donc

glr{s¥—1n") + s(7¥+ )+ ] =77 (g entier?2),

ce qui est manifestement impossible pour v > o. Done, pour p =2
et n pair > 2, A“) est primitif simplement transitif, sauf si® =2
avec n =4 et 0 = 1, auquel cas il a des systémes d’imprimitiité de
degré 2.

Le méme théorcme s’applique a B“, En cffet, X. a = sys-
témes d’intransitivité, chacun étant caractérisé par la valeur &
que & y conserve ‘¢t formé des points fyay, ...xy, tels que
S +Y(E y) =c. Or, pour n:4,il y a toujours de ces points
pour lesquels z, =y, (lo). Comme ¢, les fixe, X, =1¢,! Y. et Y,.les
remplacent par les mémes points de ¢,.. Donc X, et Y, ont les
mémes systémes d’ mtransmv;tc, et le raisonnement fait pour A«

s’applique & B

23. Considérons maintenant \.™ et w" pour h = o, et soit d’abord
n=2v+41(p>2).

Revenons aux variables du n® 21. Soient o le diviseur de A = Jlg'
qui fixe 10...0, Ny le constituant de dans lo champ 4,,. (X' n
dépend que des earactéres quadratiques de A, w); E;, Z; les groupes
déduits des diviscurs respectifs X;, X; de A, A’ qui fixent 10...0
en y regavdant les variables comme homogénes. Z, ¢t = sont
¢videmment Sa5. Or on voit comme au n® 4 que Z; ct Z; ont
les ordres respeetifs de Xo, X, et que Ny = i Done (N, 1)

= (N, 1) = (A 1) —=(A'”= 2A2 1) Done Np=N,=E, =5,

Y (7 =—1)5 e

La matrice generale de X\ est

Xip Py Ky Xy, e

o ‘3 B B,

M=/ o .

w
o R
o

(o}

_w
[
Y
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N n’étant déterminée qu’a une matrice prés de I comme facteur.
Fixons ce facteur de maniére que 9 soit dans A. Alors, d’aprés S
et I'équation (4) de I, 26 modifiée comme il a été dit (21), «,, =1,
ct Ja matrice g, déduite de it en supprimant la premiére ligne et
la premiére colonne est la matrice générale de A(2v, T, a;,) (21).
Mais on devra regarder comme indistinctes les 9t dont les éléments
sont proportionnels. Donc X,'=A(2v, %, @), et, de nouveau
Xo=5,.

Désignons par (o, 1) le systéme d’intransitivité de &, dont fait
partie [s,1] (21) quand on y suppose les coordonnées homogeénes.
Les = systémes [o, u.] fournissent évidemment les trois systémes
(0,0), (0, 1), (0, N) (correspondant aux trois y,.,,), le premier de

‘ So n—\. a)n

degré les deux autres de degré

2

81, nm1,ayye D atlleurs les =

.systemes (1, ) sont distincts. Si en effet le produit de M et d’une
similitude de I transformait (1, 1) en (1, '), on aurait des équa-
tions de la forme

ETA , ) N
'——-';);5- A4y Y o 4 o, Y+ ...::/:(l-—-‘l-'->,

2A
Purt +Lual + BLoy+. = kyY,
Oy ¥ A gy -y, M+ = kY,

Les deux premiéres donnent, d’aprés S, k=1. Alors la premiére
résulte de la'seconde, et or | transforme gy, en g,., . Ponc p/= p (21).
Il est clair d’ailleurs que(1, &) est du méme degré que [1, ] ou gy, -

La somme des degrés des =3 systémes ainsi obtenus étant le

w-ll.._l

de gré =

—1 de Xy, Ny n'en a pas &’ autres.

Dans [q, w) a= As?4p. Donc ceux des (s,u) qui appar-
tiennent a N sont, en réduisant 5 4 o ou & 1, (0,}) de degré
s (77—, 7), (1,0) de degré (=*—0,;) (=¥ +0,;) et les ; (= —3) (1,u.)
ole A+ u=k%\ (k2=o, )y chacun de degré n®='—0,, "' : la somme
des degres de ces 1 (m+41) systémes d’ mtransmwte étant ! s,
X ne fixe qu’un point de ..

Si.4® a un systéme d’imprimitivité de degré { contenant ro.

Ln I’

’
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.

x4 fixe ce systéme, et { a la forme

L= g(ﬂ”"'— BamY=) 4 (7 — O ) (W71 8) 4+ L(RY ™ — /1) +- 1

» L P .m—3
rys,tentiers-o; ry81; Lo 3 H

. . . : N y o e 1 . P
- Si s=o0, { est premier & =. Done { divise ;(‘.:‘-{— 0,)=%q(q21),
d’otr

de plus { divise le degré & (=24 6,,") de 7.

g2t +r)(n?'— 0,.;‘7r""‘) =40 —2<< 7,

d’ol ¢(2t+4r )‘—‘J——O‘,—-I Mais alors Ww==0(2,7) (I, 40), et le
g, diédral (18) qui fixe un symbole dans %*' y est maximum
pour = > 3, d’aprés la détermination connue des diviseurs de 0.

St s=1, la relation ! (=*'4-0,,7")= {q(¢Z2) donne

g(r+2t+2)(7"—05) + 2905 = =(7" +.0:).
Done = divise g(r+2t)=I%(I1Z1), et on a, en divisant par =,

(I + 20 —1) = 6.0 (L—1),

dou 0;=v=1, et I(r—1)+2¢g=1, ce qui ne se peut. Donc
A% (N =£ o0, n impair) est primitif hors du cas n===3 (17).

w*(2v—+1,7) (A £ 0) est aussi primitif hors du cas n=7=3.
En effet, on vient de le voir pour v=1. Soit donc n25. Le p.g.c.d.
x>, de w avee Ny =A(2v, 7, a,,) est formé des o (réduites comme
au n® 21 4 &tre dans A) ol ai, est dans B(2v, «, a;,), seul diviseur
d’indice 2 dans A(2v, %, a,,). On a alors X) =! m, |2, (les variables
de m,, étant supposées homogeénes ). Or chacun des systémes (7, 1)
de X" contient un- point dont les coordonnées ont la forme
c— ‘217'-_., y,é 0, ..., 0, T, car on peut togjours résoudre ca®— % Y-
[cf. 2’1} si p=o0 et O,=—1, 2 et y, seront nuls; mais alors ,
dans X5Y, o est :,é 0, puisque le seul systéme de X§ ol w =0 est (1 o)]
Donc 7, et &y, =|m,, | 7, remplacent ces pomts par les mémes points
de. g, Done ils ont les mémes systémes d’intransitivité, et le
raisonnement fait pour 4* s’applique a w®.

Journ. de Math. (7* série), tome V. — Fasc. I, 1919. 8
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4. Soit maintenant n=2v'.

St p=2, A™ et ,® sont respectivement semblables & A? et B® (17)
déja étudiés (22).

Sott donc p > 2, et revenons aux variables et aux. conventions
du n° 22. Les deux &L® oit A == o étant semblables (17), supposons
A=c'. Soient X, et X, les diviseurs respectifs de b et <L’ [ici
(s4', b)=2] qui fixent o10...0; X et ;¥ leurs constituants de
champ 4,, qui ne dépendent que du caractére quadratique de v.;
E. et E, les groupes déduits de X., X[, en y supposant les coor~
données homogeénes. &, est évidemment S, Sx,. I étant premier
a X, et a X, E.a l'ordre de X, et E, celui de X,. D’ailleurs

A= (17). Done X =, et (N, 1) = (A, 1) —92— = (-A—?—l—) Done

(A% 1) (A, 1), Donc
(T 1) 80 = T

&, =E,. De méme (X, 1)=(4/, 1):8.=
Np=N.=E,.
I.a matrice générale de x, ou de N, a, @ priort, la forme

) 0 Olgg &y
! !

@oo roo f30! :601
/

'JIL = I 0 d“ ot“ e g (51»0#0)’

A Y
Boo| o [Bu B

ot n’étant déterminée qu’a unc matrice prés de I comme facteur.
Fixons ce factcurde maniére que 5% soit dans A. Alors, d’aprés
et la formule (4) de 1, 28, B, = 1, et la matrice 9%, déduite de o
en y supprimant la seconde iigne et la seconde colonne est la
matrice générale de A(2v—+1,w, a,) (22). Mais on devra regarder
comme indistinctes les o dont les éléments sont proportionnels.
Done &, =A(2v-}1, =, a,), et, de nouveau, &, =X, =X,.
Désignons par (5, i) le systéme d’intransitivité de x., dont fait
partie [0, ] quand on suppose les coordonnées homogénes. Les
w systémes [o, u.| fournissent éoidemment les trois systémes (o, o),
(0, 1), (o, N) (correspondant aux trois qpa,)» le premier de degré

So, n--l,n,
T™T—1
D’ailleurs les = systémes (1, 1) sont distincts. Si en effet le produit

le second de degré ;s le troisiéme de degré i sY,_, ..

2 l 1,0,y
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de M et d’une similitude de I transformait (1, v.) en (1, i+'),.on aurait
des équations de la forme '

‘ oo LW o oy 4oy N . ket

bV ba¥
| Boor¥+1 ~ Y + Boy 2 + 'r?'/olyl':"*"'-:/"("— 20 )’
{

! ’
( o)L + &Y A2 v L = ke

Les deux premiéres équations donnent, d’aprés ¥, k = 1. Alors la
seconde résulte de la premiére, et or, transforme ¢,, en g, . Donc
' =y (22).sll est clair d’ailleurs que (1, u.) est du méme degré que
[1, u]ougq,,.
La somme des degrés des =+ 3 systémes ainsi obtenus étant le degré

7:”

1
——— —1de N, X, nen a pas d aulres.

P—

Dans [o,u.], a=c'c®+y. Donc ceux des (o, p.) qui appariiennent
axy’ sont, en réduisant 74 0 ou & 1 (o, ¢') de degre e 4-0,.,7Y),
(1, 0) de degré =*—1, et les 3 (r—3) (1,u) o '+ p=k%'
(ks£ 0, 1) ou w=(k>—1)c', le degré de (1,1.) pour w0 étant
=40,

Comme 4c'c,=-—%, on a, en posant 0_,=¢, 0, ="0_s=z¢h.
Cherchons pour combicn-des? (=—3) valeurs de u. de la forme

(k2—1)¢’ (k*£ 0, 1), ¢, cst un carré 2+ o. L’e’quation f— = (k*—1)¢

tule

ou k*— [‘lz'—-l a =—10 solutions dont 14-¢0 o k=2 etzoul—-o.

Orsik, lest une solution, =+ k, = [ en est aussi une. Donc le nombre
des valeurs cherchées de west § [7—3—0(14-¢)]. Cest le nombre
des systémes (1,%) de x° de degré =*'4- =", Celui des systémes
(1,0.) de degré =% =" est celui 1 [..—3+0( t)] des valeurs
restantes de u.. La somme des degrés des 5 (=4 1) systémes de x!’,
indiqués étant 1s,~—1, X, ne fixe qu *un point de q..

Si A a un systéme d’imprimitivité de degré { contenant
010...0, X fixe ce systéme, et { a la forme

r ' 4 o .
{= 5 (72 +e0r) +5(7Y+ 7)) + 8" (7% 4+ 7") + ¢(7¥ — 1) +13

rys, s tentiers 2oy £y Sy s34 =301+ S5 [R— 34 6(1 4 ¢)].
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De plus { divise le degré & (72" —0n") =g (g2 2) de A",
Sit =o0, q=kz" (k21), et I'on a
k((r+2s+28)m"+ (e0r+2§~28)r'+ 2] =" —0,
d’oli successivement

{(rae2s+28)n¥ —(r+2s+2s8)n ] < n¥ —0— 2k < 7%,
7

T .,
—> kn1< )
P28+ 28 r-2s-+2s

Mr—1)<
donc v=k=r=1, s=s'=o0. L’égalité précédente donne alors
-
P+ein+2=7'—0 ou Jem+1)==—2

dou 0=1, e=—1, 7=23.
Sit=1,0na

gl(r+2s+2s+2)n"+efr+2s—as | =n"+'—0.
Donc = divise ¢q(elr+42s—2s')+0=kx", et, q étant 22, k

25 —as 4 elr

2 ! . ) QS : M ! N O —_ —————
est == 0. On a alors, en éliminant ¢ et en posant h PP T

/~__/rr.+0
' '+ h

[-+ed)r+2 4s'+(1—eh)r—+a

Or peta11t>2,1+h___(__)__etl__h=4 (1—=¢9)
28 +28 +r—+2 93+23+,v.+2
>2 2 - | |7 +1 w7
o )_ b s < __z . § > <
sontzﬂ, d’ou |h|Z1 ﬁ’\ct"’etanl=l’|k[<—-v_~|/,|.—7-v+1 T,

d’oli k=0, ce qui ne se peut.

Ainsi, pour n pair > 2 et p > 2, sauf peul-éire pour n=/, avec
=3 e 0=1, & eést primitif simplement transitif, et de méme,
A€ puisque Xh= X..

Or pour n=4 avec t=23 et (=1, A/'“, A, et W sont résolubles
(1, 40), et par suite imprimitifs, puisque leur degré n’est pas une
puissance de nombre premier (S., 63). -

W) est primitif (stmplement transitif comme A.“!) pour n pair > 2
et p>2, sauf pour n=4 avec ==3 et =1 (on vient de voir
qu’il est alors tmprimitif). En effet; soit . le p.g.c.d. de X w,
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et supposons d’abord nZ6. Les substitutions ¢, et m, sont (en y
supposant les variables homogénes) dans &, et hors de w. Elles
fixent tous les points og1uo0...0 [qui représentent les systémes
d’intransitivité de x:, (22) ]. Donc 5, et X...= | t,, my | 5., remplacent
ces points par les mémes points de g, [X.|J.=A|V est, pour
p > 2, d’ordre 4 ou 2 selon que B contient ou non d (I, 39)]. Donc
3. a les mémes systémes d’intransitivité que .., et 'on peut rai-
sonner pour ‘) comme pour A©,

Soit maintenant n=4. St estirréductible, d est hors de B (1, 39),
et ¥h=a.% Or u,, qui est dans &° hors de W, fixe tous les points o1,
Done &, =] u,!¥. et 'on peut encore raisonner pour ¥« comme
pour . Si { est réductible, considérons d’abord A° (1), Le p.g.
c.d. ) de b? N={u,} N0 ales mémes systémes d’intransitivité
que &, et Pon voit de méme que 4.*C’ est primitif. Or ¥ est ici
(I, 40) produit direct de deux groupes qui, étant normaux -et,
pour = > 3, simples, déplacent tous les symboles et sont formés
de constituants transitifs paralléles. Soient ©) et @ les actions
des facteurs directs de w sur 4. V¢ et @¢), étant normaux dans &°“",
qui est primitif, sont transitifs, réguliers et adjoints. Donc W’ est
primitif (S., 61).

23. Soit par ewvemple n=06,7=2, { éant irréductible (donc

y=atay+y*). .

() On ne peut raisonner ici sur vb comme précédemment. Iin effet, pour
(uune substitution L de ., délerminée comme précédemment, fixe le point

<x!‘—, 1— l—;%,l:) ath, y‘{) de (1, 1), il faut et suffit qu’elle vérifie le systéeme E, On a

vu qu'alors k=1, et que I est dans A (3, 17, «,) ou, si Pon préfere, dans A°(3, 7, ;)
[pour n impair, A =A°D (I, 89)], et fixe un point de gu,. Or pour raisonner
comme précédemment, il faudrait déterminer I, de maniére qu’elle fixat uu
point de chacun des (7= —3)qy,, répondant aux systémes (1, ) (p;20) de
-, Mais le diviseur de A"(3, 7, ) = { (2,7) (I, 40) qui fixe un point de gy,

I
2
est isomorphe au gy _oy., A%(2, %, @y, ), en posant gy, == ¢, r*— ﬁ (21). Done,
chaque gr., de L (2,7) étant complétement déterminé par une quelconque

de ses substitutions %1, et p. prenant plus d’une valeur pour 7> 35, I, se
réduit & 1, et alors aussi M =1,
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Alors A est d’ordre 51840 =127.3"'.5, et B simple d’ordre
25020 =12%.3%.5; s,= 27 et s,= 36. Je désignerai d’unc maniére gé-
nérale par Z® l'action d'une partie quelconque Z de A sur g,
L’ordre des variables étant z,, y,, v,, y., 2, y, je rangeral les points
de chaque ¢, dans I'ordre lexicographiqgue, en attribuant aux coor-
données les valeurs o, 1 considérées comme appartcnant au champ
des nombres réels (cf. 46). Désignons dans cet ordre 0ooooo et les
27 points de ¢, par &', ¢’, b', n", m’, ¢, a, ¢, b, n, m, ¢, a', ¢', b', n',
m', ¢, e, d, U, k1, p, hy g o, f. On aura, en mtroduisant cncore
quelques notations,

) o x ’ o
myy =m} = l J
|y w+y
=del.gho.ikp.mny.m' 1’ g .m*n"q" .a.b.e.a’.V.c' .. b .c",
‘o x x|
14'00’ =
yory

", n

=dl.ip.go.mqg.m'q".m"y" .a.b.c.n.d V. .n.d" U0 ek b,
U =ad . bb .c cmm’ ny gy e fog hik loopd U om0 g
Uy =ab.ef.dg.eh.im. kndo.py.cc" .n'm’ ' 0" ¢" a' a" b =2,
V), =ac.bf.diek.gm. hn lp.og U'b".m'm".n'n".q'q".d'.a'.c' . ¢" = a,,
UVi=ad.bg.ci.el fm. hokp.ng.n'n".q'q".a’ a" b'.0".c.c".n'.m'=ay,
Vi =ac.bh.ch.dlfrn.goip.mgm' m’.q " .’ b ./ " V. c".n" = ay.
O =cm.cm'.c"m" ch fikplogng'n'.qg'n" ad.a" b b.b.d. g =a.
VO ) = bnam W ' O n" " dep . fhy . ikla.a .a" el . q.q' g0 =7,
VWza'l.ed dg.ehfc'im' kn' loomm” . nn.pq .qq".a.b.a".b",
Wl =cn.gm.c'v' q'm'.c'n".q"m" dg.fk.ip.lo.a.d.a" b.b .V c.h,
1P =be b b . gi. hk.op.a.a’.a".ma’.m".n.nalq.q'q" de. L

P® est ici le g,, abélien principal | a,, o,, «;, @, (I, 42), permu-

table & 5, 7 : pour préciser, on a
gty g =@, AT = oy ty, ooy 0 =0y, G a0 = &y 7y,

T la = 0,0, Tt =05, TV T = oy, TV T = g0,

D’ailleurs !g, <! =T, fixant a est premier & P, ct comme
s2=1"=(51)% =1, [ est icosaédral [donc I'=B"" (18)]. Donc P@T
estun g, ., ct comme il fixe ¢/ = 100000, il est le diviseur Y, de B
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qui fixe @' (1). Donc | Y\, V)|, qui est transitif, coincide avec B®,

Sidonc Y, estle diviseurde B dont’actionsurg,est Y7, B=Y,,V,{.
Les systémes d’intransitivité deT sont bemng, b'c'm'n'¢', b"c¢'m’n’ q"
de degré 5 et defghiklop de degré 10. Ceux de P sont ab...q de
degré 16 et b' b, c'c¢’, m' m’, n'n’, ¢'q" de degré 2. 1l est clair que Y”’
est isomorphe & son constituant transitif v dans le champ ab...q
de degré 16 [ Y est un diviscur primitif de T'(4,2) (S.,70)] (3). Les
systémes a’intransitivité de | o, 1! dans ce champ étant de degré 5
ou 10, aucun diviscur de P autrc que P™ et 1 ne peut étre normal
dans Y\" (*). Comme ¢’ fixe o/, X =t,"1Y,". Les constituants
transitifs de degré 10 de I' et de | ¢ |T sont des représentations
primitives connues du gl ct du gi,, (S.,53) : cela résulte de la
forme des s, impaires et de ce qu'un g}, n’a pas d’autres g,, que
ses g,, tétraédraux et les normalisants de ses g,.

Négligeons uninstant 'action de Y,” sur les symboles autres que ,
b, ..., q. Uestlediviseur fixant a et a 16 conjugués distincts. Done

T =71, qui a 10 conjugués distincts dans T" et divise 4 conjugués

10.16 . , . .
de T, a — = 4o conjugués dans Y,”. Son normalisant T’ est donc

un g,,. T' dérive de T,

gom=(e7) 2ot (o) = eq.dg.eh fp.ilomn.m'n'.m'n" .c'q' .c'y".a.a' .a".b.b'.b" Lo,

o, ct o, o, 0, =p; il est défini par t* =75} =u;

o Ty Br= 1B, 6,2, 0, =a,B, 7,80, =p.
Désignons maintcnant les 36 points de g,, rangés dans P’ordre

]ndlque, par a, b’ ¢, d’ e, f, ) h, L k, l’ m, n, o, p, g, 1, 8, i, u,

o, W, T, Y, 5 a4 B Y, e, e {0, 8, 1 %, respectivement. On aura,

— R ~ — -2
=pPT =1, 0,50, =55,

1O

(1) On remarquera que | Bi®’, £0) !, fixant ¢’, divise un conjugué de P() T

(2) Ce gosp n'est pas isomorphe au g??, de méme composition qui fixe 4 symboles
dans le g?* cinq fois transitif de Mathieu (S., 109; & la derniére ligne de ce numéro,
au lieu de 6-'b,9 = b,, 6~'b,0 == b, b,, il faut lire -1 b,0 = b,b,, 5-'b,9= b, b;b,),
car aucune s; de ce dernier groupe n’est permutable & une s, du g6, p.g. c. d. des
g:s sylowiens (toutes les 8; de ce g2?, étant conjuguées, il suffit de le vérifier pour
la 5,0 de I’endroit cité), tandis qu’ici Tay= o, 7.

(*) De la résulte encore que Y est primitif, Voir Joroan, Traité, 141-144. -
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en introduisant quelques notations,

miy = acb:dfe.gilh.kml.npo.qsr.uwe.xsy oayf .0zt .0.5.2.5.,

u=be.ef hi lm.op.rs.ow.ys.py.m.a.d.g.j.k.n.q.l.u.x.0.6.550.0,

1V =ku.lv.mw.nz oy.ps.qa.rB.sy.té.a.b.c.d.e.f.g.h.i.j.c CnOc/,
Uls=dzx.ey. fs.j0.kg.lr.ms.nb.0v.pzr.t5.en.a.b.c.g. h.iugw. 0.B.y=2 =g,
Viyz=ga.hP.iy.jo.kn.lo.mp.qh.ri.se.tn.e.a.b.c.d.e.fouv.v.x.ys=oay,=0a,
U;,',":au.cw.d.r.fz.gac.t'/./»'/n.le.np.o,.q.c.r'n./u.ﬁz.b.e.lz.j.(’.y.y.o =0y,

Vii=bv.cw.ey.fz.hB.iy.ke.lm.n§.op.gn.rs.tb.z.a.d.g.ju.x.0.6 =a,,

U‘o‘,’:ag.ci.df.ej.Is‘q.ms‘.np.ot.u.fr..wy.xz.y&.t;t.@z.b,lt.l.r.v.e.'n.ﬁ =7,
V‘o',’mf.,‘.,’——afb ced ghj.kpl.mon.qri.usv.wyz.afd.nbi.i.s.q.2.5.7 =,
Vo= =iln'eo JpjluovBoavy. by zz.0f.en.a.b.e.g.hikl.mqg.rs= s,

Wii=be.cf.gj. hilo.mp.gt.rs.vy . ws.a6.5y.08.iz.a.d. k.n.u.x.z. 3
UV =dg.eh.fi.ng.or.ps.xa.yB.5y.in.a.b.c.j.fi.lmtuvwi.ebiy,
Tl =l aj o
= by.cw.dr. goa.kt lz.me.nn.os.pr.ql.ha.e f.h.ij uy.5.3.46.y
(o Wil Wit o5,

=du.ev.fiv.gk.hl.im.ji.no.0oB.py.tn.di.a.b.c.q.r.s.0.y.5.9.1.z =3

Les substitutions 5,, ..., 5;, qui fixent @ = 000001, vérifient les
équations of =1, (3,54)* pour |i—k|=1, et (0;5%)* =1 pour
|t —k|>1. Donc leur p.p.c.m. est isomorphc au g* symétrique
(S.,69; E., 66) et est le diviseur Y| de B qui fixe a. On sait
a priori (22) que X" est le prodult du‘ect de Y\ par u}". Les sys-
témes d’intransitivité de X!" (ou de Y!") sont bcefhzlmoprsvazﬁytz
de degré 20 et dgjknqtuzadelnh de degré 15. Les actions des g; et
de u,” sur chacun de ces systémes vérifient les mémes équations
que les o; et 1)’ ; mais Paction de u,” sur le systéme de degré 15
se réduit & 1. Donc le constituant de degré 20 est isomorphe a4 X",
et celui de degré 15, comme aussi I'action des seules o; sur le
systéme de degré 20, est une représentation du g°® symétrique
(cf. 1, 22). B étant primitif (22), on a, pour toute substitu-
tion § de A® hors de X|’, AW =iX'"" ! et, si £ est dans B,
B“”—'Y‘” l. On peut prendre £ =¢' ou £ = </, ou mieux

E=to " '=ak.cm.eo.hr.uz.vd.wh.xy.yn.30.05.0.6.d.f.8.0.].ln.p.q.s.t,
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qui fixe 12 symboles. Comme

7,03029, = bhsse.ciyrf.dgdil jokug. lBrov.mywpw . nalen.a

ne {ixe que a, X" contient le normalisant de chacun de ses g, dans
B."”. Or X" est isomorphe au g?,,. Donc le normalisant de chaque g,
f,le B est L.somorphe au g., métacyclique (S., 73).

26. Soit n=35, ==3, y=2a% Alors A=A°D (I. 39). A" est
d’ordre 51840 =27.3".5, ¢t B (simple) d’ordre 25920 =2°.3".5;
so =180, s, = go, s, = 72. J¢ désignerai encore par Z® I'action d’une
partie quelconque Z de A sur ¢,. L’ordre des variables étant z,, y,,
®,, Y, &, Je rangerai les points de chaque ¢, dans 'ordre lexico-
graphique, en attribuant aux coordonnées les valeurs o, 1, 2
considérées comme appartenant au champ des nombres réels
(cf. 16). ‘

Désignons dans cet ordre les points de ¢, pav 1, 2, 3, ..., 72.
Les systémes d’intransitivité (de degré 2) de D sont des systémes
d’imprimitivité de A® et peuvent étre identifiés avec les symboles
de A", Prenons dans chaque systéme le point désigné par le plus
petit des nombres 1, ..., 72. Représentons ces systémes (ou les
symboles de A™) par les 36 nombres ainsi obtenus que je rempla-
corai, dans leur ordre de grandeur, par les lettres a, b, ¢, d, e, f, g,
hyi,j, ke, 1, myn o, p,q, 1, 8,8 u, 0,9, 2,9, 2, %, B, Y, 6, & (g, 0, %, 0
respectivement. On a alors, en désignant par Z7 Paction d’une
partie quelconque Z de -\ sur y, et en introduisant quelques nota-
tions, -

tV =dj.ek fl.gm. hn.io.y6.e0.5n.0n.a b.c.p.qg.r.sitou.c.v.r.y.5.0.5.

Vibi=ajo.bkn.clm . dek.ewi.frd.gea leny . i5s.ptr.qus.By0 =ua,
V&, = aid.bhe.cfg.jur. krs lod.myx.ntl. ou.pey.qws.Bed =6,
Vi, =adi.bhe.jlhe lln.muz. noz.pgd.rsy.tud.cwe. ysh.c. f. o =c,
U, =ajo.bkn.cml.drn.es§. fya.gzd. hzt. ivu.pyv.gsw. Beh =),
UMY =ajo.bnk.dex.fa.gnl. hia.pyB.rsd.tuy.vwh.yse.c.l.m =,
Wi, = adi. beh.cfg.jol. kwa. lxe.mbo.niy . oxs.ptr.qus.Bdy =,

(D!()i — ,n(l)m;li)___ tE)“

=ab.de.hi.jk.no.pq.rs.tu. vw.y3.8n.ux, cfo.lm z.2.B.y.6.e.0 =4q,

Journ. de Math. (7* série), tome V. — Fasc. I, 1g19. 9
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et

e\ =ae.bi.dh . kx.ln.mx.oa.qB.sy.ud.we.z0.c.f.g.j.n.p.r.t.v.y.5. =0y,
adtae. b2 = apbhf .diknB.eqoox. fymus.gelsw rdtw.vyfn.c

b2 adwe = avebq . dif kn. fyvmG. gtrld. haxjp.syuln.weswn.c ==&,
g'dig=an.bo. f3.29.hp.ig,jk.re.si.cnviof.c.d.el.m.tiu.z.y.5.y.8 =7,
b=toybr=ab.dh.ci.jn. ko.ry.ss.tv.uwv.xa.y8.0c.c.f.g.l.m.p.q.B.L.n.ve =0,

b=to\ b =ak.bi.de.ly.me.np.ogq,ri.sn.vvwr.af c.f.g.j k.t.uw.x.y.5.0.0 =g,
’ot I [N
(a0y050,)7 0y (ag) 0, 0y)

= b/n,(:n.I/G.dé..z-n,/-‘l.g/'.:ﬁ./cu.i'/..t:v..s‘v.a.e./.j.r).p..s'.v.y.ac.y.{ =g,

Les substitutions 5, vérifient les équations ¢/*=1, (6;5})* =1
pour |i —k|=1,et (g;5})2 =1 pour [{—k| > 1. Leur p.p.c.m.
¥ qui fixe ¢ est done isomorphe au gi,,. Les systémes d’intransiti-
vité de 5y sont abdehijknopgrap de degré 15 et fglmrstuvwyzdelndix
de degré 20. Le groupe |y, ¢!, étant transitif, est d’ordre
2720.36 = 25920. Done | 5,6’ | = w®, et |, '] = A",

La substitution o = acgjeciymraybfyzloddaknowdqpsCht. uap
transforme respectivement s, ..., o;, o, t' de QY (6,2) (23) en
o, .. oy o, 676 de 2" (5,3). Done Q,(6,2) = 2°(5,3),
R,(6,2) = &(5,3), et U'on a une correspondance des générateurs.

Q7. Equations de A(n, =), A"(n, =), B(n,=). — Considérons le
diviseur X! =}X,m,,! de A. Son constituant X'® dans ¢, a trois
systémes d’intransitivité : I'un est formé des points z, 0. ..o fixés
par X;Pautre des ¢} (il contient donc o10...0); le troisicme,
qui disparait si n =4, } étant irréductible, ou si n =3 (18)
est ¢y (il contient donc oor0...0). X =A P, A, et P sont per-
mutables & m,, et Pon a, en posant ! A,,m,! =A}, P, m,|=P1,

- X1=A!P =A,PL Enfin,comme X=X (18),et que m, déplace
les points z, o...0 fixés par X, on a aussi X!'== X1,

Sott d’abord v =2, el supposons, ce qui ne restreint pas la généralité,
que Y est irréductible quand ¢ est # 0. Comme ¢, échange les deux .
points o10...0, 10...0, ¢t T',, les deux points oo10...0, 10.. .0,
on aura (S., 56)

(1) A=X'4 X, X' 4+ XT N = XTN!,  Te14¢,4+T,,,
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. . t —_ l 'l‘ Vl‘ —
ou, puisque t,myt, =m;, Ly,my L, =my,
(2) A= Xt XX 4 XIT,, Xt = XETXE,

Désignons par § un quelconque des générateurs indiqués de A,
(I, 30), par &’ un quelconque des £ qui laissent z,, y,, ,, y, inal-
térés, et considérons les identités
(3) H=T}=r, LGt =E, T, T,=2,

(4) Lympty = myt,
LVt =t my, ) m;},f LbY’ Vm‘LT1aV|z,—-7.—' Tty (k%2),
(3) < d'ou, en transformant par ¢,
LUty = m, ym3 T Vip Ty Vig, 1 Tos (hZa);
si est irréductible, avec les notations de I, 31, 32,

Ui Vigpty = my _gpmty,pi=1 by Uo, 22 Vio,- .ty Uio,—2(a20- Vig—paz™ ('),

d’oi
(6) ¢ Vlop, L= My _prpa iy b Vo, & Vio,- twpa—s (p.%0),
LU ty=my ey tUyg 5ty Upg iy~ (25£0) ()3
st Y = ca?,

Voa U ti=my sty Uye, 0 Ugg iy -1
(7) 4Ty =T, d’oi Tty =16T,
(8) TimpTp==my,
TVinT=4U, 56,
(9) { d'oir, en transformant par ¢,, d'aprés (3) et (7),
T UnTy= Uy, 1,
Ty Vi T=¢6U,; a4 (/23 ou j=o),
d’ou, en transformant par ¢;, d’aprés (3) el (7),
(r0) ¢ TpUpTu="U,; (/23 ou j=o),
' d’oli, en transformant par my,,
T, VipTyy= sz'l. (/23 ou j=o0).

() Cette formule équivaut (I, 31) a
VipUpti=my —gemy iy Vi o Uy 56 Vg, - Uy, g

qui peut se déduire de (5) dans A (n, =2).
(?) Si cc’ est carré, cette formule est, 4 la notation prés, la transformée de la
précédente par mg .- x== My i (K2’ =¢) (1, 29).
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Supposons connues les équations de A,==A(n—2,%). P! est
défini par les équations de P (I, AL) jointes d celles de la forme
my'y.m, =y, . parcourant les générateurs de P, et a mi'=1.

On connait aussi toules les relations de la forme a—'Ba=p’,
a« parcourant les générateurs de A |, et B ceux de P' (1,29). L’ensemble S
de ces trois systémes définit X (cf. 8) (1) et les équations (3)-(10)
[en omettant (6) st p=o0], Jointes & S, définissent A(n, =) (*).

On le voit comme au n°8 ol 'on fera les modifications suivantes :
1° on remplacera les u; et les =, par 1, et 'on donnera a t;, U;; leur
sens actuel; 2° on remplacera les formules (20) et (23), qui ne

-donneraient alors rien de nouveau, par les suivantes :

X'V Vit = X"; Vi Vi, Xt Uy Vinty= X4, Uy Uy,
X'y Vi Uy Vg =X, Vi Uy Vg

qui S’obtiennent_ comme (18), (1g) et (22); 3° le complexe
X1y, V,A., e Vi Uy Uy U e X
devra étre remplacé par
X' Vi Vi VE, Uy U U% XY (e =0 ou 1).

Soit maintenant n= {4, J étant irréductible, ou n=3 (pour n=2,
cf. 1,23). Alors T,, n’existe pas. Mais le troisiéme systéme d’intran-
sitivité de X' disparait aussi (18). Donc A =X+ X1¢ X1 (#),
el ses équations sont données par (3) (o I'on remplacera'l',, par 1),
(4), (6) jointes aux équations de X! (cf. 8).

Formons maintenant les équations de A" pour nZ3 (pour n=2,
cf. 1, 30). Adjoignons aux équations de A les formules de I, 28-32
qui en résultent ou qui définissent des générateurs auxiliaires. Elles
permettent de faire disparaitre les ¢; aux seconds membres de (5),
(6),(9), (10), et d’écrire (7) sous la forme ¢,T,¢,=T,,R,,,S,. -,
(I, 29) [si n=23, on négligera (5), (7), (9), (10)]. On peut supposer

les équations de X' formées : 10 des équations de A’ P'; 20 des équa-

(') On obtient de méme les équations de X, X/, X, A\,

(*) On peut évidemment éliminer les U,; ou les V,; et ne prendre quune des
équations dans chacune des formules (6) (en supposant cc’ carré), (9), (10).

(*) La repeésentation de A relative & X! est alors deux fois transitive (S., 56).
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tions =1, t;5t;=19" (j#1), 9 parcourant les générateurs
de A et de P', et o’ étant déterminé par g. A Paide des relations
tt;=t;t,=t,;=t; (dou ¢, ;1,=1t,;), on peut, dans les équations
de A, remplacer ;=1 et tj?tj=?’ par &,=1 et t,;9t ;=9

" étant 'expression de t,¢’¢, par les générateurs de A". Les équa-
tions de A sont ainsi donndes par la réunion de deux systémes,
Pun de la forme ti=1, t,9t,=2%', o parcourant les générateurs
de A", Pautre E ne contenant que les 4. Le systéme E' formé de E
et des conditions d’automorphisme, de fermeture et de permutabulité
définit A" (E., 19).

Formons enfin les équations de B pour n2 3 (pour n=2, cf. I, 28).
Aux équations de A* on peut adjoindre les équations m;'¢ m,,=¢/,
 parcourant les générateurs de B, m},= " (3" étant dans B) et les
équations exprimant chaque m; par m,, ct les ¢ (I, 28-52). A Iaide
de ces équations on pourra : 1° éliminer tous les m; autres que m,,;
20 dans chaque équation de A", réunir toutes les puissances de m,,
en une seule qui, étant dans B (d’apres Péquation méme), sera de
la forme. mif=1¢"%. On peut négliger les équations qui servent
seulement & introduire comme générateurs supplémentaires des m;
autres que m,,. Les équations de B seront alors formées de celles
des équations précédentes oit ne figure pas m,,, jointes aux condi-
tions d’automorphisme, de fermeture et de permutabilité.

Remarque. — Pour n6 les résultats de I, 40, 43, 45, 46
permettent de définiv autrement A, A°, B a P'aide des équations
de 0(~a "')7 (2’ ‘*) JC"(/;, ﬁ) } [I’ " cf S'a 88 92, F 66)

IV. — Groupe des formes symétriques dans un champ galoisien
de module 2.

98. Suit a= X axxy.(i, k=1, ..., n) ¢t a=a. Si tous les a;
sont nuls, « rentre dans le cas déja étudié des formes gauches
(I, 16). Si un des a; tels que a,,, est 0, on peut, par des addi-
tions symétriques de lignes et de colonnes, annuler les a,, et les a,
autres que «,, et, en multipliant z, et y, par Va,’, réduirea,, a 1. En
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opérant de méme sur la matrice des @, ot { et k sont Z 2 et ainsi de
suite, on raméne « a la forme ¥/ z;y;+d', ¢’ étant gauche, donc
d’ordre pair (E., 195); et I'on peut supposer o' réduite 4 la
forme canonique de [, 16, Comme d’ailleurs X}x;y; se raméne
a z,y,+2,y,+ 2y, (par addition de Ja deuxiéme colonne a la
premiére et de la deuxiéme ligne & la premiére, puis de la troisieme
colonne a la deuxiéme et de la troisiéme ligne a la deuxiéme, puis
de la premiére colonne a la troisiéme et de la premicre ligne a la
troisiéme), on peut supposerr? 2.

Si done n est impair, ¢ se raméne par transformation linéaire a
un seul type correspondant a r = 1.

Si u est pair, il y a deux types répondant 'un & r=o0 (¢’est le
type gauche déja étudié), 'autre & r=2. Ces deux types sont dis-
tincts, car, si dans (@, ;Y. + Z4;¥20-,) (n=2v) on remplace z;
par Eicx; et y; par Zic,ys, la forme obtenue n’aura pas de terme
en 2.y, (V).

29. Soit donc, en changeant lgs notations, e =X!(z;y,+y; =)+,

], — ! . Do —. / g ' | [ A

,[/—xx + nyy (q—-O Oou I)’ m/” Yo ooy Ty Yy V=2, Y =Y,

étant cogrédientes a x,, y., ..., T, y,, T=12,, y=1,. H est clair que
£

A’ = Al puisque I contient|* | qui multiplie a part. Donc.\/ =,
et comme I est ici premier & A, -\ est semblable ¢ A.

Si une substitution « de A’ multiplie a par f, on a axaz = fa,
|a?|= f*. Je prendrai pour « et «~' les mémes notations que dans
[, 26 et je poserai f = g,

Soit d’abord n=2v+ 1 (n=o0).

La considération des coeflicients de z;y, (ou T Yi); T; T, (0U T2,
Yiyi (ou yry,) pour j = k et de z,a, y;y donne, en posant ¢, =0
pour j £k, e, =1,

(1) Si(ay B+ Buyoin) + owjoon = feju (15 k20) (7),
(2) 2 (0P Bijou) + dojdtor=0

. ) (Js kzos iz k),
(3) E‘;___,(oc,-jﬁm+ﬁ_}ja$"')-‘r- 0!:),‘0('0/,‘—‘:0 ' ’

(Y) Voir Jorpax, Journ, Math., 1905, p. 268.
(2) Pour k = o, (1) se réduit 4 0 = o.
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et

/ 2 — f —

(.j) Zog —'fcoj ou Gnj = Ka; ) (j”; “)'
() doj —o0

On a d’ailleurs, comme dans (I, 26), fa—' = aaa', ¢’est-a-dire

SNi=05kw SN =chiy fBu=2P8rs  SBu=ou (i, k o),
SNi=10a, J Bio=au, SNor= {3/"0, f"\l‘./‘= %kos S A=y,

Les conditions (4)-(5), écrites pour o' (qui multiplie @ par f~'),
donnent alors 3;, =0, «;, =0 (j # 0), a,, =g&.
Done A(2v +1,%) laisse maltere et agit sur T,, Y,y ..., T, Y,
comme G (2, 7).
Donc A (2v41, =) a = constituants transitifs paralléles semblables
a G(2v, ©) caractérisés chacun par la valeur de x. Soit G; celui olt
z=12% et G le constituant non transitif formé des = — 1 G, ou A = o.
D’aprés lamaniére dont [+ ], permutable a G, transforme G+ en G+,
on voit que A’ (2v +1,%) « deux constituants transitifs dont I'un est
semblable a G'(2v, ©), et Uautre produit direct de G par unesr="™"
remplagant chaque symbole z,, ...,y,, * de Gg par le symbole
LTy, ooy tYyy v de Ggwe (s1 une substitution de A remplace
Xy eeey Yoo tF par X, ..., Y., elle remplace 1@, ..., LY, th:
“pareX, ..., Y, wa) (of. 13
Soit n=2v+2 (n=1). ll est avantageux ici de ramener g, par le

changement de variables
T +

La considération des mémes coeflicients que tout 4 'heure donne

“” , l ala forme £, (2, + y,2 ) + vy’

(6) 2o (2 Big Big iy + Boj ro"ok=f5/'/r (/s £ 20),
(7) 2'4:0(:7{/ Dkt ;31/ arl.) + ﬁoj (601. .
. ,kZo; k),
(8) z;:o( //r‘//.""cz// 1/1)+Bo/r’u5=° ’ (/ 03/ 7 k)
(9) Boj =0 ; 5
>0).
(10) 0i = &%) (/20)

La relation fa ' = aaa~' donne

SAu=0k  SAu=0%  fBu=D%u  fByu=on (L kFo0),
JAw=00 SAp=oni+Pon  [Bie==Bie By =i+ B ) (i, k£ 0)
FA=Pro+ Bloy [ A= 0ao+ 24, SBok =3k, [Bio=0uo , ’
TAw=La0 +Blhos SAGy =00+ %+ 30+ 5 , SBoo=Bws By =00+ By,
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d’ot1 les relations suivantes (1), équivalentes a priori a (6) - (10) :

(11) g (i Budl) + oneBjo=S  (J,hZo),
(12) oo (Burji+ Piefi) + BroBra=0 ) ;4 iy
(13) (o %+ a0 + tpoge=20 § 7T !
(14) Ujo= g enj .y

. . “0).

(15) e=a  § Y70

Comme (171)-(15) équivaut a (6)- (10), les conditions (14) et (15)
en particulier résultent de (6)- (10). En utilisant (g), (10), (14), (15)
on voit directement que le systéme (6)- (10) équivaut au systéme

(1)-(2) de 1, 17 joint &

B%oj= by 1 (“lj.zr/» + ,3//'0!},,), g“:;j: 2 1 (o4 l'o);j + B “:'j) (/ # o),

P
Yy
2007 Z90 — &

c’est-a-dire que la matrice M des oy, «;,, B, B, ol ¢ el k sont £ o
est dans G'(2v, =), et qu’on peut prendre arbitr airement les o, B
autres que B, les a,;, o, , ou j o étant alors déterminés.

On voit de méme que le systéme (11)-(15) équivaut au systéme

(3)-(4) de 1, 17 joint a

i

P / L ’ .
E%jy= DY (gi2tjs -+ Ogi%y i), 5 ?’/n =20 (o0i 2+ Bjic;) (/# o),

Poo == r’uo =&

¢’est-a-dire, sous une seconde forme, que M est dans G'(2v, %), et
qu’on peut prendre arbitrairement les a,;, «, autres que «,,, les
o;,; B;, 01t j 5 o étant alors déterminés.
On voit done que A et A’ coincident (¢ un changement prés des
notations) avec les groupes X et X' étudiés aux n™ 11,12 et 14.

(*) Pour éerire (11), (13) dans le cas ou j ou k est nul, on a & tenir compte de
(14) et (13).
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NOTE.

LLa composition des groupes quadratiques A’; Ao, A, B a étédéter-
minée dans ces traits essentiels (I, 40, 48). Je voudrais 1ci achever
“de la préciser.

Pour nimpair, D est premier & Ao oA =A0D et A/=A"=Av1
(I, 24); A’} A° est done un g,_, cyclique. :

«Pour n pair A'|A, est un g, ,, abélien produit direct du g,
Aoyt Avparle g, eyelique A"y || A® (I,24). Or tout diviseur d’un
groupe abélien est le produit divect des groupes sylowiens de ce divi-
scur, ct les groupes sylowiens d’ordre impair de A’ | Ao sont cycliques.
Pour déterminer les diviseurs de A’| A?, il sullit done de déterminer
les diviseurs de son groupe sylowien d’ordre pair, dont les équa-
tions ont la forme u®* = {2 =1, ut = tu, 2* étant la plus haute puis-
sance de 2 qui divise = —1. Le rang d’un diviseur X est 1 ou 2
(E., 119). Si X est cyclique, il a l'une des formes |u” |, |u”t|
10Zria). SiX est de rang 2, il a la forme | v, '}, u’ ayant un ordre
de la forme 2°(1 SsSa), et ¢ ordre 2 (£., 12%). Donc u' peut étre
suppose de la forme u* ou u? ¢ (0Sr<Ca), et t' de la forme £ ou u®'t,
ce qui donne pour X les seules déterminations distinctes ' u?',t'(0<r < a).

A’|B est défini comme il suit, en remplacant les wngruences mod B
par des équations, et en supprimant les indices des t;, mj, :
p>2, nimpair :

(1) Y= 0C=ml=a, ylmly, yne=any, o dme=mil;

p > 2, n pair, Y irréductible :

(2) /=, P=mi=a, Apl=ym, ym=imy, Am =l
p > 2, n pair, Y réductible :

(3) ===, byl =ym, yie = ny, ==t
p= 2 (alors n est pair, et B = A°) :

(N yrl=1 =1, yl=1y.

Journ. de Math. (7° série), tome V. — Fase. L 1qiq. 10
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Pour déterminer kes diviseurs normaux 2B de A/, 1l sullit de déter-
miner les diviseurs normaux des groupes (1)-(4) ou méme seule-
ment, aﬁrés I’étude de A’| A", les diviseurs normauzx non 2,m/|.des
groupes (1)-(3). Chacun de ces groupes est le produit direct de ses
groupes sylowiens (cf. E., 95-96), ceux d’ordre impair étant
cycliques. Il en sera donc de méme de chacun de ses diviseurs. Il
suffit donc de déterminer les diviseurs normaux non 2 m, du diviseur
sylowien d’ordre pair de chacun des groupes (1)-(3). Soit T'; celui du
groupe (1), 2% (2 1) la plus haute puissance de 2 qui divise = —1,
et X un des diviseurs cherchés de T',.

T, a des équations de la forme u? =2 =m? =1, ut =tu, um = mu,
tm = mt. C’est donc un g,  abélien de rang 3, ¢t X a un rang = 3.
St X est cyclique, X a I'une “des formes ! ru u2 t!, u2'm‘, ru¥tm |
(osria). St Xa le rang 2, X a la forme tu', ¢, u ayant un
ordre de la forme 2f (0 << sZa), et ¢’ Vordre 2. Donc, en désignant
par 7, des e, de | t, m |, t' al'une des formes u®~', u¥'1, et u’ peut
étre suppose de 'une des formes u?, u?z’ (oZr<<a)(sir =a, X est
cyclique ou contient m). On obtlent ainsi les diviseurs | u*, 7|,
fu?s’, 7, (' £ ), d’ou, pour X (en négligeant les formes ou = = m),
les formes tu, ), ,u2 tm!, {u¥t, tm!, | u¥m, t:, (oir<<x'). X ne
peut avoir le rang 3. Car il aurait la forme {u’, ¢/, m'!, m' étant
d’ordre 2, et Yu/,t'! un des diviseurs obtenus de rang 2. De la,

en désignant par 7, 1/, 1" des e, distincts de 'z, m}, les seuls

types (u?, 7, 2|, 1u¥<", 7,7 |, qui tous contienncnt m.

[, a des équations de la forme u** =m, t2—m2—1, tut =um,
um=mu, tm=mt, ou us'=1, =1, tut=u"", Soit d’abord 2 =1.
En écrivant ¢ pour m, b pour ¢, et ¢ pour u, les équations de la pre-
miére forme coincident avec (2) de E., 152, En écrivant encore «
pour m, et b pour ¢, mais en posant ut=rc, on a les équations (1)
de E., 152. En partant de ces derniéres équations, on a trouvé
(cf. S o P 224) que le g,, » (de central }m!) a exactement 3 g, qui
sont {m,t}, im,ut, jujet5g, qu sont ! im, e, ,mt‘,\ut,,,mut‘
Donc X qui ne contient pas m = u?, ne peut &tre qu'un des
groupes |1}, mt}, jut}, ymut), 1. Mais aucun des quatre premiers
n’est normal (u transforme ¢ en mit, et ut en mut). Donc X = 1.
Soit & > 1. En écrivant a pour u, et b pourt, la seconde forme des
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équalions de I', coincide avee (1) de E., 141. Donc T, est un gy de
central |m|. Ses g,», qui ont ¢été déterminés (cf. S., p. 223),
sont fu!, jtu! el ju t], et tout diviseur d’ordre < 2" divise -
un’g,« (F.,75). Les diviseurs de | u?,t], qui est abélien, sont, d’aprés
ce qu’on a vu au début dé cette Note, ju? !, i u?t{ (1SrSa—+1),
vu,t) (1ZsZa). Done X, qui ne contient pas m = u¥, ne peut étre

qu’un des groupes ! mt, | ¢!. Mais 1!5 ne sont pas normaux (u trans-
forme ¢ en mt). Donc X-—-I.

T, a des équations de la forme u* == m?= 1, tut =um,um =mu,
tm=mt. En écrivant a, pour u, a, pour m, et b pourt, elles coincident
avee (12) de E., 140 (pour {=0). Donc I', est un g,«+. ayant pour
central le g,z abélien | u?, t, m! =E. Si X ne divise pas E, soit Y
son p.g.c.d. avee E. On aura X=Y +4ueY, ¢ ¢étant dans E, et
u?e® dans Y. De plus, X étant normal, on a t.ue Y.t=ue Y, d’ou
uem Y=ue Y. Donc Y devrait contenir m contre I'hypothése.
Done X divise E. D’aprés ’étude de T',, les diviseurs de I'; contenus
dans E et ne contenant pas m sont |u® |, {u®'t!, {u¥m!, u¥tm),
(1SrZa); (w¥,t!, (u¥, tm!, iu¥t,tm), ' u¥m, t (1Sr<a). Mais u
transforme | u?¢!, Ju¥, t) et [u¥t, tm! en (u¥imi, u¥,im; et
tutm, ti= u¥m, t! respcctivement. Donc X a ’une des formes
‘uz",,u2m (1ZrZa). A

Parmi les diviseurs > B non normaux dans A’, ceux qui cor-
respondent, pour p>2, a )t! et a |tm| présentent un intérét
particulier. Je les désignerai par B! et B2

On a vu que, pour n2 5, tout diviseur normal de B, A,, A ou A’
ou non contenu dans 1 est 2B (1, 48), ct le cas n=12 a été traité
(1, 23, 39). Il ne reste plus a considérer que les cas n=3, 4.

- Soitd’ abord n=14 et y=o0. Alors " =0 est isomorphe d [w] =V, V),
(cf. 1, A0), V,,, et V,,, de v correspondant respectivement & z- A

etd - de V., Upet W'y, du+2 et d; de Ve
3 )-—lz
En fawant encore correspondre wy = I (je poserai m_, =2)
amy, 1 = at,etg=1udeg,day (4. repondam,‘ my, =[] 7?),
[ { -]

on voit que [A']=|[w], my| est isomorphe a -\, [-L]=[-L], 1! d -\,

et [A/ )= [v] 4y [V] & -V = b+ A Comme 14,1 est la substitution
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g.=15 de ¢ ,, on voit encore que |, Y. et |\, LY, sont isomorphes
a¢(2,7), et que [V ])=! L)

D’aprés la correspondance des génératcurs de A et de [ et cs for
mules de I, 49, R,,, correspond & —A*z"!, done S,y & 1((—2A*z~")
=A?u"' [en particulier m, 1, &~ et my -, Tt & ——u"'
(L, 28)) ¢, 8 (— 57") (—u™), my. & (R22) (W 1), my, a(A72°7) (n~2u),
mymz a k"%z, m;,m,; a \2u :
oz + o
B2+ B
repondent respectivement :

pour@#o,aDV g_,V 3V «—i€ta DU va_,.W ‘,U' «

—k
573 7T

Inversement -——— =, (B’ Pa’'=k?2, k étant réel) et ,=1:.1

pour 3 = o,a DV1. ,,m ! g eta DU ,m PLOPE

|)_~ 1, ﬁ
o U TE T E x TR

la forme générale des substitutions de [-4 ]ctant~ samgt® g® (2, &,
€”= o ou 1), on tire de la la forme uener'llc des substitutions de A,

Pour = >3, les diviseurs normaux de [w] sont 1, v, v, [W]
(E., 72), et ceux de B sont 1, D, V, W, B.

Pour n=20u 3, v, esl zsomorphe aw g; ou au g, respectivement.
En désignant alors par o, « =11, v, W= t,Vt, les diviseurs normaux

~

. . . 3 4+
sylowiens de v,, v,, V, W respectivement l pour ==2, V= }———'%,

et pour n=3,v= 3:—1,"_“%(3 83; dow, pour n=2,v=,V,,,V,,,,

et pour==3,v='R,;,, V., V.., ! Vest isomorphe au g, des quater-
nions, et R;,, (ViayVa)? dJ, les diviseurs normaux de [w] sont
1,V, W, VW=4, O, W, VU, [w], et ceur de B sont1,D, v, w, vw =D,
Vw, Wv, B.

En effet, pour = > 3, les diviseurs ZD de B correspondant aux
diviseurs normaux de [w) sont ceux de I’énoncé. [l reste a voir si
a v;, v, ne répondent pas dans B des diviscurs normaux X,
Y =1.Xt, preiniers & D. Or cela cst impossible, car B serait alors
le produit direct de XY par D, tandis que B contient des s,
de carré d, par exemple la substitution sr ou r=d et ou
$ven=|2:, —a,| (1, 40). Pour == 3, V est un g,, ayant un seul g,
qui contient D (8., 83). Pour n=2, D=1 (si alors . =!¢! ct

YT
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~a
~3

w=|w. ‘vw! n'esl pas normal, car une s, de v, transforme gw
en ¢ w).

Les diviseurs normaux de A® autres que A° sont ceux de B pour
w22 (pour m=12, A°=B). '

En effet, soient X un diviseur normal de A*; Y le p.g.c.d. de
X, Bj A et x les correspondants de X, Y dans [4']. Si X=Y,
X est un des diviseurs normaux de B, déja déterminés et tous
normaux dans A°. Soit donc X >Y. Sl YD, ['] est prodult
direct de [w] par x, et Paction g, de [A'] sur z, qul est primi-
tive, serait aussi produit direct de v, par un g,, ce qui ne se peut
(S., 62). Donc Y est >D. Si Y=B,on a X=A". Soit donc Y<B.
x- a la forme 'Y, Bm\ \, B étant dans [w], et Buy ayant son carré
dans 5. Soit f=wa.3,, =, étant dans v, et 3, dans v,. St = >3,
¥ =10; 0u v, et pour que X it normal dans [-1.], il faudrait que
B.(Nu) fat normale dans ¢, pour g‘—t)”, et a;(N 'z) dans ¢, pour
y=1,. Or, cela n’a pas ]1( 'u. Soit m==3. Ici encore 5 ne peut étre
un des groupes O, 0. Sty Yy =, ld(,tll)n de X sur z est un gs qu1
~devrait étre normal dans lo g1,z Done 3£, et, pour la méme
raison, ¥ ne peut étre un des groupes w, €, V. w, vV,

A a toujours les diviseurs normauzr 1, D, B, A’, B'='B, t,!,
B2=,B,t, m,\, A. Pour =>3, il 'y en a pas d autres. Pour
=<3, le seul autre diviseur normal est P.

“n effet, soit X un diviseur normalde A; X le p. g. ¢. d. de X,
A"; x le correspondant de X dans [\ ], et convenons que si une
lettre affectée de I'indice z désigne une substitution de ¢, la méme
lettre affectée de l'indice u désignera la substitution de mémes
coeflicients de ¢ ,. St X =X, X, normal dans A°® et dans A est,
pour © >3, un des groupes 1, D, B, A,, et pour x=3 un des
groupes 1, D, P, B, A°. Soit done X >X,. S¢ X"ZD, [.A] est
produit direct de [-.° ] par X qui est d’ordre 2, et dont le générateurs
a la forme 1P, ¢ étant égal & 0 ou & 1, et B étant dans [w ] Soit
wéP=a.B,, «, étant dans ¢ ., B, dans ¢, et les déterminants de «,,
B, ayant tous deux le caractére quadratique (— 1)°. La condition
ot =10 donne «,8;,=a.B, d’ou B.=a,. La condition ¢p,=7%.5
étant quelconque dans ©,, donne «.a,%, = 2,0, d’olt a; = «,¢.,

o, =1 contre 'hypothése. Donc X, est > D. Si X est ZB, X est

v
i

o+

¢
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un des groupe% A0, Bl B2 A, Soit donc X< B, donc =<3, Alors
X'=P, et x denve de @ ¢t d'une substitution 5 de la méme
forme |oc;B,, que tout a T'heure. 161 devant étre dans 5%, on a
o, Po=o Py @ 6tant dans « et gy, dans o, don B.=w.5.,
Be=2uY7"s Yu=2%,". Donc s =1a,a,9,. En désignant par u.. une sub-
stitution quelconque de v, u.,' ou., doit étre dans =@, donc &, %,
dans w,%.a,2,%, done a, v, dans a.o, done u, dans . contre ’hypo-
thése.

Les diviseurs normaux de A' qui sont =1 ou 2B sont connus.
St =>3, il n’y en a pas d’autres. St =<3, le seul autre diviseur
normal de A’ est P (sin=12, A'=A).

En effet, soient X’ un diviscur normal de A’ non <I ¢t non 2B;
X son p.g.c.d. avee A; X' et X les correspondants de X' et X
dans [-\'). St X'= X, on a, d’aprés ce qui précéde, =<3 ¢t X' =P,
Soit donc X'>X. Si XZD, p est >2, sans quoi A/ =\, et
N=~x=1, dou X'SI[. Donc [A'] est produit direct de [.u], N/
Donc ' est engendré par un s,s de la forme (1u)%uiB, B étant
dans [w], ¢’est-a-dire de la formc . B,, o, étant dans ¢, B, dans
Lw et leurs déterminants "ayant des caractéres quadrathucs
différents. Mais alors 151 =*«, B, est £ 5. Donc X est > D et <B.
Done = est £3, ct X/ dérive de @ et d’une substitution 7 de la méme
forme *a, B, que tout a ’heure. 151 devant étre dans 5¢, on obtient,
comme dans I’étude des diviscurs normaux de A, , =«,3,, 7, étant
dans «. Mais alors les déterminants de «., 8, auraient le méme

aractére.

Soit n =4, L étant trréductible. Alors Ao =BD et » =-\"=B:==
U (2,=2) (I, 40). Auz substitutions P, 0, ., qui engendrent B quand 2
parcourt ' répondent respectivement dans v (2,%2), par la correspon-

dance indiguée entre ces deux groupes (l.c.),z -+ et —— Orlas,—s"!

transformc ces deux substitutions I'une dans Pautre. Donc
[-V] =) 0:(2,%%), 3| est (somorphe & -\ ==B, ¢, |,—z~"'=(3)(—2")
repondant d t,, et la correspondance des éléments de v, B restant la

méme. La substitution j=%_ (% étant une racine de 5™+' =1) est hors
~de v, (2, =%). Elle transforme z+5 en 2455, -—1{)—_ en T
-—%""en (—37') (5'7"z), (% '1z) répondant & Im73, et 2=%2z &

~
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Im,,m';F =12 Donc [\ ]=[-\.]4 3 [-\] est isomorphe d A/ =4 4-v-\,
g répondant d v, et la correspondance des éléments de [\.], -\ restant
la méme. On remarquera que [-V'] contient les trois diviseurs nor-
maux d'indice 2 non isomorphes (cf., S., 92) [V], £ 2, =2),
10, (2, ®%), £21, [V ]V, (2, =2) étant un 4, non cychque

dm,, répond & iz, dm,, (™' =1) & 55, dt;,, & —z7', m.my &
#2z. (cf., I, 81), donc dt,,,m,‘—dt,zm,tmz,, a — x2z~',

Inversement, (3—1-—?— (ap’ - Ba' = k%) répond, pour Bs£o,

P06 ,]’,p(ﬁy.— fﬁ’—»» k, B‘. =a—Fk), et pourB=0,2dP, ;.0 M, 40 s

Les diviseurs normaux de A°® sont 1, D, B, A =BD. Ceux de A
sont 1, D, B, A+, B', B2, A. Il suflit de montrer que tout diviseur
normal X de A non ZD est 2B. Or si X ne contient pas B, il est
premicr a4 B qui est simple. Done BX estle produit direct de B par X,
et X devrait diviser D (I, 39).

Les diviseurs normaux de A' qui sont < [ ou 2B sont connus. [l n’y
en a pas d’autres. En effet, soient X’ un diviseur normal de A’
non <l et non “B; X son p.g.c.d. avec A; X/ et X les correspon-
dants de X’ et X dans [4/]. D’ apreq ce qui precede X' est > X, et
X £D. Done p est > 2, sans quoi A/ =-b, et X' =x=1, d'ou X:_[.
Done [-V] est produit direct de [ ], X', Done X est engendré par
une s:5 de (5z) [-v] done de la forme ( (Bd ) le déterminant
A== aB’----@a’ étant non carré dans €', Or la u,mdltion (2)5(2)=s»
donne (Tfi — (::g)d U d= 0, &' = s, =3B, §' = c8'.
On tire de 18 g™ ' =1 ot A= s2A; or la seconde de ces relations donne

w1
e =A"F —__1 ce qui est contradictoire.
Soitn=3ety=ca?(p22). Alors A=A"D; \n=A0==¢(2,7), les

complezxes Dty, Dt,, Dm,, DV, DU, correspondant a ——z,-_;>

5

Az, y 2— CA respectivement; B=—=w=10(2,7).
1541 p ;

Si = > 3, tout diviseur normal de A, A® ou B non D est2B. Si
n=23,B est isomorpke au g, et’A au g . Soit P=t,m, _, (cor-
respondanl aiz™',—z! dev)le g, de B. Les diviseurs normaux deB
sont 1, P, B. Ceux de A° sont 1, P B, A°. Ceux de A=A"D sont
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1, P,B, Ao, D, PD,BD, A. St n =2, A=A? =B estisomorphe au g..
Son g, P est engendré par V,,, U,,, (qui répond T::-?: de v); ses
diviseurs normauz sont 1, P, B. (Voir, 1, 40).

Les diviseurs normaux de A’ qui sont =1 et ZB sont connus. St
= >3, tl n’y en a pas dautres. St <3, A'=A.

En effet, soit, pour = >3, X' un diviseur normal de¢ A’nonZlect
nonZB,et Xlep.g.c.d. de X', A. D’aprés ce qui précéde on peut
supposer X' > X et X2 D. Alors X' est premier a A*, ¢t A* X' est
produit direct de Ae par X'. Mais alors X' serait Z1(1, 39).



