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MEMOIRE

Sur les rapports et les restes des quantités
incommensurables ;

Par E. LEGER,

Aucien 8leve de PEeole Polytechnique, chel d’institution a Montmorcucy .

1. Etant données deux quantités quelconques homogenes, deux I
gaes droites par exemple, on sait que pour trouver leur plus grand
commune mesure, 1l faut d’abord porter la plus petite de ces quantite-
dans la plus grande, ce qui donne un quotient entier et un reste ; pui-
ce reste daus Ja plus petite, ce qui donne encore un quotient et un
deuxieme reste; puis ce deuxiéme reste dans le premicr, et ainsi dv
suite. Si I'on parvient 4 un reste nul, les deux quantités sont commen-
surables entre elles, et le dernier reste est leur plus grande commun.
mesure. Mais il peut arriver que Fon ne tombe Jamails sur un rest
nul, quelque loin que Yon continue Popération ; alors les deux quan-
tités sont dites incommensurables entre clles.

2. Uela posé, soient a et & les deux quantités dont il sagit, ¢, .
/»» €tc., les quotients successifs, r, r,, r,, etc. , les restes correspon-
dants; on aura
=bq —+r,
=g - r,
= nq. + .,

I'qs =+ 3,

Mar= 1836
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on en déduit

a r 1
=49 t; =9 +p
r
b re I
7=9:+;—q.+£,
r I‘,_ 1_
;: qa+'r—‘ —-qa+,.';
r,
etc.;
y a 1
d’ou y = 9 +———
7+
9. +
g3 4 etc.

Si les quantités @ et b sont commensurables entre elles, cette frac-
tion continue sera limitée. Dans le cas contraire elle sera indéfinie. Le
rapport numérique entre @ et b sera exprimé dans le premier cas parla
réduite finale correspondante au dernier quotient; dans le deuxieme
cas, 1l ne sera pas exprimable exactement, mais les réduites succes-
sives de la fraction continue en donneront des valeurs indéfiniment ap-
prochées

5. Si deux autres quantites @’ et 5 homogenes, conduisent aux
mémes quotients ¢, ¢,, §,,..... que les quantités a et b, le nombre
de ces quotients étant d’ailleurs fini ou infini, le rapport numeérique
de @’ et b’ sera égal au rapport numérique deaet &, et I'on aura Ia
proportiona : b a' 1 b

(’est en s'appuyant sur ce principe di, je crois, a Arbogast, quc
M. Vincent établit fort simplement plusieurs propriétés fondamentales
de la géométrie: 1°. la proportionnalité des angles aux arcs décrits de
ieurs sommets comme centre avec un méme rayon; 2°. la proportion-
ualité des rectangles i leurs bases, quand les hauteurs sont égales, ctc.,
propositions qui exigeaient un tour particulier de raisonnement pour
passer du commensurable & I'incommensurable, et qui n’étaient pas a
Vabri d'objections fondées, comme l'ont judicieusement observ¢
MM. Lefébure de Fourcy et Vincent.
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4. Mais notre but n’est pas d'insister sur l'avantage de ce nouveau
mode d'établir la proportionnalité entre les quantités géométriques.
parce que nous le croyons généralement apprécié aujourd’hui. Nou-
avons dessein de fixer ici I'attention sur une belle propriété de laseric
des restes r, r,, ,, etc., et d'abord nous établirons ce théoreme fou-
damental.

La somme des restesr, v,,r,, etc., indéfiniment décroissants yu'or.
obtient en soumettant deux quantités homogénes incommensurable,
a et b a lopération de la recherche de la plus grande commune mesur:
admet toujours une limite finie.

En effet, ajoutant la suite indéfinie des égalités (1), il vient

a -+ b= bg + rg, 4+ rg. + r.gs + etc.,

ou
(2)  a—bg—1)=rg + ng. =+ ngs + etc.

Or, ¢,, 4., 43, etc., ne sont jamais < 1, donc la somme r + 1,4
~-ry+ etc., n'est jamais > rg,=r.q,+ etc., ou >a—b(g—1}:
donc, etc.

4. Maintenant on sait ( Zkéorie des nombres de Legendre, 1™ partic,
§ V) que les racines quarrées des nombres non quarrés s'expriment pa
des fractions continues périodiques que I'on détermine facilement dan-
chaque cas particulier par une méthode connue. Celte propriété va
nous servir & trouver la limite de la somme des restes r, r,, r,, y, €lc..
quand le rapport des quantités a et b est exprimé par y/m : 1;m et
un nombre entier quelconque.

Soit d’abord m=2, et faisons a—= V'2, b=1, on aura

Va2=1 +l————-‘-
2 ——

1
2 +

I
24 —

2 <4 etc.

Donc ici g=1, ¢ . =¢,=g;=celc.==2.
Donc V'égalité (2) donne
V2= (r 4+ r, =4 r, 4 r; 4 etc.j;
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ou r=4r, A4 r, 4 ry 4 etc. = % V2.

De Li ce théoreme clégant :

Dans la recherche de la plus grande commune mesure entre la dia-
gonale et le coté du quarré, la limite de la somme des restes ost
¢gale a la demi-diagonale du quarré.

5. Qu'il me soit permis de m’arréter un instant sur ce premier cas,
a cause de sa célébrité, et parce qu'il m’a conduit aux présentes re-
cherches. Je crois d'abord que l'incommensurabilité de la diagonale
et du cOté peut étre prouvée avec plus de rigueur qu’on ne le fait
d’ordinaire.

Soit / la diagonale et ¢ le cOté; il est clair que o est > ¢, mais
< 2c¢, donc en divisant d par ¢, le quctient sera i, et si I'on nomme

le reste, on aura

d= ¢ 4 r

insuite st Fon porte r dans ¢, on verra aiseémeut encore que sy
est contenu deux fois avec un reste r,; mais, pour ne rien supposer
gratuitement, désignons par ¢, le quotient et par r, le reste. En por-
tant de méme r, dans r, soit g, le quotient et r, le reste, et ainsi dc
<uite: on aura

d =c¢ <+r,
c =rq, +r,

(3) r = rg, + r.,
re = rJgs -+ 3,
etc.

I1s’agit de prouver rigoureusement qu'aucun des restes r,, 7, 13, ete.,
n'est nul, ensorte que le nombre des égalités precédentes est indéfini.
A cet effet, supposons que d’une extrémité de la diagonale on décrive
un cercle avec un rayon égal au coté, et que Fon prolonge la diago-
nale jusqu’a ce qu’elle rencontre de nouveau le cercle, le coté « du
(uarré sera moyen proportionnel entre la sécante entiere 20/ et
la partie extérieure r; donc on aura

2c+4r ¢

c r

’
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ou L; = 2 - -E;
mais des égalités (3), on tire
e __ r .
; — qt -+ ’_,"
donc ¢ + ; = 2 -} %

Or, quand un entier plus une fraction < 1 est €gal & un entier
plus une fraction < 1, Pentier doit étre égal a l'entier et la fraction &
la fraction; donc on doit avoir

rno__r
q.-——ZCtF—C.

Donc r, n’est pas nul.
Ensuite, en renversant les fractions, on a

r C r
CL=f=a4 5

donc on a encore

¢t par conséquent

Et Von voit que r, n'est pas nul. En continuant ainsi, ou prouvera
que les quotients q,, q., g3, etc., sont égaux a 2, et quaucun des
vestes r, r,, r,, I3, etc., ne peut étre nul. Donc la diagounale est
incommensurable avec le coté.

Il est clair aussi que les restes r, r,, r,, s, etc., forment une pro-
gression géométrique décroissante indéfinie, dout la limite est, comme
on sait, €égale au premier terme divisé par 'unité moins la raison;
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donc la limite de la somme des restes est

r cr
r c—r’

or I'mspection de la figure prouve que l'on a
¢c—r:icuor

done la limite est la demi-diagonale; ce qui s'accorde avec oe que
Pon a va
Supposons maintenant a = /3, =1, 0n a

V'3=1+—I———

x+-———[
2+———————l
1 <4 .
2 -4 -
1 + etc.;
doncmiq:n,q,:;,q,_—-_z, gs= 1, elc.,
et n = h ~+r,
b =r 4 r,
r = 2r, Ty
ro=—r, +r3)
a—2r3+r4’
etc

Multiphant par 2 les 2°, 4, 6°, etc., de ces égalités, et ajoulant, on a
a4 b=1a(r~r 4+ r -4 r - etc):
donc r=r, =4 r, - etc. = 3 (V3 4 1)

=. Pour a= /5, h=1, on trouve

t/5=2+—l—-—,

4 -+ etc,;

e qui donne aisément pour limite de la somme des restes 3 (¢/5—1).
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Pour a= /6, b =1, on trouve la limite = £ /6.
8. 8t @a=y’'7, b =1, la recherche de la limite est plus difficile,

parce que la fraction continue présente une période de quatre ternes
En effet, on a

§ + cte.

Voici comment M. Terquem détermine dans ce cas la sommie des
restes. La méthode est générale et convient aux périodes composce:
d'un nombre quelconque de termes.

Soit a =byg +r,
b =rqy, +4 r,
r = nrgq, 4+ r,
ry = ".93 + s,
r, = r394 + 1"4,
s = g, ~+ s,
Ty = I'fa + rs,
rs = rs(]s + Tss
Te = Isq, —+ 14,

Faisons r o=+ rg 4 r, - etc. = x
re =+ rs == ry 4+ rg 4 cte. = 5,
o=+ rs == 1o == ry - elc. = =,
ry == 1, == r, 4 r; - ctc. = u.

La premiere des égalités donne r=a — bq.
Partageons les autres en groupes de quatre, et ajoutons successive-
ment les 1", 2™, 37, 4™ dgalités de chaque groupe. H vient
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b+ u=qx +1,
x=qy + 3
~7=q::’+u’
ZI= X =1

de ces quatre équations du premier degré, on tire les valeurs de .,
¥, o, cl i, et en les ajoutant on obtient

r2q, 42577 4§93+ 719:93)+ 0(29s+29,— 4293 + 1394+ - 95%4)
(7l+73) (97 + 94) + 9927374 ’

ryt-ctu=

poura=1y'7, b=1, on ar = V77— 2, ¢ = G == s = 1,
g, = +; la limite cherchée est

Sr4-1 517+
x4y —+:-+u =ﬁ—7 = 2177
4 14

Si la période était de cing termes, on partagerait les égalités par
groupes de cinq, et ainsi de suite. Le procédé convient donc a tous
les cas.

Observons que dela formule qui convient 4 une période de 7 termes,
ou peut tirer celles qui conviennent aux périodes dont le nombre des
termes est diyiseur de 7. Ainsi, de la formule pour les périodes de
quatre termes, on déduit cclle pourles périodesde 1 terme, en posant

r-b
G == qa =3 =1 Ona alors x 4y 47 4 u= —qi; par exem-
ple pour a =y 2, b=1,onar=y2—1,q =2, donc la limite
= v 2.

Pour les périodes de deux termes on fait ¢, =y¢s, §.==q,, etil vient
rg, + 0.

.9
Pour « = y5,b=1, ona r= V3i—1, g, =1, ¢,

‘V3—1)+42 14+v'3

donc la hmite = - = ———; et ainsi de suite.

x4y 4 u=

2,

Nore 1. La recherche du n°® 3 peut étre encore présentée d'une
autre maniere treés simple et tres rigoureuse, que voici :

Portant ¢ sured, on a un reste r, sur lequel je construis un quarre;
il est facile de voir que le coté ¢ sera ¢égal a la diagonale d, de ce
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sjuarre, plus . On aura donc d = ¢ =+ r, ¢ = r -+ d,; main-
lenant, st 'on porte le ¢oté r sur la diagonale d,, on aura comm:
cirddessus d, == r 4 r,, r=r, =4 d,; ensuitc d, = r, -+ r,.
I, = ry &+ dy; on en tire

d
o

dy

= 1 —;,etc.

|

r d'l 1
r 1 4 =2, O
r r Ta

Or le rapport de chaque diagonale a son co6té est constant; done
an a

dd d, d
- = L = - = — = etc.:
P r r, r, :
e s . ¢ r "
Jou 1l sut que Tz= = = -! = etc.
r r ra

Done les restes successifs sont en proportion geéomeétrique décrois.

~ante, elc.

Nore . On trouve dans Kepler [ Harmonwe mundi, p. vo, edu
de 1640) un point de philologie mathématique qui eclaireit une ex-
pression de seus assez louche. Les Grecs distinguaient deux sortes de
rapporls : les uns exprimables, cffables, 227015 les autres non expr
mables, ineffables, arcyoi. Or, le mot Asys: a deax aceeptions :
paroLE (verbum), et rarsox (ratio). Au leu de prendre da premierc,
les Latins, en traduisant, ont pris la deuxicme; de la le rapport
rationnel et le rapport irrationnel, ce qui n’a pas de sens; tandis quc
l’exprcssion exacte est rapport exprimabl(' ou rapport l'nf,wprr'/nu/)/('.
Cette observation de Kepler est d’'une grande justesse. ([Nore (fe
M. Terquem.;

Mars 1830



