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MEMOIRE

Sur une question d Analyse aux différences partielles 5

Pax Josern LIOUVILLE.

{(Présenté & PAcadémie des Sciences le 1y mars 1834.)

I

La question d'analyse aux différences partielles a laquelle

se rap-
portent les recherches suivantes , peut étr

e utile dans plusieurs théo-
ries physiques, et spécialement dans celle de la chaleur. Le titre placeé
en téte de ce Mémoire montre assez que je veux la cousidérer sous un
voint de vue purement mathématique, absivaction faite de se
cations. Néanmoius, il sera hon d’indiquer en peu de mots 1
des problemes qui m’ont conduit 3 m’en occuper.

Les lois de la distribution variable ou permanente du calorique
dans les substances solides dépendent, comme on sait, d’une €quation
aux différences particlles quiil s'agit d'intégrer, et d'une ou de plusicurs
conditions particuliéres relatives, soit 4 la surface du corps, so0it a
I'état initial des températures. Ces conditions définies servent a déter-
miner les quantités arbitraires introduites par I'ntégration de Péqua-
tion indéfinie. Lorsque le systeme dans lequel la chaleur se propagc
est placé dans un milieu de température donnée, 'équation relative &
ia surface a pour coeflicient d’un de ses termes le pouvoir rayonnant ;
et si on veut laisser 4 la question toute la geneéralité qu'elle comporte,
il faut regarder ce pouvoir rayonnant comme une fonction connue

quelconque des coordonnées de chaque point de la surface; car en
Fevrigr 1836, 5

s appli-

a nature
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supposant méme qu'il s'agisse d’'un corps homogéne, la quantité de
chaleur émise au dehors par un élément superficiel de grandeur cons-
tante , varie, toutes choses égales d'ailleurs, avec le degré de poli ou
la coloration de cet €lément.

Lorsqu’on étudie, par exemple, le mouvement de la chaleur dans
une barre d'un trés petit diameétre, le pouvoir rayonnant doit étre re-
gardé comme une fonction arbitraire de Yabscisse ; et si I'on rempla-
cait cette fonction arbitraire par une simple constante, on restreindrait
beaucoup I'étendue de la solution. Au reste, dans le cas d’'une barre
tres mince, Vintroduction d'une fouction arbitraire pour représenter
le pouvoir rayonnant et méme pour représenter la chaleur spécifique
et la conductibilité intérieure, ne complique pas beaucoup les calculs,
du moins tant qu’on se borne 3 établir des formules algébriques, sans
essayer de les réduire en nombres. Cest ce que jai fait voir dans un
Mémoire présenté il y a plusieurs années 3 I'Académie des Sciences, et
ce que M. Sturm a prouvé aussi, & peu preés a la méme époque, par
une marche trés différente de celle que jai suivie, quoiqu’elle con-
duise aux mémes résultats. Mais en général on peut dire que la déter~
mination des lois du mouvement de la chaleur dans un corps solide
de forme donnée, se complique beaucoup des qu’on représente le pou-
voir rayonnant & propre a chaque point de la surface de ce corps par
une fonction quelconque f{x) de Vahscisse correspondante a ce point.
Aussi voyons-nous que jusqu’a ce jour les géométres ont regardé la
lettre & comme exprimant une constante, méme dans la théorie des
températures terrestres ou il serait intéressani d'examiner les effets
produits par la variabilité de £.

En cherchant a résoudre divers problemes dans lesquels je regardais
la quantité 2 comme variable, je suis tombé sur la question d’analyse
ux différences partielles dont je ferai le sujet de ce Mémoire. Cette
question a pour objet de déterminer les coefficiens des termes succes-
sifs d’une série de quantités périodiques, au moyen d’une équationde
condition a laquelle cette série doit satisfaire entre deux limites don-
nées.

Une des équations de condition dont je parle est, parexemple, de la
forme : A
(A)  ZAnmcos max -+ f(x) A, cos mx=F(x),
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le signe = s’étendant i toutes les valeurs de m exprimees par lesnom-
bres impairs 1, 5, 5. ... . L'équation (A) doit subsister pour toutes les

valeurs de  comprises entre les limites x=o0, x..—-._; : les fonctiouns

Jf(x) et F(x) sont connues, et il sagit de déterminer les coefliciens
A,, A;, A;,... A,....Celaserait facile par les méthodes ordinaires si 'on
avait f(x)== constante; mais quand S (x) est variable, la chose de-
vient plus délicate.

Il est aisé de trouver dans la Théorie de la Chaleur un probléme qui
conduise a I’équation (A). Pour cela, généralisons celui que Fourier a
résolu dans le chapitre w1 de son ouvrage. (e probléme a, comme

on sait, pour chjet d’exprimer le mouvement permanent de la chaleur
dans une lame rectangulaire infinie.

X

A

Nous supposerons avec lillustre auteur, que les deux arétes paral-
leles et infinies A et C qui comprennent le rectangle, sont retenues
par une cause quelconque a la température fixe 0°; mais quant i I'a-
rete transversale B, au lieu de la regarder comme entretenue aussi 2
une température fixe 1°, nous admettrons qu’elle rayonne dans un
milieu dont la température est donnée pour chaque point, et nous
représenterons son pouvoir émissif par une fonction arbitraire variant
d’un point al'autre de B. La lame étant d’ailleurs homogéne, si nous
placons l'origine des coordonnées au milieu de I'aréte B, et si nous
comptons les abscisses x le long de cette aréte, 1andis que les ordon-
nées y seront complées dans une direction normale a celle-la, il est
visible que la température permanente « qui répond au point M dont
les coordonnées sont x et y , sera déterminée par V'équation aux diffé~

5.
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rences partielles :
d*u d*u
e T
En choisissant 'unité de longueur de telle maniére que l'arete B,
interceptée entre les faces A et C, soit égale 3 w=3,1415..... ,

x -
on aura x==0 pour x==1k -, puisque les faces A et C sont entretenues

4 oo; 4 cause de action de ces mémes aretes, la portion du rectangle
située & une distance infinic de B doit aussi étre 4 0°. Ainsi, 'on doit
avoir =0 pour y=-}o0. Le long de Yaréte B, il y a une autre
condition définie, savoir :

x

k%ﬁ:h(u——{) pour y=o dex=—_ 3 x___g,

[&]

les deux quantités positives £ et & désignant lc pouvoir émissif et la
conductibilité intérieure , tandis que ¢ désigne la température du mi-~
lieu ambiant. D’aprés nos hypotheses, /& et { sont des fonctions de .
Nous pouvons donc poser

h= fl), %=F@),

el I'équation dont il s'agit deviendra
du
o ‘(x) 4 F(x) =o.

Les fonctions f{x) et F(x) sont jusqu'ici des fonctions quelconques;
mais, pour plus de simplicité, nous les regarderons désormais comme
des fonctions paires de x, en sorte que Pon ait f(—x) = f(x),
F(—x)=F(x); la température u sera aussi des lors une fonction
paire de x. Par conséquent la question se réduit i trouver pour la
température « une fonction paire de x, qui satisfasse 2 I'équation

d*u il_t ___
dr’ dyr T 7

qui sannule, quel que soit ¥ quand x = Z , et quel que soit x quand
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¥y =+-®; et qui, en oulre, lorsqu’on a y =o, satisfasse & Yegalité

du
7 — W(x) + F(x) = o,
r
pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites o et -;-'

Or, on trouve que toutes ces conditions seront remplies en posant

u = ZA,e"™ cos mx;
m étant un quelconque des nombres entiers impairs 1, 3, 5..... et
A, représentant une fonction de m tellement choisie que, pour les va-

leurs de x renfermées entre les limites o et Z , on ait
(A)  =ZA,mcosmx 4 f(x) ZA, cosmx = F(x).

Pour déterminer la fonction inconnue A, dontlavaleur de « dépend,
il est donc nécessaire de traiter I'équation (A) dans laquelle f{x) est
une fonction positive arbitraire de .

Si la longueur de l'aréte B que nous avons supposée égale 3 =,
¢tait au contraire égale & 2/, au lieu de l'équation (A), on aurait a
traiter une équation de condition de la forme

B)  =A,. %7 cos T + fla) ZA, cos % = F (x).
En supposantla longueur / infinie, transformant les sommes en inté-
grales, et substituant a la lettre A, une fonction ¢(8)df de la va-

riable § = m?; a laquelle se rapporte l'intégration, I'égalité précédente

deviendra
(© [ 60(8) cos bxdd + f(x) [ o(6) cos b = F(x).

[l s'agira donc alors de trouver une fonction ¢(8) qui satisfasse a I'é~
quation (C); et cette fonction une fois déterminée, la température u
d’'un point quelconque du solide, sera fournie par la formule gé-

nerale

u = f; i ®(8)e™ . cos bxdd.
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Nous avons restreint tout a heure la généralité de notre probleme
en supposant la chaleur distribuée symétriquement de part et d’auire
de T'axe qui s'éléve au milieu de Paréte B, normalement a cettearete;
admettons maintenant que cette symétrie n'existe pas. Il sera plus
commode de placer dans ce cas l'origine des coordonnées au point ot
Jes deux faces A et B se rencontrent; d’apres cela nous choisirons
arete A pour axe des y et laréete B pour axe des x.

L’équation indéfinie i laquelle la température « doit satisfaire sera

encore
d’u d’u
&t g = O

mais les conditions définies prendront la forme

u — o pour x = o et pour x = 7,
u = o pour y = 4 w,

Z—; — uf(x)+F(x) =0, poury=o,de x=o ax=—mr.

Nous n’avons pas besoin d’avertir que la longueur de l'arcte B est,
comme précédemment, représentée parle nombre #. La valeur de «
qu'on déduit de ces équations est la suivante :

u = ZA,.e ™ sinmx,

m désignant un quelconque des nombres entiers successifs 1, 2, 3,
4, 5..... ; et A, étant une fonction de m qui doit étre telle que
pour toutes les valeurs de o comprises entre o et 7, on ait

(D) Z=A.msinmx 4+ f(x) ZA,sinmx = F(x).

Pour obtenir la valeur de A, et par suite la valeur de «, il est
donc nécessaire de savoir résoudre les équations de la forme (D).

Considérons actuellement V'état permanent de la chaleur dans un
cercle dont le contour rayonne dans un milieu de température don-
née , et nous tomberons de nouveau sur une équation semblable aux
précédentes, quoique un peu plus générale. Ln effet, soit » la tem-
pérature fixe d’'un point quelconque M du cercle; désignons par r le
rayon vecteur OM mené du point M au centre O, et par x I'angle
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que ce rayon vecteur forme avec une droite invariable 0X. L’équa-
tion indéfinie du mouvement permanent de la chaleur dans un plan,
pouvant, comme on le sait, étre mise sous la forme

du 1 du 1 dtu
drs +;'Zi_;‘+7"dx’_o’

il s'agira d'abord d'intégrer cette équation. Or, si Uon effectue cette
intégralion en ayant égard 4 ces deux circonstances particuliéres i
notre probleme, 1° que la valeur de « ne devienne pas infinie quand
on y fait r=o0; 2° que cette valeur reste la méme quand on change x
en x--27, on trouvera pour I'expression générale de «

u = Zr~ (A, cosmx -} B,sin mx),

m désignant un nombre entier quelconque y compris zéro, etA,, B,
des fonctions inconnues de m. Il reste encore & satisfaire a I'équation
relative & la surface, laquelle, en prenant pour unité de longueur le
rayon du cercle, est de la forme

d .
kd—:—{—k(u——ij):o pourr=i,de xr =—7 a x =<7,
k et k désignant la conductibilité intérieure et le pouvoir rayonnant,
tandis que { représente la température du milieu en contact avec la

circonférence du cercle. Nous supposerons que % et ¢ sont des fonc-
tions données de V'angle x, et nous poserons

r=J), X =ra.

. d
En mettant donc, au lieu de « et a—; leurs valeurs dans notre €qua-

“tion définie, elle deviendra
(E) =m(A, cosmax+B,,sin max)=-f(x) Z(An.cos mx—+B,sin max)=F(x);

et il faudra en faire usage de manitre i déterminer les deux coefficiens
A.etB .

Les cinq équations que nous avons dénotées par les cinq premiéres
lettres de Valphabet, répondent 4 un nombre égal de problémes dont
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nous allons essayer de donner la solution. Nous traiterons d'abord le
probléme (A), qui renferme implicitement (B) et (C), par deux mé-
thodes différentes qui nous conduiront aux mémes résuliats. La seconde
de ces deux méthodes étant plus abrégée que I'autre, cest elle que
nous appliquerons ensuite aux derniers problemes (D), (E).

II.
PREMIERE SOLUTION pU ProsLEME (A}

Soient m un nombre impair quelconque, et A,, Ay, As... A,
des coefliciens constans inconnus; faisons

A, cosx =+ Ay cos 3x 4 A;cos5x 4 etc. = ZA, cosmx,
et

A cosx 4 B3A;cos3x - 5Ascosbx 4 etc. = ZA,mcosmx.

Désignons par F(x), f(x), deux fonctions de =, dont on connaissc
les valeurs depuis x=o0 jusqua x= E Cela posé, notre probleme

peut s’énoncer de la maniére suivante.

PROBLEME.
On demande de trouver la valeur de A, qui satisfait a Uéquation
(A)  =A,mcos mx + f(x) ZA, cosmx = F (x)

pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites x=o0, x= z
2

Néanmoins, pour rendre cet énoncé plus précis, il faut ajouter les
remarques suivantes qui dérivent de la nature méme de la question.

1*. Le probléme qui, dans le n° [, nous a conduits a I'équation (A),
nous montre que la quantité cos mx est la limite vers laquelle tend
le produit e~ cos mx, quand la grandeur positive y devient infi-
niment petite. En posant e =p, p sera un nombre infiniment peu
inférieur a l'unité, et nous aurons e~ cos mx = p™ cos mx. 1l résulte
de la que si nos séries périodiques deviennent indéterminées, nous
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pourrons c¢t nous devrons méme en multiplier les divers termes par
les puissances successives d'une quantité infiniment peu différente de
l'unité, ce qui détruira l'indétermination.

2°. Les deux fonctions f{x) et F(x) sont donndes en nombres
finis pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites x —o,

7c=7—2r Le cas ol ces fonctions deviendraient infimes, dans Pinter-

valle cité, doit étre exclu formellement comme contrajre & la natur.
physique du probleme qui nous a fourni I'équation (A).

53°. La fonction f{x) est en outre constamment positive, puisqu’elle
exprime le rapport du pouvoir rayonnant i la conductibilité,

4°. La fonction F(x) peut étre indifféremment positive ou négative ;

- « . v .
mais nous fa supposerons nulle 4 la limite 2 == 5 » en sorte quon ait
7 . B . ,
F (;) == 0. En eflet, le premicr membre de 'équation (A) Sannulc
pour la valeur particuliere a = :; st donc on n'admettait pas la con--

dition F(;:) == 0, I'analyse paraitrait se contredire, puisque le second
membre ne sannulant pas pour cette méme valeur, cesserait alors
d’étre égal au premier.

Si la fonction f(x) se réduisait & une quantité conslante 3, I'¢-
quation (A) pourrait étre écrite ainsi

ZA, (m~-B) cosmx = F (x);

et par la méthode ordinaire on en déduirait

_ _ 4 pr )
A, = o /; F(x) cos madx;

mais cette méthode est impraticable sitdt qu'on cesse d'avoir JACS
= conslante. Il faut donc recourir 4 d’autres procedeés.
D'abord, johserve que la fonction F(x) qui, par hypothese, satis-

fait 2 la condition F(Z) = 0, peut étre exprimée cnire les limites

x ’ . - .
L=0, x=_, par uie série de cosinus, puisque I'on a la formul¢

Fevrier 1836. 6
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connue

ERES

F(x) = = Zcos mxf;F(u) cos mudp

m désignant, comme ci-dessus, un nombre impair quelconque.
Quant & la fonction f(x), nous pouvons, entre les mémes limtes,
la développer sous la forme

Jlxy = R, + R,cos2x 4 R,cosfx—+ ... 4 R,cosnx +....

ou, pour abréger,
Jlx) = =R, cos nx,

n désignant un quelconque des nombres pairs 0, 2, 4, 6..., ¢t R,
étant un coefficient déterminé par I'égalité

R, = é [;f(u) cos nudu,

0

dont le second membre doit néanmoins étre réduit 2 moitié lorsque
n == 0. En remplacant f(x) et F(x) par leurs valeurs dans I'équa-
tion (A), cette équation devient

.
‘A") EA,,,mcosmx+ZRncosanA,,.cosmx:izcosmx f * F(p)cosmudu,

et Pon peut s'assurer que si I'équation (A") a lien pour toutes les va-
. x ’ .
leurs de & comprises entre x=0 et r=-, elle aura également lieu

quand x se trouvera en-deca ou au-dela de ces limites. Tel est I'a-
vantage quel'on trouve a substituer aux fouctions f(x) et F(x) les sértes
de cosinus équivalentes; et c’est en cela que consiste T'esprit de ces

substitutions.
Le produtt
=R, cos nx ZA,, cos mx,

ui n'est autre chose que le produit des deux quantites
q q P q

R, + R, cos ax =+ R cos 4x ~+....-+ R,cosnx +....
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A,cos x4 Aycos3x 4~ AscosSx ... .4 A, cosmax 4. ..

peut étre effectué en genéral; si Uon fait usage de la formule
, . ! . ! \
€OS mx €Os nIX == - COS (m4-n)x -+ 5 €OS (m—n)x,

on ramene ce produit a Ja forme
a,cos x -~ ascos 3x ~ a; cos 5a 4 etc. ;
on peut donc poser
SR, cosnx A, cosmxr — a,cosx =4 ascosB5x - ascosbx - elc. ;

et en effectuant les calculs, on obtient aisément
R, R
a, = RA, 4 (A; + A) -+~ ?“ (As - Ay) 4-.....

s = RA; 4 =2 (A + A) 4 ~f (A, + A) 4.....

ay = RoAs + =2 (A, 4 A) + = (A, + A) +.....

Ces valeurs de a,, as, as,.. dépendent des quantités A,, A, A;, .
A,....; mais pour bien mettre en évidence la loi réguliere de leur
formation, il convient d’introduire aussi dans le calcul les quantités
A_,, A_g,... A_,,... Ces quantités n’ont aucun sens par elles-
mémes; voici quelle signification nous leur attribuerons dans la suite.
I} faut concevoir une fonction @(m) telle que Pon ait en général
A, =@(m), quand m est un quelconque des nombres impairs 1, 3, 5...
A présent, si dans la fonction analytique ¢(m) on remplace m par
— m, le résultat de la substitution sera @ (—m). Or, c'est précisé-
ment ce résultat que désormais nous dénoterons par A_,,, en posant
en conséquence

A_, = (p(—l), A_; = cp(--S),. . A, = (D(———m) N

Introduisant dans nos calculs les quantités A_,, A_;,.... A_,,. ..
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rious pourrons mettre les valeurs de a,, a3, as,. .. sons la forme

'(l:[)I+RUA l+%(A3+A—I)+I;“/A5+A——3)+ .. +1%(;1Xl +—u'+A| —n)+' -

ty=bstRoA A (A A) +%(A,+A_,)+...+%(A3+,,+;\3_,,)+...

R, ) 1n
15=hsR A2, A (A A, ) o

.........................................................

(A5+n+A5-n)+‘ .

by, by, bs,. .. étant exprimés comnme il suit:
I, Ik R; .
_— '2— (I\X—A__l)’*" ;E(AJ“—A_S)—'_;E (AS_A—:)\’ +. e .
B R Ry
by == S (A=A + 2 (A—A A D (A—A ) 4.

2 2
by = (A —A_) 4 (A A (A

.................................................

La loi de formation des quantités b,, by, bs,. ... et a,, a5, s, .. .. ust
facile a apercevoir, et Femploi dessignes A_,, A_;, etc., n'a pas peu
contribué arendre cette loi évidente. En adoptant pour a,, as, as,...,
les valcurs ci-dessus, le produit R, cos nx ZA,, cos max est égal a

a, cosxT - a;cosdx - ascoshx - etc.
St donc on fait, pour abréger,

X = b,cosx ~= bycos3x 4 bscosbx +....,

Y = Zcosmax [ R.A, F 2 Ay ab An) 2By A ) et |,

on aura )
SR.cosnx ZA, cosmx = X 4 Y,

et I'équation (A") deviendra

(A ZA,mcosmx + X 4 Y= é = cos mxfn; F(u)cosmudu.

Dorénavant c’est a 'équation (A”) que nous nous proposerons de sa-

tisfaire.
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Dans e cas tres particulier ot l'on a f(x) = conslaute, on peut,
comme on P'a dit plus haut, trouver par les méthodes ordinaires Ia
valeur de A, qui satisfait a lequatlon (A"). En examinant atentive-
rient cclte valeur, on en conclut par induction que, dans le cas le
plus général ol f{x) est une fonction quelconque de o, il doit étre
permis de poser

x

iy .
A, = i/‘) dw(Pcosmu + Qsinmpy),

Q d(‘sl&;uam des fonctions 1aconnues de ¢, indépenduantes de me,
qu 11 sagit de détermincer, en sorte que I'dgquation (A"} ait lieu. Toute-
fois, on pourmit douter « priori de la possibilité d’écrive la valeur de
A sous la forme précédente ; mais comme nous arriverons par notre
analyse a calculer P et Q, il nous scra facile de vérifier & posteriori
Vexactitude de notie hypotheése.

Posons donc

o

A " .
A, =1 [l(lﬂ (Pcosmp = Qsinmu),
= .J o

¢t voyons s'il existe en effet des fonctions de g, mdépendantes de m,
qui, wiscs au lien de P et Q, rendent la valeur de A, propre a satis-
faire a I'équation (A").

Pour cela, calculons successivement, et mettons sous leur forme la
plus mnple les trois quantités =A,.m cos ma , X, Y, dont se compose le
premier membre de 'équation (A").

En premier lieu nous aurons

SAncosmx =

LR

(4

x
= cosmx [ du (Pcosmp + Qsinmp);
or il vient, en intégrant par parties,

Psi .
chos mudp = -2 - f;m mu g? du,
F

m

et
QCOs Qcos ] ()
[ e o
ﬂ mmudy = + — ﬁos me g du

Si donc on se rappelle que m ¢st un nombre impair, et si Fon suppose
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4
les fonctions P et Q assujetties aux conditions

P = o pour p = ;—r, Q = o pouru = o,

On auri

: 1 " . dP
]1’ Pcosmudu = — — /“ sin mp o du,

m /o

.
PYPN _ e dQ )
/:] Qsinmpdp = m_[o cosmp g dp;
d'ou résulte
x
§ : 0 . AP
A - =1 nx [ * T il
A mcosmx — 'Scos mx fO du (cos m(.ch sin i w dg)'
Le terme Y est également tres simple a former. En effet, on a
R, R,, \
Y = Zcosmx (ROA,,,—{——;(A,,,_,_,-i-A,,,__,) +; Ay FA_ ). . )

Les quantités A,.,,, An_,, Ay, Any, etc., se déduisent de Pex-
pression générale de A.., en donnant a 'indice m une valeur conve-

nable; et en observant que 'on a

cos(m -+ n)p + cos(m — n)p = 2cosmucosnp,

sin (m 4 njp =+ sin(m — n)u = asinmucosnyu,

on obtient sans difficulté
T

: 8 . .
A, + A, == [ﬁ ducoszpu(Pcosmpy 4 Qsinmu,
TS o i

Bory + Ay = g/fd;zcoszipc(Pcosm/,o —~+ Qsinmpy),

......................................

Au moyen de ces valeurs, je calcule celle de Ja quantité

R, R
l.{lem + '; (Anl+n + Am——a) + ;é(‘Am-{,-.{ + Am—‘) +-t e
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et je la trouve égale &

-
3

;1 [; dp (P cos mu 4 Qsinmpe) (R, + R, cos 2 - R cos 41 4 cte..
Si Pon se rappelle maintenant que la série
R, + R,cos2p + R, COS4p 4. .. ..

est précisément le développement de la fonction f{ ) entre les limites

2 . r ’ P}
M= 0, u==_, on verra que l'expression précédente se réduit i

é/);d,u. [P/(u)cosmu 4 Qf(m)sinmpul].

«

Par conséquent, on a

Y = é =cos mxﬁ: dp [P f(p) cosmpu Qf(w) sin mul).

Calculons maintenant la valeur de X. Or cette valeur, réduite en
série, est exprimée par I’égalité

X = b,cosx ~+ bycos3x - bycosbx ... ..

Les cocfliciens &,, by, bs,. ... . sont eux-mémes exprimés par séries,
Ainsi 'on a

b= A=A+ A Ay B a g0

En mettant pour A,, A, A, ... A_L, A, A, ... leurs valeurs,
cette valeur de 4, devient

b, = f—/de,u,(R,sin,u ~+ Rysin3u o+ Resiub5p4-...).

On trouvera de méme
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ho= B0 Qdu Rsinp 4 Rosin 5 4 Ry sin S0,

,
ho=1 f Qg Rysin g~ Rgsintp 4 Rsindu—..).

Si Ton multiplic ces valeurs de b,, b, bsy ... par les facteurs respee-
tifs cos o, cos 3, cos5a,... qu'on pourra faire passer sous lesigne [,
puisqu'on ajoutc les produits chlenus, la somme ainst formeée sera
cgale a X. En ordonnant la quantité placée sous le s:gnej par rappor!
aux lettres Ry, Ry, R, . .., on pourra done écrie X ainsi qu'il suit :

X — i/ "l RN, 4 BN, 4+ RM, + RM, +...),

fes valeurs de M, M, Mg, Mg, . . .. élant

M, = cosxsinu,

M, = cosxsin3u - cosBxsinp,

M, = cosasinbp -+ cos3xsin3u 4 cosbasinu,

M, = cosasingp + cosSxsinbu - cos sbxsindp - cosqxsiny,

R I R N O IR R S R L I S A A B A A

En observant que si p désigne un nombre enticr, ona en général

cosarsin(2p—1) p -+ cosSasin(2p—3)r +

cos xsing (COS2PT — €OS2pip)

.. =+ cos(2p—1)xsinu=—
+ 2 / K €OS 2 ~— COS 2p -

tes valeurs de M,, M, M;, M;,.... se simplifient et deviennent

COS T SN2 [CG8 2T ~— COS 2u)
l\!z - s
€OS 2.2 — COS 24
c0s X 5inge (£05 Jo — €08 )
M, = : >

€082 — COSPpe
msa‘emu(msbr——coqﬁy,

€052X — COS52%

=
l

msrsm {cos8x — c05 8}
')L, = # ’

COGS2T — COS 20

s s 8 e8 + s @ 44w en a0 e ey -E
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Substituons ces valeurs dans celle de X » et rappelons-nous que
I'on a

S(x) = R, 4 R, cos 22 + R, cos 4o - etc.
Sf(n) R, 4+ R,cos 2u ~+ R, cos ju + etc.;

nous obtiendrons

I

X — éf;Qcosxsinp[f(.r)-~f_(;¢)]a’,u.

COS 22 — €08 24 ’

ou bien en remplacant, ce qui est permis, la lettre # par la lettre
et désignant par Q, ce que devient Qen vertu de ce changement,

"
X — 4/{ Qdcosxsinuﬂf(x)—f(a)]dz
- [ COS 20— (05 2 ’
La fonction désignée par X est une fonction paire de 2. qu; S'Gvi-
p p » q
. w - . a
nouit pour x = 5- Entre les deux limites X==0, 1 = »on peut done

la dévclopper en une séric de cosinus d’arcs multiples impairs de o
et par la méthode ordinaire, on trouve

X = 1—6 = cos max / * cosmudu f * Qcosesinal/ ('“)—ﬂulflf.
7 Joa o COS 2pt — COS 2

Les expressions des trois quantités A, mcosma, X et Y une (o)~
formées, il faut les reporter dans Péquation (A"). Pour stmplifier I'e-
criture, posons

"
do 2 (), COssin () — f () 1
U=Z0 & DA — Fu) & 2 Queosesinal /o — /it

€08 24— COS 25

; dp
V=2 — Qf(u),

et nous verrons facilement, quapres avoir effectué la substitution dont
il s’agit, on peut mettre I'équation (A"} sous la forme

.
= cos mx /" du(Ucos mu — Vsinmu) — o,
o !

)

Fevrier 1836,
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Or, cette derniere égalité sera évidemment satisfaite si les valeurs
de P et Q sont telles qu'on aitala fois U=o0 et V=0.
Done la détermination des deux quantités P et Q dépend des denx

cquutions

l

dQ - : § (3 Queospsine [f(1)—f(®)]dz
= P ¥ — 2 e I
de f(#) (M) 7'[) COS 24 — €08 22 '
dP
e Qf(f") = 0,
auxquelles il ne faut pas oublier de joindre les conditions définies

P = opour p = Z, Q = o pourp = o,
Jue nous avons supposces satisfaites en effectuant ci-dessus une intcé-
gration par parties. Les équations auxquelles nous venons darviver
sont remarquables en ce que la fonction Q se trouve placée a la fois
sous un signe d’'intégration définie et hors de ce méme sigue. Plu-
Jcurs questions d’Analyse élevée meénent 4 de semblables égalités, et
nous avons déja ea l'occasion d’en traiter quelques-unes, lorsque nous
nous sommes occupés des différentielles a indices quelconques.

Lorsque la fonction f () est égale a une constante ., nos équations
deviennent

d - dp
3‘%"‘}‘?:1‘(”)’ E‘——hQ:o.

Il est tres facile de les intégrer, et la valeur de A, & laquelle elles
conduisent, coincide, apres quelques transformations, avec celle que
rournit la méthode ordinaire. Mais 1l est inutile d’entrer ici dans le
Jetail de ces transformations qui n'ont rien de remarquable.

Si 'on veut vérifier Pexactitude de nos équations en les appliquant
i un excmple daus lequel f(a) soit une quantité variable, et qui
ccpendant n'exige pas de calculs compliqués, on wa qua fae

va) = cos*x, et Flx) = 3cos x — 3cos’x. On trouve alors
P == — jcos’u, Q =sinu, valeurs dont il est aise de constater
Vexactitude en les substituant dans nos équations. 1l résulte done de
aotre analyse, qu'en posant
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A, = éf: d/x.(sinusinmp——;—) cos®u cos mp),

on doit avoir
A, mcos mx =+ cos*x =A, cos mx

D'apres la valeur de A, la quantité A, cos mx est la différence de

= 3cosx — jcos’x.

deux autres quantités dont la premiere, savoir :

n
45 cos macf‘2 dw sin wsinmu
o

kg

est égale a cosx; et dont la seconde , savoir :

w
§4— = cos mx f’ cus *m cos mudu
w o
est égale a 3 cos*x. On a par conséquent
L cosdlx = 3 cosx — 5 €OSDa:

A, cosmx = cosx — %

d’ou
3 cosax — 1 cos3x.

SA,mcosmx = 3
1 équation que nous voulons vérifier devient donc
3 cos & — +€0832 - cos *x (cosx—3 cos *x)==% cos x — jcos"x
4 G r 3 Py S 3 X
Or, en effectnant les calculs et remettant pour cos3x sa valem
4cos®r —3cosx, on trouve quelle est identique, comme ccla don
étre.
Pour montrer comment nos équations font connaitre les valeurs d-
P ¢t Q, je vais considérer le cas particulier trés simpie ou l'on a

f(x) = R, =4 R,cosax.

De cette valenr de f(x) il résulte que

f(f‘) - f(‘) — R,.

COS 22 — COS22%
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Les équations en P et Q sont donc ici

NP fiw) = Fu) — M‘f Q. sin ada,

de
Z—i — Qf(p) = o.

T
Posons f’ Q. sin adz = (C; C sera une constante inconnue que nous
déterminerons a la fin du calcul. Sinous divisons maintenant nos deux
¢iuations par f(w), et si nous posons f(w)du = dfi, 6 désignant

. . . R, . .
une nouvelle variable égale a R,pe 4 —% sin 2ps, elles deviendront

dQ K 4CR cosp

st ¥ = S T A (e
dp
E—'QZO;

ou bicn en éliminant ()

4P _ F(e) _ 4CR,cosu
& = 7 f (k)

Cette équation du second ordre est facile a intégrer, soit par la mé-
thode ordinaire, soit en procédant comme on va le voir.

1 égalité 8 =R u+ < sinap =/:Ff(pc)d,u, dans laquelle fi{u)
est une fonction toujours positive depuis u =0 jusqu’a p = Z , nous

prouve que 8 est une fonction positive croissante dans le méme inter-
valle, en sorte qu'elle grandit par degrés insensibles depuis § = o
. Iy A Bo” s e p
jusqu’a la valeur extréme b= —=- que nous désignerons par w. kn
vertu de cette méme égalité o est une fonction de 6, et 'on peut en
.., F R, cos
dirc autant des deux quantités Pl 4 £

S’ wf(w

, . x v
tités s'évanouissent lorsqu’on a u= S cest-a-dire § = . Donc entre

. De plus, ces deux quan-

les limites f = o et = w, on peut, par les méthodes connues, dé-

F () 4Ricosg

velopper v, < g™ en séries de la forme
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7rB 2R, cos mai

").._EH cos —— _EKCOQ—

Slw) Taf ()

m designant un nombre impair quelconque. On aura ensuite

morB

¥ -+ P — =H cos mrd . C3K cos 7%

ct I'on satisfera 4 cette équation en posant
maxd . mxb
H cos — K cos —

P = 4= 2 — 4l

4&1 — lw"—m“,ﬂr“'

2w

La valeur de P, différentiée par rapport a 8, fournit celle de Q. Ains:
I'on a

mH sinmm mK sm;x5
24
= — 202 — Cow 2—
Q T 20TE

Quoique la valeur de P ne soit qu’une mtegrale particuliere de I'é-
quation du second ordre qui détermine P, cette intégrale particuliere
suffit pour le moment; car les conditions définies

P=0poury=: Oue:w,

© w1y

Q = o pour o = o0 ou § = o,

qui doivent servir a déterminer les deux constantes arbitraires, sont

ici satisfaites d’elles-mémes.
La quantité inconnue C qui reste encore dans nos formules doit

étre telle que 'on ait f > Q. sin ada = C. En formant I'intégrale
o ¢

x

f * Q, sin ade, et I'égalant 4 C, nous déterminerons donc cette cous-
[s]

tante et nous trouverons

; m7r6
m H sin ——
. 2a
207 sinadae £ ——————
o 4&; -_—
- "
1; . mwea
mK sin ——
2w

1 — 207 sin adaZ ————~
o 4@ —_—miw
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0. étant ce que devient f lorsqu’on y remplace u par «, en sorte que
f,=R,a2 + %3 sin 2. La valeur de C étant ainsi connue, il ne reste

pius ricn d'indéterminé daus les expressions de P et Q; et la recherche
de ces expressions est terminee.

En géncral les équations

i) : 7gichos sinal f(pe) — f(pe)]da
‘;i -+ Pf(_/.l.) = F(u) —-éu # 'u e
d

G — QUflw = o,

o COS 28 — COS 22

feront connaitre les valeurs de P et Q sous forme finie toutes les fois
que la fraction

4 cospsine[ f(g)— f(2)]

w €052 — COS 24

pourra étre ramenée a la forme
¥ (W) + () L(2) F.. 4 ) a),

quelles que soient d'zillcurs les fonctions ¥,(w), I1,(2), etc. En effet,
dans cette hypothése, si I'on pose

[ Qi) = C, [’QU(a)de=C,,.... [*Q(ade = C,

On autra

;‘7: + Pf(p) = F(u) — C¥(g) — C¥ () —.....— Co¥.iu)

4P

7 — U

03

ces deux €quations différentielles du second ordre sont faciles i inté-

grer, puisqu’en posant [Fj(u)dy=e, et prenant § pour variable
b O
ind¢épendante, les coefficiens des quantités P, Q, et de leurs différen-

dP  dQ

tielles g a0 se rédui-ent a de simples constantes, L'intégration

sficctuée, on détermine d'abord les deux constantes arbitraires que
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cette intégration introduit, en faisant usage des conditions définies

. w . A
P=o0 pour p==—, Q=opour p= o. Ensuite on chassera C,C,...C

en ayant égard aux n égalites

| [' Q.1 (a)da == C,, /; ;Q,H,(a)doa = (“,f )'?Qin,(a)dﬁ =,

et quand on aura terminé ces calculs d’élimination, les valeurs de
P et Q, en général, ne renfermeront plus rien d’indéterminé ).

Reste a savoir maintenant dans quel cas la fouction

4 - cosgsin e [ f{s) — f(a)]

x €OS 24 — COS 2a

ou, ce ¢ui revient au méme, la fonctior

SO=S@ i f) — S

I
€OS 2§ — COS 2. 2" cos % — cos 'a

k2

{*) 5i pourtant les n équations de condition /qui I (a)d= == C,, etc. , ven—
[

traient les unes dans les antres, quelques-unes des constantes Cy Coyunn . Gy, restes
raient indéterminées dans les valeurs de P et Q, et pav suite dans la valeur de A,
Sans doute une telle circonslance ne se presente jamais dans a théorie de la chue
leur, Cest-a-dire lovsque la fonction f(x), qui exprime dans cetle théorie le rapport
du pouvoir rayonnant a la chaleur s rciflique, est une fonction positive; mais lor.—
qu’on regarde la fonction f(x) comme susceptible de prendre des valeurs négatives,
le probléeme qui consiste & trouver la valeur de A, salisfsisant & Péquation (A) prut
tres bien devenir indéterminé. Et, par exemple, si Uon pose f(x)= —3, I'(z)=o0,
Péquation (A) prendra la forine TAn.m cos ma — 3TA,, cos mx — o, et il est clair
guon y satisfera en égalant & zéro les coefliciens A, » Ay Ay et & une cons—
tante quelconque le coefficient Az En continuant & regarder la valeur de f(x}
comme susceptible de prendre une valeur négative , il pourra aussi arriver que nos
équations de condition soient incompatibles, et alors il nexistera aucune valeur de
A, satisfaisant & Péquation (A). On aura un exempls simple du cas doat je parle ¢
faisant f(x) = —3, F(x) = cos 3z, car Péquation (A) deviendra EA,m cos mx
~~ 3ZAp cos mx == cos 3z, ou bien TA, (m — 3) cosmz = cos 3z, égalité évi-
demment ahsurde, puisque le coefficient de cos 3z est ¢gal a zéro dans le premier
mewmbre, et ¢gal & Punité dans le second membre.
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peut étre ramenée a la forme citée. Or, je dis que cela arrivera toutes
les fois que f(x) sera une fonction rationnelle, enticre ou fraction-
naire de cos®x.

Supposons, cn effet, quion ait f(u) = G () et f./u) designant

des fonctions entiéres de cos*z. On aurj;',(ﬂ)en changeant » en «
o =1
Par conséquent
S =@ S — fi@) S
cos m—cos’z  falp) fale) (cosu — cos’a)

Pour démontrer la proposition énoncée, il suflit évidemment de
faive voir que la quantité

S Sl — S f ()

€05 % — COs *a

est réductible ala forme ¥ (v, 11, (a) 4 ¥, ()0 (2) 4. . .4 Fo(u ().
Ov, rien n'est plus facile; en effet, la fonction Jo() fula) — fi(e) fi' )
¢tant une fonction entiére de cos*v., cos*a, et s'annulant quand on a
cos e = cosa, clle doit ¢tre divisible par cos®v — cos*a, et le ve-
sultat de Ja division ne peut se composer que d’un nombre limité de
termes de la forme A cos *#p. cos®* 2.

l.es equations

p o 4 (3Qucosssinaf(x) — f(x)]de
173 -+ Pj(‘u) - F(U) - ;/ COS 2% — COS 2& -
dp N

‘—1; - Qj(u) = 0,

sintégreront donc sous forme finie par notre méthode toutes les fois
que le pouvoir rayonnant f{x) sera exprimé par une fonction ration-
nelle quelconque de cos®x. A plus forte raison s'intégreront—elles si L
valeur de f(x) est de la forme

f(xy = R, + R,cos 22 - Rycos 4r +...+ R,cosnx,

1 désignant un nombre pair; car le second membre peut étre reduit
a une fonction enticre de cos*x.
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4

Maintenaut, quelle que soit la valeur de f(x), nous pouvons tou-
jours lx développer en série, et poser

Six) = R, 4~ R,cosac 4 R cosgxr +...4 R,cosnxr ...

n prenant dans le second membre un certain nombre limité de ter-
mes, ou aura uuc premiere valeur approchée de f(a); en la traitant
comme si elle ¢tait rigourcusement exacte, on pourra donc en déduirc
aussi des valears approchées de P et Q; et il ne restera plus qua les
corriger par la méthode connue des approximations successives.

En résumé, nous sommes parvenus a obtenir, dans lous les cas
possibles, les valeurs de P et Q exactes ou indéfiniment approchées ,
et par conséquent a trouver la valeur de A,, qui satisfait a I'équation

() A, mcosmx - S{x; ZA, cos mx = bx).
w
o h o . ,
La valeur de A, est égale a2 /‘2 du (P cosmu 4 Qsin inu); elle s'ex-
7T oo ¢ ‘

prime sous forme finie toutes les fois que f{(a) est une fonction ra-
tionnelle de cosx. La méthode qui nous a conduits & ecs résultats
est directe, mais un peu longue. Quand on examine avee soin la
forme des équations qui déterminent P et Q, on en découvre unc
autre heaucoup plus simple que je vais exposer.

1.

SECONDE SOLUTION DU PROBLEME (A). — sorurions pes prosLimes (B) kv (C),

Pour satisfaire a P'équation fA), nous rempla(:crons comme ton! &
Rt 4 1
l’heure, Fra) par son développement, et posant
\ P ? P

x

43 ‘-
A, = ;ﬁ du(Pcosmu 4 Qsinmy),

nous chercherons a déterminer les deux fonctions P ¢t Q, en sorte
que lon ait

k74
4 s e
ZAnmceosma - f(x) ZA, cosmx = 2 Tcosmx / teosmub (i
T Joo

Feviarn 1836, 8§



58 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Si nous admettons que P et Q satisfassent aux conditions définies
P=o pour{.c=§, Q = o pour ¢ = o,

une intégration par parties nous donuera de suite

4

“ dQ . dPp
= = 2 2 - - i §
A, mcosmx S Ecosmxfo du (cosmpn du sin my dp)

En désignant par P, ce que devient P quand on y changep en x, nous
voyons que P, s’évanouit 4 la limite x = g On peut donc développer

P, en une série de cosinus d’arcs multiples impairs de x, ce qui

donne
.4

— 4 gl
P, = ;Ecosm.rf; P cos myd).

On aura de méme

P, f(x) =§2cosmx f:’;Pf(y) cos mudy ;

et il en résulte,, en mettant pour P, sa valeur,

(= x(x) Z cos mx f *Pcosmpdy = ézcosmx [ o’_P f () cos mpdy.

D'un autre c6té, on a 'équation identique
| » "
A 5 cosmxf’Qsin mpdy = éZcos m.7c'>/.2 Q f () sin mudy
. o 0o

+ 4z cosma [QUA) — ()] sio muda.

En J'ajoutant membre 3 membre a la précédente, on obtient d’une
part la quantite

éf;——(x) Ecosmx‘ﬁ’_Pcosmydp -+ gﬂgzzcosmxjo;Qsin mpdy.,
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qui, d’apresla valeur de A,, , est précisément égale a_f(x) A, cosmx;
et d’autre part la quantité

fz cosm.x/:_dy‘ [P f(u)cosmp. 4 Q f(r) sin mp?

+§ = cos max fo QU (x) — f()]sinmuds,

laquelle doit par conséquent étre équivalente aussia f(x) EA,cosma.
Aprés avoir ainsi formé les valeurs de ZA,, mcosma, f(x)ZA ,cosmax,
je les ajoute, et en faisant pour plus de simplicité

X = ﬁ =cos m;;:[; *dy { cos myl:Pf (#H-;i%] ~+sin m,LI:Q f@)_‘;_i:]}’

Y = éZcosmwf:‘;Q[f(x) — f(¥)] sinmpdy,

je trouve
A, mcosmx -+ f(x) ZA,cosmx = X - Y.

En comparant cette équation a celle du probleme, il vient

X4 Y= éEcosmxf;cosmpt F(wdpg.

La valeur de X est mise sous une forme convenable; mais il n'en est
pas de méme de celle de Y. Pour atteindre le but que nous nous
proposons, il est nécessaire d’intervertir I'ordre des signes = et [,
ce qui donne

Y= é /fQ[f(x) — f(#)]du = cos mx sin myp.

Par les méthodes connues pour la sommation des séries on obtieut

[f(x) — F(»)] = cosmx sin my = @) — [ sinpcosz

COS 2. — COS 24

et il est bon d’observer que, a cause du facteur f(ax) — f(¢) qui s'é-
8..
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vanouit lorsque x=u, la fraction placce dans le second membre ne
devient jamais infinie. Je porte cette fraction dans la valeur de Y, et
je substitue en méme temps a la lettre ¢ une autre lettre @, ce qui
est indifférent. 1l vient ainsi

— 4 1; [f(x) — f()] sinacos xda
Y= ;_/; Qa cos o

2T — COS 2a

. designant ce que devient Q lorsqu'on y change u en a. Mais la

fonction Y ayant cos x pour facteur s'évanouit quand x = Z:dong
. . x ’ .
entre les limites xr=o0, x = >, on peut développer cette fonction ¢n

une séric de cosinus d'arcs multiples impairs de a. La meéthode ordi-
naire appliquée ici nous donne

mw a
16 2 2 Q[f () — f(@)] sin « cospdx
Y = = Zcosmx /: _ cosny.. du _/; —_

COS 2p¢ — COS 2

’

et c'est sous cette forme que la valeur de Y doit étre employée.
Remettons-la en effet, ainsi que celle de X, dans I’équation

X+ Y= f—rEcosmxff cos mpu F(u)du ,

ct le résultat de la substitution sera

”
= cos mx f’d;l.(Ucosm)u, — Vsinmu) = o,

U et V ayant les valeurs que voici

d , ‘EQacs inal f( )—-j':)zlu‘
U:—g—l—lf(y.)'——F(/&)-f-g‘/n 05§ WA __J ,

dp COS 24t — COS 2&
dP

V=7 — Q.

Or, il est ¢vident que 'équation

Zcosmxf; du(Ucos mu — Vsinmu) = o

1
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sera satisfaite si U et V sont nuls a la fois. Donc les deux équations
U=o0, V=o0, sont celles qui doivent déterminer les inconnues P
et Q, pourvu quon y joigne toutefois les conditions définies P—=o

pour p = 72-', Q:=o pour s = 0; ce qui coincide avec les résultats

obtenus dans le numéro précédent.

Le probléme (A) une fois résolu, on en déduit bien aisément les
solutions des probléemes (B) et (C). Le premier de ces nouveaux pro-
blémes peut étre énoncé comme ceci :

PROBLEME.

Soient m un nombre impair quelconque, et A\, Ag,. .. Ag. ... des
coefficiens constans inconnus. On propose de trouver la valeur de A,
qui satisfait a P'équation

(B)  3A,.TFcos T5F 4 fla)SAncosTS = F(x)

pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites x =0, x=1.

La fonction f(x) est essentiellement positive, et nous regardons la
fonction F(xr) comme assujettie 4 la condition F({) = o.
Pour ramener ce probleme au précédent, il suffira de poser

% = y, puis de multiplier par jTll’équation (B); 1l viendra

A, mcosmy =+ ?f(ffl) SAncosmy = Z—:;IF (2_75_7‘)’

T

%ot cette nouvelle équation devra subsister entre les limites = o,

.3 v’ . .
x =, comme Iéquation (A) dont nous nous sommes occupes tout a

I’heure. Par conséquent, si nous posons

A, = ,4, [‘;a’y (Pcosmu ~+ Qsinmp)dy,

P et Q devront satisfaire aux deux équations
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Q €05 smz[f(zh‘ f(-z;l_-‘)] d

d() al 2lu 2l 81

+ Pf( )_' F( o CO$ 26 — COS 2 ’
dP 2[}&
s U()=o

On les simplifiera un peu en changeant les variables a et ¢ en

d'autres variables @', v’ lides aux deux autres par les égalités

ou, ce qui revient au méme, en remplacant partout o et p par
LA ¥
ol > 2l’
des intégrales définies. Par ces changemens on trouvera

2 [t mrge )
= ifn d{i(PCOS—;I— + Qslﬂ Y] ),

. . 2 - x . .
ce qui exige que 'on prenne oet lau lieudeoet 5 pour limites

P et Q étant deux fonctions de u déterminées par les deux équations

) " Qoo sin 22 Sl — — S ] de
QL Pf) = F) —7 ,

cos —F —_ cos’r_a
a o z l

P Qfl) =

auxquelles toutefois il faudra joindre les deux conditions définies
P =o pour p =1, Q=0 pourp=o.

En supposant la longueur / infiniment grande, la valeur de A,
deviendra infiniment petite, et la somme ZA,, cos mx se transformera
en unc intégrale. On posera alors '%;—r =0, et'on regardera 8 comme
une variable continue : puisque 'accroissement constant de m est = 2,

I'accroissement constant de §seraégal a ; , et il faudra poser dff = ’i' En

mx mxx

. maxx
faisant donc A, = @(8)d, les deux sommes =A,, cos 2%, ZA, cos——
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se transformeront dans les deux intégrales définies

/; N @(6) cos Bxdl, /; - 80(6) cos fxdb,

et 'équation (B) deviendra

j ow Bo(8) cos Bxdd 4 f () /‘o N @(0) cosbxdf = F(x).
Cela posé, proposons-nous le probleme suivant:

PROBLEME.

Trouver la _fonction ¢(8) qui satisfait & l'équation

1C) f; ” Be(6) cosfxdi 4 f(x) f N @(8) cos bocdh = F(x)
pour toutes les valeurs réelles et positives de x.

D’aprés ce qui précede, la valeur cherchée de @(f) s'obtiendra en

divisant par df ou pau‘;—r la valeur de A,, aprés quon y aura fait

%’:0, et [— . On auradonc

o(6) =; /; wdp (Pcospd -+ Qsinph),

et les valeurs de P et Q seront fournies par les deux équations écrites
plus haut. Mais en y introduisant la condition /=0, la premiere de
ces équations change un peu de forme. En effet, lorsque [ devient
une quantité infiniment grande, il est aisé de s'assurer qu'on a

cos 2 sin 7%
al 2l 82

T ale—ay

L f no
cos & — cos =

2l a2l

1’équation dont nous parlons devient par conséquent

) ®aQ,[f () — f(a)]de
R PG = Ky 4 RO S,

o F:_“ﬁ
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ct il faudra y joindre I'autre équation j—z — Qf(¥) = o, et les condi-
tions définies P = o pour p==x , Q=0 pour v =o0. Sans qu'ii soif
nécessaire dentrer dans de plus grands délails, on comprendia que ces
¢ualités permettent de trouver les valcurs fintes de P et Q toutes lex
fois que f{a) est une fonction rationnelle entiere ou fractionnaire de
. Dans tous les autres cas il sera aisé d’obtenir ces mémes valeurs
par la méthode des approximations successives.

Iv.
sorvrioN ot rroerEME (D).

Appliquons maintenant votre seconde méthode a la solution du
probleme (D) dont voici Pénonce.

PRODBLEME.

SNoient my nn quelconque des nombhres entiers successifs 1, 2,5,
i hanet Ay AL Ay Ay AL des coe Teiens constans inconnis.

On propose de determiner ces coefficiens , de telle maniere que fon ait
SA,msinmx 4 f(x) ZA,sinmx = Flx;

paur toules les valeurs de x (t'ompriscs entre o et .

La fonction f(a) est essenticllement positive. La fonction F(a) peut
étre positive ou négative; mais comme le premier membre s'évanouit
pour x =o et pour x =7, nous admettrons qu'on a F{o)=o0 et
F(#) = o.

Les conditions F(0) = o, F(7) = o étant satisfaites, on peut deve-
lopper F(a) en une serie de sinus pour toutes les valeurs de a com-
prises entre o et 7r. Le développement est de la forme

Flox) = 3 = sin mae f” sin mu F(w)du.

0

L'¢quation (D) devient donc

« . N . 2 . T ~ N
' EA msinma 4 f(x) ZA, sin mx=" 28111"1.1‘[ SURIDY YOI
) - 1

{
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Pour y satisfaire , nous poserons
A, = :—r‘f”dgx (Pcos my = Q sinmy),

P et Q désignant deux fonctions de ¢ qu'il s’agit de déterminer conve-
nablement.
En intégrant par parties on a

Psinmu I . dp
f P cos mudu = e A dy.,
[ Q sin mpdy

Si donc on se rappelle que m est un nombre entier, ct si I'on supposc
la fonction Q assujettie aux deux conditions

Qcosmy 1 4Q
-4 [cos m. 3 Ay

zv

Q=o0 pour p = 0, Q = o powry =7,
il viendra

l

G 1 T . dr
f P cos mpdy = — — st = v |
o

m /o e
g . 4 dQ
fﬂ Q sin mpdp = f CoS Ny TL’ du,
(o] v 49"

1
771A :
~ b
¢t Von aura

w

A 2 (COG mu 4 sinm dp)
m =], & S de Yin/

Cette valeur de A, nous donne tout de suite
. . * d0) . JdP
SA.msinme = 23 sin m.rf du. (Cos mu 92 sin s —~>.
k. o llﬂ :.I,L.’,
D’autre part, on a
. . s . .
S(x)ZA,sin mae=2L® 5 in mxf du (P cosimnu == Q sin ney
w o ’

Cette valeur se compose de deux parties que nous allons considérer
Yune apreés V'autre. La seconde, savoir,

2 f(x) . ” .
2/ 5 gin ma f Q sin muddu ,
T o]

est la plus simple a traiter. Comme la fonction Q est nulle aux deus
limites p =0, u=ar, et quil en est de méme du produit Qf(,
en résulte que si Fon désigne par Q, ce que devient Q en y changean
& en X, on aura

FevriEr 1836
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Q = ;r ESiﬂmﬁ” Q sin mpdy.,

Q.f(x) = > = sinmx f " Q f(p)sin mude.

En multipliant la premiére de ces égalités par f(x), et la comparant
ensuite a la seconde, on en déduit

. n . . n .
2—@ = sin mxfo Qsmmydy..—_; = smmacfo Q f(v) sin myd).,
[’autre quantité, savorr,
2—’-[;@ S sin m.r/:r P cos mudy,
peut étre mise sous la forme

SZSinmx /; P f (y)cosmydgu+§ f " P[f(x)— f()]du Zsinmacos me,

ou bien, en observant que I'on a

: sin x

Ssinmxrcosmy = — —————,
2(cosST—CcOSK)

sous cette autre forme

;2 sinmx j; P f () cos mudy. — :_r fo'r Psinx[ f(x)— f(,u)]dy;

€OSX — COS

le dernier terme ne change pas de valeur sil'on remplace la lettre u par
la lettre 2. En nommant P, ce que P devient en vertu de ce change-
ment, il est alors égal a

_ _l_f" Pusinz[ f(x)— f(«)]da_

o COS r-—CoS m

»

Clest une fonction de x qui s'évanouit, i cause du facteur sinx, aux

deux limites x =0, x=", et que, par conséquent, on peut, entre

ces limites, développer en une série de sinus. Effectuant le développe-
ment par le procédé ordinaire, nous aurons

l‘/'1:'P,,',s'm.1.‘[f(.‘l:) — f(«)]da — ‘2—zsinmxf’sinmpdyf”hsmﬂ[ﬂﬁ)-j(d)]du-

A COR X'~ COS & o OS5 ~ CO8 «

La valeur de la quantité
Ef—”‘x-’z sin ma f:Pcos mydy.
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est donce

2. . g . 7 . # P ,si —
~Ssinmx f Pf (p:)cosm;xdp.—fazsmmx _/; sinmypdp P s":“; Ef (&) c({: (‘9]‘{_"’
= Jdo o o — «

ot il faut ajouter 3 cette derniére expression 'expression suivante :
2 . ka .
-2 sin mx/; Qf(w) sin mudy.,

pour composer, d’aprés ce qu’on a vu, la valeur de f(x) A, sinmx.
Ayant écrit ainsi sous forme convenable cette valeur et celle de
A, msinmx, reportons-les dans I'équation (D)), et cette équation

deviendra

Esinm.r/-: dp(Ucosmp. — Vsinmp) = o,

U et V ayant les valeurs suivantes ,

d
=7 -+ PA(,

dp . 1 TPasing] )= f (@) |de

V="d_;‘-_Qf<H)+F(M)+; 0 Sc‘:l—{(f).c;fs(“)] *

Or il est clair que 'équation du probleme sera satisfaite si l'on a
UU=—o0 et V=o0. Donc les fonctions P et Q, desquelles dépend Ia
valeur de A,, qui satisfait 4 I'équation (D), sont fournies par les deux

équations

QRSO =o,
P 7 Pqsi — f(a)]dz
L Qf() + F() + & [T BSO1:

avxquelles il faut joindre les deux conditions particulieres

Q = O pour p —
Q = o pour p =,
que précédemment nous avons supposées remplies.

Ces équations s'intégrent évidemment sous forme finie toutes les
fois que f(x) est une fonction rationnelle, entiére ou fractionnaire,
de cosx. Et lorsque cela n'a pas lieu, il est du moins toujours facile
d’obtenir les valeurs de P et Q exprimées en séries convergentes par

1a méthode coonue des approximations successives.
9.‘
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Nous appliquerons nos equations a un seul excmple extrémement
simple; ¢t quoique, dans cet exemple, la fonction f(x) ne reste pas
constammenl! positive entre les limites x =0, x =7, comme l'exige
la nature physique du probleme, nous les verrons néanmoins se ve-
rifier. Nous poscrons f(x)=cosx, Fla)=sin x 4 sin x cos x; les
valeurs de P et Q fournies par notre analyse seront P=—=—1, Q=siny,
ainsi qu'il est aisé de le vérifier par la substitution dans nos équa-
tions. 1l résulte de la que 'équation

SA, msinmx 4 cosx EA,sinmx == sinx -}~ sin xcos x

dloit étre satisfaite en posant
\ 2 7"(1 . o
: = - 423 — B R
m - /:’ u(sin w sin my COS ny)

Or cela arcive en effet, car on déduit de la
2\, sinmx = sinx, A, msinmxr = sinx,

valeurs qui, substitudes dans F'égalité qu'on veut verifier, rendent les
deux membres 1dentiquement égaux.

V.

soLuTioN pu rrosLEme (E).

Notre méthode résout aussi le probleme (E) sans que l'on ait a
vaincre aucune difficulte nouvelle. Yoici comment ce probleme doit
¢tre énonce.

PROBLEME.

Soient m un quelconque des nombres o, 1,2, 3, 4,5,..et A,,A,,...
A.,...B., B.,... B,,.. des coefficients constants inconnus: on pro-
pose de déterminer ces coefficients de maniére a satisfaire a l'équation
() Zm(A ,cosmax + Bysinmax) -+ f(x)2(Acosmax 4B, sinmx) = F(x),
pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites x = —m,
X = - 7.

D’apres la nature de la question qui conduit & I'équation (E), la
fonction f(x) est toujours positive entre les limites x =—m, x=1.

De plus, les deux fonctions f(x), F(x), sont assujetties a satisfaire
aux conditions f{(7m)= f(—=x), F(#x) = F(—m).
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Puisque la fouction F(x) prend la méme valeur aux deax limites

x=—m, x=n, on peut, entre ces limites, la développer en une
série de cosinus de la forme

+= -
Flx) = Eamf du. ¥ () cos mlax—u),
—n
le signe = s'étendant a toutes les valeurs de m comprises dans la

oe 1 ’ s o rgy 7
série 0,1,2,3,... et— désignant 'intégrale dehmef cos*muxdx ,
m —_T
laquelle est égale & 277 quand m = o ct seulement égale a « lorsque
m est un nombre entier positif quelconque.
Cela posé, je fais

+7 .
A, = a,,,/. du. (P cosmy. — Qsin my),
o =7
7 .
B, = amf dy.(Psinmy -+ Qcosmy);
p—"

P et Q représentant deux fonctions de ¢« dont je pourrai disposer a
volonté par la suite, mais que jassujettis des & présent ane pas chan-
ger de valeur lorsqu’on y pose successivement == et p=—m,
de telle maniére que l'on ait
P, = P_,, Q, = Q-
Fu intégrant par parties, et ayant égard & ces conditions , il vient

am [T . dap 40
Ap=— 2/ a’lu(sm mp. + cosmp ),

dp . dQ)
— — sin my - ).

a -+
B = = d .(cos mu
m - P v dIL{ df‘

m —_—

Substituant ces valeurs dans 'expression
Zm (A, cosmx 4 B, sinmx),

on la trouve égale a
o+ . dp . dQ
2aa, f . dy[sm m(;r—lu.)d—ﬁ — cos nz(x—g)(—l,;‘].

Quant & P'autre quantité
S(x) = (A cos mx + B,, sinmx),
il faut y substituer les valeurs primitives de A,, B, ct elle devient

f(x) Za, [ _':” du[P cos m(x—y) -1 Q sin m{a—u)].
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Elle s¢ compose donc de deux parties, savoir,
. + +r . . .
f(x)Za, f b cosm(x—wdu, f(x Za, f Qsinm x—u)duv.
— — [

dont je vais successivement m’occuper.

La premiére peut étre mise sous une forme convenable par la trans-
formation que voici. Soit P, ce que devient P lorsqu’on y change ven x.
Puisque Yon a P, = P__, f(w) = f(—=), on a aussi P, f(m
= P_, f(—=). Il résulte de 1a que la fonction P, est égale 2 la série

+ . .
=a, _: P cos m(x—p)du, et que par suite le produit de f(x) par
cette série est €gal a P, f(x), cest-a-dire a
-+
Z2a, f _ P f(u) cos m(x—u)du.
Relativement a la seconde partie, savoir,
+r .
f(x)Za, Qsin m{x—=p)dy,
—n
elle est évidemment équivalente a
“+7 . -+ . . .
5a"f Qf(pt)smm(.r—-u)dp +f_” Q[ f(x)— f(vZansinm x—p).

11 est aisé de s’assurer que
X sin{ax—pu)

. _ )
Za, siom{xr—u) = — . cos(z—p’

on a donc

+ . ) +7 xY— in{(xr—
[0 —fwEasinma—y = [ 7 WO e

ou, ce qui revient au méme,

- . . FIQ[f (x)—F (&) ]sin(z—n)dw
[Q S S B siom(a—y) = [ RO G

(), désignant ce que devient Q lorsqu’'on y change 1 en «. Le second
membre de I'équation que je viens d’écrire etant considéré comme
une fonction de x, on peut constater que cette fonction donne le
méme résultat quand on y pose x== =, et quand ony pose x==-—mr.
Rien n'empéche par conséquent de la développer en série de cosinus
sous la forme
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Y sy 7, — M
Z:} Za, [ _t cos m(ze—)dy. f . QLS ) @) Jsinfu—z)de

1 — €0S (k—&)

Telle est la quantité qu'il faut ajouter i =aq, j ” +7Q S (p)sinm{ac-u)cly
—_—r 4

\ + .
eta Za, f i f (#) cos m{x—p)dy pour former la valeur compléte
—

du terme f(x) 2(A, cos max -+ B, sin mx).

Reportons & présent dans I'équation (E) cette valeur ainsi que celles
obtenues tout & I'heure pour F(x) et pour =m(A,, cos mx B, sinmax).
Le résultat sur lequel nous tomberons sera de la forme

Zam/‘jfr du[Ucos m(x—p) + Vsinm(x—u)] = o,

U et V ayant les valeurs suivantes,

d § 1 ~+7 (. )___ «)1si \( X
U= — 2+ Pfl) — B + [ X/ ainsyt:
dp
V=7 + QW

Les équations U=o0, V =0, sont donc celles quwon devra traiter
pour obtenir les valeurs de P et Q, en ayant soin toutefois d’y joindre
les conditions défintes P, =P_,, Q,=Q_,.

Si nous supposons que Pon ait, par exemple, J () = cos u,
F(i) = — sin p(1 - cos ), bien que la valeur attribuée i la fonction
f(x) soit étrangére a la question du mouvement de la chaleur dan
laquelle le pouvoir rayonnant est nécessairement positif, les équations
U=o0, V=0, nous conduiront & des résultats exacts. Nous trouve-
rons Q= 1, P = —sin ¢, valeurs faciles 4 vérifier, et qui donnent
A.==o0, quel que soit m, puis B,=—1, B,==0, B;=o,... B,=o,..
Ces valeurs de A,,, B,,, doivent donc rendre identique I'équation

Zm(A,, cos mx 4= B,sinmx) -}~ cos x Z(A,, cos mx -~ B, sin max)
' ==—sinx(1 cosx),
et cC'est ce qui arrive en effet.
Les équations U =0, V=0 s'intégreront sous forme finie, toutes
les fois que la quantité
X = L f—f@]sin(—2)

2 1— ¢0s (gt — a)
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pourra étre ramende @ la forme

X = ¥, e 4= ¥, (e 4 ... + ¥yl 2,
quelies que sotent dailleurs les fonctions ¥, 4, I1,/a), cte.; caralors,
n posam

PP

{ 000, a de=¢, [‘_H 0.0, a)da=C(,,. . .. +7Qdﬂn"a)(l1:(:,, ,

elies deviendrount

o Py + i) — C¥/mo— C¥/m)... — C¥./u = o,

de
j—}-{— Q_f(‘u./} = 0.

£n divisant ces équations par f(w, puis faisantfo#f(y dv = §
jlnyde == 8, ct prenant 8 pour variable indépendante, on n'aura
j)lus a traiter que deux équations linéatres simultanées dans lesquelles
les variables ot leurs différentielles seront affectées de coefficients cons-
sants. Lintégrale complete de ces équations renfermera deux arbi-
traires que Fon déterminera 4 Yaide des conditions définies P, =P__,
0.=0_,: clle venfermera en outre les n constantes c,¢C,... C,

dont on calculera les valeurs & aide des égalités
e N +7r .
[ Qllja de = G, f Q. /a)dxr = C,, etc.,

oL ce calen) une fois effectus, les valeurs de P et Q ne renfermeront plus
en génédral que des quantités connues.
Je dis maintenant que X se ramenera 2 la forme indiquée toutes les
q 8 q
fois que f(x)sera une fonction rationnclle quelconque de sinx, cos x;
Sest-h-dire toutes les fois que 'on aura
.o ) T)sinx
fle) = Sz fa) s -,
S S(x)
fla, Juday faa, designant des fonctions rationnelles et entieres
e cos .
En cffet, il viendra, dans cette hypothese,

e, L] e e 0 e
s—voe—a 27 f3(2) fa(s) :

X =
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Mais on a
51N (g —a) sin g 4= sin &
1 —cos(u—a)  COSe — COSp

Lu valeur de X est donc composée de deux parties distinctes que e
désignerai par X,, X,, et dont voici les valeurs

b4

. . . 3(a) — f (e )
X, = (sin p. == sin &) f (‘“z)v{‘gcoid ~fc£s)£3(F
o(#2) [ 3(2) sin ge — f,(a) f3(#) sin -

27 (COSe =— COSp)

X, = (sinp ~sin &) S

or je puis prouver que chacune des deux quantités X, X, , est réduc
tible i la forme

) (@) o F) @) 4 ... ) ).

Cela est presque évident pour la fonction X, ; en effet, le numera-
teur f(p) fo(2) — f.(@) () étant une fonction entiere de cosz,
€0s 2, et sannulant quand on a cosa = cosy, doit étre divisible
par cose — cos 15 et il est clair que le quotient ne peut se compose:
que d’'un nombre limité de termes de la forme A cos?u. cos’a.

Quant a la fonction X, en effectuant les calcals indiqués, je trouve:

Solw) fale) = J @ f s

24(COS ¢ = CO% e)

X = fz(//-)ffi(")gi_*l_’_f‘_—fz(d)fa(#)sil]id

: ~}-sinasiny. .
2% (COS & — COS g '

l.a fraction
Salee) f3(e) sinee — [ .(a) [ 3(x) sin®z

€O0Sa — COS g

est égale a

£ 5(6) 1—coste) — f(e) f o) (1—cos'e),
COS a4 == COSe
:on numérateur est donc une fonction entiére de cos &, cos p. Puisque
cette fonction s'annule lorsqu’on pose cosa=cos i, elle doit étre di-
visible par cos a — cos, et le quotient ne peut se composer que dur:
nomhre limité de termes de la forme A cos?u.cosiee. Il en est de méme,
par la méme raison, de la fraction

‘f"',(t“)f3(“) - fz(u)f3(“).

COS o — COS u«

Fiverer 1836. M
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Donc les valeurs de X, X,, et par suite, de X, se réduisent a la
forme

V() M(a) + ) M) + ... = ¥,0) 0,04

donc aussi les valeurs de A,,, B,,, peuvent étre calculées sous torme
finie de maniére a satisfaire a 'équation (E), toutes les fois que f(x)
est une tonction rationnelle, entiére ou fractionnaire, des deux quan-
tités sinx, cosx.

La méthode trés simple dont nous avons fait usage pour résoudre le
probleme (A) s'étend d’elle-méme , comme on voit, au probleme plus
compliqué (E). Et cette méthode peut étre regardée comme générale
pour toutes les questions du genre de celles que nous avons traitées
dans ce Mémotre.



