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Sur les quartiques gauches de premiere espece,
leurs représentations paramétrigues et leur classification,

Par R. pe MONTESSUS e BALLORE.

INTRODUCTION.

Les quartiques gauches de premiére espéce, qui sont les inter-
sections de deux surfaces du second ordre, se partagent en trois
groupes : les quartiques ¢;,qui ont un point de rebroussement; les
quartiques o,, qui ont un point double, et les quartiques ¢,, qui
n’ont pas de point singulier (*). :

Les quartiques ¢ et ¢, sont unicursales, comme le sont aussi les
quartiques gauches de deuxiéme espéce : on sait que ces derniéres
courbes sont les intersections d’une surface du troisiéme ordre et d’une
surface du second ordre, qui se coupent en outre suivant deux généra-
trices d'un méme systéme de la quadrique. On sait aussi qu’il n’existe
pas d’autres courbes du quatriéme ordre que celles de deuxiéme et de
premiére espece.

Certains théorémes généraux montrent que les quartiques z,, elles
ne sont pas unicursales, peuvent étre représentées paramétriquement
au moyen des fonctions elliptiques : et cela meten relief des propriétés
intéressantes ct bien connues de ces courbes. Cependant, il faut
prendre garde, nous le verrons, que ces quartiques doivent étre
partagées en trois sous-groupes : les courbes o;, pour lesquelles le
faisceau de quadriques correspondant comprend quatre cones du
second degré réels ; les courbes 97, pour lesquelles deux cénes seule-
ment sont réels; les courbes ¢}, ol il n’y a plus de cones réels : et, si

un cone est imaginaire, son sommet est imaginaire, quand la courbe
est réelle.

(*) Cette notation parait étre insuffisante. Une notation un peu différente
sera proposée au n° 45,

Journ. de Math. (7° série), tome ILI. — Fasc. II, 1gt7. I
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V. Killing (*) a réalisé la préparation paramétrique des quar-
tiques 9; au moyen des fonctions &, et I’on peut remplacer ces fonc-
tions, qui figurent par leurs rapports, par snu, cnu, dnu, sous réserve
de montrer que le module k* est compris entre o et 1. Celle représen-
lation ne convient plus pour les sous-groupes %, ¢, & moins
d’accepler un létracédre de référence imaginaire, car le tétraedre
employé a pour sommets les somimets des quatre cones correspondant
a la courbe : et si le tétraédre cst imaginaire, les coordonnées le
sont aussi. La méme remarque doit étre faite pour la représentation
indiquée par Léauté (*), qui emploie les fonctions snu, cnu dnu, et
pour les résultats obtenus par G.Loria (*), qui sesertdes fonctions 0.

I1. Halphen (*) a montré que les fonctions pu, p'u, p"u peuvent
representer les quartiques de premiére espece' ici, deux cones au
moins doivent étre réels, sauf recours encore a des coordonnées ima-
ginaires, quand aucun des cones n’est réel. Le cas de quatre cones
réels préterait 4 discussion.

Plus récemment, A. Enders (*)a distingué, dans cette question, les
trois sous-groupes %!, 92, ¢; et parait avoir employé des tétraédres
réels, mais les formules qu’il donne sont compliquées d'imaginaires
dont la présence n’est pas justifiée pour les quartiques des sous-
groupes ¢!, ;. Les fonctions employées pour la représentation para-
métrique sont celles de Jacobi.

Chacun de ces auteurs enfin se préoccupe plutét de montrer la possi-
bilit¢ de représenter les quartiques ¢, par les fonctions elliptiques et
d’indiquer des formes générales de représentations paramétriques,
que de réaliser les transformations permettant d’écrire les équations
paramétriques en fonction des données qui figurent dans les équations
tétraédriques ou cartésiennes. Aussi leurs résullats ne permettent pas
d’aborder certains problémes importants, parexemple celui, nonencore
étudié, etd’un grand intérét, de la description des diverses quartiques
conslituant chaque groupe ou sous-groupe : les formes géométriques
de ces courbes ne nous sont connues que dans des cas particuliers.

(") W. Kiuing, Diss. Berlin, 1872, p. 11,

(?) H. Leavre, Journal de I'Ecole Polytechnique, XLVIe cahier, 1879, p. 65.

(*) G. Lonia, Atti R, Aced. Lincei, Rendiconti, 6° série, t. 1I, 18go, p. 179.

(*) H. Havenes, Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications,
t. 11, Paris, 1880, p. 450. Voir aussi p'Escraises, Thése, 1880, p. 97.

(*) A. Expers, Nova Acta Acad. Leop., 85, 1906, p. jo1.
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Jobtiens dans ce Mémoire la représentation par les fonclions sn,
cnu, dnu des quartiques définies par ]eurs équations tétracdriques, en
partant pour chaque sous-groupe o}, o 2%, 9 de coordonnées réelles.
Ces fonctions snu, cnu, dnu ont toujours leur module & réel el
compris entre — 1 et + 1. Dans un cas, un seul, il s'introduit des
imaginaires, c’esl & propos des quartiques 2§ (').

Je donne ensuite Ia solution de la représentation paramétrique des
quartiques définies par trois cylindres : ici tous les éléments sont réels.
Ce probléme n’avait pas encore été abordé : il présente de grandes
difficultés (*).

Je montre aussi que les quartiques %), qui sont de genre zéro,
doivent étre partagées en deux sous-groupes.

Comme conclusion, j'établis une classification nouvelle des quar-
tiques gauches de premiére espéce.

Les fonctions snu, cnu, dnu n’ont pas été choisies au hasard. Leur
intérét, pour la représentation de courbes réelles, vient de ce qu’elles
rendent aisée la distinction du réel de I'imaginaire et aussi de ce que
ce sont les seules fonctions elliptiques dont on ait construit des Tables
numeériques, sous forme d'intégrales elliptiques (*).

Les calculs sont minutieux etoffrent quelque difficulté; le lecteur ne
devra point en étre surpris : il semble que ce caractére soil inévila-
blement attaché & toutes les questions se rapportant aux courbes
gauches (*).

Cnarrrre I. — Quartiques o).

1. Les quarthues 0., pour lesquelles les quatre cénes sont réels,
peuvent étre representees (*) par le systéme d’équations

() aXi+ Y+ T =o. X!+l {Tt=o,

(') R, oe MoxTessus pE BaLLORE, Comptes rendus de I’ Académie des Sciences,
t. 166, 1918, p. 212,

(*) R. ve MonTEssus bE Barrore, £bid., p. 345.

(") Des Tables étendues et interpolables des intégrales elliptiques de premiére
et de Jdeuxiéme espéce et de la fonction Logq sont actuellement sous presse
(Paris, Gauthier-Villars et Cie).

(*) Cf. par exemple, a ce propos, M. Harenen, Classification des courbes
gauches algébriques (J. I. P., 1882), et R. ng Montessts ve Bariore, Sur fes
courbes gauches algébriques (J. M. P. A., 1916).

(®) Pawnvix, Nous. Ann. Math., 1868, et R. e Monvessus pE BaLLorg, /nlro-
duction @ la Théorie des Courbes gauches algébrigues, Paris, Croville-Morant,
1018 (Cours libre professé a la Faculté des Sciences de Paris), antographié,.
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ot X, Y, Z, T représentent les coordonnées x, y, z, ¢ de la courbe,
prises dans un certain ordre (par exemple, z=Y, y=X, z=1,
t=T), le tétraédre de référence ayant pour sommets les sommets des
quatre cones.

Parmi les coefficients «, {8, y, un, au moins, est négatif et deux, au
plus, sont négatifs, sinon la courbe serait imaginaire. Un changement
de signes raméne le second cas au premier. Il en est de méme pour J,
g, G

Si nous mettons les signes en évidence, nous obtenons les neuf
combinaisons que voici :

(1) —aX? +BY +yT=o0, (2) aX?+BY*—yT2=o,

—0X? 4 ¢Z? +LT=o, OX24¢Z2 —¢T2=o,

3y | ToXiHBY HyT=0, o | TRy —yT=o,

8X? —eZ? + (T?=o, (4) | 8Xr—¢Z2 +-8T2=o,

. | —aX?+BY2+ yT2=o, aX?+BY?—yT*=o,
(3) ’ (6) !

! 6X*4-¢Z* —¢(T2=o, ~ —0X2 4 ¢Z? +¢T*=o,

7) (| aX*—BY?+yT?=o, (8) aX?—BY:+yT2=o,

7 ’ — 00X 4¢Z2 +~{T2=o, 0X? -7 —fT*=o,

(9) aX?*—BY*+ yT?=o,

0X?—¢Z2 4+ ¢Ti=o.
Nousallons réduire a trois les neuf systémes d’équations qu’on vient
d’écrire.
1° Echangeons X et T dans le systéme (2); il vient

— X2+ Y24 aX*=o, — X2+ €22+ 6X?*=o,

systéme équivalant a4 (1); la méme transformation montre que (4)
équivaut a (3) et que (6, 8) sont respectivement équivalents a (5, 7).

2° Lesystéme (g) est réductible au systéme (5). En effet, éliminons
d’abord X2, puis T? entre les deux équations (g). Il vient

—BAY?2+ (38 — af) T* + acZt=o,
{ —BEY2— (96 — af) X2+ ye Lt =o0;
si Y6 — a{ > 0, nous écrirons ce systéme

— BAY?+ (30 — af) T® + acZi= o,
BAY?+ (36 — al)X?— yeZt=o0;
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" sa forme équivaut a celle de (5); si ¥ — o < o, nous l'écrirons
BoY2+ (af — y0)T2 — ceZ2=o,

— BLY24 (af —y0)X?+ yeZ= o,

forme équivalant a (6), donc a (5), r°.
3° Lesystéme (7) est lui-méme réductible 4(5), par la méme trans-
formation. Eliminons en effet X2, puis T*; nous avons

{ —BOY?+ aeZ+ (y8 + af) T*=o,
{ BEY+ yeZ*— (y8 + al)X2=zo.

1l ne reste donc & étudier que les systémes (1), (3), (5).

2. Ne précisons plus, powr le moment, les signes de @, 8, v, ¢, ¢, €.
Revenons au systéme général

(10) eX?+BY*+yT?, o0X:+eZ*+{T?=o0 (signesde a, ..., { non précisés)
que nous écrirons
2 Y2

X X2 2
dT—g-*—ﬁ;lT?—i—Y:O, Sﬁ-l—efz-—i—{:o-

1° Posons

(1) &__7\_’ X__p.cnu E_vdnu.
T ™ snu T snu ' T snu’
il vient
y e+ Bpr(1—  sn*u)+ysnu=o,

(12)

! GA* + vt (1— A%snu) + {sn?u = o,

Exprimons que ces deux relations sont identiquement vérifiées. Nous
aurons

(13) oA+ Bui=o, —Bpi+y=o, oA+ ev’=o, —evtki+{=o.
Ces relations montrent que « et § d’une part, ¢ et ¢ d'autre part, sont

de signes contraires et que 3, v, puis ¢, { sont de mémes signes. Les
quatre combinaisons possibles

B. Y.

|+ + 2
|+ 1+ ®
Pl e
R

-+
+

o
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se réduisent, en changeant au besoin tous les signes de l'une des
équations (10) ou méme de ces deux équations, & la combinaison sui-
vante, otz les signes sont mis en évidence :

—aX?+BY:+yT?=o, — 00X+ e+ {T?=o0;

c’est le systéme (1).
Calculons %% au moyen des équations (13). Ces équations donnent

o e B Y e e
v = Bp2, l P_—EH’“—E’ = — OA2= 7
/ﬂ:—:izmc

gg est positif, comme il est nécessaire; cette quantité est moindre

que 1 si af < y8; si I'on avait al{ > v, il suffirait de poser, au lieu
de (11),

X A Y pdnu Z venu,
T snu’ T “snu ’ T snu’
on trouverait un systéme analogue a (13), avec
o< k=1 <.
a5
2° Revenons au systéme (10) et posons
X & Y pusnu Z  vdneu,
T " cne’ T  cnu T cnn’
le systéme (10) prendra la forme
y ah?+ fButsntu + y(1—sn?u) =o,

! OA 4+ et (1 —Ah%sn’u) +§ (1 — snu) = o.
Exprimons que ccs relations sont identiquement vérifiées :

y oMy =o, But—y=o,
PN v+ =0, e k4L =o;

d’ou I'on déduit, par élimination de ¢ cntre les deux derniéres,
OR2 - g v (1 — A*) = 03

aety,cetl, ¢ et c devant étre deux & deux de méme signes, et v
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devant étre de signes contraires, nous avons 4 étudier les combinaisons
suivantes :

&, g. Y. a. €. £.
-+ - — + — +
-+ - — - -+ -
- + —+ -+ — -+
- 4+ 4+ -+ =

qui par des changements de signes convenables, se réduisent & celle-ci :
- + 4+ o+ =+

C’est le systéeme (3). Ici,

N - —_—7

sv’:—ﬁ\‘-’—@:@ ':/6 ot,’
o 4

k2 = — —: * = ! ;

e af —y0 yo’

l — —

al

40 , . .
comme o est négalif, k* est compris entre o ct 1.
3° Posons en dernier lieu
X ) Y psnu Z _venu,

T dne’ T dnwe’ T doe«’
le systéme (10) devient

y oA+ Bpr snfu + y(1—A*sn?u) =o,
)\ 67.'-‘+sv’(:—sn*u)+C(r—/."’sn“u):o,
d’ou

ak?+y =o, But— yhkr=o, A+ e+ =o, at+{A?=o,
et, en éliminant ev? entre les deux derniéres équations,
oM+ k2= o;

donc o et v, puis ¢ et {, et {, { sont respectivement de signes contraires,
mais { et y sont de méme signe, ce qui se résume en

x, B Y. b €. 8

- + o+ 4+ o+ =
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et I'on trouve ainsi le systéme (5). Ona

8,, 79
E)\z'—. '&E’

k2= —
quantité positive.
Cette transformation suppose y8 < a{. Si y& > «{, on écrit
X _ & Y penu Z _venu
T dna’ T dow’ T dou’
et l'on obtient pour %2 :
n_ %
k' — ya

3. Une quartique ¢}, définie par un systéme tel que (1), peut donc

toujours étre représentée paramétriquement au moyen des fonctions
sn, cn, dn par un des systémes

X _ Y 7z 7
T T pond S dnE = aw’
X Y 'z T
A pdne  venw snu’
X Y Zz T
T e e e
X Y Z T
% psne  venu dne
X Y Z T
T T pena  vsnae  dnw’

ou A, @, v sont réels et 0o << k, < 1.
En faisant correspondre convenablement z, y, z,¢ 24 X, Y, Z, T, il
cn résulte que toute quartique 9, dé finie par un systéme d’équations

aXt+ BY? 4 yT?= o, OX2 e+ ¢ 12=o

peut étre représentée par des équations paramétriques de la forme

’ z __ Y — s — ¢ .2 1trair
(14 2 T psnw venu  dnu (0 < A% arbitraive <1),

ol N, 1x, v sont réels.On peut ajouter que les expressions de A, ., v en
fonction de «, B, v, &, ¢, { sont des plus faciles 4 obtenir.
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Be’ciproquement, les équalions (14) représenient toujours une
quartique ¢, quels que soient \, ., v, k*.
Eliminons en effet snu, cnu, dnu entre les équations (14) etcelles -ci

sn2u +cnfu=r, k2snfu + dnu =1 ;
il vient
A2 22 A
2'— =y — =32=o, 2r— 2= e
pIe b

équations qui représentent la courbe dans le systéme de coordonnées
ol le tétraédre a pour sommets les sommets de quatre cones du faisceaun
ponctuel de quadriques correspondant & la courbe.

I.’équation du faisceau de quadriques est

14+ A) - );i(l -+ /:'lA)y‘-‘—va—)\’ Atr=o;
7e v

I’équation en A

1+ A o ) )
o — —(t+ A2A) o ]
2 :O
o (8] ——;2- (0]
1) o o — MA

ou
(14-AY(+AA)A =0
a une racine infinie (elle est, en principe du quatriéme deo'ré), une
racine égale & — 1, une racince réelle, une racine égale & — A2
Ces racines sont réelles et différentes ]es unes des autres, et cela
correspond a la définition des quarthues o

Cuarrree 11, — Quartiques 3.

4. Ces quartiques peuvent &tre définies par les deux cones ()

y:+B(s2— 2)+2Dst=o, x4+ B (52— 2) + 2D'st =o.

(1) Pawviy, etc., loc. cit., p. 79, Note (5).
Journ. de Math. (7° série), tome III, — Fasc. 1], 1917. 12
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Posons

(2) t = o3;

il vient

(3) »¥»+[B(O—a¥)+2Dals*=o, o+ [R (1 —a?)+D'ajs?=o.

Ici encore, les signes de B, D, B’, D’ vont jouer un rdle fonda-
mental.

5. I. Soit
B=—p!<o, D=—¢*<o0;
nous avons

yi+(pPat—2qta—pt)si=o,
ou
s P+gt (pra—q' )] ;2
(4) Ve P’ [I~ prqt e=o

Nous avons
| (pra— (/2)2

iy

sinon le premier membre de cette équation ne pourrait s’annuler pour
des valeurs réelles de £; nous pouvons donc poser

ple—gq?

VPt gt

—sino,
:

et nous en tirons
g VPP +g'sing + ¢

2

P

Il en résulte (2, 4),

R _\/1)54_(/&5;“:?4_7.’_ '_\/pb_,_qs
(O) t— Pg ~ J_ ,)

I Cos .

Nous avons ensuite

. (VP Hrgtsine+q?)
! s

R
P
:7:7,"_ (/)‘+ (]‘)Sin2¢—2q2\/1ﬁ+ q#sin(?_*_l),._q‘]:g,
st — Vpt+ g*sing + ¢t o

Pt
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portons dans (1%); il vient, aprés réduction,

6) =~ B'(p*+ ¢*) sin*@ + 2y/p*+ ¢*(B'g* — D' p*)sing
T pr Y —B(pt—gq*) —2D'p2gts.

On remarquera que le discriminant de la quantité sous le radical
(7) P+ g )[(B'g* = D'p*)* + B2 (pt—g*) + 2B' D' p*¢*] = (p* +q*)D"p!

est loujours positif.
Les formules (5, 6) réalisent une représentation paramétrique des
quartiques ¢}, dans 'hypothése B <0, D <o.

IT. Soit maintenant
B=—p*<o, D=¢g*>o0.

La représentation paramétrique sera réalisée en changeant ¢* en — ¢*
dans les formules (5, 6); le discriminant (7) n’est pas modifi¢ et
reste posiiif.

II. Soit
B=p*>o0. D=g%>o.
Nous avons ici
yr—(ptot—2q*a— p*)s?=o,
PR e [(/"a —q*) _,]52:0,
’ » r+q

avec nécessairement

2 2\2
__________(P z ’[. ) —12o,
P+
sinon £ serait imaginaire. Posons
ta — qg? 1

P+ g singa"
E_M —_— )52
Y P’ (sin’-’cp l)" =0

‘-I-— fcox0
(9) _ VP g coo
4 sing

nous aurons

La relation (8)donne ensuite

o gt sing + \/p*+ ¢
- prsing ’
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et il en résulte (2)

(10) o Osine +Vpt+gt
- psing =

Nous avons ensuite

phsinip
— (p*— g)sinto—2¢?\/p* + ¢* sing — (p* + q*) .
A : ptsinto
et (10)
sp C3ine VP gt
pisineg !
.nous avons encore (i?)
at — B/(p*—g*)sinto - 2B’ \/p* 4+ ¢t sing + B (pt 4+ g*)
z __ F 7 ? " VP 1 ? I 7
FE pisino
D g¥sing -+ \/pt+ ¢

s 7
p-sino

et, apreés reductions,

01y mm iy B =) = aDpig sinto
pr sinCP\ +2\/m([3'q2_Dlp2)si",‘o+ B/ (p' + g*)%.

Les formules (g, 10, 11) donnent une représentalion paramétrique,
dans '’hypothése actuellement faite.

Le discriminant de la quantité sous le radical
(P ") |(B'g2 — D' p): — [ B (p* — ¢) — 2D/ P2 2] B | = (p* + ) (B2 + DY) pt
est toujours positif, comme dans les cas précédents.
IV. Soil en dernier lien
B=p*>o, D=—¢*<o;

on obtiendra les formules voulues en changeant ¢* en — ¢* dans les
relations (9, 10, 11); le discriminant

, (P +q*) (B2 D) p
reste posiiif.
En résumé, en distinguant quatre cas, les quartiques ¢; peuvent
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éire représentées paramétriquement comme il suit, au moyen des
Jonctions circulaires :

rr—p(Et—0r)—2q¢*st=o, 2+ B (52— )+ 2D'zt =0,
z B'(p*+ ¢*)sin®g .
3_— -+ 2\/p +¢*(B'g*—D'p*)sino — B' (p*—¢*) — 2D/ pg2,

(12)
'/ &
1:————!—-'0050 t_Vp'+g s:ncp—i—q‘
3 K1 P
II.
y:—pi(zt— *)+2¢*5t=—o, x4+ b' (52— 2) + 2D'st =o;
x B'(p*+¢*)sin’g
(13) z p? —2\p*+ ¢*(B'q*+ D' p?) sing — B/ (p*—g*) + 2D'p2¢q?,
Y _ VP G t_ VP +¢'sing —¢?
— ~ ¢’ - _— » ¢
3 P - P
IIl. .
Y4+ pH(st—0)+2¢s5t =0, - 2+ B'(3*—¢)+2D'st=o0;
( z . [—B'(p*—p") —2D'pig*]sin’e
Ghy | F PmeV - aVp gt By — D pt)sing+ B/ (pt+gY),
Y _VP*+qt cosg t_ 5'“<P+\/P‘+¢7
s p sing e prsino

V.
Y pA(st—2)—2q'zst=o, i+ B (32— )+ 2D'st =0

/r /[_B'p—q)+2l)qu~lnnco
. ‘—3—/} 5|n@ \/p (B' 2+D’p)<lnw+B’(p +q),

_ VP cosq
I) smco

_ —sing +ypi+gt
- pisino

[/

Il est rappelé que les discriminants des trinomes en sino qui figurent

. x . oo
dans les expressions de = sont toujours positifs.

6. Nous allons maintement faire disparaitre les radicaux des expres-

. 2 . . . . .
sions de =, en introduisant les fonctions elliptiques snz, cnu, dnu.
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Posons

— 2
(16) sincp=:TE—2, cosQ = I—i%-i

. £ .
Dans les quatre cas (12-15), I’expression de = comporte un radical de
la forme

) U=\Vasin’¢+2bsing +¢  (b6*—ac> o),
qui devient

_\/ =y N

e »/a(x——ﬁ Y 2b(r— B%) (1 + B?) + e(1+ ).

Ici encore, plusieurs cas sont i distinguer :
1°a>o0.—0Ona
a(14-B22U=a? (1 — B3+ 2ab(1 — 3?) (1 + %) + ac(1 + B*)*
=[a+b—(a— b)) —(6*—ac) 1+ ()"
(17') a(v+B*PU= [u—l—b+\/bz-—ac~—(ct—b—\/bg——ac)@'-’]
x [a+ b6 —yo*—ac—(a— b+ Vb= ac)8?].

2° @ < 0. — Ecrivons, pour un instant, — «, au lieu de a. Si
(1 +BPU=—a (1= L)+ 26— f*) (1 + 32) +c(1+ B2)
a(1+ U =—at(1—0*)+2a, 6(1—3*) 0 + ) + @ c(1 + B?)?
== a1 =B —b(1+ )P+ (1 4+ B2+ a (1 + B2,
ou, en revenant a a,

—a(+BPU=—[a(t—P) + b1+ )+ (8 — ac) (1 + )2,
(17 —a(14+p1)0= [ a+b+V0'=ac—( a—b—yB—ac)p
X[-a—b+yVP—ac—(—a+b—yF—ac)p|
Il en résulte, en épuisant les combinaisons de signes possibles, que

a(1+ B*yU?ou —a(1+f )U2(on choisira celle de cesdcux expres-
sions qui est positive) appartient a l une des cmq formes

(18) o a(4-PNUR=Vi==( i+ B (m+ n2fBh),
(19) Ha(t+ B2)2U2=Vi=(— 2+ £2f*) (m?+ n?p?),
(20) a(ir+p22U=Vi=( jt— BB2)(m?+ n2f?),
(21) T me( 4 BNU= V2= (21— 2B (m2— n2f),

(22) FTea(i+ U= Vi=(—/+ £p%) (m*— n*f2).
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Les autres formes possibles sc raménent & celles-ci par des change-
ments de signes; par exemple

(=t BB (— m2+ n1f2) = (2 — [2£2) (m?— n?B3?),

ce qui est la forme (21).

Il est & remarquer cependant que ceriaines de ces formes doivent
étre exclues. Examinons en effet la forme V}; (17) donne, par com-
paraison avec V3,

2= a+b+y/bi—ac, = a—h-—\b*—ac,
m=—a— b +\b*—ac, n=—a+ b—yb*—ac,
d’ou
(23) S+ l=2a, m*+4+ n*=-—a2a (a <o),

ou I'égalité (23') ne peut pas avoir lieu. Rien n’exclut cependant
a priori la forme V; si a > o; en effet, ici (16),

[ =a+b+\bt—ac, I8 :a——b—\/b?-—nc,

n2=a+b—\b*—ac, n*=a-—b-+\b'—ac;

en fait, nous verrons que V; doit étre exclue dans tous les cas, de
méme que Vi, Vi, sauf introduction d’imaginaires; el 'examen de
ces cas sera loin d’étre inutile (n® 7, 1°, 3° et 5°, puis 8).

7. 1° Considérons V3. — Nous avons

2 n?
2— 2 2 =2 — 2
Viz=j2m (1—7”4><1 —m’ﬁ>'

Admettons ici, et dans ce qui suit, jusqu'au n® 8, pour plus de géné-
ralité, car il se présente des problémes qui ont un certain intérét, qu’il
n’y aitaucune relation autre j, [, m, n;en fait, pour la question posée,
certaines relations existent (23).

Soit
{2 n? 2m2
(24) = <= ou T ;
. . m Jin
pOSOIlS

n
—Bf=snu;
m
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nous aurons

ra ) 2m? n?
';:J2m2<1—- I—T—T P ;1—2@2 (1—sn?u);
posons en outre (24)
12 m?
T = &%
Jin

il viendra
V,=/mdnusnu;

d’ou (21)
VEa(+8)U = jmenudn u,
(25) U— ™ cnudnu ;
\/+“ 1+ 2 sn?u

en outre (16)

m% m
1—- —snu 2—snu
sing = " cosp = — .
?= m? ’ T m?
14 —sn2u 1+ —sn?u
n® n
Les formules (12) donnent alors
. 2'—/\/p‘+q"snu
x 'u Jmcenudnu ¥ {
— = U= N ’ - = 0 ’
5 pt e m* E m*
2yEtal 1+ —snu p( 1+ —sn?u
Py o P\ TR
(26)
gt m snfu )4 q*l 14 m sn’:)
t prq n? 9 nt l, .
5 . me ’
Pl 1+ —sn?u
n?

on aura des résultals tout a fait analogues en partant des formules (1 3»)
Les formules (14) donnent ensuite

u Jmenu
e = .
2sing — m?
b ' p'—’\/ta(l—ﬁsnzu)

b

alx

m
2 —S8Snu
n

3

Y- Vrigt

) m?
L 1— —snu
nt

m? m?
vp! 14 —sn?u) — g2 1— —sn?u

m? !
p? (1 — sn? u>

(27) !

e
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x v t
=5 £, ~ sont donc de la forme
(28) x _ Acnudne Yy psnu t  vsn®u-+p
- 5 wsniu—+g 5 wsnlu+g 5 wsnlu-go

2° La transformation qu’on vient de faire est une conséquence des

formules
cen?u = 1— sn?y, dn?2u =1— k2 sn?u.

Exprimons sn*z, dn?u, sn®z dn’ « en fonction de en?u :
sn?u =1 — cn2u,
dn2u = £"* 4 k?cn?u,

1 ko
snludnu — A—E(l—cnﬁu)(l +- Fcn’u).

Cette formule va convenir & V;. En effet (20),
) b nt . I nt j2 £
2 — ;a2 __ 2 @2 LRy — 2 1 L R2 L J. 2 p2).
Vi=j2m (I 7 )<1+ ;nﬁﬁ>_'/ m <1 jeﬁ><1+ i ‘l.gﬁ)a

{
=B =cnu
7P

et déterminons /4* par la condition

n2J'2 _ k! _ A.‘!

el T T =R
d’ott
. M

Tonitq mt Y
V: pourra étre écrit
Vi=r2m(1— A?)ysn2u dntu,

d’ou
(29) Vo= jmk' snudnu;

’ T
on pourra donc, dans le cas actuel, représenter =, _{,
~ ~

AR

par les fonc-

tions cnu et snudnu.
Il est bien évident que les formules finales sont les formules (28)
ou l'on change suz en cnu ct cnudnu en snu dou; done, ici,

(30 x  Asnudnu ¥ penu t _ ventu+p
o — = mm—————— —_ = -
] ocn?e +o 3 wenlu+o 3 wen*u + o

Journ. de Math. (7° série), tome III. — Fasc. II, 1917. 13
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3° Exprimons maintenant sn®u, cn*«x et sn*ucn’z en fonction
de dn®*x. On a

A

o, 1—dn?g . —h*dn’u
st = —m—s e = ——p—
1t —dn?u) (— A"+ dn?u
sn‘-’ucniuz( ) (— A%+ ).
i
V? peut, & son tour, étre écrit
m* n? Jrt o on?

Vi (B (L e,
8T p? < m? P ( Tt )’

soll
rnt )
2n? b

nous pouvouns poser
n
—B=dne, —_— 2,
m
et nous aurons
{m?

V= ——n—-/\' snucnu,

ce qui réalisera la transformation.

Si
S
] 2 m? >t
nous écrirons
, “n? : ., m2
Vi:"l—r(‘—i )("‘ At et

J nsj /

) m? ,

- ﬁ —dn t, ’12./'2 = ul',

d’ou

r2
n
V= L2 fsnwena.

{

lci, les formules finales seront les formules (28) oli 'on changera snu
endnu et cnudnu en snucnu; done

p-dnu

vdn?ue +p
wdnlu +a

wdnu +a

(o) o)
:1%:’@‘(:- ';—.:(32)(1+ ":—:; é§>§

I

__ Asnucnu y
5

A
31 —_— ——
(31) 3 wdniu 4o

[/

4° Pour Vi, nous avons

a(1+4 B2)2U = Vi =(— 2+ B 32) (m*+ n232) = B*
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posons
' me 2 k2 mel2
L1 —cnu. — = — d'otr e e
l n?j 1— 2 m2 L+ n? g2
il vient
‘ . nijéoo E
*a(1 N0 =— — (1 —ecn2u) 14+ enu ),
(+porvy= 1L L ) (1+ Fronta)
d'onl
U nJ? snudnu ny? snudnu
= — = - o y
I VEaentu(i+ B?) ! \/Ecn’1¢(1+ﬁl~,,——l,, >
, ) £ oentu
ny? snadnu
L= -
VEta (—;7 + cn? u)
Nous avons ensuite
£ ene
— . +cntu
. 1 — (32 E
sIng = AT T ,
1 : ?
r 7 +centue
/
2% ¢n
enu
08 G =

J 2
T +cntu
Iz +

si nous substituons dans les formules (12) & (15), nous retrouverons

. . xr oy ot
les expressions (30) de =, £, Z.

5 Etudions enfin V. — Nous avons identiquement

V";:':_/'*I)l?[l—-"j;;(i@)g] [l—-"—g,(i.@)g] (=—1);

m=

soit, pour fixer les idées,

Es
) 7 ome
écrivons v '
e ) . N T ntogril )2'
e [ L AR AN Y-
e (1) [~ 2 ()
et posons \
fi" __sn(u, ') nt

7P T en(u, KTy’ melr
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on sait que
.sn (uw, k')

on () = S LE 13

donc
;(5 =—sn(ui, k)
et

Vi=j2m®[1—sn2(ui, k)] [1 — k?*sn®(uiy, k)] = j2m? en®(ud, ) dn?(ui, k),
Vi =jmen(ui, k)dn(ui, k).

Reportons-nous & V,. Les résultats sont identiques, sauf que « est
remplacé par ui; on obtiendra donc ici des formules du genre (28)
avec ui au lieu de «, soit, en mettant & en évidence,

Aen(ui, k) dn(ué, L) Y . psu(ud k)

ven?(ui, K)+op ,
osni(ui, k) +a 5 wsni(ul, ky+a

T wsa?(ui, k) +a’

z _ t
I S

or,
sn(wu, k")

_dn(u, A1),
cn(u, &)

sn(ud, k) =1 “en(u, A’

s en(ui, &)= dn(al, k)

]
cn(u, )’

I3
)

. . . ' . r
substituons dans les expressions qu’on vient d’écrire pour =, Z,

~

ces rapport prendront la forme (31), mais on devra supposer u. ima-
ginaire : cela n’a aucune importance, car nousverrons tout a I’ heure
que les systémes lels que (31) sont impropres a représenter les quar-
liques ¢3.

En résumé, les quartiques ¢ peuvent étre représentées par l'un
des systémes (28, 30, 31) que nous écrivons & nouveau, pour en faire
une étude compleéte,

a _ henudnu Y _  msnu L vsnlu—+p
T wsntuto s wsnluto s wsnlu—4o
(32) T anacnu’ Y _ pdna , _t_:vdnzu+p’
’ | 5 wdn®u+o 5 wdn?u + g 2 wdniu 4o
& __ Asnudnu Y uenu { _ventu—+p
| 5 octu+go S T wentu-g 3 wcnu+gq
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Ltude des systémes (32).

8. Systéme (32'). — Porlons les valeurs (32') de Z, <, % dans
les équations (1).
Il vient successivement .

pisn2a B ” (vsniu 4 p)? +2D vsniu +p —0
(wsn?u -+ g)? (wsn®u + g)? wsniu+g '
$2centudnu B “1— (vsn®u +p)? 2D’ vysnu—p — 0
(wsn*u + g)? (o snu + )2 »sniu+ o ’

pisntu +B(osnu+o)2— (vsniu-+p)*]
+2D (vsnlu—+p)(wsn®u+¢6)=o,

)‘ 22en2udnu + B'[(wsn?u + ¢)2— (vsniu + p)?]
+ 2D/ (vsn?u + o) (0 sn?u+c) =o,

ixprimons que ces deux équations sont identiquement vérifiées, c’est-

a-dire que les coefficients du terme indépendant de snu et ceux des
termes en sn'ux, sn*« sont nuls; nous obtenons les systémes d’équa-
tions

B(g?—p?)+2Dpo=o,
(33) t w24 2B (om—vg) + 2D (v7 + s0) = o,
B(w?*—v*) + 2 Dvey = o;
N4 B (6" —p*)+ 2D'po = o,
(35N » — 11+ A?) + 2B (6w —w) + 2D (v + pw) =o,
1A+ B (o0 —v?) + 2D'vew = o,

ou les inconnues sont A, ., v, g, 5, », ou plutdt les rapports.de cing de
ces qnanmes a la sixi¢me, et le module &* de snu, cnu, dnu.
Les équations (33", )3’) donnent

3

g—p? oo

wE—v T vy
ou
' (60 +vp) (vo — ) = 0,
On ne peut supposer

3 , 7
V@ — Lt =0 . ou :-5:.:],'
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car cela conduirait 4 écrire 'équation (33?)
p2+2B(0?—p*)0' + 2Dpgd’ = o,

équation incompatible avec (33'). Soit donc

gm 4+ vp =0
ou

=——=0 c=10, p=—wf;
- .

g_—p_
) v
substituons dans (34')

14 B'(v— w?)62— 2D'vebi2=o,
dott (34

il résulte de ceci que Uemploi du systéme (32') introduil des imagi-
naires dans la représenlation paramelmquo des quartiques ;.
En effet, si & esL réel, § est imaginaire, et réciproquement.

Systéme (32*). — Portons maintenant les expressions (32%) de z

u |‘<

als

dans les équations (1). 1l vient

=0,

prdn?u T L‘ifln‘-’u—f-p)i' vdnlu + ¢
S(mdn 1:+6)3+B Il (wdn?eu +o)? +2D wdnu+ o
) (vdn*u—&—p)?] oD vdnle+o

Asn2ucntu
(wdn?2u +0)? wdnty 4+ 5

D ———————— ! —
(wdn?u + o)? +B i '

ce sysléme pourra étre écrit, en vertu des relations

5, _ 1—dun2u 2y — k' +(||ﬂu
snZy = . cenlu = yE
S prdntu
+ B [(wdn?u + o) — (vdu?e 4+ p)2] + 2D (vdn?u +p) (e dnfe + ¢) = o,

‘. 2

%(l —dn?a) (— A"+ dn2u)

+ B'[(wdn?u + o) — (vdn?u + g)? ]+ 21V (vdou + o) (wdntu + 2) = o;
d’oli, comme précédemment,
B(o?—p?) +-2Dps =0,
¢ 2+ 2B(00 —vo) + 2D (vo 4- pw) = o,
' B(»?— )+ 2Dv=o0,
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et cela suppose, comme on I'a vu a propos du systéme (32'),
(35) ¢ =0, p=—wb,

puis
pefl2
-+ B'(¢* — ) +2D'pg =0,

(36) {%(l+k”)+zBf(cw—vp)+2D’(w+pm):o,

2t
- + B'(w*—v?) +2D've = o.

Remplacons, dans (36'), s et p par leurs valeurs (35). Il vient

T nkn
-+ B (v*— ©*)6>— 2D've 6 = 0;

la comparaison avec (36°) donne
M= _— 62,

et lemploi du systéme (32*) introduit encore des imaginaires.

Nousallons voir que le systéme(32°) n’introduit pas d’imaginaires.
On peut donc dire, dans un certain sens, que les systémes (321, 32*)
sont impropres & la représentation des quartiques ¢7.

Etude spéciale du systéme (32%).

. i x vy t
9. Nous avons ici, en portant les valeurs (32°) de = =, - dans les
~ ~ ~
équations (1) :

piente +B ‘_1— (vcn*u-}—p)’] ,p Jontu-+p

e =o
(wen®u+ g)? (wcentu + o) wenlu + o ’
Atsn2udntu e (ventu +p)? + 2D’ ventu +p —o:
(wen®*u+o)? (wcn2u+c)? wentu+o '

les relations
sn2u =—1—cnu, dn2u = A2+ A?en2u

permettent d’écrire le systéme précédent
pien?u 4 B[(mcnz\a +o)—(venlu 4+ p)* 42D (ventu—+p) (wenu + o) =o,

A (1—cntu) (k' + Ken?u)
+ B'[(wcntu 4+ o)*— (ventu + p)?] +2D'(veniu + p) (wenu -+ 5) =03
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d'ou les deux systémes d’équations

B(g*—p?)+ 2Dpe=o,
pi+2B(ow —vp) + 2D (ve + pw) =0,
B(w!—v*)+ 2D ve =03
WAt B (6*—p®)+ 2D'po =o,
M(k2— k") + 2B (o —vp) + 2D’ (vo + pw) = o,
— A4 B (02— v?) + 2D've = 0.

(37)

—

(38)

— i

Pour les mémes raisons que toul & I’heure, nous serons encore
conduits a poser

(39) c=v8, p=—oub;

(37', 37") deviendront identiques, (38') deviendra

)\29152 + 2B’ (v —n?)—2D'vpy —=o,
d’ou (38%) .
k= %;-,
c’est-a-dire
(40" = s

nous allons trouver une valeur réelle pour ) : le systéme (32*) con-
viendra a la représentation des quartiques o;. v

Ici,
2 1 — 6% .

T+ T xR

(402) /cﬁf M=o ht—mi=

les systémes (37, 38) [ol (37', 37°) sont devenues identiques, ainsi
que (38', 38%) quand on a écrit les relations (39, 40)] se réduisent
au systéme suivant, formé de (37°, 37*, 38%, 38%),
2+ 2B(ow —vp) +-2D(ve + pw) = o,
B(wm*—v)+2Dve —=o,
22 (h*— k") 4+ 2B (ow—p) + 2D’ (vo +pw) = o,
— 22k + B/ (02— ) + 2D'vo = o;

(41)

remplagons k?, k2 par leurs valeurs (40) et 5 et p par leurs valeurs (39)}
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cela donne
ow —vp = vln + v = 2,
vo +pw =10 — W= (v—w')l,
puis
A pi+ 4Byl + 2D (v — )i =o,
B(»*—¥?) + 2Dve = o,
(42) e i—i—g— + 4B'vwf + 2D (v —w?)f=o0,
' —)" 92+I$’(o)’——z )+ 2D've = o.

Eliminons A entre les deux derniéres équations. Nous aurons
J2D0 4B (1—0))](v*—w»?)+2[2B 6 + D' (1— 5?)]Jvw = o.
La comparaison avec (42*) donne

aD'6+ B (1—6?) _ 2B'6 + D'(1 — 62)
—B = D

ou bien
(B'D + BD') (52— 1)— 2(DD'+ BB')§ =0
ou encore
(BD' + B'D)§* — a( BB+ DD')6 — (BD' 4+ B'D) = o.

On en déduit

/3 6— BB/+ DD’ = /(BB'+ DD')* -+ (BD' + B’D)*
(-I ) BD - B'D

les deux valeurs 6,, 0, de 0 sont réelles : 'une est positive, I'autre est
négative.
L’une quelconque de ces valeurs rend ldenthues les équa-

tions (42°, 42*) et le systéme (42) se réduit au suivant, formé par
les équations (42', 427, 42%):

@i~ 4Byl — 2D (w*— ¥?)§ = o,
(44) 728(0)‘1——‘1")—I-zDvm—:_o,

# l+0°+B (0 —v*)+aD'vo=o0;

on écrira ces équations, cn ¢liminant w* — v? entre la premiére ct la
deuxi¢me, puis cntre la deuxiéme ct la troisiéme, et en écrivant
Journ. de Math. (5* séric), tome III. — Fasc. Il, 1917. '-/I
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’abord, & nouveau I'équation (44*)

»? Dw .
g ETRET TITO
/ B%—!—.’I(R’—}—D’)%@:o.
2R

T 11 o
—-m+°(BD B D)‘I —= 0.

On tire de ces équations
o () =R /F T (2 ) =By
G (v)ﬁ VA v/, B 't
I( )] . )BI)—BD(2>’
v v /4
2 BD'—BR'D /n
(Y —— (1),
()] = m=572(3),
2 B" |)= B\ B D
=—i=> () s 6= 6

BD'— B'DH
B
réelle puisque = sont de signes contraires; le choix & faire

puisq 8 ;

/
() )
(47) L\’%)’

Quel que soit le siO‘ne de

»
> I'une des deux valeurs de S est

2 A
enlre ( > et < ) précisera la valeur de 2 ~qu'il faut prendre; on choi-
sira ensuile pour 9 'une des deux \aleurs (13), 0, ou 0,, de telle
maniére que ; » donné par 'une des équations (47), soit réel; 0 étant

déterminé, A* le sera, indépendamment d’ailleurs de la valeur de ) .
choisie.

On remarquera que chacune des inconnues n’est susceptible que
d’tne seule détermination, quand on écite les imaginaires, el que
celte déterminalion est toujours possible.

Lces équations (39) donnent ensuite Tat (3 = -2 O).
. v vV v

, _ .. . . . .

£n échangeant, s’il y a lieu, x ct y, toules le‘s quartiques o}
représentées par les équalions (1) peuvent donc élre représentées
pai un systéme de la forme

ven? o + el S 1
1= ,

wenle+ o 1+ 0

x _ Asnudnu y p.cne
= ez,
z  wenuto P wen*u + o

— L—.—

(48)
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) w o , .
ot 0, 3 'vf, g-, S0 5 sont réels et calculables en fonction de B, D,

B, D'. Si lon cxclut les éléments imaginaires, la représen-
lalion (48) est unique de son espéce.

10. Tutorine. — Tout sysiéme de la forme (48) représente une
quartique g;, pourvu qu'il existe entre v, g, o, o la relation

(49) vp + o =o.

Revenons aux équations de condition (37, 38) et regardons B, D,
B, D' comme les inconnues. Les condilions de compatibilité sont
remphes si la relation (49) est vérifiée, ou bien si (39) o et  sont res-
pectivement de la forme

¢ =0, 0 =— wl,
puisque ces six équations se réduisent alors a quatre équations, qui

sont celles constituant le systéme (41).
Les équations (48) peuvent ainsi étre écrites

N Yy k- 4
= — = = 3 1
tsnudne  penw mentu—4-v0 T venPu — wh
ou bien
&£ Yy _ 3 [
5 _= = = 9
I8 [}) [a]
ssnu dne  Eenu —cn?u + 9§ enu——9
v v v v

v . ) P. (s)
ou encore, en ecrivant )\, &, ® pour ;) 5’ b} ’

(59) x Y 5 _ 4 (/.'1:: 1 );

Tsnudnu Tpenue T wenfu+67 cnu—wd 1+ 42

les équations (H0) représentent done les quartiques o) el repreé-
senltent toutes les quartiques 3%y les éléments N, u., w, § sont réels
et quelcongues. On obtient deu.c aulres représentations en échan-
gean! cnu avec snu el snudnu avec cnudnu, puis, toujours dans
les formules (50), cnu avec dnu et snudnu avec snucnu, mais ces
deux représcntations introduisent des imaginaires.

1l wexiste pas d’autres représentations des quartiques 3; par les
fonctions snu, cnu, dou.
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Cuaviree IlI. — Quartiques ¢3.

14. La caractéristique des quartliques o} est que les quatre cones
sont imaginaires. Leurs sommets le sont aussi. Les équations de ces
courbes peuvent étre ramenées  la forme (')

| ai(xt— )2) 4+ (s2— B) + 2byxy + 2d, 5t = o,

M) ay(x®— y?) (32— ) + 2 by + 2ds5t = 0.

Nous pouvons résoudre ce systéme par rapport a x* — y?, 2y et
le remplacer par celui-ci :

(2) (2= yi=0(3"—®)+ 2d st,

B lazy =e(s*—(2)+2hat.
Posons

(3) t=os ou i_:a;

les équations (2) deviennent

j 22— =[b(1— o) + 2da]s*=A 3,

(M

d’ou

! 22y  =[e(1—a*)+2ha]z*=Bs?,

(5) 2 yr=y (2t —yt ) fat P = VAT 4+ B2 g%

x* ct y* sont ainsi déterminés par les deux équations (4', 5) qui
donnent

Va;

al s

—= H\+\’A’+I§2, \/;'_l::\/——l\—}—\/A?-l- Rz,

Remplacons A, B par leurs valeurs (4); il vient, en écrivant 4 nou-
vcau la relation (3),

\/E% :\//.»(l—a'-’) +ada 4+ \[0(1— oc’)—i;zdoz]*+[e(| —a?)+2hal?,

(6) « \/5—2— =v—[b(1—a®)+2da]+\[b(1 —a?)+ 2da]?+ [e(1—a?)-+2ha]?,

|

(') Panvin, loc. cit.

@i

= o,
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relations qui réalisenl une représentation paramétrique.de x, y, 3, (.
Il n’y figure pas d'imaginaires.

12. Nous avons aussi (42, 5)

!/

_.f:_ % VB VAL = \/B—+—LA \/B—LA
(2-L)=VB—VRr B =y /PR Ao,

ou, en remplacant A et B par leurs valeurs (4),

' \/5(5 —+ 2:> = V[e(t—a?)+2ha] +i[b(1 — a?)+ 2d a]

-
~

4 +\Te(t—a?) + 2 ha] — £ [6(1 — &) + 2 da],

u@(zf-%) = V(=) +2ha] +i[b(i— o)+ 2d a]

—V[e(t—a?) + 2ha] —i[b(1 —oa?) + 2d a];

effectuant les réductions, il vient

\/E(% + Z) = V—(e+ib)at+2(h+id)a +e+ib

() +V(—e+ib)o+2(h—id)o+e—ib,
7

\

)2 V= (e +ib)al+2(h+id)z+ e+ ib

ulR

t\/i&—é— —

—V(—e+d)yal+a(h—id)a +e—ib.
Soit «, une racine de I’équation

—(e+ib)ar+ 2 (h+id)a+e+ib=o0;
posons

(8) B.L=pB'=—(e+ b)a’+ 2(b+ id)x + € + ib;
nous avons, d’apreés la définition de «,,
(9) o=—{(e+ b)aj+2(h+ id)o,+ ¢+ ib,

et (8,9)
(10) B.R=—(exib)(*—al)+2a(h+id)(a—ay);
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posons encore :
B=p(x— )i
I'équation (10) devient

Bo= - (e + ib) (& + &) + 2(h -+ id).

Les quantités «, 3 sont ainsi déterminées en fonction de p par les
équations
- ' pa — B = pay,
(e+ib)a+pB=—(e+ ib)o,+2(h+ i)

et sont de la forme
Cp>+ D Fo

(t1) - =T PETw

)

de telle sorte que (7, 8)

V2 (% +%:) =8 +V(—-e—1- bya? 4 fz(/t+id)a+c—-t'b

., Gp2t-D .
P +|4 +\/ —e+tb) m ) + 2(h+-Ed) f_‘_ T +e—ib,
-[xr ¥ Fp+ \/(—e—l—zb)(Co‘—i—l)) +2(/z+1d)(("p ~+ D) (p*~+E)+ (e— i) (p*4- |.)2
(12) -
\/-— z Z) l‘p V(—e+ib)(Cp*+-D)2-+- 2 (h+id) (Cp*+D) (p2+ E) + (e— i) (p* +E)?
‘ 3 3/ . p2_,|_ D]

13. En prenant pour © un facteur de pr0portionnalité convenable,
nous pourrons écrire, comme pour les quartiques 37, 'un des trois

systemes
x ¥y 2psnu--2gcnudnu . fx apsnu—aagenadnu
(1) wp==S$nu, TL=2P ! ) i(Z-L)=22 3 (At )
! 5 5 rsn*u—+s 3 3 rsnfu—+s
x apenu+4a2gsnudnu N _2penu—2y snadnu
(11} wp=cou, T X 2P 3 g ’ L ! 5 / ,
3 3 ren?u 4§ 3 rsntu-+s
x apdnu—4agsnucou (E Xy 2 pdnu —2¢gsnucnu
(I1) wp=dnu, ——i—l' P 9 ’ i(Z2.-L)=2 / ’
3 3 rdn2u 4 s 3 s rsnu -+ s

sous condition, en raison de la présence d’i 1mag1nanes, de Jusllfer
a posteriort cette introduction des fonctions sn, cn, dn.
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Etude du systéme (1).

14. Le systéme () donne

£ Y _ —eipshut2igenu dne
R rsniu 4§ ’

par conséquent,

rsnu -
(13%2) :

M

S£ pi—0snu-+qg(i+enudnu

Y _pl+isnu+qg(r—i)cenudnu
s rsnu +s

. t .
de plus, (3, 11'), = est Jui-méme de la forme

t __msnlu+4n
2 rsnfu+s

(13%)

x { 1} . .
Portons ces valeurs de =, £, = dans les équations (2). 1l vient suc-

cessivemen!
oyt (e AV ’i(p snu—+qgenudnu) (psnu—agenwdna)
2 = \s 3)\z =) 1 (rsn2u - s5)?

—4iprsniu -+ figten®udn?e
phang )
(rsntu + s)?

LEY [pr—dsou+q(+ Henudnu] [p(r+ dsua+qg(1—i)enw dnee)
R (rsn?u+s)?
_Aprsntu 4 fgientudne
- (rsnu-+-s)?
ct

— 4iprsniu + figientudnie (msnu + n)? msni -+ n
(rsn*u—+s5) (rsn’-’u—i—s)?] Cesntuxs
Gpisniu -+ hqrentudnie . [I_. (msn2e + u)"] PR snPu—+n,
(ren?u—+s)? o (rsn?u 4-s)? rsntu s’

o[-

d’ot, en réduisant,

—heprsntu - figd (1 —sn®u) (1 — M sutu)

— b[(rsnu+s)*— (msn®u+n)*} —2d(m sntu n)(rsn?u-4-s)y=o,

(14) - -
Aprsntu + 4¢* (1 — snu (1 — A2sn?u)

—e[(rsnfu + §)2— (msnu+ n)*]—2A(msn2u+n)(rsntu+s) =o.
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Exprimons que ces équations sont des identités. Ii vient

—4ipt— fig? (1 + k) — 2b(rs — mn) — ad (ms 4+ nr)y=o,

4ig*— b(s*— n?) — 2dns —o,
(15) 3
hig2k?*— b(r*— m?) — edmr = o;

( Lg*— e(s*— n?*) —2hns=o,
(16) ; 4pP— bt (1 + k®)—2e(rs—mn) — 2h(ms + nr)=o,
hqrkt—e(r?—m2) —2/mr —=o,
équations qui vont déterminer m, n, p, ¢, r'y s et k%
Eliminons ¢? entre (15', 15°), puis entre (16', 16°); il vient

bi(s*— n®) k2 — (1 — m?)] + 2d(ns k*— mr) =o,
e[(st— n YK — (1r*—m?)] +2h(nsk*—mry=o,

équations qui nécessitent
nsk* — mr—=o, (82— n?) A — (r*— m?) = o;

la premiére équation donne
(17) k=

mr
—
ns

puis, en portant cette valeur de k? dans la seconde,

mr
(s?—n?) Y (r*—m?) =o,
ou bien
(s — nr)y(mn + rs) = o.
1° Soit

ms — nr=o,
ce qu’on écrira

(18) n=mf, s=r;

ces valeurs, altribuées & n, s, rendent identiques les ¢quations

(15', 15%) et (16', 16*); de plus (17, 18),

kY=

Ta)

D

les systémes (13, 16) se réduisent dés lors & celui-ci :
Gig*h*— b(r2— m®) — ad mr = o,
\ —Qipt— Qi@ (a4 A2) — 2 b (1P — n?) % ——.ﬁdmr—}{ =o,
(19) ’ dgrtr—e(r*—m?) —alimr = o,

G =g (1 + k) —2e (12 /n’)-'-' —-..’;lmu'-l-_ =0,

\ 0 \
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Les équations (1g', 19?) donnent, en retranchant de la premiére la
. 1es k
seconde multipliée par -»
2
hig*k*= k[— 20p*— 24ig?(1 + k?)],

2¢*k+ p*+ q*(1 + k) = o,
{(20) PP+ q(1+ k)Y =o;
les équations (19°, 19*) donnent de méme
hg*k'={[2p'—2¢*(1 + K*)] &
ou
— P+ ¢+ k) =o,

relation incompatible avec (20). Nous ne pouvons donc pas faire
Phypothése (18).

18. 2° Par conséquent,

(21) mn+rs=o ou m=r0, s—=—anh.
Ici, (17, 21)
a7
(22) kr= — 7’

et les systémes (15, 16) se réduisent encore aux équations (15', 15%,
16', 16?); comme (21)
st—nt= n2(6*—1), ns = — n2h,
rs—mn=—anrb, nms 4+ nyr =— nr(9%—1),
ces équations (15', 152, 16', 16%) s’écrivent
fiy*— bn2 (62 —1y) 4+ 2ad n?6 = o,
—2ip*—2lg* (1 + )+ 2bnrb +-dn2 (9 —1) = o,
bdpr—en*(P—1)+2/lin?0=o,
apr—2q (1 + k) +2enrG+ b nr(92—1)=o.

(23)

Les équations (23', 23°) donnent, en éliminant ¢2,

(24) — b(*P—1)+2d0=— ie(62— 1)+ 2ih0,
(25) (— b+ ie)0*+a(d—il)§+b—ie=o0,
équation qui détermine O et peut remplacer (23'). Dans les autres
\ . ad—ih .
équations (23), nous remplacerons (24) 62 —1 par 25— f et il

~

Journ. de Math. (7 série), tome Ill, — Fasc. I, 1917, 10
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viendra
—t/)--—zq (v A*) 4+ bnr 0+¢lmd_l/£0: o,
b—te
2:/-—en"ll)_ 6+ hn2f=o,
pi—q? (I+kﬂ)+em9+hlll‘bi__ h’/:o,

ou, en réunissant les termes en 0,

—ipt—ig* (1 + A*) + nr (l)+dd lh)O:o,

b—ie
‘ . ed—bh
(()) 2¢°— I)_—-T n 0—0,

Pr—q* (1 + k*) -+ nr (e +Itd—_+j> =0

Lliminons p* entre (26') et (26%); nous aurons

. ) 02+ e+ B+ 12
—").lf/ (l‘l‘ /ﬁ") +/l/‘——[-)—T9:O

ou

a7 2 _1_/;+e-+d'+h-
2: (|+/.)+ oy b=

. 2 » [ o - .
si nous remplacgons 2 %—2 par sa valeur tirée de (26%), il vient
—i(ed — bh) (14 k*)+ % (b et dt+ ) =o,

r .
ou (22), en remplacant - par ik,

(ed — bh)(1+ k) — h(0*+ e+ 2+ h*) = o,
(27) (ed — bhY 2 — (b*+ e*+ d* + I2)h + (ed — b)) = o.
Celte équation, qui délermine k, est fondamentale.
Elle donne pour &k une valeur réelle, puisqu'on en peut écrire le
discriminant
(b2 e+ d2t h2)2— f(ed — bh)?
=(b2+ e+ ad?+ N+ 2ed — 20h) (D2 + e+ d?+ hP— 2ed + 2 b1),
=[(d+e)+ (b — )] [(d —e)*+ (b + h)];

de plus, une des deux valeurs de & est comprise entre —1 et +1,
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puisque
F (=) f(1)=[2(ed—bh) + b+ e+ d?+ h?] [2 (ed — bl ) — (b + €2+ -+ /%))
=—[(d+e)y-+(b—~h)][{d—e)+ (b h)].

Les fonctions snu, cnu, dnw seronl done bien dans les conditions

ordinaires (0 < k* réel <1).

. D2 vye
Nous pouvons maintenant calculer {T’ en éliminant ¢* cntre
(26, 26%) :

2ip? — nr [(b —ie) + (d — i/c)(bl:ll_/;] 6=o,
'“L)_? — (o— ie)“l—(.cl——i/z)2 ol
n? b—ie n

” .
ou, en remplacant encore ~ par ¢k (22),

(05) P 1 (b—iepad—ib)

nt 2 h—1ie
on a aussi (26?)

q* 1 ed—bh
(29) w2 h— e g
Enfin (22)
I R
(30) I_I,E :—/c"
et (21)
m
M=
(31) - ni._el 4,
(32) RS-

il est rappelé que /4, 0 sont respectivement déterminés par les équa-
lions (27, 25).

Les problémes de la représentation des quartiques o) pour les

4
Sfonctions snu, cnu, dnu est donc résolu par les formules (13, p.107):
. r m S . o, e
mais £, 1, 2, 2, = sont des quantités complexes (28 & 32). Par
n n n n n

conure, le module k* de snu, enu, dnw est compris entre o el 1.

46. Tnvariaxt es quartigurs o). — Le rapport

- b - e - l/"’:’:—v e
 ed — bh
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qui définit k (27), joue, dans un certain sens, le réle d’invariant rela-
tivemenl aux quartiques o. -

1° Revenons en effet aux équations (g) et formons les transformées
que voici :

a. Echangeons x et y; le systdme devient
x2?— y*=— b(3*— 1*) — 2dst, 2zy = e(3?— () + 2h5¢;
b. Echangeons zet;il vient
r2— yr=—b(32— ) + 2dst, 2xy =—e(s'— }) + 2hst;
c. Changeons x en — x; nous aurons
2 — yr= b(3*— 1?) + 2dst, 2y =—e(32— ) —2/st;
d. Changeons Z en —¢:

22— y?= b(32— ) —adst, axy —e(s'—(®) — ahst,

pour tous ces systémes, et pour tous ceux qu’on peut déduire sembla-
blement de (1), ==k est donné par l'équation (27), donc dépend
b? + e2+ d.’+ h‘!
ed — bh
2° Nous retrouvons encore cette quantilé si nous lransformons
comme il suit les équations (2). Posons

encore de ==

x—y=£E( x4+y=n,

d'ou
3 Pl bl 1 79
at-— yiz=cn, Za‘y:;(;--—- n*),
. Iy . ' .
ce qui permet d’écrire les équations (1)
E—n?= 20 (5" — () + 4 3¢, 2in=2b(z>— 2) + 4dst;

soil
E—nr=0b"(52— 1) +2d"3¢, 2fn=e"(3*— ) + 24" 5¢;

I'invariant relatif & ce dernier systéme est

- b”'l+ ellz+ d”*-l— b2 o e'z+ b2+ /12+ d?
- e'd" — &R - bh —ed

3° Revenons maintenant aux équations (1). Résolvons-les, d’abord
par rapport a x* — y* et 2xy, ensuite par rapport A z* — /% et 2s¢.
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Ona
bl 02 —_ bg c‘ bl !/2— bg dl
LR P et Bt Dol WOPL DY et Bk g i
7= a,bg——aibl( t)+2a1b2——a,bl b
M —ayCy . a,dl—a,d,‘
zij—albz—agl)l (~ ¢ )+Za|b2—azb,‘t.
d'ou (2)
_blcz-“bzct _ bydy— b,d, A — a0y ___azdl —a,d,
b—a,bz—a.zb,’ d_a,bg-—agl),’ e_'a,bg——a,b,’ h_a,b,—a._.b,'
Ensuite,
2 2__azd|—-a,dg 2 a2 bgdi—bldg
(33) i t—-clde_cﬂdx(m y)+201d2—02d1x "
9!_I__ar,cip—a,c, bycs — by cy

2 a2 NP
(@P—=y)+e g —ea %

~edy—oeyd,
si nous écrivons

2= L= b (x*— y*) + 2d xy, ast=e (x*— y*) + 2l zy,
il est visible (2) que

V=", d'=—d, e'=—e, h'=b.

Il en résulte que 'équation (cf. avec 27) qui donne ==k pour le
systeme (33) est identique avec celle qui donne % pour le systéeme (2).

Etude du systéme (I1),

17. Nous avons icl

x  plt—dcenue+ g1+ )snudneu

(34) e rsnoe 48 ’
y _plh4+dene+ gt —ienudnu £ msn*u-+n
s rsntu—+s ’ 3 rsnfu 45

xr v , . o e
Portons ces valeurs de =+ —. - dans les équations (1); il vient, en

remplagant dn®« par &* + Ii*cn®u et sn*u par 1 — cnx,
— fiprentue + 4ig*T1 —entu) (A" + k%cntu)
—b[(ren?u 4 s)—(mentu—+ n)?} — ad(men*a + n) (rentu +s) =o,
Aprentu+ 44 (1 —enu) (K'* + Aen?u)

—e[(ren?u 4+ 52— (menu + a2 —2h(mentu +s) (rentu+s) =o,



II[} R. DE MONTESSUS DE BALLORE.

et, en exprimant que ces équations sont des identités,

Lig*k®*— b(s*— n*) —adns=o,
(35) — hip?+ 4iqg (k2 — K?)— 2 b(rs — mn) — 2d(ms + nr) = o,
—Qig* 2 — b(r*— m?) — admr = o3
4q2h'*—e(s®— n?) —2ens=o,
(36) 4p*+ 4q*(K*— k') —2e(rs — mn) — 2 /i (ms 4 nr) = o,
—hg*h2—e(r2—m?*)— s hmr = o.

Ces systémes sont analogues aux systémes (15, 16) et nous allons
les traiter de fagon semblable, en nous préoccupant surtout de

. AF T ' d P lutd i, yo s
former U'équation qui donne k, ou plulot 7> Tous verrons quici
k est imaginaire, contrairement & ce qui a lieu pour la représentation

par les fonctions snz et cnudnu.
Eliminons ¢* entre (35', 35%), puis entre (40', 40*). 1l vient

S — b[R2(s?— n?) + A2 (1 — m?*)] — 2d(nsk*+ mr ['?) = o.
{ —e[k2(s>—n2) + L2 (rt—m?)] —2h(ns 24 mr k'?) = o,

ce qui suppose

_ k(s?—n®) + k' (r2—m?) = o, ns k=4 mr K'* = o,
ou hien

k? ri—m?: mr
(37) — B o T — o

27T g2 pt ns
1° Nous pouvons verifier les équations (37) en écrivant

n $ NS
(38) ’-)—l-:-;::@’:(-,:;

les équations (35', 35%) se réduisent & 'une d’entre elles, (35%) par
exemple, et, semblablement, il est inutile d’écrire (36'), si I'on
écrit (36°), ce qui réduit (38) les systémes (35, 36) & celui-ci :
[ —4igt A2 — b(r*— m?®) —a2d mr — o,
A A
—2ip?+ 20q? (K*— k") — I)(r’—m‘-’)iT —oadmri— =o,
—Arlkr—e(r2—m?)— 2hmr = o,
!

g 0
apt2q?(B2—A2)—e(r2—m?)i ,/i- —2hmr l'-/-'- =o0;

(39) ‘
( T
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(39', 39*) donnent
— b(rr—m2) —a2dmr=\4ig*\?,
' [—o(r2— m?) — 2(101/']% =2p— 243k — k"),
d’ou |
(40) 2iq2 kk' = p*— q?(k*— K'*),
D’autre part, (39°, 39*) donnent
2@k =— ([ p*+ q*(k2—£"?)] 7\/‘-—,1
d’ou
2igt kk' = p*+ g*(k*— k'?),

relation incompatible avec (40).
2° Nous pouvons aussi vérifier les équations (37) en écrivant

(41 m=r0, §=—nb,
d’ou

(4) k2 mr et

) KT ps T
el
ni

792 . .

(43 M=

Ici, les systémes (35, 36), on il n’y a plus lien d’écrire (35°, 36%),
sil’on tient compte de(41, 42 0w 43), seréduisent & (35', 352, 36', 36%);
on a ainsi le systéme réduit

YR K2 — b(s*— n?) — 2dns = o,
(40) — 26+ 22 (A2 — A'2) — b(rs — mn) — d(ms + nr) = o,
A

hePl't—e(s2—n?) — 2h ns = o,
2pt+2q (M2 — k") —e(rs — mn) —h(ms + nr) =o.

Nous avons (41), comme au n° 13,

st-— nt= n?(92—1), ns = — n%4, rs-—mn=—2anrs,

ms + nr = nr(1— ),
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et les équations (44) deviennent

higPh" 4 Dn2(1 — 6%) -+ odn?6 = o,
—2pit+2ig (k2= K2+ 20 nr§—drr(1— 62)=o,
Gk 4 en*(1—02) - 2hntb=o,
2p2+ 2} (M2— A2y +2enrf—hnr(i1— @)=o.

(43)

Eliminons ¢* entre (45', 45*); nous aurons

b(1 — )+ a2d8=ie(1—6*) + 2ih0,
(46) (—b+ie) 4 2(d— i)+ b— ie =o,
équation qui donne § (¢f. avec 25). Le systéme (45) peut, dés lors,
étre réduit a celui-ci, ot (45)” est remplacé par (46):
—2ip?+ 2ig* (k2 — A"y 2bnr—dnr(y — &%) =o,
bq*k'*+ en?(1—0%) +- 2~ n24 = o,
2p?4 292k — k'%) 4+ 2e 020 — hnr (1 — 0*) =o,

d —

ih . .
| 2 A
ol nous allons remplacer 1 — 0% par 2 ———(40), ce qui donne

— Pt i (k2— K'Y+ nr <b ~11M> 6 =o,

— b+ e
d — th
2 .12 2() -
(47) 2¢° k"2 + (e > ie+/‘>” 0-=o,
d—th
2 2( 12 ! )
Prqt(k T /*)+nr<c—-—h-————b t.e>9:

Eliminons p* entre (47', 47*); nous aurons

2ig? (A2 — h'?) + nrl b+ ie+ (d+ih)d“"‘] f=o,

. b—le
ou bien
. b+ ¢+ d*+ I?
27 /2 __ l./g N —
(48) 20q2 (k% — A'2) + i y— 7 ;
maintenant (47*) peut s’écrire
22k — e;i_ .bh ntf=o,

et, de I'élimination de ¢* entre cette équation et (48), il résultera

[ K2 n
l(-/‘—’-z _-l)(ed—bh);,‘ + B+ e+ d+ P=o;
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n K . , . . 3 . K
remplacons = parg (42); nous obtiendrons 'équation qui déter mine -
A /'2 y /v 2 9 2 /‘
(49) (ed — bla)F — b+ e+ d+ /a-)P — (ed — Lh)=o;
.2

ici, k;” se trouve étre égal a — k* de la représentation par snu
et cnudnu (27).

r , e e
La valeur de — est donnée ici (42, 49) par

2
(ed — bh):'T§ ~i(bﬂ+ee+d2+h2)£ — (ed — bh) =o;

,-2 .
= a donc les mémes valeurs dans la représentation par snu,

cnudnu (27) et dans la représentation par cnu el snudnu.
On avu qu'il en est de méme de 0 (46, 25).
Mais Uintérét de la représentation qu’on vient d’étudier par cnu

et snudnu est médiocre, puisque (49) /L,, donc aussi k, est imagi-
naire.
Etude du systéme (111).
18. Nous avonsici
— fép*dn2u + fig*sntucntu
—b[(rdn?u—s)*— (mdnzu+ 1)l —ad(m duu - n)(rdn?u +5) =o,

(ho)
4prdniu + 4q*snucnu
—e[(rdn2u—+s)2— (mdn?u+n)?]—2h (mdn2au—n)(rdnu+s) =o.
Or
. 1t —dn2u . — k24 dntu
sn® i = ——» entu = ———m——;

ce qui permet d’écrire les formules (50)

— fip*dnu+ 471?--(1 — dn?u) (— A"t 4 dn2u)

— b[(rdnu +s5)*— (mdn?*u + n)?*] —2d(mdn?e + n)(rdn*u + s) = o,

i

4p*dnie + ['TZ:(I —dn?u) (— A"+ dn?w)

—e[(rdn?u + s)*— (mdn2u+ n)?) —2h(mdn*eu+ n) (rdne +s)=o.

Journ. de Math. (7° série), tome II[. — Fasc. 1L, 117, 16
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Exprimons que ces équations sont des identités; nous aurons

-——[giq"g — b(s* —n?) —adns—o,

(51) —jip*+fig? H/_l—‘/',i —ab(rs —mn)—ad(ms+ m').: 9,
— 4;:22 — b(r2—m?) —admr=o;
-4 q I;./f — e(s? —n?) —a2hns=o,

(52) S4pt Hh g [—*/:,./'Je—-ze(rs—mn,)-—a./a(ms+m'):o,
——-/i/-:-,;i — e(r*—m?*)—2hmr=o.

Eliminons ¢? entre (51, 51*), puis entre (52', 527) :
b[(r2— m2) "% — (s* — n2)] + 2d(mrk'*— ns) = o,
e[(rt— m2) A"t — (82— n®)] 4+ 2h(mrk’?— ns) =,

équations qui supposent

(rt—m?) k" — (s*—n?)=o, mrk'*—ns = o,
ou
.. §*— n? ns
(33) = ——— = —
r-—nm- mr
1° Ces équalions sont vérifiées si 'on pose

n=m?, s=rb, Mr= 4",

mais il est facile de voir, comme pour les systémes (I, IT), que cela
conduit & deux relations contradictoires, qui seraient

g(1+ K')=pk, g(r=+ k') =ipk2.

2° Nous pouvons aussi vérifier les relations (53) en prenant, comme
précédemment,

(GX)) m=rh, s=—nb;
ici (53, 54),

(35) = 2
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et les équations (51, 52), ou il n’y a plus lieu d’écrire (51°, 52%), se
réduisent (54) &

.12

-—!;iq2%- + bn?(1 —0%) 4+ 2dn?l = o,

3
— 20p*+ 24g* 173 +2bnrf —dnr(i1—H)=o,
(56) m‘
—4q -/—;- +en?(1— ) +2hnd =o,
12
2p* +2¢° ! T + 2enrf —hnr(it—9)=o.
\

Lliminons ¢* entre (56', 56*); nous aurons
(37) (—ba-eYr+2(d—ih)8+ b —ie=o,

équation quidonne ) : ) @ la méme valeur que pour les systémes (1,11).
Le systéme (56) se réduit a

1+ A2

g ~-2(p*+ 20g? et abnrb —dnar(y— 6*)=o,
/ — e % +ent(1 — 6%) +2hn?*6=o,
2 g T A2 9 hnr 92. —
ap? +2¢q = —+ 2¢enr —hnr(i1—5)=o,
: llons rempl b2 d—ih g5y id
ol nous allons remplacer 1 — 0% par 2 ——— (57), ce qui donne
. ' - e ek ! d— ih .
— P Ut <b —d ———_b_—m) f=o,
- A2 d—ih 0l
(08) —2q —/‘-T +<e:_—-m+h>n€l._o,
2 A : /,_.‘_i_".—_ih_)g__
P+ ¢ nr{e— Tz, =o.

Eliminons p?* entre (58', 58%); nous aurons

&

. ., d—ih
2iq* ,4/:‘ +nr[b+ze+(d+zh)b_;:]920,

ou bien

. R Y e e+ diR
(39) 2 6

- b
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(58?) peut s'écrire maintenant

LKk ed— bh
6 2 —
(60) 242 iy e nt3=o

et de I'élimination de ¢* entre cette équation et (59), il résulte, en
. n ,

remplacant ¢ ~ par k' (55),

(61) (ed — bh )K" — (b2 + 24 AP+ 12) k' + ed — bh = o,

équation qui donne pour k' deux valeurs réelles, dont une comprise
entreo et 1.
Nous avons ensuite (54, 55, 60)

no_ i r__ i s q* 1kt ed— bh
(62) e n ;ﬁ—e’ T 2% h—1ie
et nous obtiendrons 2 en éliminant ¢* entre (58', 58”), ce qui donne
n
pr_ 1 (b—ie)+(d — i)t 0
nt T 2 b—tie

remplag:ons%par — %, (55), il vient

(b—ie)+ (d—ih)? 2

3 Pl
(63) T2 b— ie k'

Résumé concernant les quartiques o},

19. Il résulte de ce quia été dit (14 & 18) que, cn meosant alk
la condmon d’étre réel et compns entre —1 et + 1, les quar-
ligues 3%, qui ont pour equatlon

- y % — b(s2— ')y + 2d s,
! o2zy e (32— + 2hze,
peuvent étre représentées : 1° par les équations

x
pL—i)ysnu +qg(t-+Henudnu

v - H ¢

:/)(1+ s+ q(—denudnu  rsniu-4s  msniuA4-n’
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ot § et k étant déterminés par les équations

y (— b+ ie)6r+2(d—ih)b +b—ie =o,
! (ed—bh)k* — (B + e*+ d?+ h*)k + (ed — bh) = o,

2 2 2 3 » .
% Z—ﬂ’ ;:—,, %, ’—; le sont & leur tour comme il suit :

i —in\2 — 2 2 _
L’j:_l(b te)—+—(.d ih) ok ‘/—.—_--’-f-d—-—.b—’ie,
n? 2 b — e ! nt 2 e—le
2

(%:*kz, ®_igk, S=—y¢
n n n

et 2° peuvent l'étre aussi par les équations

x
plit—i)dnu—+ g(1+ {)snuconu

-

Y &

¢

pU+i)dnu+q(1—t)snucnw  rdn*u-+s mdniu+n’

ot b et k' étant déterminés par les équations

y (— b+ ie)§+ o(d—ih)0 + b—ie

=0,

! (ed — bh)k* — (b2 + € + d?*+ h*) K (ed — bh) = o;

g rr m s \
L,2,2,2, % lesont a leur tour par :
n n: n n n

P 1 (b—iep+(d—ih)* G P _

=2 b — e 7 n?
’ "o 1 m __i0 s _
,_-Il—'-’—._ﬁ’ Tk n- ’

__li‘_ eal—blz6
2 k't b—ie 7

et que les quartiques o) n’admetient pas d’autre représentation para-

métrique, en fonction de snu, cnu, dnu.

Il existe une troisi¢éme représentation paramétrique, et une seule
(17), si I'on n'impose plus & & la condition d’étre réel.

ThEorREME. — Il n’est pas possible de faire

disparaitre les imagi-

naires par un changement du tétraédre de référence.

Prenons, par exemple, la représentation par dnz et snucnu

qu’on vient d'écrire dans cette méme page

; chacun des rapports
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écrits est égal a celui-ci
s+ 7!

r m . s
- 42— )dn?u 4 - 4+«
n n n

]

qu’on peut écrire, si 0 =0, + 0,7, 0, et 6, réels,

5+ 7t

2
[ii+xi(9.+aee)]ﬂ¥+x—o,—//2i

Nous n’avons qu’une seule solution possible : » =0,/ et ce rapport
devient
3+ 2t

[— 616,— i(== 1 — 53)]

dn2u

/.,/ - 0]

ol les imaginaires subsistent.

Cuarrtre 1V, — Cas ou trois des cones du faisceau de quadrigues
deviennent des cylindres.

20. Nous ne pouvons plus employer les coordonnées tétraédriques
quand trois des cénes deviennent des cylindres puisque, dans tous les
cas que nous avons étudiés, les sommets du tétraédre de référence sont
liés aux sommets des cones faisant partie du faisceau de quadriques.

II est donc nécessaire de reprendre complétement la question : et
Uon verra que les résultats sont essentiellement différents de ceux
obtenus jusqu'ici.

Nous allons faire choix d'un systéme de coordonnées cartésiennes ;
nous prendrons Oz, Oy, Oz respectivement paralléles aux généra-
trices des trois cylindres du faisceau et nous placerons I'originc en un
point, quelconque, de la courbe.

On sait (*) que les cylindres (C,), (C,), (C,) ont des équations de

(*) R. bz Montessus DE BALLORE, Introduction a la théorie des courbes
gauches algébriques (Cours libre profess¢ a la Faculié des Sciences de
Paris), p. 4g. Paris, Croville-Morant, 1918,
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la forme _
(G)) cy?—ys? +2ey —285=o0,
(1) (Cy) az? .+ ysttade +285=o0,
(G3) ax*+cy? +2dx+ 2ey =o.

L’wun aw moins de ces cylindres est hyperbolique, puisque
(2) (—ep) (ap) (ae) =—a’cy* <o,

ce qui nécessite (ue I'un au moins des trois facteurs du premier membre
soit négatif.

Dans ce qui suit, jusqu'aw n® 24, nous supposcrons que le
cylindre (G,) est hypeirbolique, c'est-a-dire que

ay <<o.

21. 1° Les équations (1%, 1*)
y @rttcyt+2de +2e)y =o,

Pt 4yt 2dy 4+ 285 == o,

suffisent a définiv la quartique.
Posons

(4) }':7;;1‘;
I’équation (3') devient
axr+chtx +aod+2el.=o,
d’ou
51 52 . 2d-%—e?. _ 2(1—}—6?\
(31, 5%) TET A o Y= a+ech’?

portons cetle valeur de z dans |’¢quation (3%), préalablement ¢crite

ys+e=\Vet—y(az®+dx);
il viendra

/\- hva (+e)\) —4d _({+—e'
/“_*_"'\ ST e oy Taxear®

(3%) ysH4e== Vet(n+ed2p— g y(d+ehy(a-+cr?)—hay (d+ed?);

a+ ¢t
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Pexpression qui tigure sous le radical peut s'écrire
[a(n + c)?) — %(d—i— 57‘)]’ — (éd s + 4a’y> (d+ ed2)*;

elle peut donc étre mise sous forme d’une différence de carré si
(6) y(d?y + ac?) > o.
2° Les équations (1', 1*)

cy? —ysi+a2ey ——2¢e3=o,
azx?+yst+adr +2e3=0

(7)

suffisent, tout comme les équations (3), a définir la quartique. Posons
(8) i Yy = s 5
il vient (7')
cN2s 4+ ys +2el —a2e=o,
d’ou nous tirons
e—el e—el

IRy A vy L

(3]

portons dans (7?), préalablement écrite,

ax +d=\d*— a(yst+ 2:3);

il vient

- 7\ g — )\/
ax+d—\/a-—.|a/ © e;,l> —[.as_/_ﬁ;,
ax+d:-——-—Y—c),ﬂm}/—cl”)—Aas(s—el’)(y——c?.'ﬂ——éay(s——-(:7."-’)‘-';

ici, I'expression sous le radical est une différence de carrés si
(9) ' a(d*y + as®)>o.
L’inégalité (2) montre que l'une, et une seule, des deux rela-

tions (6) ou () est toujours vérifice.

22. Admettons, pour fizer les zdees, que Pinégalité (6) soit véri-
fie. Dans ce cas, l'expression qui figure sous le radlcal de I'équa-
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tion (3°) est une différence de carrés et nous pouvons écrire

I
T a+ck?

(10) 75 +¢ V(PR QA+ R) (P2 + Q1.+ R,

« et y étant déterminés en fonction de A par les équations (5') (5%)

(Il) x—__gd_i-_e?;. y—_z.‘_ii_gl_'
- a—+ ch®’ < a-+cit’”’
Posons
(12) Y?=Pk+ Qi+ R,

et soit A, une racine du second membre de cette équation, de telle
sorte que
0=Pl4 Qho+ R;

nous aurons, en soustrayant l'une de I'autre les deux équations qu’on
vient d'écrive
Y.Y = P 70) (= 7o) = Q1 — Do)
posons encore
Y=p(r—1);
il vient, en portant dans I’équation qui précéde,
et nous avons, pour déterminer Y et A en fonction de ¢, le systéne

i Y= p]:—-‘hop,

| oY — PL=Ph+ Q.
ui donne pour A et Y des expressions de la forme
q p

. S5+ 85,p?

(13) A= £ Y = St

> a2 ’ T 2
P—p PP —0p

.

Portons ces valeurs de 4 et Y dans (10), que la relation (12) permet
d’écrire

o s — Y J/PT ) T
/‘\+°_a+c7‘?\\/l N4+ QL+ Ry
il vient
. _ 1 S:;p 3 S]""‘S-zpz 2 'Sl+sg\92 '
75+ E= (S,-l—-Sgpe)z l’-—pz\/l < P — 5t +Q P—gt + R,
a+t+c|\—~—w—— !
P—p?

Journ. de Math. (=* série), tome If[. - Fasc. I, 1917, 17
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S:i?
a(P —p*) (S, + 38,5°)?

SPT(S, + Syp2)2 4 O (Sy+ S:20%) (PP —p*) + RI(P —p*)h,

(14) R A

23. Exprimer ¢ et la racine carrée du polynome qui figure sous le
radical par les fonctions elliptiques snu, cnu, dnw est un probléme
analogue & celui qui a ét¢ étudié au n° 6.

On y parviendra cn écrivant, selon les cas,

o=lsnu, o==hcou, p=lydnu,

el en choisissant /2 ou //,, ou /i, convenablement.

La suite de cette stude (n™ 24-37) indiquera les modalites du
caleul.

Soit d’abord

o=/lsnu;
v s + ¢ el seront de la forme (14), (13)

Sy snucnwdnu S+ S, h*sntu

13) s +eg== ’ ; — 1= e —
()7 «(P—*sn¥u)+c(S,+ S, it sn’w)’ P— ltsnte’
en second lreu, si

s==lcou,
vz + zel asonl de la lorme
e s S, enusnidnu 3 S+ 8,43 en?u
- c = . — —-‘—T'P—_‘
/ a(P — htsntu) + (S, + S, ? cniu)’ P — ftente

la relation

cnyg =1 —sniu

rend ces expressions identiques aux expressions (15).
De méme st ’
p = hydur.

Les cxpressions (15) de vz + ¢ et de A sont donc les seules qu’il y
ait licu de considérer. 1l en résulte que x, y (11) et Y= + € sont de la
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forme
Ty sntu+ mysndu 47 v.osnt 58N .

LY 2’ 3 ‘,___/,, VU Y2 SNEU A=Y

T 9 ) —
(16) oy SNY e - mysniu oy oy SNt - wysniu + oy

1 . :
Tsnucnudoe
434 e= .

oy SN Wy SN -y
Je vais établir, dans la suite de ce Chapitre, la correspondance

entre les quantités =, 7, o, le module & et «, ¢, o, ¢, v, z. Elle ne
nécessite pas l'introduction d’imaginaires.

Réduction du systéme (16) et conditions de réalité

™ Ty /3
de — 5 —, Q? L"
0y )y My h)y

.

24. Les valeurs (16) de ., y, 5 comportent dix paramétres : le
module A et le rapport de neuf des quantités =,

Ty Ta Ty YAY '/'21 YATEEOIE a, iy

a la dixiéme, qui sera »,. [.es quantités & déterminer sont ainsi

. < 1 T2 =3 7.1 12 YA o Giy
ki —, — =, = &, £ L, —5 .
0}y (O 1)y [T N 0)a o)) g 1y

Nous calculerons d’abord

™ et YAl ya
- - - _—
1)y My 1)y [
. ' . y ) ) 3 . ~ .
Aprés avoir délerminé '—)—‘, '——‘a il nous suffira d’écrire
a0,y
s [a% )y )y My (O ), ) "y )y "y [an

pour connaitre les expressions de

ki Ty Al YA
- - - —
), "y )y 1)y
. . ~ [AF
NOI]S [)Oll\’OIlS remarquer quc les inconnues /u', e 'L-f sonl att
), 1

nombre de 10, tandis que les équations (1) ou (3) ne comportent que
six paraméltres.
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' Remplacons x, Yy Y5 +¢ par .leursl valeurs (16)' dans les équa-
tions (3), aprés avoir écrit I’équation (3?) comme suit

0

1 €
-7-(*/5—!- eVl +ax*+2dx — Z =o.

Il vient, en remplacant cn®u, dn®« par 1 — sn*z, 1 — k*sn’u,
S a(mysntee 4 Ty sntu - T)2 4 e (SNt yasnTu + ,)?
+ 2d(Tsnfu + Tosn?u - ) (0 SNA L+ @y SN2+ o))
+ 2.e(y1 SNt 1 + 5020 + vy) (0 SN*U + 6y SN2 4wy ) =0,
1 ’ )
1 == sn2u(r-—sn?u) (1 — Kk sn2u) + a(m sn*e + masn?u + 7, )?
+ 2d (T sntu + 7y S0+ ) () SN e 4 65 SN+ 63
2

£ * 2 2 —
— — (o sn*u + oy snu + w3)? = o.
7

Exprimons que ces équations sont identiquement vérifiées, ¢'est-
a-dire que les coefficients des diverses puissances de sn sont nulles;
rous obtenons les deux systémes

[ anttcyi+admm, + 2ey,m, =0,
AT Ty CY1 Y+ d(Tyoa = Tawy ) =+ e(7 0, + Y203 ) = 0,
(1) / (T + 27, Ty) + c(43+ 27073)
/ + 2d (T 003+ T30, = Ta3) + 2€(7, 05~ 75W 1~ 7a0) = O.
ATy T+ CYayn+ d(Ma0y + T300,) + €(/1 05+ 7a0m,) = 0,

ami+cyi+ 2drym;+ 2€y30,=0;

52
an?+admim — 7/-!.)? =o0,

9

LI &=
— 2 am T+ d(R A Tam,) — — g 0,77 0
2 ,/ 1 )

Y

1, e
(18) { — :/— A2 a(Ti+ 2T Ty) -+ 2d(T 00y + Tyo Ty — 7 (0} +2m,m) == 0,

T, g?

— T AT T+ (M0 =+ T300,) — — 6wy = 0,

27 7

’ e
an; + 2d 0, — — 0 = o.
! 7
Posons
m= L), M= lym,, T3 = lzwy,

(19)

YT My, Vg == Ny 00y, YT M0y
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les équations (17), (18) deviennent
[ ali4+cml+2dli+2emy=o,
allly +cmym,~-d(l,+ 1) + e(my+ m,) =o,

a(lioid 24 L0,0;)+c(mind+ 2m m;n, n;)

(20)
+2d(Limywy+ Lo o+ Lon?)+2e(m w03+ mym e+ mynl) =o,
alyly+ cmomg+ d(ly+ 6;) + e(my+ my) = o,
L ali + cmi -+ 2dl; 4 2¢emy=o;
8'2
ali+2dl,— - =o,
2 S &?
-;—.;T‘/('-i— al looy oy + d(4 4+ 1) 0, 00— 7 My 63 = 0,
——i—(l+/-")+a([.'§mfj+211130),0);,)
(ar) {7

.2
Hod (Lo +limymg + Lin})— :,/—("'?E“‘ 200, 0) 7= 0,

1

4

[ &

2 aly ooy +d L+ L) wymg — %/- 61a3== 0,

w

aly + 2(113—--5:/: =o.

25. Les ¢équations (21'), (21°) déterminent /,, /,, & cela prés que
l,, {, sont simplement assujctlis & étre racines de

2

(22') (1/"+2dl—fl7:o;

la discussion de ce point prendra plus tard une large place de
celle étude.

De (20') retranchons (21'), et de (20°) retranchons (21°); il en
résulte que m,, m, doivent vérifier I'équation

a

o
(222) cem?* +2em—+ — ==o0;

@ ce propos encore ane discussion importante aura lieu.
Les conditions de réalité de 1, et l,, m, et ny sont (22'), (222)

22
&

(23) (l2+(1£.—;>0, a*—c¢— = o.
/ /
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_ Reportons-nous aux équations (1) qui définissent la quartique.
Ecrivons-les
—y(ey+e)l+c(ys+e)+ A =o,
S v(ax+d)P+a(ys +¢)+A,=o.
clar+dP+a(cy+e)+ A, =o.

(°4)

oli I'on a posé
(23) A =yet—cst, A= —az*—yd?, Ay =—ed* — ae?;

on sail que A, A,, A, sont les discriminants des coniques (24). /ls
vont jouer un réle fondamental dans ce Chapitre.

Dés maintenant, ils s’introduisent dans les conditions dec réalité (23)
qui peuvenl élre écrites, en les multipliant par v,

/(9 +as?)>o, (76— cg2) >0
ou '

(26) —vA,>0, 7d,>o.
Montrons que ces conditions de réalité (23) sont vérifices si

a>>o0 - avec <0 ot -/>n,
(27) . ou bien

a<Co avec >0 et 7 <u;
en cffet, les équations (24', 24*) peuvent élre Cerites

(| — ey e+ cp(ys+e) -4, =0,

| lax+dP+ay(ys+ )32+ A= o;

la réalité des cylindres représentés par ces équations, qui va de pair
avec la réalité de la quartique, cxige :

ln ‘\'i
>0, ¢ < 0, 4 >0, d’oiy cy <o, >0,
(/[ll,‘
'/A,>(), /A< 0;
20 S/
a << o, ¢ > o. y <o, d’otl encore vy <o, ty =0,

que, a nouveau,
yAI>0 7A<o;

ce sonl les conditions ( 20).
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26. Mais,a, c, v peuvent avoir d’aulres signes que cewr indigués

(23) et il nous est nécessaire, ¢ ce propos, d'eavisager non scule-

menl les formules (16), mais aussi les formules obtenues par per-
multalion qui vont Suiere,

1" Posons, au liea de (16),

( Tosnte + mysnlu 4+ Ty ssnucnudnu
== - = s cy +e=—= h < )
(:8) 5y SN* I+ 0y SN 1L - Oy 0)y SN~ 63 SN2 U+ Gy
" ;
( L asntu = yasnfu 4y,

0 SNt + G, SN U+ o)y

et portons ces valeurs de .z, cy + ¢, 5 dans les équations (1%, 1"), qui
sont
\ ax®+ ystt2dax +2:5=o,

B e?
| Z(chv—i—e)z—i— ax®+ 2ds — - =05

il vient
W(T SN+ Ty S0l b Ty ) ( sab e g st ek )
+2d(ﬁ| Sn‘ll+ngs|‘2(,+l—_3) e ((o)‘ SN U+ s SN2 U —+ b))
e (g SN U A SR - 7)) X (g Sntu 4 waSniu 4+ o) = o,
VA |
-5?" sntu(1—sn?w) (1 — A*sn?u)

+ a(mpsnte -+ mysntu+ ) 4 ad(w snfu + T sne + my)

eZ
X (0 SRt - Wy s+ mg) — — (@) snte 4+ wy sn?a + w;) = o.
¢

lzgalons & zéro les coefficients de sn*« et les termes indépendants
de snu; il vient

o ‘l-.ll —~+ '/'/.;" -+ 2d7‘.‘] s}y -+ 237'1 0= 0,

l,'2

rlr';’-i-zdn,w.——?m",’:o,
- ogep2 - D g, —_
awh+ 73+ 2dnse+ 287,03 = 0.

2
¢!
and -+ 2dmyoy— - wi=o,

de sorte qu'en posant, comme précédemment (19),

| Ty l,ml, T == /.2(:)-_), Ty== {33,

== My o). Y= My 0y, Y3 = M3y,

—tm
N
-
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L, l,, m,, m, seront déterminés par les équations

“ al’+ 2dl—-e—-—_-o,
. c

( alt+ym®+ 2dl+-2em=o
ou

> a

e? ¢
(30) alt 4 ndl—?:o, y e+ 2EM 4 — =o.

Ici, les conditions de réalité sont

.  ae? et
d*+ — >o, gty = >0,
¢ c
ou
c(cd*+ ae®) > o, c(cet—ye?)y > o,
ou encore ( 25)

(31) —cA; > o0, —cA>o.
Scrivons les équations (24, 24%)

{ —ye(ey+e)+ c2(y=+ &)+ cd =o,
l Alax+d¥?+ac(cy +e)+cd;=o.
Siyc <o, @a:> o, la réalité des deux cylindres exige que les condi-
Lions (31) soient vérifiées.
Les formules (28) conviendront par conséquent, a l'exclusion des
formules (16), si
(32) a>o avec ¢>o0 et y<o ou a <o, ¢<o, 7>o0.

2° Posons, au lieu de (16) ou de (28),

Tsnucnudnw mysnia + masntu +
cr+d= =

/

E E ) — Y 9 b
(33) w, snte ++ w?snu - oy T T ey sniu + masntu + oy
g

__ fasntu 4 yesntu 4 gy
5= - = -
my SNt U -y SN2+ Oy

et portons ces valeurs de c.v + d, y, 5 dans les équations (1', 1*), qui
sont
( cyt—ysi+2¢y —2es=o0,

2
& =oi

1 ,
? E((1$+(1)3+732+ 2835 —
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il vient

; c(mysnte +mysniu 4+ ) —y (g 80t 4 yasnta + yy)?
+ac(m sute + mesn?u + 1) < (g sntu 4 mgsn?u + g

—ae(yysntu 4 yasnu + y3) X (mysutu 4+ mysnPu + oy) = o3

t
‘ —snta(n—sntu) (1 — k® sn2u)

“+ (asntu 4+ yysnu + yy) 4+ 28(y, snte + gy sntu 4 )

3

. : d , :
X (mysntu 4 my sndu 4+ 03) — " (o sn*ee + wg sn?rr + 613)2=o.

Exprimons encore que les cocefficients de sn*« et les termes ind¢-
pendants de snw sont nuls :

Cemi— i 20Ty — 2€, 0, =0,

CTy — Y73+ 2eTywy— 2830y = O,

' . dz
! I 28— — ®m;=0,
' es? P a T — 5.
! //,3‘*“2.:/'30)‘—‘ '?(— W3 =0,

ici, m,, m, d’une part, /,, I, d’autre part, sont racines des équations
2
JyMmiP=2em— — =o,

cl4oel ——=o
€

ce qui donne, comme conditions de réalité,

) £l .
g y— >0, e +c— > o,
a a
ou
) a(as4-yd?) > o, alac? - ed?®)y > o,
ou encore (25) ’
(39 —alA,>o, —ad; >0,

Les équations (242 21*), écriles

(ay(ar+d)+a*(ys +:)+ad,=o,
| aclaz +d)+ a*(cy + )+ ad, = o,

Jowrn. de Math. (¢ séric), tome 1L — Vasc. 11, 1917. 18
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exigent, pour la réalité des cylindres qu’elles représentent, que
ad, <o si ay>o et ald,<o si ac>o:

donr les conditions (33) sont vérifiées st

ay >o0 ou ac > o,
ou bien si
(35) #w>o0 avec ¢>0 e y>o0 ou a<<o, c¢<<o, y<o.

Par conséquent, la représentation (32), a 'exclusion des représen-
tations (16) et (28), convient si les conditions (34) sont vérifices.

27. Formons le Tableau des différents signes que peuvent avoir a,
¢, v et indiquons dans chaque cas les formules a4 employer et qui sont,
en se reportant & (27) pour les formules (16), & (32) pour les for-
mules (28), & (35) pour les formules (33) :

Signes de
——— e — . Formules
a. c. Y. i employer.
1..... -+ + + (33)
2., ... + ~+ — (28)
3..... + — -+ (16)

(361 { ho.... -+ — — Voir form. (3-,)
§..... — -+ -+ Voir form. (35,) (")
G..... — -+ - (16)
T, — — -+ (28)
8..... - - = (33)

Rien n’est spécilié pour les cas 4 et 5.

10 Cas de
Formules
4 employer.
\ I.Si A;<o, A;,>0. ona 7A > o, 7A:<<o (16)
(3.} 2.8 A>o0. Ay>0, ona —cA>o0, —cA >0 (28)
/ 3. 81 A, <o, A\yj<<o, ona —alA,>o, —ad; >0 (33)

(') Les formules (37,) sont placées dans le texte aprés les formules (3g).
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Il ne peut pas se présenter de combinaisonsautres que (375, 37,,37.)-
> A : M :
Formons en effet le Tablcau des signes de A, A,, A, et inscrivons
dans la derniére colonne la combinaison (37,) correspondante :

Signes de

. —— Combinaison (37,)
a. A, A correspondante.
| -+ + + (373)
2. . -+ -+ — »
3. + — + (374)
(38) h ......... + — - (37%)
D, — + -+ (370
6......... — “+ - (374)
T ... — - -+ »
. —_— — —_— (3731)

Il subsiste, semble-t-il, les combinaisons (382, 387).
Or, ces combinatsons ne peuvend pas se présenter, Yo effet, A, A,
3, sont liés (25) par la relation

(39) adi—cA,+yA =0
et, puisque a > o, ¢ < 0, Y < 0, on aurait (38%)
A, > o, —c¢A, > o0, 1A, > o0,

ce qui est incompatible avec (39).
La combinaison (387) donnerait de son c6té

alA, <o, — ) <o, A <o,

ce qfui est encore incompatible avec (39).
2® Examinons maintenant le cas de a <o, ¢ > o0, v >0 (36%).
Nous remarquons que :
Fovmules

a employer.
1. Si A;>o0, Ay<<o, ona 74, >0, yA,<<o (16)
(370) © 2. Si Ay<o, Aj<<o, ona —cA>0, —cA3>o0  (29)
t 3. Si A> o: A;>>0, ona —ald; >0, —ald;>0 (32)

Formons encore le Tableau des signes de A, A,, A, et inscrivons dans
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la derniére colonne la combinaison (37;) correspondante :

Signes de
—— e —— Combinaison (37,)
AL A . correspondante.
1......... -+ + + (373)
2. -+ + — »
... —+ — + (374)
(4o) , ool —+ — —_ (37{,)

LK T — + -+ (373)
6.0 — -+ — (37%)
A b e -t- »

... ... .. —— — — (37%)

Il reste les combinaisons (40?) et (407 ); puisque (39)
ald, —cd;+ 7A = o,

ces combinaisons ne peuvent se présenter; on le verrait comme tout a
Cheure, en répétant ce qui a été dit a propos du Tableau (38).

28. Coxcuusion pour £y, Uy, m,, m,. — Ces quantités sont loujours
réelles, sous condition de choisir celles des formules (16, 28,33 ) qus
sont spécifices dans le Tableau (3G), complété pour les cas (36%, 36*)
par les Tableaux (37,, 375).

Il est évident que sous condition de permuter convenablement entre
clles les lettres x, y, =, on peut toujours s’arranger de maniére a ce
quc ce soient les formules (16) qui conviennent : Nous supposerons
qu’il en est ainsi dans toul ce qui suil.

s . . T T2 Ty L1 7 VE
Détermination de =, =2, 2, YAl Q, AR
w0 B Wy 0 W Gy

29. Les quantités (1)

w

Ty, vk

L2 = m,

(5]

-
1
]

sonl déterminées par les relations (207 20'), n° 28. Ecrivons a nou-
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veau les formules (202, 20%) en les mettant sous la forme

(41 % (ali+d)l,+ (cm 4 e)my+ Al + em, = o,
4

(aly+d)ly+ (emg+ e)my+ dly + emy= o.

Nous obtiendrons, en les ajoutant ensemble, et en les retranchant
'une de I’autre, deux équations qui vont étre fondamentales pour ce
qui suit

(42) la(ly =+ l3) +2d) b4 [c(m+ my) + 2¢]|m,
+ d(l+ ) + e(my+ m;) = o,
(43) (aly-+d) (4L — &) + (cmy+-e) (my— m;) = o,

D’autre part, nous supposons essentiellement que les équations
(22', 22%), dont L,, I, el m,, m, sont respectivement racines, ont
chacune leurs dewx racines distinctes; car si les racines de ( 21')sont
égales 'une a I’autre,

=2
d"-}-afi/« ou (25) A,

est nul, ce qui fait que le cylindre (1*) se décompose en deux plans, et
la quartique en deux coniques, cas dépourvu d’intérét.

De méme si '’équation (22?) a ses deux racines égales, c'est le
cylindre (1') qui se décompose en deux plans.

1° On ne peal avoir

1 # avec ney =,
Dans cette hypothése en effet (221),
d 2e
L+ = —, my -+ my—=— —,
. a c

et I'équation (42 ) se réduit a

2dt  2e!
T T ¢ T %
ou (25)
A;= o;

ce serait alors le cylindre (1*) qui se décomposerait en deux plans :

2° I, et-l, ne peuvent élre égaux a une méme racine de l'équa-
tion (22'), si m, et m, sont aussi égaux & une méme racine de (22*%);
autrement dit, les racines de (22') étant distinctes l'une de U autre,
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* 3 . . R y 22
ainsi que les racines de (22*), selon I'hypothése faite, (d2 +a % # o,

) & .
¢ —¢ 7 %+ o), on ne peut avoir
{ =1, my=img.

Nous allons voir que, §’il en était ainsi, A, serait encore nul.
L’équalion (20") peut en effet étre écrite

af alyly+ cmymg—-d (L + l3) + e(my+ my) | o, 05
. + (ali4+cml+ 2dl,+ 2emy)wi=o;
Sl
! g? g2
L=, my=nm, kd’z-i- a=#o, ¢t—c— £ o),
/ /
o1 a
alily-+ emymy—+ d(l + ) + e(my 4+ ) = (al’ 4 2dly) + (cmi + 2¢emy)

ou(22', 22%)
alyly+ cmymg+ d (L 4 1) + e(my+ my) = 0;

I’équation (20°) devient alors

(all4cmi+ 20l + 2em3) ;=0

ve

w, = o impliquerait T = o (21*) et Y3 + ¢ = 0 (16) ; donc, dans notre
hypothése,

(44) al} + cm? 4 2dly+ 2emy=o.

A cette équation nous allons adjoindre celles-ci (22', 22%,41') :

!

>

EL
ali+2 di,— — = o,

(45) ) €2

cm? 4+ 2cmy+ — = o.
7
. (i d) g+ (emy + e)myg+ dly + emy = 0.

a. Combinons d’abord les équations (44, 45', 15*) en ajoutant
ensemble (45', 45*), ce qui donne

al} + adl; + em? + 2emy=o,
et en retranchant I'équation (44) de celle-ci ; il vient

(46) [a(Li=hy+-2d] (L — L) +[c(my+my) +2¢] (my— ) =o.
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h. Combinons ensuite les équations (45', 452, 45*), dont la der-
niére n’est pas encore intervenuc, en retranchant de (45") P'équa-
tion (46), combinaison de (44, 45*, 45%), ce qui donne (44)

| (aly+dYly—aly] + [(em| -+ eymy— cmi] — dl, — em, = o,

ou
a(lil,— 1Yy +c(mumy— m3) +d(l,— 1) + e(my—m) =o.
ou encore
) (aly+d)(la— 1)) + (cmy+e) (my— my) = o,

¢. Nous pouvons écrire | ’équalidn (46) de la maniére suicante :
(aly 4+ d) (L—14) + (aly+d) ([, — 1))
+ (cmy+¢e) (ny— my) + (cm,+ e) (my—m, = 0);
donc (47)
(48) (aly+dY(L— 1) + (cmy,+e) (ma— m,) ==o0.

Retranchons (47) de (18); il vient

ally— 4L+ c(my— m )= o.

Lh—1, \* c,
my— m, @’

portons dans (47), écrite préalablement,

d’oll nous tirons

) (aly+ d)? (lg— ) == (cm, + e)* (my—m,)?;
il vient
(@34 2adli+ d*)c+ (c2m}+2cem; + e?)a=o,
[a(al?+2dl) + d*)c + [c(ecm?+2em)) + e*]a = o.

2 22
(ae_ +d‘-’>c -|—<—ni +e1>a:o.
7 7

d*c¢ 4+ fa=A;=o.

ou (4))
ou encore (25)

Nous avons remarqué qu’alors le cylindre (1*), dont A, est le discri-
minant, se décompose en deux plans.
3° It ne reste donc (43) que deux hypothéses possibles : ou bion

1, F#1,, My = Py,
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ou bien
I, =1, my £ mg,

Nous allons les étudier et rnous verrons que Uune ou U'autre convient,
suivant les cas.

30. a. Cas de
(49) {1, my= my;
ici (45)

ad &2 » &*
(50) l,+13:~7, iy =— —, cmi--2em 4+ — =1.
. {

[’équation (43) donne

d’ol

(5]) /2::—_ .
Portons cette valeur de /, dans I'équation (41'); il vient

— (al,+ d)%i + (emy+ eYym, + dl,+ e == o,

— d*+ a(enmy+ e)m, 4 aem, = o,

. dt— aem,
(92) My = ———— .
a(en, ~+ )

b, Cas de

/=1, m, 2 my;
ici (45)
3? 2¢ 2!
(53) al? +2el,— — =o, My My = — —, mym, = ——
: ¢

(,"/

L’équation (43) donne
cmy+e=o,
d’ou

2

4
(54) my=— —;
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portons cette valeur de m, dans I'équation (41'); nous aurons

(aly+ d)ly— (¢m.+ e)%—&- dl,+em,;=o,

¢(aly+d)l,—e* + dely = o,
e*— cdl,

35 ly = ——— .
( ) 2 C(al|+ d)
3 . T Y&
31. Risume concernant by, Uy, l,, m,, mq, my ou =2, -y £2
< [OT [OT

1° Ou bien [, et I, sont les deux racines différentes de I'équation

alt + 2dl — £ =0
7

et alors m, m, sont égaux & une méme racine m, de I’équation

2

62
cm?+ 2em + 7 == 0;

dans ce cas
dt— aem, _

“pn d
;()l P §y —_ ——
(561) ¢ a’ "= lem, + e)’

mais on peut prendre aussi (41?)

d*—aemy

My= ———— 3
2T a(emy+e)’

2° Ou bicn m, et mq sont les deux racines différentes de 'équation
2
eml 4 aem +7/ =0

et alors /,, /, sont égaux & une méme racine /, de I’équation

alt+adl — = =o0;
Y

dans ce cas

s et — cdl
(562) l,— m, My= —)
et 'on peut prendre aussi (41, 2)

[ — et —cdly
S C(ala'f"d)

Journ, de Math. (7 série), tome IIf. — Fasc. II, 1919, I9
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. 0)) ),
Calcul de =, 2.
Mo Gg

32. Recenons aux équations (20, 21). Multiplions les équations
(21%, 21') par 2 et ajoutons-les & (21"), dc maniére & éliminer * el /*.
Il vient

- .2
(:)7) 2[((’|12+ d(l|+{2)—i—/-]ﬁ)|':)2

-+ (((l:: ")g‘*— 2[1 [;(‘)1'1)3) -+ 2d[(l| -+ l;;)()h'y);;-{- lg(r)t [

i

— f_'(:,)g—f— 260 6;) -+ 2 [alg L+ d(l+ 1) — L Byt =2 O,
7 . /.
D’autre part, écrivons ( 20°) comme il suil :
’
(58) afaly b+ cmymy -+ d(1 4+ 1) + 2(ney -+ my) o, o

+ (ali -+ emi+2elly+ 2ema)m}= o,
Les ¢quations (58, 57) équivalent aun systéme

W) == YOde, )y == G,

a @l 4 cmymy+ d ({4 1) 4+ e(my+ my) vz

4 ali+cmi+2cdl,+ 2emy=o,

. . .
(5)) ajalily+d( -+ l:s)“‘f?l"’ -+ 'l[ﬂlllg'l- dil, + 1) — :;J v
+g| alyly+ d( Ly + ;) — 7\’

,; + all+ ‘).(l/._,«—-—? = 0.

Nous allons éliminer L, 1, L, m(y, m,y, m, de ces équations, en
distinguant les deux cas spécifiés au n° 31.

Premier cas (n°31). — Calculons les coefficients de ve, v, o, ...
fignrant dans les équations (59).
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Tout d’abord (n° 34, 1°)
(@)

143

al\ly+ cnyymy+ d(dy + l;) + e( ey + my)

=alyly+ d(l 4+ 1) + [em my -+ e(m + my) |
g2 od?

7 p “+ (cmi + 2em)

2t ad? (sﬁ‘
7 a 7)

2 =2 2
) ay((ta -+ yd?)
ou (25) :
(Vo) alyly+ cneymg+ d(L 1) +-e(my = m3) = %’;-’
Ensuite

(b) ali+cml+ rdl,+ 2em,

(P —aem)*— ad*(cm + e) 4+ 2ae(dP—aem,) (¢, + ¢) |
- az(cm, + e)? ’

le numératcur du second membre peut étre écrit successivement

—ac(ae* + cd*ymi — zae(ae? + cd?Ymy + d* (ae + cd*),
—la(emi+2em)y — d?| (ae*+ cd?),

22

——a=— 112> (ae* -+ cd*)
\ 7
ou (25)

le dénominateur a pour expression

a?(em ¢l =a%(c*mi+ 20m;+ ¢*)

'

at
mme— (gt —cEt)
” /
oy
==
par conséquent

(61)

’

; ) A A,
al} 4+ cm} + 2dly -+ 2em,= 22

a”A,
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Passons aux coefficients de I’équation (59*); ici

- & ¢t d* e
(¢) al,/,+d(l,+ls)—-;:_7_22___7
2 9 3
=— 2 (ast+ya),
. & 24,
(62) al,13+1l(l,+ls)——7_—_—(‘7.
Nous avons
& dy e
(d) allli+(l((,+1.,)—v:/—:wl,d-i,-d(ll_- Zi)”‘
. ar g
=
a@a 7
- e A
(()0) a,|,3+d(11+l2)—7:a—3/0 .
(¢) al,/,,+d(lz+l;,)—-i_—/_‘d-g_d(/s_‘_l)_._i,
7 7
. 82 N A‘l
(65) (ll._,/;,-i-d(/g—i—l;,)—'-:;—--a—?-
y g2 2 d g?
(f) ali+ 2(//.3—7:—-+2d<—— —)—:—
—_%_&
a 7
22 A,
3 2 —_ = 1,
(63) all+ 2dl, T = ay

1l résulte de ces formules que les équations (59) s’écrivent

/ A
4A2v6+A:A3:0, :L‘e,,c+ﬁz(,,+g)+ﬁ:o;
ay a’A, ay ay ay

comme nous supposons que A, (discriminant de la conique 1*) n’est
pas nul, elles se réduisent a
4 A,

—vg +
7 al,

=o, (2v+4+1) (20 +1)=o0,

et admettent les deux systémes de solutions réclles

(66')
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Ces formules correspondent au premier cas du n° 1.

Deuxiéne cas (n°31). — Reprenons le calcul des coefficients va, v, ...,

qui figurent dans les équations (59) en partant des données (56%).
Ona )

(a) al\ly+cmymg +d(l+ L) + e(my+ my)
= ali+ 2dl; + [cmy my + e(iny + my)],
(67) alyly+-cmymg—-d (4 1) + e(my~+ my)
&2 <s’ 2e‘*’) 2 24
==t |= = — | =—(ce? - yer) = — —
F Ty T ) T Y 7

(b) all+emi+ 2dly+ 2em,

_a(e*—cdl ) — ce*(aly+ d)*+ 2cd(e*— cdl)) (al;+ d)
- 2 (al,+ d)? ’

écrivons le numérateur
— ac(ae® + cd*) t} — 2cd(ae® + cd?) |, + e*(ae*+cd*)
ou
[—ec(ali+ 2dd) + €] (ae®+ cd?),

(-—— f—;—- -+ e’) (ae?+ cd?);

on voit qu’il a pour expression ( 25),
A4,
— s,
14
quant au dénominateur, il n’est autre que

cali+ a2y =c*[a(all+ 2dl,) + d?]

2 22
:c*(ai— +({2>:i-(— A
Y Y

ainsi,
: . A A,
(68) al?+ e+ adly+2em, = _CT.L-\—:
g? a!
(e)_ alil;,+d(l,+13)-——y-:al§+ sdll—-7y

(69) al,13+d(l,+l3) - %:"—"0.



146 R. DE MONTESSUS DE BALLORE.

() a1|12+.,((/l+12);.$:a[] —edh d[l‘+ u{ij _g

(ah+d) 7
_alj(e*—cdl)) +cdl,(aly+-d) +d(e* —cdl)) ¢
= claly+d) v
_(ahrdyer 2 e ¢
“o(ali+d) 7T Y
2 A,
(70) (I/lle_.—l—tl(/|+lg)—7:'c—'/'
gl g2
(¢) bbbt b)—— = abl 4+ d(L+ ) =
ou (70) :
2 A
(71) a/;'/:;‘*‘d(lz‘*‘l:i)—?:?.f‘
(N ali + 2(1[,—-6:7;: (alf +cmi+adly+2em,) — (cm? +2cmi)—§ )
ou (68)
) g Ay e ey _ ¢
alitadl— T =5 = (G —aeg) =
_AA e s
A, c Yl
. A et a2
= o, Ty lreTed)
AN Y
prey _CzAz ~t- ?;’
_ N g2 . ﬁ 7A4+ CA-‘_:
(z2) all+ adl, 7= __/TZ\:_

Portons dans les équations (59). Nous aurons

A A - k
——LA—'W+A:A‘"’:U, 2él(v+g)+ﬁM:\3:
c A, cy ¢ ycA,

ou (A o
( '7é >, A+ A,

’
Avs —- =0
ci,

= o, 2(v+ 7))+

(oW L NS
gl

-

v el o sont douc les racines de ’équation

L

224

T 7A3+0A’z+/l S0

2 cA, he A,

[

(u’on peut écrire
el 24 2(yA+cA))E+yd;=o.
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On en Lire

147

y _ ~ (7As+cA) V(7 A +cA) — 4 ey A, A, _ —(7A;+cA)) = (4, —cAi)’

ACAQ L/)(’Ag
v '—(YA‘;+CA2)+(7A3_CA5) __-_L
== 7o, =Ty
v _ —@A3+cly) — (74, —cA)) Y & f\_}
- hcA, — ac Ay’

Nous avons ainsi deux nouceaur systémes de valeurs pourv et o, qui

sont :
YV = —— "= -—-Z—i\-;-‘.
2 2¢ A,
(66*) )
av— _ 18 sv—_ L
2¢ A, ' 2

Ces formules correspondent au dewxiéme cas dun® 31.

-2
Détermination de ~—.

[

33. L’équation (21*) donne

- 1 72 i 52 )3 —
(73) 5354{wm+a4+m—7k;wo
ou
12 . ]
(74) ;}E—_—:——— [alal:«+‘l(/2+ /:‘)——7Jg.
Pour s, &”, nous avons (64)
alyly+d{ b+ L) — & = D2
TP [
atnsi(66"),
™A Vot A,
ay o3 F'} ’ '::/ w: a‘/g ’

il en résulte, en remplacant o' et 5” par leurs valeurs (661),

- voT A, A AN U ¥
[73) 57wl Tayhald, T watd’ aywi way
cL

/ 3 a*ld, 03 a

o

valeurs (lell).—_, qui correspondent, comme &', 5", aw premier cas du

n*11.
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34. Nous avons ensuite, pour ¢”, 6" (71),

algl,+d(l,+l;,)-—§:é}
vcv
et (74)
_L'&'_’”:____ﬁo”, I .rl\.z_ ﬁ "
2y w3 ¢y 27 Wi ¢y
oy Lo A v AN AL e A ')_i
77 3y er T T ey\ T 2¢ By) T 204, 2y i  cy\ 2/ 2ey’
(78) o= tidids_ (7AJA; @A
/ w3 By T c'A, w: ¢

38. Réalité de % — On peut écrire (76, 26)

1'-2 _ (—'/Az)Azc’

Q)g - a’A,

(—73:)>0;

7' ep . . .

o2 est donc positif si Ay el A, sont de méme signe, donc st Y4, est
posz'tr,:f, puisque (26) YA, est positif;

7’2

— est posilif sia et A, sont de méme swn(’, ou lien si avy et yA,

sonl de méme signe, ou encore, puisque (26) YA, est posilif, si ay

est négatif;
"2

T
~— est positif si Ay et A, sont de méme signe, ou si ¥4, et YA, s'ont

de meme signe, donc siyd, < o;
1y2

E—- est positif si L2t o7 L est positif, ou si cy est positif (206).

Il est essentiel de noter ici que les valeurs négatives de— doivent

étre acceptees', et que cela ne contredit pas la condition do réalitd
imposée a tous les éléments.
Soit en effet

(79) 1=t‘1'| (t'Z\/-—l,:l réel).

(O]
On sait que

A ) . ) k'
(80) Sll Vl ,u)"— %"((2‘,——‘—)) Cﬂ((’l, A):E—n—(:—k,), dl]((’t,/{)‘:%;
k] ‘l ) e W

. , . T .
il en résulte que, si ~a la forme (79), le changement de u en oi

]
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dans les formules (16) donne des formules tout a fait analogues,
mais d’ot les imaginaires sont exclues. Nous aurons a faire usage
tout i l'heure de cette remarque.

Ajoutons que le signe == dont = - est toujours affecté ne donne pas
deux formes @ ys + ¢ (10) mais une seule; en effet,
sn(— u) =—snu, cn(—u)=cnu, dn(— u)=dnu;

donc le changement de # en — u dans les formules (16) raméne

l'une & l'autre les deux formules (16) correspondant respectivement

. T T
a4 —) — —.
(%Y 0)2
Détermination de I2.

36. Nous avons maintenant (212, 59')
2o,
i [alll,+d(l,+l)—7 g
2 &
(Sl) -él—- —-g I:(llllz—l—([(ll—i-lg)——;'—' Y.

1° Pourvy'etv’ (63)

. gt A
— |_al,ls_,+d(ll+ L) — 7] == (,_;'3
donc (79, 66, 75)
(/ Y = AE-*/":——-A—?'- — i>_ 2 i)
7 0 ay ay 2 2ay
A2A3 ( ))I____A_ﬂ__,
T aa’A, T a2ay
r_ aAl.
(82) (BY==17%,
Ensuite
Sy = 2 (L),
) 3y o “ay ay\2a i,
ou (75)
- Ay 4
== 22(Lg)
2ay ay\2 1
1= 1A
(83) (k%)'= « A

Journ. de Math. (7 série), tome IIL — Fasc. 11, 1917. 20
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2° Passons a (k*)", (k*)". Ici, ot ce sont v” etv'¥ qui interviennent,
on a (70)

i &2 A
— | at, lg+rl([,+12)_7] = ?z—:

donc (81)
Ly B ()

2y o} C/ cy 2 2¢Yy
72 " Al
ey =20
wg(/ ) ¢
eL(78)
/Al 3 .2 _"\_l Zﬁ AN
t-\ (/ ) - bl c 2(/\ ) =1,
A,
N4 w_.. €32,
() ()= /A:x
‘n dernier lieu,
! T W _él.l\'_._ '\l ’ _]_ / ﬁ . '/A,A;,
—7_/_7_)_(/ ) 4“/' "'——Z—y(— 2 ¢ ’._,)—:u"-"/:l.;
ou(77) R A
Rl o2 YIN 7313
9:"/(/ ) 2¢%y4,°
donc
) 2 ‘,—Z)_'}.
(85) (hyr= £

a7. Réalité de k. — 1l n’en est plus ici comme pourf;; k doit étre

rcel et de plus compris entre — 1 et + 1 :

1° (k) =— % est positif si — //A') >o ou (26)si ad, <o;

ot (k) = (/Ii‘: = ;(7_\5) »yoli (26)yA, > o, est positif si ad, < o;
3 (kY = % = c;ﬁi € g (26) yA, < o, est positif si cA; < o;
40 (YWY = esl positif si ¢A; < 0.

Construisons le Tableau des signes de — T et des valeurs

Ny My 0. M5

positives de (k2Y, (k) (k*)", (k*)", en fonctlon des signes de v, «,
ey Ayt
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)
.
2N
»

w »
td w2

. a c.  An  wEwlowhoR . (R UM (),
1....... + - - A4 4+ 4+ = = 4+ o+ -+ -k
2....... - -— -+ — —_ —+ —+ + -+ -+
J....... -+ -+ — — —_ —_ —+ J— 4 -
ool + - + 4+ + + - + +  +
T + + — 4+ - = = + o+
6....... + 4+ + —= - - 4+ + 4+ -+
Tooooo.. — 4 e e e 4 4 4+
8...... —_ = 4 — 4 = = = +  +
9....... - 4+ - = 4+ + - + 4+ +
10....... — = 4+ A+ = = 4 = 4
..., _ 4 - 4 = 4 4+ o+
12, - 4+ + —- + + = = 4+ A+ 4+ +

Nous allons voir gw'en fait les deux ou méme quatre valeurs
de k* correspondant aur divers cas se réduisent loujours a une
seule.

Nous remarquons en premier lieu que (82 4 85)

(86) (k) = (B2)'=1, (k) x(k)v=1.

Une seule des deue valeurs (k*) ow (k*) est donc acceptable, ot une
seule des dewz valeurs (k)" ou (5*)Y est donc acceptable, ce qui fail
que k* 1'a gu’une seule valeur acceptable dans les cas2,3, 4,5, 8,9,
10, 14 et ne peut en avoir plus de deur dans les cas 1, 6,7, 12.

Nous allons montrer que st (k*) et (k*)", qui sont liés par la rela-
ltion (82, 84, 38)

_ 2y o QA cdy
(87) (‘)+(/‘)’—-—m+m—h
sont 'un et Uautre acceptables (ils le sont ou ne le sont pas, en méme
temps), ce gzu peul se présenter d(ms leseas 1, 6,7, 12, il en résulle
(lmu cxpressions (16) de z, y, y3 cdcnl!r/ucs lune a lautre,

‘n consécuence de la relation (87 nous écrirons :

(88) £ pour (A*) et Apour (4%)” -ou bien A et h! (A= —i?).

Nous ferons le calcul pour I'un des deux cas 6, 7. Le calcul pour les
cas I, 12 serait tout a fait semblable.
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1° Nous avons

Tsnucnudne

-
~

+e=

MONTESSUS DE BALLORE.

T’
—snucnidnu

7

I

[OF]
6y SN* U+ oy SNZU + 0 = o (mod )
) . ,
! 2 P Zsntu +sntu 4+ =
[OF) 2
71
—snucnudnu
»
7 25 [} v (mod /\).
visn*u 4+sntu 4+ g

3 ’ ’ & 7'
¢’ correspondent a —-
puisque v’ et ¢’ correspondent a =

Remplacons v/, o’ par leurs valeurs (66) et - par sa valeur (76);

nous aurons

sncndnu

rEHe= _/aA,

posons maintenant

il viendra

? A (mod 4);
3

Y

I
5 snu 4+ sn?u

U=,

sneicneidnel

/°+°"‘\/ /(l’A‘

: e (mod 4)
— L snrei gosntei 4 L 22
_ 2 2q A,
ou (80)
T A4, snecnedne
y34e={\/ +7y =B, 3 (mod /)
— Zsnto —sn?oente 4 = Bente
2 2a A,
/) QA sngcnedne -
- /“2Al (—l-+ 4 ﬁ snte— +/ Hanz ¢ 3, (mod #):
\2 2a A, I l) e a i,
or (38)
(2B alit g8y cdy
ald, T al al)’
done
! AA snecnvdnyg ,
ARl Vb v cA ;5 (med
Vo 2P b 2 gn2p + ._!J.., puti}
2 al, al, A,
ou en multipliant les deux termes de la fraction par — f;—-gi,
. 2
(89) ys+e=— ‘2‘;23 snecncdng (mod /).

1
— —snép 4 sn?e — Lo
2

75
2¢ A,
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D’autre part, si nous partons de (4*)", au lieu de (k?)’, c'est-
a-dire (88) de 2’, nous avons

,:l//
w d —snecnudnu
Jide= "snucnu ne W [mod (4)” ou A].
: 0y SN 4+ 0y SN2 + 0 oy, 2 3 ’
—sn*u 4 snfu+ —

-~ 0)p 2 *

—snucnudnu

®

v sn*u + sn2u + o”

Ji o= _/A,A;, snaecnudnu (mod &),
A, L . 17 A,
— —sn*u + sntu— - L =
2 2¢ A,

Si nous changeons # en — u, nous retrouvons l’expression (89g)
de yz + .
2° Nous avons aussi (1), dans les mémes hypothéses que pour
ar =
e Ty g Ty o T3
\ R — SN* U+ —sn e + —
Ty SN U -+ Ty snlu + Ty 6)e wWs [N

X = = -

6)y SN U+ w3 SN2 U+ Gy

Wy . Gy
~—sn*ti + snfyu 4 —

(A7) [aF)
Ty )y Ty (3
e By B2 2 .. . ,
ny 6, ta 0y wy _ LVsnta 4+ Lsntu 4+ o

! 4 [] !

o ] 0, visntu -+ sntu 4+ g
Lentu + sn2u 4+ =2
(}h 0)a

———l, sn*u + lhsn?u + £, L%

= 2q 2 (mod 4).
1 Y

— —sn* i -+ sn? u+——
2 2d Al

Posons, comme tout a 'heure, = /5 il viendra (80)

1 v A

— =1, s0%0i 4 Lysn?oi + la—/— =

2 A,

£ro= | A (mod &),

— — sntel o+ snfed 4 / 2

2 a i,

2 / A-‘* 1 ]
—;l,sxn—l,sn v(1—sn?¢) + L4 —=(1—2sn%¢ 4 sn'p)
= — - Ai (mod &)

— — snte— snie(1—sn?e) —/——(1—251\ ¢+ sn*p)

2 20 ]

! LA_> o < _/_£> 7 A
< 21;—*"[»‘*-13 2(1A Sn*¢ 2+l a.A, sn- (—1'-'132“ . ,
= (mod £'),

lé} Yo Y ., _.LS‘_S
(”GAI -i—.‘)Sll( < A +|>sn(+2a A;
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ou, en remplacant (38) 1+ £ z 5 - par ci’
1

_ . _é_ ady, ., ( ¥ _> al, 74,
¢-<ll l,— l2aAl> ——snte - (l+ L L B, lacA,
C !t 2 74,
— —sntu 4 sntp —
2 2c4,

154

(mod A");

Ly Ly, L, ont les valeurs indiguées au n° 11, 1°, comme correspondant
av', a’: en particulier

d
Ig,ﬁ-—(—(,
d’on
( [l_|_‘_i_.[ .L i)ﬂsn ¢ = _c_i_l__[ L é.)g_A_'_ A Y.A.i
2 2a A A a A A, acl, ,
(90) == % (mod i),

I . 3
— —sntu + sn?¢ —
2cA,

D’ autre part, en partant de (A*)”, nous avons (16)

T ® s \ T3 My
2 2 b - 2en2y 4 =2 8

(VI PR [P 0)3 0)a ‘ mo(] (/.)”, ou ,,I
v 4

) )
ontu 4sntu+ =2
[ATY [ON

ou, puisqu’ici il faut prendre, en correspondance avec (A*)” (73),

)y ! )y v Ay
—_ = V=— - D3 gr— L ==,
)y 2 s 2c A,

—-;-llsn W+ bLsnta — A

2¢ A, .
& == Y - (mod 4").
— —sn 1+ sn?u — —/- =
3,
Les r/!/(mlm s 1y 1y Uy ond les waleurs indiqucées an n® L1, 20 ce qni
permet d’écrire, en prenant 'unc de celles-ci,
e*— cdl, A
—-Isnu+— n‘u—-l,/ =2
o claly+d)” 2¢ A. .
(91) @ = . ) (mod 4'),
— Zsntupsnty — L 23
2 2¢ 4,

1l faut montrer I'identité des formules (go, 1).
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a. Coefficicnts de sn*u. — Vérifions que (56')

_fgza=<ét.+d—z 7 A“)“ A,

a *2ad)c B,

Le second membre se rapportanta 44, 1°, on a

ou (38)
__ 1cA,
= — 5 _(E 3o
Il faut donc montrer que
L T PRLLY
27 2 ad, ‘cA,’

et cela est évident.

. Coefficients de sn*u. — Vérifions que

cmcdl, _dad | g8 ad,
claly+d)y ~  acA,  al cA,”
- dj, '/A:;
._—-m -+ El:l,
ou
(€ — cdly)ly= (L7A,—dA) (aly + d),
(LyAy—ddy) (aly+ d) — (2 — edly)A, = o.
ay A+ d(— ady+ 783+ cdg) i — (A, + d*A)) = o3
ona (38)
—aldi+ 70+ cAy =294,
el (25)

A+ AP Ay =€ (— ag®— yd?) + d*(yet — ce?)
= SEA:;.
ct il faut, en conséquence, montrer que
ayd i+ 2dy Al — et A = o,
ou

3

alt+ 2dl,— E}'- =0;

or il en est bien ainsi (11).

(544
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Ainsi, la formule (1) est identique a la formule (go).
38. Nous venons d’examiner la combinaison [(%k*), (k*)"] du Ta-

bleau du n° 37.
Examinons les autres combinaisons possibles.

1° Nous avons vu (86) que les combinaisons
CCARY, (A2)'], DCRY)", (A%)]
sont inacceplables, c’est-a-dire qu'on ne peut prendre ensemble
(k*Y, (k*)", non plus que (k?)”, (k*)".
2° Combinaison [(k*), (k*)'"]. — Ona (87)

(A2)"=1—(&*);
donc (86)

== (R, )= sy

1

AN
si (k*) convient, c’est-a-dire si (k*) <1, ona

(R2)v>1;
[CAR), (4%)]
est donc inacceptable : on ne peut prendre ensemble (k*Y, (k*)".
3¢ Combinaison [(k?*Y', (k*)"]. — Nous avons (87)
(A)'=1— (Y

la combinaison

ou (86)
(A2Y' =1—
I

rz) )I/

I
&y’
=1— (&*)";

|

—~

si (k*)” convient, c’est-a-dire si
o< () <1 ou o<1 — (A" <1,

k?*)” est plus grand que 1 et ne counvient pas. La combinaison
‘ P g q > P
[(k*Y", (k*)"] est donc encore inacceptable.

4° Combinaison [(k*)", (4*)"]. — Nous avons (87)
(A" =1— (£,



SUR LES QUARTIQUES GAUCHES DE PREMIERE ESPECE. 15
d’oit (86)

7

1

(/.‘2)11

ey
_ (/I.z)ll__ 1

=1

(/‘.2)1\' —

i

1

{ —

<!

>

(4*)
Si (A*)” convient, (k*)"—1 est négatif, donc (£*)" ne convient pas.

La combinaison [( / Yy (k*)YV], elle ausst, est inacceptable.

39. Ex risunk, les valeurs (k*Y, (k*)', (k*)", (k*)" du Tableau

du n® 28 ne peuvent conduire qu'a une seule Jforme

_mysntie 4+ mysntu T A sn*u + v, sn*u + Zs

= - ’
63 SN L 4 Gy SN2 U - Oy ST SN+ 0y SR U+ 0y

(16)
tsnucnudneu

T b
01 SN* 1 4 0, SN2 1 4 0y

‘/:--l—-a:

des coordonnées x, y, 3, mais ce qui a été dit aw n® Y1 monire que
sout l,, 1y, soit m,, m, (l, = -E—‘l, l, = :T:’ m, = 7/)—'1, m, == ,/T:> peuvent
avoir deux systémes de valeurs distincles.

Il existe donc toujours deux séries de formules (16), irréduc-
tibles Pune & lautre, et deux seulement; lous leurs éléments sont
réels et s'expriment trés simplement en fonction des éléments qui

définissent la quartique.
40. Supposons maintenant que a soit nul (1). Les équations des
trois cylindres (C,), (C,), (C,) se réduisent &

((cyi—y3'+2ey —285 =o.
(92) 73+ adz + 263 =o,
cyr+2dr +2ey=o.

[.’équation (92*) nous donne
(93) r=—cyt—oaey,

et nous tirons de (g2')

e Vel +y(cr+rey)
7

(94) 5=
§Oit
Y=+ y(cy®+ 2ey);

Journ. de Math. (7* série), tome 11I. — Fasc. 1I, 1917. 21
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on sait que Y et y peuvent étre mis sous la forme

T__pt‘-’—i-r/t-i—s Y_/)’t"-{—q’t-i—s'.
L Ly g T peqt+s

Il en résulte (o3, 94) que la quartique est unicursale.

Cuarithe V. — Quartiques ¢; et .

41. 1l n’y a que peu de chose 4 dire des quartiques ¢;.

Rappelons ceci, qui résume la question de leur représentation para-
métrique.

Les équations des (uartiques ¢}, qui correspondent au cas ou le
discriminant de I'équation en A du faisceau ponctuel de (uadriques
a trois racines égales, peuvent étre mises sous ia forme, les coor-
données c¢tant tétraédriques et le tétraédre de référence étant
réel (1),

| ay*+oxt +bF+oa2cyt=o,
Q A{uy?~+2at)+ b3+ 2cyt=o.

Lia quartique est donc I’intersection des deux cones
(1) ay*+2xt=o, bsl+2cyt=o.
<liminons 7 entre les équations (1). Il vient

acyd—baz®=o.
Sil’on pose

on a
d’oli

£ Yy s L

actept abep? T

= i

2bep. T — 0P

Réciproquement, un systéme de la forme

- A A
(2) . a’p"—b’p'-’—c'p._'t
(') Panvin, loc. cit. — Voir aussi R. ve Monrtessus b Baviore. /ntroduc-

tion, elc., loc. cit.
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représente une quartique de Uespéce . En effet, ces relations
peuvent élre écrites '
x = a' y=0b'p2e, s=c' wit;

éliminons 1 entre les ¢quations

=’ pH et yr="0"put 2,
d’une part, et entre

y = b p2e el st=c'2pter,
d’autre part; cela donne

!

a'y*—brxt=no, b'z2—c?yt=o,

qui sont les équations tétraédriques de la quartique (2).
[.’équation du faisccau ponctuel de quadriques défini par ces deux
cOnes, '
a'y?+ hb'st — bt —ic?yt=o,

a pour discriminant

H'?
o O o ——
2
A
0 a’ o == a' b’
2 = —
-
o o » o
b e
—_—— - 0 (o]
2 2
ct Lrois racines sont inlinies, donc égales.
A2. Passons aux quartiqgues 9,. — 1l est bien connu que ces

courbes, qui correspondent au cas on le discriminant de 1’équation
en A a deux racines égales, elles aussi, sont unicursales. Mais rous
allons montrer, en précisant leurs représentalions paramétriques,
qielles se divisent endeur sous-groupes, irréductibles Uun a l’autre,
ce uin’a pas encore €té remarqué.

Les quartiques ¢, sont représentées, en coordonnées tétraédriques,
par deux ¢équations de la forme (1)

(3) yi=el’+ fut, =g+ hat;

(') Cf.lanote du n” 41,




160 R. DE MONTESSUS DE BALLORE.

pOSOﬂS
(4") l=as;

I'équation (2*) devient

d’on

1 —ga?
42 r—=—="_3:
(l ) /17 ~

I'équation (3') peut étre écrite, en remplacant :; et ¢ par leurs va-
leurs (4),

— oot

Y= (eoz‘-'—t—f————l /I" ):.2;

x y s ¢

1—ga? ayvhy(eh—fg)at+ f T ha T ha?

on a ainsi
(51)

Réciproquement, un systeme d’équations de la forme

x - ha s t

a+ba T g\eartd €% T S’

(3%

ol o sl un p(u‘ametl (4 varza/)lﬂ repi esenle une guarugun o
Egalons en effet ces rapports 4 une quanlité v.; on aura

6) j == u(a+ ba?), yr=prat o+ d).
7

| s=pea, t=pfo?,
ce qu’on peut écrire

% Sr=pfa+pfha?, yvi=p S (pfear + p/d),
f3=fpreto?

ou (6*)

(%) Sr=pfa+ bt, f3iz=erpt,  [Pyi=tict + pfd);

le paramétre o est ainsi éliminé.
Pour éliminer ., il suffit de multiplier la premlere ¢quation (7)
par 2%/, la deuxiéme par e?, et de remplacer ¢*w! par f3*; on a ainsi

Afrlt=ypfae*t + be*c* —af*s?-+ be* 2,
eEfryr= ce*® + pjde’l = ce*? 4+ df*3?;
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les équations de la quartique sont donc
(8) afts?+ be*t* —e® frt=o, —etfry 1 df2rst 4 cetiP=o.
Iformons I’équation en A
— ke fryt(a+dh)f2s2+ (b +ch)er*— e fat=o0;

son discriminant

o 0 o —ef
o —herf? o o e .
(9) o 0 (- dd)f? ) =tk dh)
—erf . o 0 (b+ch)e?

a deux racines 2 infinies, donc deux racines égales. La quartique est
donc bien de I'espéce o/,

Les équations (5*) se prétent particulicrement bien a la descrip-
lion des quartiques ',

43. Revenons au systéme (5*). Nous allons le rendre rationnel.
Posons i cet effet
(10) w=ca®+d,

et soient o, «, les coordonnées d’un point de la courbe plane (r0), de
telle sorte que
2 2 .

uy=coy+d;
on a
(11) r—ui=rc(a'-—oa}).
Introduisons un nouveau paramétre 3, défini par
(12) w—tu, =P — 2,),

ce qui permet d’écrire (1 1)

(104 11)B (a0 — o) =c (22— 21),

(13) Blu -+ 1) =c(x —+ 2,
d’ol (12, 13)

U — By = u,— Bz, Su—ca=—PBu,+ cz,;
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on en tire

p TP 2cmf — cay ”— 2,52 — 21,P + ca,
= pa_c b . — ﬁ'l-—-c )

et les formules (5*) deviennent, f étant un paramétre variable,

2
(B2 — ) b5~ 21,5 4 coty)?

v
T (B 210B A oy (~- wy B+ 209, 5 — cuy)

3 !
S —awf Fea)  [(2,5 —auf+ et

44%. Représentation paramétrique des quartiques 9, aw moycn
des fonctions circulaires. — Les équations (3) sont une réduction,
immédiate d'ailleurs, des équalions. suivantes obtenues par Pain-
vin ('):

(14) by*+c3*+di*+axt =o, hiy*+ e s*+ dii*+a2xl=o,

qui donnent, par élimination de 2..:¢,

(b= 01) ) + (¢ — &)+ (d —dy) =0,

ou
. b—b, , c—e .
(l-)) m (—/l—_——(—/u'—/ = Q.
PremiEn cas ¢
hH-— b, ¢ — ¢
a—d-% a=a-"

Nous pouvons poser

. /(/'—_’ll . /d'~1/1(‘(%
Ce sin o, 3=z [ COS7.
7 b.._.[)x 7’ \ "J

¢ —
ct la premiére équation (14) devient

dy—d . d—d )
tsin®0 + ¢ Lcos?o +dt - ax =0,
L — 0, 7 c—c 7

b

(1) Pamsvin, loc, cit,
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ce qui conduit au systéme d’équations
X

1 di—d .,
--;(/:b_blsm 9+

— Y — s

= = =,
dl—(l in Cil—dcos
1)——(),5 ¢ c—c ?

qui se trouve étre de la forme

Ry

dy—d
: cos?o -i- d
c—¢,

r Yy s
hsing + .~ vsing ~ pcoso

(16)

On voit sans peine, et cela est important, que tout systeme de la
forme (16) représente une quartique de I'espéce 3. In effet, nous en
tirons

fu

. y : .
(17) sing = <= COS0 = —) x=(hsinlg + p)¢;

™
o~

éliminons 7 entre les ¢quations (17!, 17*) et (15%, 17%); il vient
Ly = vixt, (% -+ p)p2et— i 32 =piuwrt.
équation (1) de la forme (3).
Deuxizne cas. — Revenons & équation (15) et supposons que les

coefficients de y*, s* soient de signes contraires : la réalité de la
courbe empéche qu'ils soient tous deux négatifs. Soit, par exemple,

l— 0, ¢~—C

d,-—~—¢l>0’ d,——d<0

scrivons 'équation (15), en mettant les signes en évidence,

b— b, G a
dy—d" di—d” -
ou
c—c . o b—0b,
d—d>Tt=g—=a'r
oua encore
c,—¢ di—d dl"'dtz_. -
G=db—b"Tyr=5"=)

ou encore, en remarquant que le coefficient de y* est et va rester
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positif,
eg—e¢ , di—d
b [4
=0, v 5 =30
nous pouvons poser

o—c sino dl_dl—- ]
b—0p, —I b— b Y

2

— 2.
=X

ou
N L el T _ b— by
(18) 5 =) cl__csmcp, l__ywmcosgo,

et I’équation (14') devient

b—0b, ., b—b, b— 1,
(19) by+cy pa— sm-qo-i—d_;'dl__d cos?o 4- 2. d’_dcosc{,:o.
On conclut de (18, 19)
T
v Jdi=d [ b—b, ., b—b,
— ;\/F:T, <c pp— sin?o +ddl—(l cos-tp+lz>
— Y s ‘

cosz b— b, . b—0b
sing coso cos® s
¢,—¢ 7 d -—d :

Réciproguement, tout systéme d’équations de la forme

& Y _ = . t

Lcos®o -+ P vcosm | osinocosy | wcos’o

(20)

représenle une quartique o’,.
En effet, ces équations donnent

L4

<Riu

v (

21 sing — cosSQ — — —
(21) E p=3 3

o
d’ou I’équation d’une premiére quadrique contenant la quartique

2 32

(22) S:y*—-;;z’———[?:o.

Nous avons ensuite
vz cose— (Acos?o + p)y=o,

vtz 122 ta_'_ o
Ty (ﬁ y? B)y=9a

ou (21)
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ce quiconduit & Péquation d’une seconde quadrique, contenant encore
la quartique

T est de la forme (3'); S + T est de la forme (3%) : la quartique est
donc bien de I'espéce ¢,. M. A. Vogt (') a mis sous une forme élé-
gante les équations paramétriques des quartiques de ce sous-groupe,

en posant
. Jdi—d ~ a —d )
Y=\/3= b t.sho, 3= t.cho;

o—c

la premiére équation (14) devient

oy — el di—d

bb_h‘l.sh-f;a—kc

lL.ehio - dt +22 =0,
¢ —c '

d’ou le systéme

Y — s
[_ll:_ﬁslw /d_‘—_dcho
h—by \ cp—c
— x — ¢
— ' — — =
— o h—d th2p + cd' d chic 4+d
2 h— b, : c,—¢ ’

la quartique est ainsi représentée par un systéme de la forme

RY Y <
23 = = = =t
(23) dsh?*o 4+ p " vsho ™ scho ’
qui offre une analogie remarquablc avec le sysiéme (10).

Les équations (16, 20) définissent deux sous-groupes de quar-
tiques o', irréductibles 'un a Cautre.

Cuarrrre VI, — Résumé. — Classification.

48. Les notations ¢, s, ¢, paraissent étre insujfisuntes. On
pourrait adopter celles que nous allons indiguer, en désignant par

(') R. oe Monressus vk BavLone. /ntroduction, ete. (loc. cit.), note, p. 122,

Journ. de Math. (5* série), tome HI. — Fasc. T, 1917 22
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la lettre o une quartique quelconque de premiére espéce (el par la
lettre § une quartique quelconque de deuzxiéme espéce).

1. 9]. — Le discriminant de I’équation en A a ses quatre racines
réelles et distinctes et les quatre cones du faisceau poncluel de qua-
driques sont réels, particularit¢ que rappclle I'indice 4. Les quar-
Liques sont de genre 1.

Représentation paramétricque en coordonnées tétraédricues :

y _ s _ !t

—_— —_— b
psnau venu dnw

a0
’
les ¢lé¢ments A, u., v, A? sont réels et arbitraires.

2. @}. — Le discriminant a deux racines réelles distincles et deux
racines imaginaires; deux cones réels, deux cones imaginaires, parti-
cularité que rappelle Pindice 2. Les quartiques sont de genre 1.

Représenlation paramétrique :

x J N t fr—

& - = > = ] ~
ssnudnee ™ penu T mentu+97 cuu—of 1+ 02

les éléments A, u., w, 0 sont réels et arbitraires.

3. p{. — Le discriminant a ses quatre racines imaginaires; les
quatre cdOnes sont imaginaires, particularité que rappelle I'indice o.
Les quartiqucs sont de genre 1.

Représentalions paramétriques :

£z
pla—i)ysnu+qg(r—+i)ycnadnu

Yy - 3 - ! .
plu+0Osne+q(a—i)enudnu ™ rseiu+s = msniu+n’

o

O, k sont déterminés par les équations (o << A*<1)

\ (— b+ ie)P 4 a(d-—~ih)i+ b — e =o0.
{ (ed —Dh)I?— (D*+ e*+ d*+ 12 + ed — bl = o
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t g 1 omos . .
L, 7, 2,2, e sont & leur tour comme il suit :
n n- n n n .

Pt 1 (b—ie)?+ (d — ih)? q? 1 ed —bh
_— = 0 6/-, — = = =V,
n: 2 b—ie n? 2 b—ie .
r? m 8§
—_ =k — =(Gk -—=—f;
( nt k% n (ok, n 75
o x
pi—d)dnu+q(1+E)snucnu
J . s ¢

= T 0 = f = - )
pua+)dnu+ g@t—i)snucnu ~ rdnfa-+s  mduiu+n

ol 0, k' sont déterminés par les équations (o < A"* < 1),
| (—O+ie)Bt+2(d —ih)V+b—ie—o,
| (e = bIYE? — (D2 + 2+ 2+ W) K +ed — bh = o}

I N VR
LT, Y e sont par
ntn ot onon
ot v (b—de) - (d— il G > ot &Y ed— bh 5
\ n: 2 b--le " n2= 2 k' h—ie 7’
2 1 m 7] $
- = 72? - = 77! —= 6;
n? L2 n i n

b, d, e, h sont arbitraires.

4. o,. — Courbes de genre 1, communes a trois cylindres réels.
Représentation paramétricue (coordonnées cartésiennes) :

, T sntu 4+ mysntu + 7w, Yy SNYU - /asniu + iy
ax = - ’ g - - ~ 9
o) SNY U+ 6, 30+ oy @y SN* e A 0 SN -+ 6y
<
T Tsnucnednu .
T wesnt i + wysndi 4wy’

les quantités

—y —

Wo [OFY @ [OF) [3F)

)y Gy < »
- - -2 /|
(AN W, W,

£s 2
;..’ (0o << ki< 1)
s'expriment trés simplement, et par des relations réelles, au moyende
six paramétres arbitraires a, ¢, d, ¢, v, ¢ (n* 20 a 40).

La représentation qu'on vient d’indiquer est susceptible de deux
formes complétement distinctes 'une de 'autre, représentant l'une et
'autre la méme quartique.
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5. 5,;. — Courbes de genre o, ayant un point de rebroussement.
Représentation paramétrique en coordonnées tétraédriques :

a, b, w quelconques.

6. 3. — Courbes de genre o, ayant un point double.
Représentations paramétriques :
x Y 3 ¢t
1° s = - = — 52
a+bot g \fegrd e S
a, b, ¢, d, e, / arbitraires;
0 o
i a(fP—c) +b(ap?—2uf +c2y)?
— Y
(o032 — 2045 + corg) (— 6o 3%+ 20,05 — cury)
5 t

e — = — - el
B —amB v ca)  Jad —augh + e

a, b, ¢, f arbitraires, x, el 7, liés par une relation

2

a2
Hy=c¢z, + (/7

ou ¢ et ¢ sont arbitraires.

3» Ces quartiques comprennent deux sous-groupes :

2

A. Sous-groupe u;'; représentation paramétrique :

v ¥ =z

Asin?u+5 7 vsing ~ pcosy

(A, &, v, g arbitraires);
B. Sous-groupe ¢, ; représcntalion paramétrique :

Z Y 5

= e . fovns =
T vsho pcho

(%o 4y v, p arhitrairves).

-

7. = — Courbes de genre o, par lesquelles passent trois cylindres;
les quartiques o), o} ne possédent pas cette propriéteé.
: i
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ERRATA

(Journal de Mathématiques, 1916).

Ligne, Auw licie de o Lire @
10 ont un ont chacune un
" ordre; ordre avec v ;
21 concerne = concerne 7.
3 (z—a) (x—a)
4 oit se trouve ¢. ol se trouve &, ).
9 21, Q‘rié
18 By —0) y(y—1b)
25 (z,2) (z,7)
8 . 7. ¥ 7.
18 Yu(® — 1) va(z — 2)?
3 en rem. A,B,—A,B, A,B,— A B,
4 en rem. A,B,— DB A \,B,— B,A,
6 en rem. X 3,
6, 7, 10 A, By— B3, Ay By— By A,
2 H{a(e),b(e)],4(a(e),b(4)]  H[a(e), 6(2)]x $[a(e), b(1)]
b A v
23 — Mz, p)]e. =z ) ¥y
] (2 — 2)P2= 191 (& — a,)lra=Dig=n
1 Ces Les
4 et en rem, =...= L=
5en rem. — wz, ))]%. —nz, r)r]s.
5 7a s oy e
2etd 94 qh Yoy
2 91 "
19 Q P
7 etad (& —2,)9Q, (& — &) .0 Q,
3 en rem. Py ”
4 en rem. (11, 110) (I, 11)
" (Qz, y) Qu(x, ¥)



