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Sur les groupes & invariant bilinéaire ou quadratique

dans un champ de Galois;

Par J.-A. pe SEGUIER.

La théorie des groupes linéaires 4 invariant quadratique dans un
champ galoisien est notablement simplifiée quand on prend cet inva-
riant sous la forme d’une somme de rectangles augmentée d’une
forme quadratique 4 une ou deux variables. Il en est de méme de la
théorie du groupe linéaire a invariant hermitien quand on prend cet
invariant sous une forme analytique qui sera précisée plus loin. De
plus, les deux théories et celle du groupe linéaire & invariant bili-
néaire gauche se présentent alors avec un parallélisme qui est un
nouvel élément de simplification et qui facilite |’étude des relations
entre les trois groupes.

C’est I'exposition de cette triple théorie aimsi simplifiée que je
reprends ici, en y ajoutant des résultats nouveaux. Une partie de ces
résultats a €té indiquée dans trois Notes présentées a I’Académie des
Sciences ('). Je me borne ici au développement de la premiére.

L’idée de prendre I'invariant quadratique sous la forme indiquée,
quel que soit le module, appartient a M. Jordan, qui a déja employé
cette forme dans ses derniéres recherches sur les groupesrésolubles (2),
en particulier pour déterminer 'ordre du groupe et ses générateurs
dans le cas d’'un champ d’ordre premier. Je n’aurai donc, sur ces deux

(1) Comptes rendus, 1. 187, 1" septembre 1913, p. 430; t. 161, 8 novembre
1915, p. 353; t. 161, 29 novembre 1915, p. 670.

(?) Memortedella Pontificia Accademia 1?omana dei Nuovi Lincei, t. X\VI
(1908} et Cours professé an Collége de France en 19o3.
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points, qu’a suivre son exposé. Je prendrai toutefois l'invariant sous
une forme un peu plus générale, afin d’avoir toujours les mémes géné-
rateurs quelle que soit la parité du module et du nombre des variables.

Il est & peine utile de rappeler que le sujet qui m’occupe a été
étudié d’abord par M. Jordan, dans son Traité des substitutions,
puis par M. Dickson, dans ses Linear groups (19o1). Pour des ren-
vois plus précis, je me suis borné a certains points particuliers que le
lecteur aurait en quelque peine & retrouver.

I. — Généralités.

1. Soient € un champ fini d’ordre = = p* (p premier); &'= c(v)
le champ d’ordre =* défini par la racine v d’une équation quadratique
irréductible dans ¢ ('); @ = (a,) une matrice invertible d’ordre n
de 2 ou de 2'. Je désignerai en général par x la matrice (d’ordre 2 1)
conjuguée de x relativement & <, v, v™(=v), et j'appellerai réeclles
les matrices dont les éléments sont dans <.

Considérons le groupe des matrices o = () de € d’ordre n telles
que waa = fa, f désignant un facteur indéterminé (o est la transposée
de a), et celui des matrices a de ¢’ telles que aua = fa. On peut
assimiler @ 4 une forme linéaire a,z, y, (i, k =1, ..., n) [qui sera
‘dite forme des deux points (x,, ..., )y (¥yy -.+» ¥a)] €t 2 & une

substitution. La condition «ax = fa donne, en regardant les y
comme cogrédients aux @,

(1) Eijlclaik au5‘/:115‘,;,}’1:/':,'1“}1“‘})’1 ou -\-ikaihaijakl: fajla

el la condition uax = fa, en regardant les y comme subissant la
substitution a quand les « subissent la substitution a (on peut alors

(') Voir, par exemple, mes Eléments de la Théorie des groupes abstrails
(Gauthier-Villars, 1go4), n° 27. Je me servirai, dans ce qui suil, des termes et
notations adoptés dans ces Kléments et dans mes [léments de la Theéorie des
groupes de substitutions (Gauthier-Villars, 1912), ol I'on trouve une Table de
ces termes et nolations, Je renverrai au premier Ouvrage par la lettre E et au
second par la lettre S.
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identifier y, a xy),
(2) Ea//raijalc/:faj/-

En assimilant chaque colonne de « 4 un point, on peut dire que la
forme a de deux colonnes quelconques (distinctes ou non) de o doit
étre égale a ce qu’elle devient quand on remplace « par une similitude
arbitraire.

Je me bornerai, si xaa = fa, au cas ou a = =+ a, a étant dans g,
et si xaa = fa, au cas ol a==*a; alors f est réel, car en compa-
rant les transposées et les conjuguées des deux membres de aaa = fa,
on obtient fa_fa. a est dite symétrigue si a = a, allernée ou
gauche si a=— a, les a, étant nuls ('), lLermitienne si a = a.
Sia=—a, (v ——u)a est évidemment hermltlenne.

Si cao=a et a=«, on peut encore assimiler ¢ & une forme qua-
dratique pour p £ 2. Pour p =2, on ne le peut pas; mais il existe
toujours un groupe de substitutions multipliant par f une forme
quadratique Ea,x,x, (£Sk) que j'appellerai encore a.

Considérons, pour p2 2, la forme quadratique a = Ea,«,xx (£S k).
Les conditions imposées aux coefficients o, de la substitution « qui
multiplie @ par f prennent la forme, un peu différente,

3 f i (Cijoe~+ ) = fa; ({54720,
(3) N e — fo
| Qinaio o= fa;; (i$k).

EEn disant que « est la forme @ = a(«,, ...,2,) du point (z,, ..., x,)
eta'=d(w, .., 52, ..., 0,)=Iuau(xx,+ x,2;) (EER) la po-
laire de a relativement aux deux points (x, ..., x,), (&, ..., x),)
et en assimilant toujours chaque colonne de « 4 un point, (3) exprime
que la forme « d’une colonne quelconque de a et la polaire de a rela-
tive & deux colonnes de a sont égales a ce qu’elles deviennent quand
« est remplacée par une similitude.

Les groupes considérés peuvent se réunir sous la notion de groupe
total de a, en réservant le nom de groupe de a au groupe des « pour

lesquelles /= 1. Le groupe de @ sera désigné par A (n,=, @) = A(n,=),

(') Cette seconde condition ne résulte pas de la premiére si p = 2.

Journ. de Math. (7* série), tome I1. — Fasc. 1V, 1g16. 37
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le groupe total dea par A’( 2, w, @) = A’(n, ©) ('), et le diviseur de A
formé des substitutions de déterminant 1 par

Ao(n, m,a) =A% (n, &) (ZA),

sauf, & partir du n° 34, pour p = 2. A et A° sont écidemment nor-
maux dans A'.

Les groupesdéduitsde A°, A et A’en y regardant les variablescomme
homogeénes seront désignés respectivement par &°(n, %, @) = &\.*(n, %),
A(ny w, a) = d(n, ) et &' (1, 7, @) = &' (n, ©). AL el A sont encore
normaux dans %' -\ sera dit groupe homogéne de a, et &’ groupe
homogéne total de a. Les conditions que vérifient les coefficients de
la matrice générale de -\ ou <’ se déduisent des conditions analogues
pour A et A’en multipliant les seconds membres par 3*, p étant indé-
terminé dans ¢ (mais = o) siaaa = fa, et par ¢ si au o = fa : mais
on ne considérera pas comme distinctes les matrices dont les coeffi-
cients sont proportionnels. Lorsque aucune confusion ne sera &
craindre, je me servirai des mémes lettres pour désigner les substitu-
tions de A’ et leurs actions sur les mémes variables regardées comme
homogénes.

Je désignerai par [i], =[], ou simplement par p. quand aucune con-
fusion ne sera & craindre, la similitude de multiplicateur p. opérant sur
les variablesx,, ...,c,de a, par et des éléments primitifs de & et 2’
respectivement, etjeposerai[ — 1], =d(n) =d, |d(n) =D (n) =D,
el =LV =1 V™ ol =J,dou I = {[v# ], 1° sera le divi-
seur de 1 dont l'ordre estle p. g. c.d. w,den, = — 15J° celui de J
dont 'ordre est le p. g. c. d. =, de n, = + 1 (?).

11 sera commode de conserver les notations générales précédentes

(") SiI'on a & considérer d’autres variables que celles de a, il peut y avoir
d’autres substitutions que celles de A’ conservant a & un facteur prés, par
exemple celles qui agissent sur les seules variables étrangéres & a. Mais il res-
tera entendu que, par définition, A et A’ laissent inaltérées les variables qui ne
figurent pas dans a.

() Soient 2% et 2™ les plus hautes puissances de 2 divisant n et n2— 1 res-

eclivement. Le p, g. c. d. de n, w2 — 1 est égal a a7, si o <n' < =, a w, dans
P 1 1 k]
tous les autres cas.
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concurremment avec les notations particuliéres qui vont étre intro-
duites pour des variables spéciales de «.

II. — Groupe hermitien.

2. Soit d'abord ¢ = =% a et aax = fa; alors |aa| = |a|[™* = f*,
et A et A’ contiennent la conjuguée de chacune de leurs substitutions.

Supposons ¢ ou (v—uv)a réduite a I'une des deux formes cano-
niques (')

h=2(Z;yi— yi&;) + 02 2, (w=v—uy; n=0 ou I). =233

SiRie
N e o b w — ! " | S LN ¢
En posant z; =%; +vi,, yj=1; — v, (J=0, .3 ¥), $js 5,9 Njs 7];

étant réels, et v +~v = — b, un =¢, on a

he= X} (&0 + Ein;) + wn(Ef— bioe&o + cEF).

Donc le type de a considérée comme forme quadratique des parties

réelles et imaginaires de ses variables est complétement déterminé
par n (E., 44, 45) (®).

(') On opére cette réduction comme celle des matrices symétriques ou alter-
nées (F., 192, 193, 201, 202; S., p. 7 et 225), au moyen d’additions, de multi-
plications, d’échanges de colonnes dans a (ou wa), chaque opération étant suivie
de I'opération conjuguée (ou conjuguée avec changement de signe) sur les lignes.

Pour qu’un changement de variables z = az' + By', y =a'x' + 'y’ raméne
m(wj/—)'.i') 4 ar'z + b)"g;’ (a, b, réels), il faut et suffit que I’on ait

d=aq, P=pfq¢, waa=—alg—q)!, wpB=0b(g—q)",

q étant dans &' hors de & [le déterminant du changement de variables est
aB(q—q)]. Le choix de q peut se faire de ©*>—n maniéres, et chacun des
coefficients o, B a alors m + 1 déterminations (p22) (E., b, &3).

(%) On peut aussi le voir en partant de . Soit 5 = {; + vg;, {; et {; étant réels.
Si p> 2, le discriminant de ¢ = X(4? — 688~ c{i?) est (4c— b62)* dont le
caractére quadratique est déterminé par n (0*— 4c est non carré). Si p=-2,
en remplacant {; par {; 4+ et & par i+ &, on fait disparailre les termes {3
et cg;?; en prenant alors §;— b¢; pour & et — b, + cgipour &, on fait dispa-
raitre {7 et ci?. De 13, pour p2 2, le méme résultat qu’au texte (&, bk, 48).
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Pour a =/ ou a=c¢, A seradit groupe hermitien n—aire de ¢,
et L groupe hermitien homogéne ou fractionnaire n—airede €. Je
préciserai les formes correspondantes de A, <\, A?, 1., A’, &’ en rem-
placant partout les lettres A, <L par H, 5esia = %, parE, ¢ sia =e.

Il est clair que,si B est primitif dans e’ donc B™' dans ¢,
A’ = EF*ABf = AT’; le complexe A[i" est formé des substitutions qm
multiplient a par 4=, De méme, si y est la substitution de H' qui
multiplie chaque =, ou i % o par ™' et #, =« par ( sans altérer
les y;, H' = Z7*HyA.

Posons
z; px;

yi o'y |(i¢0)- me, =z, x|, My =2, 3|,

m,'p:‘_“
les variables non écrites étant inaltérées. Siy ow pé" estd'ordre = + 1

(alors p estde la forme ', o étant premiera = +- 1) ('), on aura encore,
m" étant évidemment dans H°,

H=25Homf=2E5Homf,, E=3ITEom},

et, en désignant par s une des substitutions Mgy M, M, sulvant le
cas, chaque complexe A’s* =s*A® est formé des substitutions de

=}s/A° dont le déterminant est (pp=*)* ou y*.

Il est clairque, pour n =3, H* = E* = 1.

Pardéfinition &' = A’|I', et = Al'|l'=A'I"Doncct’ = A =A|J.De
méme " =A°’l'|I'==A"|J°= A°J|J. Donc L] "=A'|A'I'=A|A*],
et (ci, A0 ) = T.

Soit  une substitution de A horsde A°et {, une substitution de A°.
Si{” est dans A°I', ({(,) y sera aussi, et réciproquement. Prenons
donc { = s, et soit s¥ = o, « étant dans A°. Il faut évidemment pour
cela quel'on ait, en supposant @ = ¢, s =m,,
A== = Oy ety A t't=r, Gnnt'> =", donc Cnn= 2y ¥

D’ailleurs, « conservant ¢ et étant dans A°, on a aussi
1) b

Ao =1 (=1, ...y 0), aita, =1,

(") By~ =M m g
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et ces conditions suffisent. Ainsi «,, est de la forme v?™-'), o, de la
forme o™= et (n--1)p+ o=omod(x +1). Dailleurs 3 a la
forme ™" (7 premier & ®+1), et ¢ —p —Ty==omod(T +1).
Donc, en éliminant o,

pr+Ty=o0 modT +1.

Mais 7 est premier 4 © + 1. Donc y doit étre divisible par =, et cela

suffit. Donc A’ =X 'A°l's*, et, en regardant les variables comme
homogeénes, &' = #b = ZF" A" 5",

3. Soit
z; Zp(duexe+ ainye) = X,
vi ZpBuxe+Buyr)=Y,;

o= (& k=1, ...,v,0)

une substitution de H’', en convenant de supprimer ou de remplacer
par o toutes les quantités relatives & y, et de méme, si v = o, celles
relatives a z, [ainsi (1—n)a;, = (1 — 1) B =0, @, = B, = o(i20)].
La considération des coefficients de x;ax, ¥;yx, ¥, dans la trans-
formée de a para donne, pour le développement de la condition

waa = fa(cf. 1),

. . . o saufsi j=k=—o
(4) iy (e Bu— Bijotin) + onatgs aor =

Jon si j=k=o0
(5) Z (o Bin— By o) + oo o, =0 (J, kZo0),

(/y kZ2o),

. , y . osijFEk )
(6) 2%, (o Blu— Brjdis) + wnao) aol;:{ fsij=k (f2o, kZ0)

[le coefficient de x, y; conduit a la conjuguée de (6)].
L'équation aaa = fa donne fa~' =axa™'. Or

Y . . n_o-
a~t =XV (yixi— 2 y)) + = Lo (-

(*) On voit que si n =o0 ou si w?=z —1, a~'==—a. Alors I'équation précé-
dente donne xaa = fa, et H et H’' contiennent la transposée de chacune de
leurs substitutions. Si 'on prend a = ¢, la condition aaa = fa s%écrit o = fe;

% et E' contiennent donc loujours la transposée de chacune de leurs substitu-
lions.



288 J.-A. DE SEGUIER.
Donc, en posant

Az ALy =X

(i: k=u1,...,v,0)
2k (Buzi+ By yvi) =Y

at":l zi
Yi

(1—=n)Ap=0—n)By=A;=Bjpy=o0 pour {=50, cuuy ¥, 0,

on a
(fAa=Bl fAu=—o [Bu=—fbw  [Bh=aw (i k#Z0)5
7)1 fAa=uwna),  fBip=— wnde; on,,zl:)-ﬁ,,.o, fA;kz—géko (i, kZo0);
( S Aoo==1ncty0.

L’équation (4) écrite pour o' donne donc («~' multiplie @ par f—*)

WS, (BriByi— Bri Bre) +BroBro=0  (j, k # o),
(8) w'ﬂz}lm(o"loi@ki — aloi ﬁll.,) +'ﬂ°éoo ﬁko:O (lc;fo) M),

wn iy (ao; &y ; — 0g; Ros ) = Nolgg Loy = fC.
L’équation (5) donne de méme (*)
(9) w2Yo (00— oty Q) =+ Ny 0L jo = O (j. ko),

et I’équation (6)

Y 5/ , osijFEk
(10) ‘ 0y (4B — Bridtler) -+ notroBjo = fsij=k

( @ Sty (G0l — Olgi &)~ Nogg oop = O (k£0).

(U, k# o),

Les conditions (8), (9), (10) sont a priori équivalentes a (4),

(5, (6) (). - |
Sil'on prend @ = ¢ = (¢;), la condition a & = fedonne ;a2 = fep,

qui remplace (4), (5), (6). En formant ce systtme d’équations

(1) En faisantdans (4) k =o,0n obtient la conjuguée de cette seconde formule (8).

(2) On suppose dans cette réduction j et / non nuls. Aussi, bien que (5)
subsiste pour j ou k& nul, il n'en est pas de méme de (9).

(3) On remarquera que (8), (g9), (10) sont formées avec les lignes de «
comme (4), (5), (6) avec ses colonnes.
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pour a~' —«, on obtient le systéme équivalent Z,a; 0, = fe;, qui

remplace (8), (9), (10).

4. Désignons maintenant par (4), (5); (6); (8), (9), (10), ce
que deviennent (4), (5), (6), (8), (9), (10) pourj =k = L.

H contient une substitution o dont les colonnes répondant a x,, y,
(en négligeant y,si l = o) forment une solution de(4§),, (5);, (6),
pour f=1. Car soit 7 une substitution 2 — aire ayant pour colonnes
répondant & z,, y, les colonnes données, et Ta~ = a'. En désignant
par F(wx, y,) une forme égale & z,y, — y,x, si [ o (on peut alors
faire /= 1) eta wnaxsi{= o, on peut écrire @’ = F (e, + u, y,+ ¢) + a,
u, v, a, ne contenant plus x, ni y, (*). Si donc =, est la substitution
qui remplace x, par x, — u et y, par y, — ¢, donc a’ par F(x,, y,) + a,,
et T, une substitution des x;, y, ou i = (réduisant a,a a — F(x,, v,),
=,7,7 répond & la question. On voit directement [en cherchant une
substitution ¢ de H telle que ox ait les mémes colonnes répondant
a 2, ¥, (ou la méme colonne répondant a z, si { = 0)] que les substi-
tutions de cetle sorte forment le complexe H,x,, «, étant l'unc
d’elles, et H, le diviseur de H formé des substitutions qui rem-
placent les x;, y; otv i £ | par des fonctions de ces seules variables
et x, ypar v+ X, y,+Y, X et Y ne dépendant pas de x,, y, (en
négligeant toujours y, si {=o0). Or les conditions (4), (5), (6) ou
P'on fait un des seconds indices égal 4 / montrent que X =Y =o, et
que H, est le groupe des substitutions de a — ¥ (x,, y,). H, est donc
semblable a H(n —2,w)silz#£o0,et aH(n—1,7)si {=o.

De méme les substitutions de H dont les lignes répondant a z,

(') D’aprés la construction de 7, @' a, pour / = o, la forme
Flz),y)+x X —=Xz)+9Y—Yy,+ 1L
et, pour / =o, la forme
wzz + »(cX + Xz) +Z,

X, Y et Z=(—7) ne dépendant pas de z;, y;. D’oi, par des changements de
notation, la forme du texte,
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et ¥, (en négligeant y, si l=o0) constituent une solution donnée
de (8), (9)y (10), pour f =1 forment le complexe a,H,, a, étant
l'une d’elles qui existe toujours.

Or pour n>1 et {=1, I’équation (4), (que 'on peut considérer
comme liant les parties réelles et imaginaires des coefficients) a,
d’aprés le type de &, [r" — (— 1)"] [x*' — (— 1)""'] solutions autres
que o, 0, ..., 0 (K., 44, 45). Il s’agit de calculer le nombre my des
solutions de (5),, (6), répondant & une solution autre que 0, 0, ..., 0
de (4), |4 la solution o, o, ..., 0 de (4), ne répond aucune solution
de (5),, (6),]. mg ne change évidemment pas quand on transforme
linéairement les coordonnées des points X, X'. Or si I'on fait subir &
ces coordonnées une méme substitution sde H, (4),,(5,), (6), restent
inaltérées (elles deviennent les mémes conditions relatives a la substi-
tution as de H). Dailleurs H contient une substitution transfor-
mant Z,= (1, 0, 0,..., 0) en I (par exemple ). Donc, pour cal-
culer my, on peut remplacer T par I, ('). Alors §}, =1, et (5),
permet de prendre arbitrairement les o, §;, ol i =~ 1; la parlie ima-
ginaire de «), est alors déterminée. Donc my = =**-*. L’ordre de H
pour n =1 est d’ailleurs © +- 1, et pour » = 2, d’aprés ce qu’on vient
vient de voir, m(w~+ 1)(n?— 1). Donc lordre de H(n,w) est

nin—1ty}

© 2 M[n'—(=1)].

On voit de méme que les substitutions « de E dont la n*™ colonne
(ligne) est une solution donnde autre gue o, o0, ..., 0 de Sop0u=1
(Zim,,-o'c,,'z 1) Jorment le. complexe E,x,(%,E,), E,.=E(n —1, %)
étant le groupe de € — x,z,, et a, étant Lune d'elles gui cxiste tou-
Jours. On en déduit plus simplement J'ordre de E; mais la démons-
tration précédente est utile pour la suite.

La méme méthode fournirait des résultats généraux analogues pour

(*) On peut donner au raisonnement précédent une forme un peu différente,
Les diverses déterminations s, s, ... de o, formant un systéme de restes de H
(mod H,, 1), il ensera de méme de s,0, 5,0, ..., o étant quelconque dans
H(=Hge).Deplus,si s; et s,ont une méme premiére colonne,il en sera de méme
de s;0, 5,0, et réciproquement. En faisant ¢ = s;', ou voit que le nombre des s;
ayant une méme premiére colonne est égal & celui des s; dont la premiére
colonne est 1, 0, 0, ..., 0, c'est-a-dire que my est indépendant de X.
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le complexe (1) des substitutions de H dont les colonnes (lignes)
répondant & x,, ¥,; %, ¥, ... sont données, vérifiant (4), (5), (6),
et pour le complexe(21) des substitutions de E dont plusieurs colonnes
(lignes) sont données, vérifiant les conditions correspondantes.

8. Soit n = 2. Posons |«|= 3. L'équation a,, 8,, — B,,«,, = ¢ jointe
a (4) donne, d’apres (6), fa,, = a,,8, fB,, = B,,¢; jointe & (5), elle
donne de méme fa!, =a! 8, fB' =4 3. Or &™' =1 (2). Donc on
peut trouver o tel que p™' = ¢. Donc, pour f = 1, les coefficients de a
multipliés par p deviennent réels. Donc le groupe des matrices
de 3e(2, ) divise celui des matrices de (2, =) (S., 77) [les deux
groupes n'ont pas le méme champ (¢f. 13)]. Donc, d’aprés leurs
ordres, 3e(2, T)=2¢(2, 1), et °(2, 7)=0(2, ©) (¢/. §.,79). Pour
¢ =1, lescoefficients eux-mémes sont réels. Donc H (2, n) = U(2,7),
les matrices des deux groupes étantles mémes [ mais non leurs champs
(¢f. 12)]. Nl est clair que H(2, =)=|U(2=%), m,.|.

6. H° (n, =) contient évidemment les substitutions

x; Yi i i+ Pxg
T = N UpHy= I &L x‘—i—)\)’, I, Vl'/(p: . y
Yi — &y Yk Ye—PpYi
X T A= P . .
Vorp = . . st n=1 (1); Vigp=1 si n=0
Y Yir+wpx +ppoxy

(£, k£ 0; A réel; les variables non écrites sont inaltérées)
et leurs combinaisons
Ca= T U AT =T U T = Y Y+ he |

_’ z; Az .
PUNTZ O\ Uy, A=A TE= T U 0\ U= (%),

Yi Ay
_ _ X, Zi+pPVi
Uikp: Ukigi = 1‘," V;‘k,—p7k= Ty Vikpfk‘ = A R
Zy Xp+pYy:

(') Pour qu’une substitution remplagant x par x + pz; et conservant z;
laisse 23y, — yrZr+ w2z inallérée, il faut et suffit, on le vérifie directement.
qu’elle remplace y« par y;+ wpx + (A 4 ppv) 24, A élant indéterminé dans €.
Je prends ici A = o.

(?) Comme m; _,= t}, cette équation doune t; = Vit Uiy Vimy = Uiy Oy Wiy
Donc les m et les 7 s’expriment par les « et les ¢ (¢f. S., 83, 3; E., 192, 202).

Journ. de Math. (7* série), tome II. — Fasc. IV, 1916. 38
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x T+ pYi

Ugkp=Usop =15 Vor,—p Tt = 4 VispTi' = !

Xy Xp— m'p.x — péuyk

_ _ Yi Yi+pZy
Wikg=Wiip=17' Vi pri= 1 Vipti' = ‘ . )
Y Yi+pZ;
x; pxy
yi o 0T\ys
Rikg= Virp Vii,~p= Virg= _
xz, — P X
Yo —PY:
Zzi — oYk
. o=l
_ - i ! 3
Sgkpzrk‘l{,,‘.p‘c,..z T Ripti! = Y X ,
Zp —pYi
Yk plw;
Tue=m ymi! Ry = Ripmy! mp o, = vimemapmn Si,
A 3
_ - Yi Yk
fred S,'k)\ m,~~,\‘ m,,)f TiTr=
T X
Yu Yi

Il sera souvent commode de négliger le dernier indice dans les
Uny Ony My Viegs Usrgy Wy, et dans la substitution 72, du n° 2.

7. 1l est utile de réunir ici certaines relations entre ces substitutions

et les substitutions m,; (p dans &'; ¢f. 2), m,, (07 = 1)de H (*):

h— B — P °__ s y
= uh= V=1, TE= My (st p=2, ti=1),

77 Vipt} = Vg —p, T Vinpti= Vjt,-p (/Z0);

V(I),Alp = VOI\‘.mp Vk ne Gp— 1 ‘nhp(;‘ b—=—vyv—u,
(11) { d’ou
o 1 pour p > 2,
VO“‘P: VO/c.—p XIS V{,".P:j

Ckappp pour p =2,

1 pour p > 2,

Usto= Ut —pttkomgsy U1
i = N ok . o
0 o o6 P tpnppp POUT p =2,

(') Les formules (13), (16), 18), (20), se tirent des formules (12), (15), (17),
(19) respectivement en transformant ces derniéres par des 7.



GROUPES A INVARIANT BILINEAIRE OU QUADRATIQUE. 293
Vikgteir = i Vigp, Vipem=vVjp  (f20),
wik Virg ir= Virg Usk,2np i —2pps Ui Vikg ¥ = Virg Wik ap ¥k 2 0ps

(12)

(13) { Upptm=unU,, (jZo0), vix Uirp vin= Uup Vit 22p Us,-3pp»
WiA-p = "ika/.-p, win wikp U\ = WiA-pV/n',x;s Vi \pps
Vokp Voro= Vo/c,p-o—c "k;—n(pd'b+¢au) = Voo Volcp Pk wr(po—0p)s
(O} Upiy Upgo=U epay = UpigU o (*
okp Yok = Lok,p+o Ui pipeurpov) = Voke Lokp Uk,won(po—op) M),
V,A.p Vi/,,- frnd V[/o- V[/‘.p (/n ;’,Zé l ou /\‘ pasng l)
Vi Virs =VusVaup (12 L 0n i=1)

15 i, k, 1 Fo0),
(13) Vids VirgVire = Virp Vit~ g (6 k t70)
V Vio Uik Vire=Uuisp Ui pg+p0
Ui/cp Vie= Vius Ui/.~p (k21)
Uikp Uitg = Uiss Uikp (k¢l ou k= l)
\‘V,’/_p \V,’/o = \’V[/qwik‘; (k = lou k= l)
Wi Vieg=V o V ik ] 4 .
(16) . ko Viks e Wirg (£ 52 1), (i, k, 12 0),
Uit Vikp Ukie= V:'kp Uil,—po'
Wi Uig Wis= Uikp Vis,—go
Vie Wing Viee=WigWit,—ge
Wit V/.~ip Witg= ‘Il.'ip Vi--po—ps
g Vokp Vite= Vire Vokp
) (7) ! vin:s Uo/.-p Vois = Qolsp Vl«i,'r,mg}‘c (i, k Z o),
’ Usi Uokp Ugis = Uolcp U/ti,'qmpo‘
Uis an.-p Uire== Vi/r,'qpp'cv Uoi,-—P&vokp
Uokp Uike= Uiss Uokp
Uokp Viie= Vi Uokp
(|8) » 0kp ko k6 Y okp G, k#o),
VikGUokp Vire= U(/c.—-r.péoni.p;r Uo/cp
Wis Uol.~pwiko: Vki,-'r.pén"\) voi,—pé'Uokp
Vi Vol.-p Viig= Wki,*qp.o'c'.} Voi.—-pa Volrp
! M Ti= My sy '”79’ UM == Ui pg)
(19) mig Vilrpmic: vik.pm mid ijpmkc: Vilr,pc-' (J2o)
may Vorpmoy= Vorp, (6% =1),
(i, k #o0;p, o dans &),

(1) D’aprés (11) et (14) on peut omettre les générateurs « si n est impair.
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™Mig! 05 Mg = 0105y
mig' Uyppmia=Usy—ps (f20),  mzd Wipntio= Wi pa,

(20) -
may Ugsp Moy = U9 (67t =1),

(¢ k203 p, o dans &),

/ Zi éo’)’z

. e (pg )1

RuiepSino = Suxs Rirp= 4 (fc) ot =TTk M ga M Gp-ts
—_— -1

(21) N A
Yk pr—t g,

Vorpip=1Uos, o1 81, pogit Voi,—p,pmt == 77 s, popitpp)=1 Mip Mo, p=s M, Vi—papripir- 1+

! (p=po+ups)-

La premiére formule (21) donne, pour ¢ = p, I'expression de u,
(Aréel) par les Vet les 7, et, pour p =1, celle de m,,m;; par les géné-
rateurs de I,; la seconde donne l'expression de m,,m,;, . par les
mémes générateurs.

8. H'(n, =) dérive des =, des u et des V[H,1, =)=1,
Hy(2,m) (2, 3, 4)], et, st n est impair, on peut [d’apres (14)]
omelire les u.

Il suffit de montrer que, « étant dans H°, on peut, en la multipliant
a droite par des 7, «, V, la réduire 4 une substitution de H,(3), et I’'on
peut supposer 7> 2 (4). Les a,, , ol 7=~ o n'étant pas tous nuls
[st n =1, cela résulte de (4)], on peut, en multipliant au hesoin &
droite par une V ou une U, rendre non nul a, si 2 > 3, ou e, si 2 =3,
Si n est > 3, en multipliant encore 4 droite par une V,,, on rendra «,
égala1. Sin=3 et B, =0 ou a,réel # o, onarrive au méme résultat
enmultiplianté droite parune U, ouunem,.Sin=3aveca,=r,~+ur,,
B, = s,+ us,(les r, s étant réels, et 1,5~ 0, on peut réduire s, & o en
multipliant & droite par une ¢, puis, si 3, est alors = o, rendre «,,
réel = o en multipliaut a droite par 7, : on est ainsi ramené au cas pré-
cédent. Soit donc a,, = 1. En multipliant & droite par des VoudesW,
on pourra maintenant annuler les «,, 3, ot i1 (y compris a,).
Alors, d’aprés (4), B, est réel, et I'on peut I'annuler par une ¢, ce qui
entraine, d’aprés (6), i,= 1. On pourra donc, par les V et les U,
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annuler les 3}, «; out i % 1. Alors, d’apres (5), «;, estréel, et |’on pourra
I'annuler par une u. Or, d’aprés (4), (5), (6) ot I'on fait un des
seconds indices égal 4 1, la substitution obtenue est alorsdans H,(cf. 3).

9. Tlest utile pour la suite d’'indiquer ici les modifications produites
par le changement de variables qui consiste 4 remplacer y, par —: wy,
pour i=t,...,v, et x par xx (je supposerai xx =c), en conservant
%y «..y ®,. Je considérerai ce changement de variables comme une
substitution, et je désignerai par les mémes lettres surmontées d’un
trait ce que deviennent les objets précédemment considérés ('). On a
alors '

5:m<2{w+nca’é>.

Les équations (4), (5), (6) qui remplacent respectivement (4), (5),
(6) s’en déduisent en y remplacant partout : 1° le signe — par +;
2° w par 2¢. On a

mig=my, myy= myp, Vieo= Vg (i, k#o0;;
Z )
_ : SV @ ¥
Ti—= . = tim‘_ _w = v @ H
’ 2 i i
; —x
Yi o I3
- haw - 24
up=|x; xz;— —2—')’t ' =Y Yi— _m'xi .

Je poserai aussi
Vékpzvikp (i, k# o),

v V.z x Z + %x/..
== .p ==
ok,_% okp /r,%

Ye Yi— zxéx —_ ppx/.

Z; X+ 0Yk —

—_— -1
= ,nk [ Uil-'p ,nk 0>

72 2

U;""P = V:‘kp br=

Xy Xp—pY¢
Yi Yi+tpxy

Yie Yir—px;

= m: ” Wike mi
' .

‘V;'Ap: ¢ V;kp i =

)
2

(*) On ne confondra pas les m;, 7;, u;, ... avec les transposées de m, T, w;, ....
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| i e Yr
Yo o el

Zp —p i
Y —p la;

Ritp = Rirg= R, Sig= tuRigptr= = m;'mgilcp m e
) gy

10. Désignons par H,(n, =) = Hj, = Hj, ce que devient H°(4, =)
quand on y remplace «x,, y,, «,, ¥, par x,, ¥,, Zx, ¥, respeclivement,
et par H{,(n, ©) = Hj, = H;, ce que devient H°(3, =) quand on rem-
place «x,, y, par x;, y. D’aprés len® 6, H°(n, ) est le p. p. c. m. des
Hjoui,j=r1,...,vsin=2veti,j=o0,...,vsin=29v+1. On
peut simplifier ce résultat en remarquant que | H, Hj, ! contient tou-
jours Hj, (7, &, { distincts Z o). En effet | H,, 1}, | contient t,, 14, les ;
et les u, et, d'aprés (15), (18) et (17), on sait exprimer V,; _,,(¢2 0)
par des éléments de Hj, Hj, et V, ;. par des éléments de H, Hj,.
Donc

I\

He(2v, m) = HY, W, o, Y
Ho(av +1. ) = } HY,, HY,, ..., HI_,,
= { HY,, H*(2v, ®) |.

{ 0
Ho,, HO,, ... HY

]
(
= {H3,, HY,. ... 13!

11. Les cas n = 3, 4 s'imposent donc & 'attention.

Soit d’abordn =4 (*),etvlep.p.c. m.desV,,, V,,, w=17"¢7,
celuidesU,,, W,,.D’apréslen®6 H* = | o, w|. Désignons, en général,
par L,, = Ss,,, U,, les groupes semblables 4 L (2, w?), U(2, n?) opé-
rant sur les variables ., ¥ (S., 74), et considérons les subslitutions

S, 875« v est formé des s ou s, parcourt U, (S.,83). Donc ¢ est

Sy Sy
is’omorplzc' aU,,.,, Va, de v correspondant & | x;, x;+ sy | de U,
Drailleurs m,, est permutable & ¢ et transforme les substitutions de ¢
comme |x,, g,| transforme les substitutions correspondantesde U, ..
Donc jo,m,; | =V est isomorphe a L,,, et formé de toutes les s
de H. Le p. g. c. d. de V, H?, formé des ¢me;, de déterminant 1, est
to, m,,| = V9, isomorphe au diviseur de L, ,, formé des substitutions
de déterminant réel.

Comme U(2, ©?) est, dans L(2, n?), le seul diviseur normal de son

(') Cf. Dickson, Linear groups, 134-136.
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ordre contenant le central de L(2, ©*) (S., 83), le normalisant V
de V dans H et celui V° de V°® dans H° divisent respectivement les
normalisants ¢ et v° de ¢ dans H et H°.

Déterminons d’abord ¢°. On a (avec les notations du n° 3)

xy X]—ba'|1y1+‘ pall"‘rz
71 Yi—pBiayi+ pBuss
Xy Xg'—;.{)aigh)'l+pa2l‘rz

Y2 Yo— ;’B{nyl“" pBaxe

v‘zpa =

et «='V ,,a se réduit de V,,,a en remplacant, dans les fonctions sub-
stituées aux variables, X,, Y, par =, y,, et z,, y, par X;, Y,. Iden-
tifions maintenant o—'V,,,« avec une s de v. J’appellerai dans ce qui
suit coefficients significatifs les 8 coefficients qui jouent le réle
des oy, B dans une substitution quelconque de H. Les coefficients
non significatifs d’'une s étant toujours nuls, les 8 équations d’identi-

fication relatives & ces derniers sont linéaires homogénes en p et p.
Comme p est arbitraire, ces 8 équations en fournissent 16 qui se
réduisent &

{0ty O g = 0tyg Ol 5 7= 0Ly Oy g 7= Oy Oy = O,

(22) i CiBla=BuBar=Lufl.= BB =o.

Les 8 équations relatives aux coefficients significatifs donnent, en
éliminant ces coefficients (conjugués deux 4 deux au signe prés lors-

qu'il s’agit d’une s de ©), 4 équations linéaires homogénes en p et g,
d’ol, comme tout 4 I'heure, 8 équations qui se réduisent a

(23) al,ﬁ'”—i—at“ﬁ'”:o, “’\2611'5'“’22.@21:0'

En remplagant V,,, par V,,,, on obtient, au lieu de (22), (23), les
équations suivantes, qui s’en déduisent par permutation des indices 1
et 2,

(24)

{ QlggOly | == Olog O { == Olyp Oy | = OL1p &) y == O,
B2ePyy = Ba2f)y =BuaPiy =BueBi =0

(23) “226’21"““126'11:0» “{zt'@n“‘“'ulblﬁ:o-
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Je dis que, si un seul des coefficients significatifs de « est #* o,
« est dans V¢, En effet, soit d’abord «,,#o. Alors, d’aprés (22),
a;, = a,, = o. De plus B,,=8,, = o, sans quoi, d’aprés (22), B,
et B,, seraient nuls et la quatriéme colonne de « serait nulle. Donc
B,,=B.,=o, sans quoi, d’aprés (24), B;, et 3, seraient nuls, et la
forme 4 des deux premiéres colonnes de a (1) serait nulle. Enfin
o), = «,, = o, sans quoi, d’aprés (24), a,, et a,, seraient nuls, et la
forme A des deux derniéres colonnes serait nulle. De plus, les rela-
tions (6) [dont (23) et (25) font partie| donnent, ¢n posant

Ayq Apg— Kygloy == 9, 511522— ﬁrzﬁ'zi: 9,

Y Y N A G g
“!la—ﬁna @190 =—3,,, a?‘a‘—‘—ﬁ‘l'z’ 092 0 __.(3“"

d’ot1 38’ = 1. Or 8¢, déterminant de a, est égal a 1. Donc ¢ et &' sont
réels, et les relations précédentes montrent que o est une s de H° donc
de Vo,

Si a,, est 5 0, on voit de méme que R,,, « (R,,, fait partie de v)
est dans V°, donc « dans R}, VO = V°.

Si B, ou B, est 5= 0, on voil de méme que (t,7,)~"' a7, 72 (7,7, qui
transforme V,,, en Vi, et V,, en Vit est permutable & «) est dans Vo,
donc « dans 7,7, V*(7,7,)~"' = V° (1,7, est permutable & | m, | donc
ajmg).

St donc ay,, a,, B, ou B, est =+ o, a est aussi dans V?, puisque
les équations (22)-(25) ne changent pas quand on y échange les
indices 1 et 2.

Supposons donc nuls tous les coefficients significatifs de «. Alors
©,7,%, dont les coefficients significatifs nc sont pas tous nuls, est
dans V?, donc « dans (7,7,)~'V,. Donc v = { V°, 7,7, /, et, 7,7, étant
permutable & { m,, |, o0 = Vo, .

Comme m,, est permutable ¢, 4 V°eta V,etque H = H, m,, |,
il est clair que v =}V, 7,7, = V. Donc (H, V) = (He, V'), et ¢
ou V' a les mémes conjugués dans H et He.

Toute similitude o de V étant dans un complexe em)., sm,* est
dans o et est par suite une substitution s ol s, , est dans U, ,,, d'ol
p*=1, ®*=1. Donc o est dans ¢ et dans D, et, comme ¢ contient
d=1Rj},, lep. g. c. d. de ¢, J est D. D’ailleurs (z,%,)*= d. Donc,

»

d
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en remplacant partout les lettres ¢, V par «, © pour indiquer qu’on
regarde les variables comme homogénes, les normalisants respectifs

de « ou ©° dans e et 3¢, sont © et ¢, et (3¢, 0) = (7, ) = (H, V).

12. Soitn =3 etvlep. p. c. m. des V,,, u =1]'0z, celuides U,,.
vestun gmsylowiende H* dontlecentralestle g, p.p.c. m. des u, (7).
Cherchons ici le normalisant « de « dans H. u est permutable i m, =
(on verra dans un Mémoire ultérieur, que | u, m, = est le diviseur
fixant le point 100 dans H) et & m . Donc « contient | u, mq =, m,, f

Pour que «—'U,,,2 soit de la forme U, 4., on trouve, comme
pour n =4 (I’élimination des coefficients non nuls de U, ,,u; estici
inutile), «,, =8,,=«,,B,,=0, et comme (6) donne z,,f =1, il
faut que 3,, = o. Les autres conditions (4)-(6) deviennent alors

) 1l AN . 1 W
o Bi— Bl + wolg g = o, Koo Ogo =1, otyo Bl1+ 0o oty = 0.

Comme ¢,,%,,= ,,4,, =1, on peut, en multipliant « par des puis-
sances de m, - et de m,,, réduire a,,, B, et ,, 2 1. Les conditions
précédentes exprimentalors que « est dansu. Donc u = | u, myy =1, m, ¢,
et (Hyu)=r="+1. Le p. g. c. d. de u, H® est évidemment
fu, my =y m,, | =u', et (H', ") = 7* + 1 (d'ailleurs, ¢ ¢tant un g
sylowien, on savait a priori qu'il avait les mémes conjugués dans H
et Hy).

Remplacons les lettres o, u par ¢, « pour indiquer qu’on regarde les
variables comme homogeénes. Le g u, toujours ici premier au gr,.,J,
est isomorphe 4 u. Mais u contient J (@ priori), et u° contient J°.
Done (7e, «) = (3°, u*) = =* +1=(H, V).

J

(3. Supposons nZ4, et soit T un diviseur normal de H non con-
tenu dans J. Si « est dans I, T" contient aussi (lesnotations étant celles
dun®d3)

a; Xi+AY;— Rty yi— X2 Buy:

yi Yi—Muy:

xzj Xj—dauy: (J#i) ’

yi Y=y

Journ. de Math. (7* série), tome II. — Fasc. IV, 1916. 39

1/;.)“ o Uy =



300 J.-A. DE SEGUIER.

z; X +pXp— pay; v+ é“’ik Yi—piap x4+ {)P'allc/c)’i

Yi Yi—pBi xs+ pﬁ:/r Yi

Vi_kiP « Vilrp = me X .pakwk " éd}‘,,]';. . . ’
(6, ko) |V Yi—pYi-- Pﬁls{x/v-‘- PRy i+ ppBluxi— p* Bl

z; X;—pajiz;+ ?oz’,,,yi Gs2i, k)

Yi Yi—pBjiwi+ pfiey:

@i Xi+pYi—potie yi—pin yi—p* Buid s — pBi Y

yi Yi—pBivi—pBiry:

Uija Upp=| Xi+pYs — petscri—panyi— pobu yi—p*Pu 1|
(G kgoy | Vh YwmPPuyu—pBuyi

x; Xj—pajive—pxjiy:  (JZ 6 k)

Yi Yi—pBsiye— pBik ¥

z; X, + P?‘In'a’/.-jﬂ' {3“},4-3’,'
yi Yi+ pXpt-pBi s+ pPi L4 0 X 4-PP%Xy T
_ . xp Xp+ potiZr+ pothyx;
Wiha Wip= p (P L ., .y )
(¢, k2 0) Yi Y+ pXi+0B0 i+ pBridi+ ppoty; Zi+p* iy X
y It .
z; X; 4 paj&p—+ poy X,

i . (f#L k)
yi Yj+pBiizi+pBixi

ainsi que les substitutions a~'uj'au,, a=' ViaV,,, «=' U\ a2 Uy,
o= Wi, aW,,, qui se déduisent dss précédentes en y remplacant,
dans les fonctions substituées aux variables, X, Y, par x,, y, et z;;, y*
par X;, Y;(3).

Tout d’abord T' contient des a qui ne sont pas des multiplications,
car les conditions que a, ;' au,, V;,aV,, ({Z0) soient des multipli-
cations donnent respectivement a8, =1, o0, = 8/, o= 2, %y =a;
(sin=1),donc a =1 o0ud.

Soit donc o une substitution de T' autre qu'une multiplication.
Sin =1 et si tous les coefficients non diagonaux autres que les a,, 3,
sont nuls, les équations (4) et (6) (pour j=o0, k=1, ..., v) montrent
que ces derniers sont aussi nuls. Donc un des autres coefficients non

»

diagonaux est = o. Donc, en transformant au besoin a par une T’ 7}
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(ry s =0, 1), on peut supposer qu'un des a;,, B;, autres que «,,
est=+o.

Je dis maintenant que T' contient, hors de J, une « ot les a;,, B
autres que «,,, 3,, sont lous nuls, 8,, étant =+ o. Prenons en effet
dans T, hors de J, une a ou ces «;,, B;, (j 7 1) ne soient pas tous nuls.
Si a,, est le seul d'entre eux s£o, «,, et 3,, sont, d'aprés (4), tous
deux % 0; une transformée (') de « par Uy, [ou B,,, a;(, B; (1 >1)
sont conservés tandis que e, est remplacé par a,,+ pf,,] aura donc
la forme voulue (elle ne sera pas dans J puisque B,,540). Si un
des «;,, B;, ol j == 0 est = o, on peut, en transformant au besoin par
une t;, supposer que c’est un 3;,. Soit donc (en transformant au
besoin par une T,;) §,, 5 o. Si maintenant §,, = o, on le rendra = o
en transformant par une V,,, telle que pp8,, soit = pB,,+ pf,,, ou
bien par les trois opérations suivantes: 1° une transformation par U,,,
. qui rendra o, arbitraire; 2° le remplacement de « par o' 1y au,) qui
substitue A(1 — a,,a,,) 4 «, ; 3° une transformation par 7,. En trans-
formant alors par des V,;, U,; ot j=£1, on annulera les 3;,, ;,
ou j =~ 1 sans altérer §,,.

’

Déslors Y seréduita — B, 2z, +«,, ¥, et a—'uy au, &

zy (1+ )‘aliB“'*_)‘zﬁll{3“)‘”!'*'l(’““il&ll_)‘&liﬁll))‘l

b= . .
J1 A BuBuy 2+ A1 —2ayBu)y

R

les variables non écrites étant inaltérées, et B3,, % o. D’aprés (4),

«,, ﬁ, =B, «,,, en sorte que les coefficients de §§ sont réels comme il
le faut (8). Donc, en prenantau besoin B pour «, on peut supposer «,
et B,, réels 5 o. :

Soitalors U= U (2,7) (8) le groupe des substitutions de H*(n, x)
quilaissentinaltérées les variables antres que «;, y;(i £ 0), D' ={m,_,|
son g, normal et J'le p. g. c. d. deT', J. Comme {3 est dans U, hors
de D'J’ (en supposant A=£~0), le p. g. c. d. de I', U'J’, normal
dans U')’, est >D'J’. Donclep. g.c.d.deT'|J, U'J|¥, normal

(') Cette transformation de « et celles qui vont suivre produisent sur
les a;,, ;) ol j1 les mémes changements que la simple multiplication a
droite de « par la transformante,



302 J.-A. DE 'SEGUIER.

dans U'J'|J, est >D'J'|J. Or, si = est >3, U'J'|J' est simple.
Donc, sit > 3, T contient U' et de méme U2, ..., U

Soit dabord n>3. I', contenant les m, et les ¢, (qui sont dans
les U%), contient mj' Vi, m, Vit = Vi o0 [ef. (19)] et

My Vorpmp! Vo_:é=Voq,p)\va};:—Vot,p(l—n"1,1»(1—).)();3 [ef. (1g), (11), (14)],

et par suite tous les Vi (jZ0). Etant normal, il contient encore les u,.
I1 contient donc tous les générateurs de H* (6, 8). Donc, pour = >3,
tout diviseur normal de H non contenu dans J est ZH°. On voit de
méme, en remplacant dans ce qui précéde H par H® et J par J°, que,
pour m > 3, tout diviseur normal de H® non contenu dans J° coincide
avec H°.

Soi¢ = 23. On sait seulement alors que T', diviseur normal de H
non £J (ou diviseur normal de H® non £J°), contient § ou I'on peut
supposer a,, et 3,, réels == o. Donc «,,, 8,, et A (supposé aussi = o0)
sont égaux & == 1, et, en posant «,,f§,, =9,

- zy (20 —1)z,—dy, D=1, d==%1).
Y1 Az + (v —23) y,

Sottw=3. En prenant A = & et A= — & on a deux substitutions
qui engendrent le g;Q"' normal dans U' (S., 83). Done T contient
Q, et de méme le g;Q' normal dans U‘’. Donc T contient les =,
les m;, et par suite, comme pour =>3 (en supposant, ce qui est
permis, & = 0), tous les V;,(jZo). Etant normal, il contient encore
les Ujz, W, et, d’aprés (12), les u;, v.. Il contient donc tous les géné-

rateurs de H, (6, 8).
Soit = = 2. Alors B =

T 0, =v,%, done, si n2 4,

Zy X+ yq

Y &,

).—: 7, u,,, et T contient

(i wnn )7 Vigg tewn Vieg = Wi 0p= 0 Wik,
donc
wikp k1. Vi1 Wikg :\Viﬁ~,p+¢ (¢, k#0),

dans toutes les W,, V,, U,, donc aussi les V,, V,, V5., donc,
d’aprés (18), les V,; el aussi, d’aprés (13), les w,, v,, donc les ;. Donc,
pour n24, I'=Hoe.
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Ainsi, en exceptant le cas ou© = 2 avec n<3, tout diviseur nor-
‘mal de H(n, =) ou de H*(n, =) non contenu dans J est ZH°. Alors
3’ (n, n)==H°|J estsimple, et J estle central de H, J° celui de H".
H* (2, 2)=U(2, 2) estisomorphe au g, syméirique (S.,83), et 'on
va voir que le g,,, H° (3, 2) est résoluble (*).

On vérifie d’ailleurs directement, en développant les conditions
&« Vio = Vs, aUyy = U;p (7, £20), ou en se servant (pour i,
k=£0) des expressions données de ViaVy, Uzl aU;, que toute
substitution % permutable a chaque substitution de H est une simi-
litude. Donc le centralde H'est T'.

14. Soit donc = =2, n=3. Alors v*4+v+1=0, ®w=1. I con-
tient
Z, vy A+ px
B1VarBVope=| y, va,+ yi+ opx
z  pmi+upy

Prenons les variables y =v@, +y,, s =2, + vy, (#, =y +v3,
¥1= Uy 3) qui raménent A4 la forme ¢ = zx + yy + 35 (¢f. 2), et
convenons de désigner par les mémes letires les substitutions de H®
et leurs expressions respectives par les variables de E°. On a alors
(Pordre des variables étant x, y, z) : .

B=|=z, vy, {‘5': B VapBVape=|p3, éx,yl,
(@"Vo‘dﬁVon)*=6=!y, z, x|

T, contenant et f = B, (6° =B° =1), contientaussi 630~ = | vz, y, vs|
=8,, 0B =|vz, vy, 5|=0, et 3,82=]vx, vy, uz|=2¢ qui
engendre J°. 1l est clair que |, 8/ est un g, abélien principal, normal
dans le g, 13,8, 0]=18, 6| =P défini par les équations de |3, 3
jointes 40° =1, §~' 6 = B2, 63 = 29. Je dis que P est normal dans A°.
Comme «,, = %, §, il suffit de montrer que P est permutable & <, et
a Vi, Or,en posant t,={, =0=|z, 5,y|, 00" =0, =[5y 2|

(1) D’ailleurs 216 = 23.3%, et tout groupe dont I'ordre n’a que deux facteurs
premiers distincts est résoluble, d’aprés un théoréme di a M. Burnside [P. L.
M. S., 2° série, . I, 1904, p. 389].
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0"?:‘)::3:]‘}',.’13,5[ (‘C, L =101 =0) et
Vap=Vo=|x +py +ups, px +vy + 5, up& + vy + Uz,
on a
560, = 6, §:Biki= B3, Cidnli= P} (£, k, L distiucts),
VIIBV, = 0288, Vi'OV,= 68", V3IEV,= 0282  V5'6V,= 0B%5,
Vo= V=V, Voo =V, Vi=V, V5 =V, V,.

Ainst P est normal dans A°. De plus {V,, V,{ = Q est un g, des
quaternions défini par V= V;=1, Vi = V! (=08{=yv,,),
V'V, V, = Vi, et A* = PQ. Les équations de A® résultent évidem -
ment de ce qui précéde. ’

Tout diviseur normal X de A® non contenu dans J° contient le g,
sylowien normal P. En effet, 'ordre du p. g.c. d. de I', P est > 1,
car les équations précédentes montrent qu'aucun diviseur de Q n’est
normal dans A°. Donc T contient J° (E., 152). Or on vérifie de suite
sur les équations précédentes que tout diviseur normal > 1 de A°|J?
contient P|J° (*). A

On remarquera que le g;, | P, {{ contient u,, = (% =|=, v3, vy|,
0, = Bl = |z, vz, vy| et Vo =¢,, [cf. (11)).

Désignons par zysz le point de coordonnées omogénes x, y, =, et
écrivons respectivement a, b, ¢, d, ¢, f, g, h, ¢, k, |, m, n, o, p, q,
r, s, {, u, v pour ool, v®or, 1o1, v*v’I, 1uI, vor, ov?i, UuI, V'L,
ovi, v11, 1v’1, v¥ur, 111, V¥ 11, 011, V%0, VIO, 110, 010, 100 (Ce
sont les symboles de 4.°). On a alors, en désignant encore, d’une
maniére générale, par la méme lettre une substitution de A° et son
action sur les symboles a, b, ..., ¢:

=br.ct.fs.gk.q.au.de.hm.in.l.o.p.v,
{a=bg.cq.fk.rs.t.el.in.pm.uv.a.d.h.o,
B =bcf.gkqg.rst.del. hpm.ino.a.u.v,
0 = bks.cqt.grf.auv.del.hmp.i.n.o =¢,¢,
V, = bgtk.cfsr.g.aeul . hnpo.dv.im,
Vo= brif.cgsk.g.ahup.eoln.di.mv (?).

(") On peut se servir aussi de la représentation de A°|J° en g° qui a déja été
rencontrée (S., 73, p. 1015 A%|J, est isomorphe au g;,, non métacyclique ayant
un g, non cyclique normal) et qu’on va retrouver dans un instant,

(*) Cf.S.,79 et 109 o les notations u,,§;, 3 sont remplacées respectivement
par i, &, p, a,.
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Ce sont les générateurs du g,, L°=A"|J°. D’aprés ce qui précéde,
tout diviseur normal de Jo° contient le g, | (3, 0.

° a deux systémes d’intransitivité, ’'un 4, de degré g formé de b, c,
7, g, k, q,r,s, 1, lautre 4, de degré 12 formé de a, d, e, h, i, I, m,
n, 0, p, 4, v. Le diviseur x.° fixant g estleg, | V,,V,|. Le diviseur x|
fixant v est le g4 | B, Cf. On réduit -t de .° en adjoignant a <1.° la sub-

stitution
ss=|a, y, 95| =0bfc.gkq.r.s.t.dho.epi.lmn.a.u.v.

& a les mémes systémes d’intransitivité que -1.°. Mais les diviseurs x.
et &%, de <b qui fixent respectivement g et ¢ n’ont pas les mémes
systémes d’intransitivité que x° et X.}. Le constituant de <\ (ou « for-
tiori de -1°) qui a pour champ 4, a les quatre systémes d’imprimiti-
Vvité auv, del, himp, ino. Le constituant de -1.” dont le champ est 4, est
évidemment primitif ().

15. SoitPy(,, =P =P,lep.p.c.m.desV,,, U, ,(k=2,...,v),
Uy, u,. En désignant par | u, | le g, abélien principal dérivé des u,
(normaux dans P), P|lu, | est un g.....abélien principal (cf. E.,
142-145 pour= = p). Les équations de P sont formées des équations
de Yu,| jointes & celles des relations du n° 7 o figurent les seuls
générateurs de P; car ces équations définissent un groupe d’ordre
S(P,y1) (£., 18, 19) et sont vérifiées par P.

Soit P, le groupe déduit de H, (4) comme P de H, et formons de
méme successivement les groupes P,, .... Toute substitution de P;
est permutable a P,_ (7), ensorte que PP, ... P,_ =Py, ., =P est

n{n—1)

un g, sylowien de H.

Ecrivons un instant U;, pour «, et U, , pour U,,,, désignons par v,
la plus haute valeur du second indice de U, dans P (donc v, est 2 v,
etv + v, = n), et formons le tableau triangulaire

Uy U U oon U, Vi Ve o0 ViV
Up Uy ..o Uy, Voo Vo, o0 Vy

....................................

(*)y On trouvera des généralisations de ces propriétés dans un article déja cité
(Comptes rendus, t. 161, p. 553 ) et dans un Mémoire ultérieur.
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la derniére ligne se réduisant & U,, si v, =v, et aux deux termes
U,y U, ... sl vy=v+1, et les V disparaissent si v=1. Appelons
s transversale la rangée de termes (paralléle au coté droit du
triangle ) formée du s*™ terme de la premiére ligne, du (s — 2)*™ de
la seconde, ... du[s — 2(i — 1)]*** dela &, .... Pour n<3, P esi
abélien. Pour n >3, le s*™ central (E., 94) C,dePestlep. p.c. m.
des Uy, V,, des s premiéres iransversales, c’est-a-dire le p. p. c. m.
des Uj,oui+kestSs+1etdesV,oauk —iestZn—s: Uordre

S(8+1)

de C, est alors =~ * . Montrons que si le théoréme est vrai pour
C,(Cy=1), il 'est pour C,,,. Soit % un élément de C_, hors de C,,
exprimé par les générateurs de P en faisant passer ceux de P, avant
ceux de P,,,. Si % contient (dans 'expression considérée) un V,, hors
de C,, l—kest<n—s—1. Or, pour k>1,V,_ ,, transforme V,, en
V...V Pour que C,% soit permutable 4 V,_, ,, il faut donc que V,_,
soit dans C,, d'ou { — kZ2n—s — 1. Donec l—k=n—s—1. Pour
k=1 et [=v, la permutabilit¢ avec V., conduit de méme a
l—k=n—s—1.Pour k=1 et { =y, la permutabilité avec U,
exige que C; contienne U,, d’ou 1+ v, Ss+1, et de méme
l—k=n—s—1.85i5%contient un Uy (kS{sillvih<lsil>v)
hors de C;, k + lest 2s -+ 2. Or, pour k >1, V,_,, transforme U en
Ui Upe si lSv et k<!, et en U, U, Up si [>v ousi k=L
Donck—1+LlestSs+1,ethk+/l=s+2 Pourk=1et 1<y,
V,_,,transforme U,,enU, ,_ U,,,d’oulZs+1,etde mémek +[=s-+2.
Pour k = [ =1, la condition k + /Zs~+ 2 donne s = o0, d'ou encore
k+l=s+2 Pourh=1,l=v+1etv>1, U,transforme Uy en
U, Uy, dott 1 +-vSs+1,etencore i+ =5+ 2. Pourk=v=ret
[ =2, P est abélien. Donc, pour »> 3, & ne doit contenir que les
générateurs de I’énoncé, et cela suffit, car alors lout généraleur de P
transforme tout générateur de £ en un élément de C,%. L’ordre de C,
se calcule en comptant les éléments & prendre dans chaque ligne du
tableau rectangulaire.
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Les substitutions de P ont la forme générale

1

Uoayy | e oy gy oo (1)
o 1 0o o o o
0 ayy | § g, | Kag Oy

wp=(o By, | 0 1 o o A
0 ay | O ay, | 1 oy
o Ly | o Lo !

les coefficients situés au-dessus de la diagonale (ou ceux situés au-
dessous) élant arbitraires, et les autres étant déterminés par ceux-la
d’aprés les relations (4)-(6) [ou (8)-(10)].

Toute substitution A de H permutable & P vérifie apA = Ayp, Ve
étant dans P. Supposons que A se déduise de la substitution « dun* 3
en remplacant o, i, By, B Par Ay, Ay, Uyx, Wy respectivement. La

comparaison des coefficients de y, et de «, dans les fonctions que ap A
et Ayp substituent 4 y, donne

My 4 ey, + . Bay 4+ pygdly, + (84, +. . =0, 11 %2 =0.

Or on peut supposer «,, arbitraire. Donec w,, = 0. En prenant alors
pour «p une substitution ou e;,,, 8, soient arbitraires, on voit que &, ,
w,; sont nuls pour j == 1. Alors, d’aprés (8) et (10) les A4, w;, ol j =41
sont nuls, et A, &, = 1. En multipliant A & droite par une substitution
de P on peut annuler les %, w, ol j=£1. Alors, d’aprés (5) et (6),
tous les coefficients des deux premiéres lignes et colonnes sont nuls
sauf A,, et w,, qu'on réduira a 1 en multipliant & droite par une m,.
La substitution obtenue est alors dans H,. En continuant ainsi on voit
que A est dans MP, M étant le p. p. c. m. (abélien) des m; (jZo).
Donc MP est le normalisant de P dans H. L’ordre de M est évi-
demment (=2 —1)' st n=2v, el (R*—1)(R+1)SE n=2v+1>1.

(') En rangeant les variables dans l'ordre yy, ..., yv, &, @y, ..., 2y, les coef-
ficienls situés au-dessus de la diagonale principale sont tous nuls.

Journ. de Math. (7° série), tome Il. — Fasc. IV, 1916, 40
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Son p. g. c. d. M° avec H° est d’indice = + 1 dans M = Z{M°s,
s ayant le méme sens qu'au n® 2. Le normalisant de P dans H*
est M°P. M est éoidemment > J, et M° > J°.

M est son propre normalisant dans MP. Car une relation de la
forme (wmop)™" phophotp =, ¥, %y (&, étant dans M, entrainerait,
puisque M est abélien, y,zp=ap,; d’oti, comme on le voit directe-
ment, g, = [+, et, (, parcourant M, oap=1.

III. — Groupe gauche.

16. Soit maintenant @ = — a et aax = fa (d'ot |a|* = f*). Sup-
posons a réduite & la forme canonique Xi(zy;--y,x;) (n=2v)
(E., 195, 201, 202; cf. S., p. 225), les variables de la premiére
série étant z,, ¥,, ..., Ly, Y, et les variables correspondantes de la
seconde x|, ¥\, ..., x,, ¥, (cogrédientes & x=,, y,, ..., =, ¥). Le
groupe A sera dit alors groupe gauche n-aire de 2, et le groupe A
groupe gauche homogéne ou fractionnaire n-aire de €. Je préci-
seral ces formes de A, <, en remplacant partout les lettres A, &

par G, G.
Posons
X, Lt . X p.T,' .
= , = (e=1 V V)
Tl , b ' yi p7vi ’

Il est clair que G’ = EF2G+*, et que Gv* est formé des substitu-
tions de G’ qui multiplient a par t*. }v! est'premier & G, tandis que
lep. g. c. d. de G, I est D. Si donc p est > =2, y est hors de Gl;
mais v* = u,[t] est dans GI, et G'=GI+ Gly. Si p =2, G'=Gl.
Pour p22, Gl = G” est le groupe des substitutions qui multiplient a
par un carré.

Ici ¢ = G'|l, g = GI|I=G|D. Donc, si p>2, ¢'|G=G"| Gl est
d’ordre 2, et (§'1)=(G, 1). Sip=2,¢'=¢=G.

17. Pour qu'une substitution

v ’ v
.| % 2+ dixyr) = X;

= L k=x, .. v
i Zi(Baxi+Bixyr) =Y ( )
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multiplie @ par f, il faut et suffit que 'on ait

o si jFk
1) 2ot Bis— Biyaly) = .
) i t/ﬁ/- Bt.’ %) f si J::/f (l’,j,/r:l,.“,‘d).
(2) Zi(eiBi— Biyau) = Zi(;Bix— Pijotix) = o
Comme ici a* = — ¢, ¢ étant la matrice unité d’ordre n, 1'équa-
quation a¢o = fa donne fa—' = — aaa, d’ol
;X HEe— akiyr) = Xi
fomi = x; vaz( BhiTe—~— ki ¥i) : Gok=1,...,9),
Yi Zn(—Lrzat aryr) =Y;

el aaa = fa qui montre que G’ (et de méme G) contient la trans-
posée de chacune de ses subtitutions.

Les conditions analogues a (1), (2) écrites pour a ou pour o',
« priori équivalentes & (1), (2) sont («~*' multiplie @ par /=)

o si jHFk
1 st o j=k (6, foh=1,...,9).

(h)  Si(ajictii— ajics) = Si(Bjifki— Biui) =0

(3)  Zi(oiBhi— Brio) =

Ces formules ne sont d’ailleurs qu’'un cas particulier de celles du
n° 3, celui ol » = 2v et o1 & est dans €.

8. Désignons par (1), (2), (3);, (4); ce que deviennent (1), (2),
(3), (4) pour j =k =

G contient une o dont les deux premiéres colonnes sont formées
d’une solution arbitraire de (1), pour f = 1. Car soit 7 une substitu-
lion n-aire ayant les deux premiéres colonnes voulues. Elle transforme
aen(w,+u)(Yi+¢)—(y,+¢)(zi+u)+a,uv a (=—a,)
ne contenant nix, ni y,, et &', ¢’ se déduisant de «, ¢ par I'accentua-
tion des variables. Si donc 7, est une substitution qui remplace x,, y,
par x, — u, y, — v et dont 'action sur ,, y,, ... canonise «a,, 1,7
répond a la question. Les substitutions de cette sorte forment le com-
plexe G ay, a, étant Uune d'elles, et G, le diviseur de G formé des
substitutions qui remplacent les x,, y, ou i> 1 par des fonctions
de ces seules vartables et x,, y, par =, + X, y,+Y, X et Y ne
dépendant pas de x,, y, (cf. %). Or les conditions (1), (2) ou l'on
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fait un des seconds indices égal & 1 montrent que X=Y=o,etque
G, est le groupe des substitutions de a — (x ¥ —y,x)), el est par
suite semblable @ G (n — 2, =).

De méme les substitutions de G dont les deux premiéres lignes
Jorment une solution donnée de (3), forment le complere a,G,,
o, €tant Lune d’elles, qui existe toujours.

Comme (1), a =*~'(%" — 1)solutions (E., 44, 45; on le voit d’ail-
leurs ici immeédiatement), il résulte de la que 'ordre de G (n, =) est
oIl (=% — 1),

19. G contient évidemment toutes celles des substitutions de
H® (2v, ©)indiquées au n° 6 pour lesquelles p est dans ¢, et ces substi-
tutions vérifient les relations du n°® 7 ou ne figure pas l'indice o.

G dérive des 7, des uy, et des V5 (A réel). Admettons-le en effet
pour les valeurs de ninférieuresa celle considérée. Il suffit de montrer
que, o étant dans G, on peut, en la multipliant & droite par des
Tiy Uy Vg la réduire & une substitution de G,. Or les o, §, n’étant pas
tous nuls, on peut en multipliant « & droite par uneV, une U, une u
ou une /n, rendre o,, égal & 1, puis, de méme, par les V, annuler tous
les o, o1 £ 5~ 1. Onannulera §3,, par une ¢, et les §, o 7 5= 1 par les W.
Alors, d’apreés (1), ;,= 1. On pourra donc, par les V, annuler les
@i, ot i £ 1. On annulera ensuite o, par une «, et les a;, oii { 5= 1 par
les U.

Donc toute substitution de G a un déterminant égal a 1 (comme
lest, u, V), et toute substitution de G’ qui multiplic a par a un
déterminant égal a *'. Donc G (2, =) = U(2, =) (S., 74).

20 (*). Cherchons les p. g. c. d. respectifs T et I de G(n, =*)
et G'(n, n*) avec H(n, =). Toute substitution « de I" devra vérifier,
en méme temps que les équations (4)-(6)du n° 3(avec /=1, n=0),
les équations (1)-(4) du n° 17. En particulier les deux systémes
linéaires formés, I'un des systémes (5) et (6) du n® 3 ou I'on regarde k
comme fixe (el f=1, y=0), l'autre du systéme (1) el du second
systéme (2) du n®° 47 ot I'on regarde aussi £ comme fixe, déterminent

(') Comparer Dickson, Linear groups, 131.
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lun 8, o, l'autre S B S @iy par les mémes équations. Donc,
W= foyy Bi=fB et de méme ay=fay, Bu=fPu. Donc
d’abord T, qui correspond & f=1, est dans e, et ses malrices
coincident avec celles e G(n, =) [les variables de G(n, =) différant
de celles de G(n,n?), G(n, =) n’est qu’un constituant de I isomorphe
a I'; mais aucune confusion n’étant a craindre, j'identifierai ici I' avec
G(n, =). Ensuite, e désignant un élément £ o de «, f=ec' = e'~~
est une puissance de v"™=*. Or p, multiplie précisément a par v"'~".
Donc, en posant |u.i =M, I"=TM, et (I",T) ==+ 1. Il est clair
que I' contient J, dont chaque substitution multiplie @ par une puis-
sance de v'*™="),

Le normalisant G(n,=)de G(n,=) dans H(n, =) coincide avecT".
En effet, soit s une substitution de H permutable a4 G, et as = s2/,
« et o étant dans G. Alors asasa coincide avec sa'aa’s = sas.
Donc sas = a'(= — a') est invariante par toute substitution de G. Or,
soit

a'=3Z [z a4+ alyi) + yi(buxk+ 04 yi)].

On voit directement que, pour que &’ soit invariante par m;, quel que
soit Z, il faut que o' aitla forme X, f;(@;y; — y;x;) et que, pour que
a’ soit encore invariante par les Vy, il faut que les f; soient égaux.
Donc s est dans I,

Soit G=G|J le groupe déduit de G en y regardant les variables
comme homogénes. Le normalisant de ¢=GJ|J=G|D dans
re=Hdesty. Sip>2,(¢,1)=2(G1).Sip=2,(¢,1) =(G, 1).

Le normalisant G° de G dans H° est le p. g. c. d. de G, H°. Or

G divise H?, et pour que le déterminant «*'=™ de p.! soit égal a 1, il
T+ 1
ﬂ/

faut que % soit multiple de » 7, étant le p. g. c. d. de = +1, v.
Donc, si M? est le diviseur d’ordre =’ de M (c’est-a-dire le p. g. c. d.
de M, H"), G*= GM°, et (G*, 1)=='(G, 1).

Soit (°=G"|J* le groupe deéduit de G* en y regardant les
variables comme homogénes. Le normalisant de ¢ =GJ*|J'=G|D
dans 7e°=H"|Jo est °. Sip>2, etsiw, =%, (4 1)=2(G,1). Si

p==2ousi2x, =%, (G 1)”——— (G, 1).
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21. Onavuque G(2,7)=U(2,7)(19). Pour n > 2, ©> 2, on
voit comme au n° 10 (') que G|D est simple. Pour »>2, = =2,
on voit de méme que tout diviseur normal T' de G non contenu
dans D contient les Wy, op, =95, Wi, donc, si n26, les
Wik 0% -5 Wioy = Vi W4,V (7), done les Wy et par suite,
encore de méme; les Vi, Uy, w;, 1, donc G.

Ainsi, en exceptant G(2, 2) = U(2, 2), G(2, 3)=U(2, 3) e
G(4, 2) qui va élre étudié, tout diviseur formal de G(n, =) non
contenu dans D coincide avec G alors G(n, n)=G|D est szmple,
et D est le central de G (done, si p > 2, §'s= G).

On vérifie d’ailleurs comme au n° 10 que toute substitution o per-
mulable a chaque substitution de G est une similitude. Donc le
central de G’ est 1.

22. G(4, 2) est isomorphe au g* symétrique (*). — En effet,
G(4,2)est un g;;, divisant le g'*L(4, 2). Or, en désignant par s,
et-\, le symétrique et I'alternéde champ 1, ..., k, L(4, 2)=1,(S.,70).
Donc G estisomorphe & un g.,0 pair T. S1 T était transitif, il serait
primitif, 720 ne divisant ni 4! 2* ni 2(4!)* (S., 32); mais alors le g¢,
fxant un symbole serait de degré eflectif 7 el contiendrait des s; et
des s; [s’Il contenait des s, I' devrait étre semblable & &g (S., 4))], il
seralt donc transitif tandis que 7 ne divise pas go. Donc T est intran-
sitif, et si les degrés de ses constituants transitifs sont «,, a,, ...
(a2 0y 213 ;= 8), 720 divise II(«;!), d’'o &, = 6. On peut donc
supposer que I divise | 8, 781, et comme T est un g}, pair, il ne peut
étre que le diviseur pair maximum 8,==8, de |3,, 78{. On voit par la
que ltous les g3%,, de Ag soni conjugués dans 8, et par suite dans o,
(car le normalisant de T par exemple dans s, contenant 12, I' a le
méme nombre de conjugués dans s et <l

Voici une autre démonstration qui fournit une correspondance de

(') Lesecond procédé employé au n* 40 pour rendre 5,2 o est seul appli-
cable ici.

(2) M. Jordan a établi ce théoréme (Traité, n° 333) a I'aide des groupes de
Steiner. On en trouvera encore une preuve indirecte dans une Note déja cilée
du 8 novembre 1915 (Comptes rendus, . 161, p. 553).
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générateurs. 8, est défini (S., 69) par

. L

(h=1,...,3;¢ 2y, 45 =25 k=2,...,4—/)

Or les substitutions ©,, u,, #., T,, 7,9, V4, U,,0,, prises respective-
ment pour S, ..., S;, les vérifient. Donc leur p. p. c. m., qui est
d’ordre > 2, est isomorphe a s, (S., 66) (*).

On arrive au méme résultat en prenant pour s,, ..., s, respective-
ment les substitutions ¢, 0, U,,0,0,, 7,0, 4,4, Tyy, W, V,,0,,
oW, Ve, waV,, U,

Il est utile de montrer comment on arrive & ces deux correspon-
dances de générateurs, et comment la seconde conduit & une corres-
pondance simultanée des générateurs de 1.(4, 2), G(4, 2) avec ceux
de <1, 8; [donc de nouveau & I'isomorphisme de L (4, 2) avec -1,].

Les s, impaires de s, se divisent en deux classes, I'une C, formée
des s}, I'autre C, des s]. A une s, quelconque s,, de C; on peut en
joindre quatre autres s, ..., s,; (de C;) telles que s,,, ...; s, prises
pour s, ..., s, vérifient (5). Car on peut toujours écrire s,, =12,
$i3==34, s,,=56; alors s,,, déplacant un des symboles déplacés
par s,, et un des symboles déplacés par s,,, mais ne déplacant aucun
de ceux déplacés par s,;, peut s’écrire 23 ; s,, peut s’écrire 45; et ces
substitutions vérifient (5). De méme on peut toujours écrire
$3,=12.34.56, s,,=12.35.46 (s,, a un cycle commun avec s,,).
Alors s,;,=12.36.43; s.,, ayant un cycle commun avec s,;, mais n’en
ayant aucun avec s,, ou S,,, peut s’écrire (en transformant au besoin
tout par s,,, $,, ou $,;) 15.24.36; alors s,, a I'une des deux formes
34.26.15, 56.13.24, et (en transformant au besoin tout pars,;) on
peut supposer que s,, = 13.24.56. Les s,, vérifiant (5) comme les s,,,
8¢ @ un automorphisme o s, ..., s répondent & s, , ..., s,; respec-
licement.

En posant

o =12 =§y,, B =13 =asna, y =14 =350,

0 =15=7ysuy. =106 = 8550,

(*) Dickson, Linear groups, 118.
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(aux générateurs «, 83, v, ¢, ¢ de s, répondent respectivement, dans
automorphisme considéré,

a'=12.34.56 =s,,, B'=13.26.45 = a's, 0,
7' =14.25.36 = f's,, 3/, 0'=15.23.46 = y's4,7'.

¢'=16.24.35 = &’s,,0"),
ona

(6) ( Sa1 == 83515, Saa= ayat.9.Bef, a3 = B0B.yey. 0,
{ $ay == ayet.$153, Ses = S15.BEB . ot

et les s, s’expriment par les s,, comme les s,, par les s,,. L'automor-
phisme est donc d’ordre 2.

Considérons maintenant les s, de ct4. Elles forment deux classes,
l'une de s}, autre de s}. Tout g?,, pair de <k, pouvant étre identifié
avec s, a aussi deux classes de s,, 'une G, représentée par 12.78,
I'autre C, par 12.34.56.78. Au point de vue abstrail ces deux classes
out cect de commun qu’a une s, quelconque s, de C, on peut en
adjoindre quatre, s, ..., s,, vérifiant (5) et ceci de distinct que,
si p =1, il existe une s, s,, vérifiant

7) 550 == (S20501)° = (SpoSp:)* =1 (l=2,....3),

tandis que, si p =2, iln’y en a pas. En effet, si s, existe, elle doit,
d’aprés (7), déplacer 7 et 8 (sans quoi s,,s,, auraitun cycle d’ordre = 3
contenant 7 et 8), et par suite fixer un au moins des symboles 2, 3, 4,
5, 6. Mais s, doit étre transformée en s;; par s, ..., s,; dont
le p. p. c. m. permute transitivement 2, 3, 4, 5, 6. Donc s,, les fixe
tous. Donc s, = (178)*', et p = 1. by dérive de 5,4, 8,4, ..., 5,5 €t est
défini par (5) et (7) (S., 69).

Admettons maintenant qu'il y ait, entre L(4, 2), G(4, 2) d’une
part, et -k, §, d’autre part, une correspondance isomorphique simul-
tanée, et cherchonsé la réaliser. Je désignerai les objets correspondant
a sy, G, dans L par les mémes lettres que dans.l ;. On apercoit de suite
dans G quatre substitutions semblables pouvant jouer le réle de s,,,
Spas Spsy Sps Telativement aux équations (5) (on verra plus loin que ces
substitutions sont conjuguées, et que g = 2). Ce sont, en désignant
(cf. S., 69) respectivement les points 1000, 0100, 0019, 0001, 1100,
1010, 1001, 0110, 0107, 0OII, 1110, ITOI, 1011, OIII, 1111 par b,



GROUPES A INVARIANT BILINEAIRE OU QUADRATIQUE. 315

e, dye, fy g by iy Ky l, my n, o, D 4

sp=r1,=bc.gi.hk.op.d.e.f.l.m.n.gq,
spp=wy=cf.im.kn.pg . b.d.e.g.h.l.o,
Spp=us=el . ho.kp.ng.b.c.d.f.g.i.m,
spp=Ty =de.gh.ik.mn.b.c.f.l.0.p.g.

8zy doit leur étre semblable et engendrer avec s,,, s,; un g,;° abé-
lien Y de classe 8 (S., 82). Donc s,, échange entre eux les systémes
d’intransitivité f, {, ¢, bc, de, mn, op, ghik de |s,,, s, (. Si 5
déplace un symbole du seul systéme de degré 4, Y a un consti-
tuant régulier (S., 57) de champ ghik, et s,, = gh.Ai.... Mais alors
SpaSga=(ngh)(him)..., et s, fixe met n. De méme s,,5,,=(hio)(kgp)...,
et s, fixe o et p. Donc 5,5, qui permute entre eux f, I, ¢ (systémes de
degré 1) et qui ne peut fixer ¢ (s,,5,, aurait le cycle pg) a I'un des
cycles fy, lg; dans le premier cas s,,s, aurait le cycle cgpf...
d’ordre >3, et dans le second cas s;;s,, aurait le cycle inge....
Donc s, fixe g, 8, k. Sispy = fl..., s.08,,=(clf)..., s.8,=(ef!)...,
et s, fixe ¢ et ¢, donc b et d, tandis que la classe de G est 8. Si
Sga=lg... ou fq..., 54,83 = (plg)... ou (pfq)..., et s, lixe p,donco,
d’olt 5,5, = (ho).... Donc s,, fixe g, &, i, k, f, |, ¢ et déplace les
huit autres symhboles. Si sy, = be..., s458,, = (bc)...; si s,,= bd...,
Spa8ga=(bd)...; st spy=1be..., s;s5,,=1(be)...; si spy=0bm...,
$ea8g = (bm)...; si spy="bn..., donc =bn.cm..., s,5,,=(cm);
i $y3=00..., 8428, =(bo)...; donc s, =bp.co.... Si s,,=de...,
Spa8gy = (de).... Donc
Zy Y1+ Zat Yo
Y1 Tyt Tt Ya
Zy Ly )1+ Y
Y2 L+ Yi+ Ty

spa=bp.co.dn.em.f.g.h.i k.l.q= =79, Yo Uy 0.

Donc G (4, 2)=38,. Donc G 1’a que deux classes de s,. Donc, G
conlenant, on va le voir, des s*, s,,, ..., Sg3 SOnt conjuguees.

Pour déterminer p, cherchons une s, s,, vérifiant (7). s,,, devant
¢tre transformeée par s, ..., s,; en sy, ne peut avoir de cycle de la
forme 6%y, car toutes les déterminations possibles de ¥ conduisent
4 des impossibilités. Donc s, fixe b, et par suite aussi les 10 symboles

Journ. de Math. (7 série), tome 1l. — Fasc. 1V, 1916. I
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b,d,e,i, k!, m,n, p,qg qui forment un systéme d’intransitivité de
| Sp2y +++y Sps {. Lies 5 symboles restants formant un second systéme
d'intransitivité du méme groupe, s,,, qui en fixe nécessairement deux,
les fixe tous. Donc s,, n'existe pas, et p = 2.
On a alors, d’apres (6),

Xy A+ x,+y,
DT e al T o £
Ly Xy +}’1 “+ x;
Vo Zy+Y+Y2

sy=obo.cp.dm.en.gk. hi.f.l.q = =0 Upg w1y,

x Zy+ Y
R 1 €
sig==be.cl.df . gn.ig.ko.h.m.p= 4 ! =104, Ty,
I'y Y
Ve Z,+ ¥
x, Z,+ 2,
. + &y
sy="bh.ck.dm.gp.lo.lg.e.f.n= I ‘4 * =W, V0,
Ty Iy
Y2 Tt Y+ )
Ty X,
. s -+ Lo ¥
Sw=Dbo.di.ck. fg.gn.hm.c.lp =] TN W,V
€, Xy 4+ Xy
Y i+ ¥
£y Zy+ ¥s
, -+ Ve
Sis=V0g.ci.en.hp.bo.lg.d. f.m = x it = u, Vy Uss.
v ) (l'1+)’1+-'l"
Ve Ya

7y et les divers essais
possibles montrent que le cycle contenant f est flg ou fgql, et que
tous les autres cyclesde s,, sont déterminés par celui-la. En échangeant

2

au besoin s, et sj,, on a

| $125 ..y 55| Gtant tramsitif, s,, est une s!’

&y Ye

S10—= bel .Cdt'.f[q'gl)n hom — ) T,

Ty Y1+

Y2 Xy Y,

$44y +ovy Sy e sy, vérifiant (5) et (7), la double correspondance iso-
morphique annoncée est établie.
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Comme s,,, ..., s,; réepondent a des transpositions de 8, le g4,
simple G de G est formé de toutes les substitutions qui sont des pro-
duits d’un nombre pair de s,. En particulier G° conticnt la s, u, <,
mais ne contient pas

Vo= 8,1 5255:25 S23- 52552423522 521 - S23.

G (4, 2) est semblable au g%, primitif formé des substitutions
opcrées par 8, sur les 15 combinaisons des 6 symboles 2 a 2
(S., 48) (*). En effet, si 'on fait correspondre s,,, ..., s,; & 12, 23,
34, 43, 56 respectivement, et si I'on cherche a identifier chaque com-
binaison avec un des symboles 0, ..., ¢, de maniére que s,,, ..., Sy;
fixent les némes combinaisons que 12, 23, 34, 45, 56, on voit aisé-
ment que l'identification est possible mais d’une seule maniére : il
faut identifier 12, 13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26, 34, 35, 36, 45,
46, 56 avec f, ¢, e, b, g, b, p, k, i, q, n, m, d, e, l respectivement.

Les substitutions s,,, 8.5, $14, S5 correspondant a 12, 23, 34, 56
de 84, leur p. p. ¢. m. X correspond au g,4:8;, 56|. Donc X est le g,
fixant L dans G (4, 2). X ales deux syst¢mes d'intransitivité bcfopg,
deghilkmn et un g, normal correspondant a ,12.34, 13.42, 56 ..

(') Plus généralement, toutes les représentations du symétrique 3 ou de
Ualterné o de champ 1, 2, 3, 4,3, 6 en &' transitif sont semblables. En effet,
on a vu que § a un automorphisme qui faiL correspondre a ses générateurs 12,
13, 14, 13, 16 respectivement les génératenrs 12.34.56, 13.26.45, 14.25.36,
13.23.46, 16.24.35 (on le vérifie d'ailleurs directement sur les équations de 8);
donc au gy)12, 13, 14, 36{=T, le gis)12.34.56, 13.26.45, 14.25.36,
12.45.36 | =T' (56 est la transformée de 16 par 15). T et T’ ne sont pas conju-
gués, car Ta le g;)123], et T" le g3,164.235!. Le p. g. c. d. de T, & est
B=1}12.56, 13.56, 14.56], et celui de T, fo est B’ =35.46, 16.23, 15.24 .
D’ailleurs T est le seul g,s de S conlenant B, car un tel g, ayant les consti-
tuants symétriques :56:, 112, 13, 14, est leur produit direct. Par suite T' est
le seul g,5 de S contenant B’, Donc, T et T' n'étant pas conjugués dans 8, B et
B’ ne le sont pas non plus. Or b n'a que deux systémes de g,, conjugués (voir,
par exemple, Dickson, Linear groups, 260) représentés par B et B'. Done 8 n’a
que deux systemes de g,3 conjugues représentés par'l' et T', car si T" en repré-
sentait un troisiéme, le p. g. c. d. B” de T7, .4, devrait étre conjugué de B ou
de B', et T”, déterminé par B’, serait conjugué de T ou de T'. De 1a résulte le
théoréme (S., 54).
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D’aprés ce qui a été dit de cl, tout g5, G’ de L y est conjugué de G.
Donc G’ a un invariant bilinéaire o’ et se transforme en G quand on
prend des variables ramenant ¢’ & la forme canonique a. G’ étant
donné, on peut déterminer o’ par la méthode des coefficients indéter-
minés, et 'on sait effectuer un changement de variables ramenant o’

aa(E., 195).

23. SoitPppm=P=P lep.p.c.m.desV ;, U, (k=2,...,v),u,.
En désignant par|u, | le g- abélien principal dérivé des u, (tous
normaux dans P), P|}u, | est un g.... abélien principal (si p =2,
P est un g.... abélien principal). Les équations de P se lisent sur
celles indiquées au n° 15.

Soit P, le g..-. analogue & P dans G, et formons de méme succes-
sivement les groupes P,, .... Toute substitution de P, est permutable
a P,_,, en sorte que PP,...P._, =Py, ., =P est un g sylowien
de G.

Sin=2,P =}u,) cst abélien. Si n>> 2, en adoptant les mémes
notations qu’au n° 15, on démontre de méme que, pour p> 2,
le s¥*me central C;de P est le p. p. c. m. des Uy, V,, figurant dans
les s premiéres transversales du méme tableaw triangulaire
(ici vi=v), cest-a-dire le p. p. c. m. des Uy ot i +k<s +1 el des
V,ouk —iZn—s. L’ordre de C,,_, est =", et celui de C,, est ="+"),
c'est-a-dire que Uordre de C, est ©°, o étant le plus grand cutier
< (:‘.i:i)’

- 2

Pour p=2, le s central C; de P estlep. p.c. m. des U,, V,,
JSigurant dans les s + 1 premiéres transversales, ¢’est-a-dire le p. p.
c.m.desU ot i+kSs+2etdesV,ouk—iZn—s—1. Lordre
de C; est donc =°+'. La différence provient de ce que les U,, admis-
sibles dans C, sont ici les U,, etles U,,, U,, étant permutable a V,,.

Les substitutions de P ont la forme générale indiquée au n° 15, et
toute substitution de G ayant cette forme est dans P (¢f. 18). On voit
de méme ici que le normalisant de P est MP, M étant le g,y p. p.
¢. m. des m, et que M(> D) est son propre normalisant dans MP.



GROUPES A INVARIANT BILINEAIRE OU QUADRATIQUE. 3[9

IV. — Groupes quadratiques.

24. Supposons que a soit la forme quadratique & n variables

(E., b, 45)
() a=¢+¢, e=Zamy. Y=Ua y)=bay+cat+cy

b, ¢, ¢’ étant dans @, et b* — 4cc’ = & étant =£ 0 & moins que b=cc'=o.
Je poserai x = x,, y = y, et, si n est pair, n =2v". Je désignerai par
A’(n, w, @) le groupe des substitutions qui multiplient @ par un carré
(A”=A’si p = 2), et par N un non carré quelconque de ¢.

Sin == 2v', et si 'y est irréductible dans ¢ (je dirai alors que a est
de la seconde classe ou du second type), je prendrai pour v une racine
de ¢ (v, 1). Soit alors x = %, + ux, (%, et x, étant dans ) une solution
quelconque de xz = ¢, c'est-a-dire de Y (%o, — %,) = c(¢f. E., 44, 45),
et posons

zy=x(x —vYy), Yv=x(z—uy) = (v=v+1),
(2) d’ou
me:—-i'.;xv.+xuyv., cwy:—.xx.,,+xyv. (m:u—.u).
On aura
(3) ¢ =2y Yy, a=23Xzy;

et la substitution réelle y qui multiplie x,, ..., z, part et @, par une
racine £ de £&™'=(donc yy = Ty par 5™) sans altérer les autres va-
riables multiplie a par t. La substitution réelle u qui multiplie z, ..
&y PaT ty ¥,y ..., ¥y par 1~ et w,, par £~(donc y, par ') est évi-
demment dans A, et y*= p[t]. Doncy? est dans A"= Al, et,sip > 2,
A'= A"+ A"y(cf. 16).

Sin =2V, et si § est réductible dans ¢ (je dirai alors que a est de
la premiére classe ou du premier type), on pourra supposer, ou bien
que v =y et que ¢ = o0, ou bien que v'=1v + 1 et que { est = o. Dans
la seconde hypothése on peut réduire ¢ & 2y'; mais on peut aussi, en
désignant par &, k' deux éléments de ¢ vérifiant k&’ = c et par u, u’ les
racines réelles de ¢ (u, 1), écrire les équations déduites de (2), (3) par
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la substitution de k, k', u, « 4 z, %, u,.u respectivement (en omettant
¥, =®,); car x, z, u, v n'interviennent dans le calcul que comme

vérifiant les relations v + v = — i-', T %', xx = ¢ vérifides ici par k,
k', u,u. Alors la substitution y qui multiplie «,, ..., x,, part sans
altérer les y multiplie @ par v. La substitution . qui multiplie z,, ...,
x,partet y,, ..., y, part~' est dans A, et v*= . [1]. Donc y* est
encore dans A"= A', et,sip > 2, A'= A"+ A"Y.

Arnsi, pour n pair, A’= IF ”A*"‘ Av® étant le complece des sub-
stitutions qui multiplient a par *.

Si n=12v+ 1, on peut supposer que ¥ = cc* (a sera dite de la
premiére classe oudu premier type si c est carré, de la seconde classe
oudu second type si c est non carré) Ecrivons a, = ¢ + cu*. Sip # 2,
a, est équivalente & @, ou & ay (ui ne sont pas equ1va|enlcs (E., 44).
Mais le changement de variables y,= Ny; (i =1, ..., v) transforme
évidemment le groupe propre et le groupe total de @, en ceux de ay.
On peut donc laisser ¢ indéterminé. Pour p = 2, aucune substitution «
ne peut multiplier @ par t* si / est impair, car |aaa | = |a||a|* (¢f. 1)
devrait étre égal 4 |a|**. Mais la substitution ¥ qui multiplie chaque
variable par ¢ multiplie @ par 1.

Ainsi, pournimpair, sip +2, AA=A"= Al = “ ! A*("' sip=2,
A'=A"= Al =X Av*; dans les deux cas Ay (:s[ formé des sub-
stitutions qui multiplient a par **.

Par définition A’ =A’'|l, et A=Al =A"|I=A|D. Donc

V]a=A'TAL Si donc p>2 et n=2v, (&, &)=2. Si p>2
etn-.:zv—i—l,ul, =4 Sip=2,a =L=A.

L’étude de A° et de A" sera faite plus loin (32).

Pour préciser, lorsque cela sera utile, le groupedelaforme a =+,
Y étant irréductible ou nulle pour n pair, je remplacerai les lettres
A, % par QQ, 2, et j'ajouterai au besoin & Q ou 2 I'indice inférieur o, 1
ou 2 selon que J dépendra de o, 1 ou 2 variables; le groupe de ¢ sera
désigné par W (W =1si ¢ =o0), et le p. g. c. d. de W, A® par W°.
Enfin, dans le cas ou { est irréductible, je remplacerai les lettres A,
d, Q, 2, Wpar A, &, Q, 2, ¥ lorsqu’il sera utile de préciser que les
variables choisies sont «,, y,, ..., ., yv. Mais quand aucune confu-
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sion n'est a craindre, j’identifierai les groupes et les substitutions des
variables z,, v,, ..., x,, ¥y, @, y avec leur action sur z,, y,, ...,
&y, Yv, cette action étant dite leur forme imaginaire, et leur action
SUT X1y 1y o vy Lyy Yoo &, ¥ leur forme reelle.

25. Sin=1etsia=z* A =0Q=0Q, se réduit évidlemment a4 D.

Si n =2, on peut supposer que @ =,y, (en faisant v=1) ou
que a = ¥, J étant irréductible (alors v = o).

Sia=uwx,y, (avecy =v'=1), on voit directement que A=Q=Q,

dérive des substitutions m, = vz, vy |, t,=\y,, x| (lordre des
variables étant x,, v,) et est diédral d’ordre 2(n —1). A’ est défini
par les équations de A jointesay™'=1 ym”_m,p(,y tey=t,m,,

ou par les equanons du produll d/rect imy )yl jointes a =1,
Lymy = my', Lyl = Ymu .

Si a=1, } étant irréductible (donc v = o, v'=1), en posant de
méme m,,=|px~", p~'y,| (m,, n’adonc plus, pour p imaginaire, le
méme sens qu'au n® 8),¢, = |y,, z, |, le groupe A (2,w*) de { ==z, y,
dans &' est donc |m,., ¢ {. Pour qu'une substitution m.pl? soit
dans A(2, =), il faut et suffit que p—' == p, donc que g™ *=1. Donc
A(2,®)=Q(2,7)=Q,(2, ®) =|mq ¢}, o étant d’ordre = +1.
A(2, ®) est diedral d’ordre »(= + 1). A’ est défini par les équations
de A jointes 4 Y™ =m, g1, YM s =M, 47, ~{—‘t Y=1t,m, g, 5 ayant
le méme sens qu'au n° 24, ou, en prenant % tel que ™' = (en
méme temps que 5™' =) par Y™ ' = =1, 1,71, = Y™

Passons aux variables z, y, et soit s = s, + us, (s, et s, étant réels)
une puissance de . La condition nécessaire s™' =1 ou 58 =1 équi-
vaut & Y(s,, — s,) =1, et s vérifie I'équation s*+ b’'s + 1, en posant

, b
b'= s, —2s,.

Supposous d’abord s non réel et p>2. Si Uordre de s divise
3(m+1),sestle carré d’une racine p de ™' =1,et 2 — ' = (s + ¢)*
est carré dans 2. St inversement 2 — b est un carré B de ', et si
lon pose s=12*, on ap*xBp +1=0; doncp est dans 2’ horsde

i

(sans quoi s serait réel), et ™' = 1.
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Sisestréel, s =x1(s"'=s""'=1;alorsb'==x2), et,5is = —1

avec p > 2, son ordre 2 ne divise § (% + 1) que pour =3 mod 4.
L’action de m,, sur x, y est

!
x So +— 81y =X
My == Mo, =

Yy —sx+ <.¢0—— %s,)y:Y

m,s,s, n'est une multiplification que si s,= o0, donc s} =1; alors
My, = |8,y s,y|, et j'écrirai aussi m,,, pour m,,,. Pour que, en
dehors de ce cas, X ou Y soit monome, il faut, dans les deux hypo-
théses, que ¢'s} = ¢, c’est-a-dire que cc’ soit carré. Pour que X et Y
soient monomes sans que m,,, soit une multiplication, il faut et il
suffit que s, = b = 0; mais alors, cc’ étant carré, L n’est irréductible
que si — 1 est non carré.

En posant xx—' = ¢ (¢q = 1), l'action de ¢, m,, sur x, y est

b
zx z+-y
L=t imy,y= c (Lg=n).

Yy -y

Les générateurs m,,, , ¢, de A = Q = Q, sont, comme il convient,
indépendants de z, ce qui n’a pas lieu pour ¢, =m,¢,.
Tout e, de A hors de | m ;| ala forme
bsy— ¢'sy .
X SoX 4+ ————y=X
by Mg 0, = c 7 (E.,20),
y—six— Sy =Y

qui ne peut se réduire & une multiplication que si s, = o0, donc s} =1
et b = o (mais alors ¢ n’est irréductible que si — cc¢’ est non carré).
Pour que, en dehors de ce cas, X et Y soient monomes, il faut et
suffit que s, = o, donc que cc’soit carré. Si donc cc’ est carré, on peut
’ L4 —_— ‘ (.\ —_ c
remplacer le générateur ¢, par i,m, _,, =|g~'y, gz| (g = ?) Pour

que, en dehors de ces cas, X ou Y soit monome, il faut et suffit que
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bs, =c's,, d’olt s} = 1. La substitution

estanalogue & ¢, et {,;m , = uym, _,.

]

L’action de v sur z, y est, en posant § + £, + v&, (§,, §, réels),
z Loz + %E‘y

b
y —&z+ (E,o_ P El)}’

En prenant au besoin pour a une forme équivalente, on peut tou-
jours supposer que ¢’ =c¢ (E., 45), d’ott v™*' =1, et remplacer alors
t, par t,=tym, _,= tim,_,,=|y, z|. De méme, en changeant au
besoin de variables, on peut supposer que £ = v, donc¢'=tc, et rem-
placer alors y pary' = m, _, ¢,y = |1y, z|.

Remargue. —- Supposons que a = ¢ = bxy + ca®*+ cy*, § étant
réductible dans 2 avec ¢ & o, et définissons k, k', u, v’y x,, y, comme
au n° 24, puis s, et s, par s = s, + us,, s~ =s,+ u’s,, en regardant
s comme donné, On pourra conserver les définitions précédentes
de m,, , = m, t,, L, t,,u, et lesformules de changements de variables
(méme celles qui donnent ¢’ = c) en remplacant partout %, %y Uy U, q
park, k', u, u', ¢ =K k', car s, sy, 5, €t g n'ont été employés que
comme vérifiant s = s, + us,, ' = 5, +US,, ¢ = xx~". '

Le cas ot a = = xy coincide, & un changement de notation pres,
avec celui ot a=uw,y,. A dérive alors de m, =iz, "'y,
4, =y, x|

26. Soit > 2, et

we | % Lp(opxr+ inyr) =X

— LHk=1,...,v0
Yi ZiBixi+ Biayr)=Y,; (& ' )

une substitution de A’, en convenant de supprimer toutes les quantités
Journ. de Math. (7* série), tome II. — Fasc. 1V, 1g16. 42
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relatives & « ou & y si « ou y ne figure pas dans a. La considération
des coefficients de x; v, x;xx, ¥;Yx %}, y; donne, en dé§ignant
par b, c;, ¢, les coefficients respectifs de x;yx, «;, ¥] (J, k203
co=¢, by="0, ¢, = c') dans a les relations (¢f. 1)

(4) Zioi(ote; B+ Bijctin) = otoj (O Pos~+2c004) ~+ Boj (baok~+2¢ Box) = f by

(5) Zizi(oey Bir—+Bujctin) + 20 (bPor-+2Ca0s) + Poj(botor+2¢"Bor) =0 (J£Kk),
(6) Zoy (ot Bk ~+ Bl i) + oty (B Bos—+2¢0) + By b +2¢'Bu) =0 (j=K),
(7) 2ot aijBij -+ $(@ojy Boy) = fe)

(8) Bk o By + Y ey, By) =fcj,

ouj, k=1,...,v,0. -
Pour p =2 et b =1, les équations (4), (5), (6) coincident (& un
changement prés des indices) avec les équations (1), (2) du n° 17.
Donc, pour p = 2, Q,(2v, ®) et Q.(2v + 2, ©) sont respectivement
semblables a des diviseurs de G(2v, ©) et G(2v + 2, =). Je dirai
que Q,(2v, ) et Q,(2v, ™) sont respectivement, pour p = 2, le pre-
mier groupe lévoquadratique et le second groupe lévoquadratique
a 2v variables.
Soit
a~t= i zk(A‘:kw/"_k Anyi)=Xi (i, h=1,...,9,0),
Yi Zp(Biay+Biyr)=Y:
en convenant toujours de supprimer les quantités relatives 4 x ou a
y six ouy ne figure pas dans a.
Pour p=2,0n a aax=fa, ot fo~' = ana™' =2a.a.(2a)"",
c'est-a-dire

(9) fAu=Bk SfAi=ok  [fBu=PBr, [Bu=ou (¢, k#Z o).

Si{ =o, a~* est explicitement déterminée par (g).
Si ¢ = cx?, on a en outre

(r0)  fAp=2ahe,  fBu=20uc (i=1,...,v),
(r1)  2¢fAy="Bs0n 2¢0f Ay = az, (k=1,...,9)  fAy= ay.
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Si ¢ = o0, on a, avec (9).

SAw =Bub 4-2050¢, SAb =apb + 2B ¢
Bio = Boi & + 240, SBio = 0tg;b 4+ 204’ »
OfAgr=1Brob—2Bsc, Of Apr=athob— 201;4¢ (4 #7=0),
0fBoi=Brob— 2Bkec, 0fBor=ctro b — 2055¢
6, Aoo=Boo O*+ 2a00bc — 230 bc'— faggcc’, 8 A= oo b*—2 (etgo — B ) bc" — 4BooC’?
6fBoo= oo b2+ 2 (Boo— ¢too) bc — fotgoC?, Of Boo== ctgo &> —2 etgo bc 2 3o b’ — 4B cC’.

Soit p =2. — Comme les valeurs (g), (10), (12) des Ay, A}, By,
B, vérifient ax~' = 1 dans tout champ ou ces valeurs ont un sens, et
que chaque ligne de coefficients de ' est fournie par un systéme
d’équations de déterminant |a| (systéme qui forme une partie de
ax "' =1), elles conviennent encore au cas p = 2, et il reste seulement,
si ¢ = cx*?, & résoudre le systéme

12)

(13) SeAgr g+ AuBri) + Agotor = ¢,
ZiAoraki +AuBr) + Agapi=o0

relativement aux A,;, A;,. Or remarquons que, pour p = 2, = cx?,
(7)et (8) déterminent les «,z, oy 01l k =~ 0 et &y, par les autres coef-
ficients, parmi lesquels les e;,, B;, ne figurent que dans celles des équa-
tious (4), (5) ouj=:0 [(5) estici symétrique en j et k; (4) disparait
pour k = o, et (6) pour k = o0 ou j =o].

On peut donc supposer que les a;, @, B, B ol i et k sont £ o,
ne sont assujettis qu’a celles des équations (4), (5), (6)ou j etk
sont = o, c'est-a-dire que leur mairice M est une matrice de
G(2v, ®), et o, Bi(i#0) qu'a celles des équations (4), (5) on
j = 0; et comme la matrice de ces derniéres équations est M de déter-
minant 1, x;, = B;, =0 [d’ailleurs A, et B;,(i 5= o) étant nuls d’aprés
(10), il en est de méme a priori de a,, B, (¢ o) ). Donc, d’aprés(7),
9o =I. Donc, la premiére équation (13) donne, pour i =0, Ay, =1
(cela résulte aussi a priori de a,, = 1). Omettons, dans (13), les équa-
tions relatives & ¢ = o, remplacons A, par 1, multiplions la premiére
et la seconde équation une premiére fois par 3, et §,; respectivement,
une seconde fois par a; et «;, et sommons chaque fois en . On aura,
d’aprés les équations (3) et (4)dun° 47,

(14) SJAu= 2:‘(“0:‘521"*‘ ﬁkia:)i)a SAu=Z;(ap0hi+ QpiOo; )
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Mais comme &;, = P; =0 (I~ 0) et que &y, %, sont déterminés
parM, on voit que, pour p =2, Q(2v + 1, ) est isomorphea son action
SUP Xyy Viyeony Ty ¥y qui est G(2v, T). On peut donc omeltre les
groupes A(2v +1, T) pour p = 2.

Représentons par Bxy + Cz?+ C'y? = W («, y) (') la forme o si

2 .
Y =o0(p22),laforme g—c si = ex® (p > 2), la forme — 6~ {(y, — )
si¢ =0 (p22), et par By, C;, C; les coefficients de «;y,, x}, y; dans
9 + W Les conditions (4)-(8), écrites pour «—' (qui multiplie a par

S~"), donnent alors (2), en supposant p < 2 si y = cx?, les relations,
a priori équivalentes,

(18) 2y (o B = Bje k) + oo (BB 4= 2 G jo) (B B0+ 2 C' Bp) atho == By,

(16) Zio, (oot otjzah)+ o (Bajy+2C ay) - (Bajy+2Cl o) ato=10 (jZ k),
(17) Zloy (BaiBe+BjeBra)+Bro(BPhp+2CBo0)+(BBj+2CB) Bla=10 (jZA4),
(18) Zty oty o+ W(ag o) =/C,

(19) =1 BB + W(Bjos B0) =SC.

En comparant (15)-(19) a (4)-(8), on voit que, si W =1, A et A’
contiennent la transposée de chacune de leurs substitutions. La condi-
tion W = { est toujours remplie si ¢ =oousizt=2. Si §=#£o, elle
équivauti 8 =1, ¢' = —¢, et pour p = 2, on peut toujours la supposer
remplie (E., 45).

(*)On ne confondra pas la forme W avec le groupe ¥ de .
(%) En désignant les premiers membres de (15), (16), (17), (18), (19) respec-
tivement par wij, ug;(==t;1), vi;(=v;x), &, v;, on obtient d’abord directement

wij=Ugj= ;=0  (J,k#o),
bwyp+2¢ v =0 bwpo+ 2¢tpo=0

(kZo),

hZo
2¢iwy 4+ boge=o 2¢'wio+ bugo=o (k5= o0),
(hec' + b¥Yweo+ b bcuy+ 4 bc' v, = b,
2bewey+ fectu,+ by =—c,

2be' weo+ bru,+ 4 c"oy=¢',

d'olt gy =Wy =g =vr =0 (k3£0), woo=B, u;=C, ¢,= C' (le détermi-
nantdu dernier systéme est — 63),
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27. Désignons par (4);, (7) (8), (15), (18), (19), ce que
deviennent les équations (4), (7), (8), (15), (18), (19) respective-
ment quand on y faitj =k = /.

A contient une substitution a dont les colonnes répondant & x,, y,
Jorment une solution donnée de (7),,(4):;, (8), pour f =1.

On démontre ce théoréme comme le théoréme analogue du n° 4,
F (z, y,) étantici la forme x,y,, si I# o0, et la forme ¢sil=o('):
a, est encore équivalent 4 @ — F(x,, y,), car sans cela les deux équa-
tions a = o et I'(x,, y,) + @,= o, dont les premiers membres sont
équivalents, n’auraient pas, pour chaque systéme de valeurs de z,, y,
le méme nombre de solutions dans les autres variables.

Comme au n° 4, les substitutions o de cette sorte forment le com-
plexe A,u,, a, étant Uune d’elles, et A, le groupe de a — F (x,, y,).

De méme les substitutions de A dont les lignes répondant a z,, y,
constituent une solution donnée de (18),, (15), (19), pour f=1
Jorment le complexe w,A,, «,, étant Uune d’elles, qui existe
toujours.

Or pour z>1 et /=1, le nombre des solutions autres que o,
0,...,0, de (7), est ®®¥—1 pour n=12v+1 (= cx?, p=£2) et
(=" —0) (=" '+ 8) pour n=2v' (§ =1 si ¢y =0 ousi } estréductible;
0 = — 1 si § est irréductible; si donc p est 5= 2, 0 est le caractére qua-
dratique de ) (E., 44, 45). Il s’agit alors de calculer le nombre my
des solutions de (4),, (8), répondant & une solution autre que o,
0,...,0de(7), [a la solution o0, 0,...,0de(7), ne répond aucune

(1)Sil=o et 340, a’=1at a, d'aprés la construction de 7, la forme
b+2X+yY+Z,
X, Y et Z ne dépendant pasde z, y. On identifie cette forme avec
Y(x+u,y+v)+ a

en déterminant u, ¢ par 2cu+ bo =X, bu+2c¢v =Y.
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solution de (4),, (8),]. Or, on voit comme au n° 4 que my est indépen-
dantde . En prenant pour £la solution 1, o, ...,0, (4), donne 8, =13
on peut alors prendre arbitrairement lesa;,, B;, ot i est £ 1, «, étant
alors déterminé par (8),. Donc mg =="-2. Donc l'ordre de A(n, =),
qui esi 2 pour n=1, et 2(% — 0) pourn = 2(28), est 27" I’ (=¥ — 1)
pour n=2v+1 (p>2), et 2"V (" —0) " (=% —1) pour
n=2vV>2(p22).

Sip > 2, on peut réduire a = (ay) & T« + cx?* (c=10uN).
Pour que a« = (o) soit dans A’, il faut et suffit que

Yt Qip Qe+ COp j Ot == fa s,
La condition analogue relative 4 «~' est,en posant a—' = (a;,),
Ez”=='1 s Oy, —+ c! XLjinXkn :fa/,'k~

On voit de méme que les substitutions de A dont la premiére
colonne (ligne) est une solution donnée de

Itta} +capy =1 (¥ 'ed+claf,=1)

Jorment le compleze A, a,(a,A,), o, étant l'une d’elles, qui existe
toujours, et A, le groupe de a — x;. On déduit plus simplement de
la Yordre de A.

28. A (n, ©) contient évidemment, outre les générateurs réels déja
indiqués (28) de W (¢, désignera |z, — x|, siy =cz?, et|y, —y|,
si ¢ =c' y*) les substitutions

. @ A i X+ Ay
i Zi i Ay Ve yr—Ay:
z w+7\xk
i ¢ dépend de =,
Vok)\=5 Yr Yi—bly—z2cdz —chz; si { dépend de =
1 si ¢ ne dépend pas de z,
Y Y—hye . .
d d de vy,
Vin=1{| Zx @i+ braz+2c'dy—chty, si ¢ dépend de y

1 si ¢ ne dépend pas de y
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Y

(2 k=% 0; « réel; les variables non écrites sont inaltérées) et leurs

combinaisons

br=tpj=tjity  (JAJ5 /T =0, ...,v),

du=my_ymy_,

Zz; ;4 A
Ump =Upo=tViorti=| & ° Tk s
X .’L‘k—-)\}’t
;4 Ay
Win=Wia=tVint:= ye Ji ’ (*)
Vi Yi— iz
x Z 4+ Ayk

Upr, =Usear =tVorrte =

Z; Zp—bly—a2cdz —chty,

1 si ¢ ne dépend pas de ,

Won =W o= Vi, ate="1 Y« yk~_b7\w—2c’)\y—c’7\’xk
1 si ¢ ne dépend pas de y,

Rin=Ry,=Riy o du=Vir Vir, - Via =

Sin=Spi-a=tiRinte =Ry~ &
= Uua Wi =1 Ui = Wi 3= U Wig =

T = mgtm; SRy, =Runmztmy
= tampm, S =Swmzmit, ty =

&
Yi
Xy
Y
Z;
Yi
Lk
Yk
Z;

Yi

X

Yk

)\xk
Ay
- l—’m;
— Ay
Z_)"k
7\‘“.1:,,.
— \y:
- X

zy

si § dépend
de z,

si ¢ dépend
de y,

(i, k = o),

(i, k% 0),

(i, ko).

(1) Les définitions précédentes, celles qui vont suivre et leurs conséquences
gardent évidemment leur valeur si A est hors de 2. Elles sont alors relatives a
un groupe A(n, ) ouiest >1. On voit que, sip dans &, mp,, Vigp, Uy,

Wiy, coincident respectivement avec les substitutions mp, Viky, Uikey Wikp du

n° 9, Cela n’a plus lieu si p est hors de €.



330 J.-A. DE SEGUIER.

Il sera parfois commode de négliger le dernier indice dans les
substitutions m, V, U, W, et les deux derniers dans m,,,.
Il résulte des formules précédentes que ¢, pour i etk = o, trans-

x
Sorme VN, en Vi, et Uy en Wy, De méme, en posant 7 = l y ‘Z l:

eten écrivant £y, uy", Vi, Vi, Usy, Wi pourty, 4y, Vomy Viars Uoas
W, afin de mettre en évidence le paramétre ¢ ou ¢’ dont dépendent
les substitutions, la s, T4 (qui transforme ¢ en{’ = bzy + ¢'z*+ cy?,
donc Wen ¥, 9" étantle groupede ') transforme t¥en &), Vi, en V¥ _,
et UY) en W}, Cette remarque permet de déduire de chaque relation
entre les V, U, W une nouvelle relation analogue.

29. Les substitutions ainsi définies vérifient, outre les équations
de W (23), les relations suivantes (') :

—1 .
(20) t)? - V]"}")\:: I, Vji’)\z Vii',—)\ (J) .// =0,...,V),
Rin= Si. = du, Rin=8=1 (G k =1,...,v);
) Lmpt; = m3}, Lo My by = My, (i, ko)1
b k)
trVirtin=Vi2n  taUmntie= W
my! Vipn mip=Wijsu, mid Vo myp= Vik A
bl l* . .
-1 —4 (.I é o ) 9
my Wipmg, = Wl.}, X mid Ujamip= Ujzpp
. TP
21) si y=cx?, HVenty= Vo3 si §=c'y?, Ly Vionto== V0,223

si 020, & Vorrto= Vo, toVionto="Vip U,m _b
’ 3
m&vis. vok)‘ Mgys, = Vok,).sa Wok,—)‘s,

U . } [d(s0, — 5y)=¢];

mads Vior Moss, = ¥
05,51 koA 0898, 9, (so— g:') % ko, ?'Sx A

(sic'=¢, taVorrty=Won, to Vierto="Uin);

(1) Les formales (23), (23), (27) se tirent respectivement des formules (22),
(24), (26) en transformant ces derniéres par des £; (28) résulte de (22) et (23);
fa seconde et la qualriéme des relations (24) sont les transformées de la premiére
et de la troisiéme par 7¢; : la derniére des relations 26) est la transformée de
la précédente par ;.
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V,<,,.~,, V//y‘= V,',p,V,-,,.;. (/u‘ ;25 { ou k= l)
Vit Vieo Vi, = Vi Vit,—p
(22)E vll- ‘/.lu\ll.l'—v /”/.,-—/’p.ml)y.ltl.v R (I) ‘ ([’ /"/}ffo)’
e ;4 ).w.

(o=14+dp. 2'=1—}p)
Vi Vig = Vg Viens

Vi, Uup. = Uily. Vit Vi, Wup = \Vlip‘ Vi,
Ui Unp=UipUirss,  Wiur Wiy = Wiu Wi,
(23) / (dans ces cinq formules, £ peut &tre égal 4 [) (iy hy L 0)3
Uid Virp Ui = Vi Uzt
Wb Usnp Wi = Uirg Vis, oo
V/?lt’/ Wi ,V/.17. - \’vi/:p, w:‘/.-—'/.(/,

‘ Voir. V:/.u = V:/p Vo \ Vl'ip = Vkip Vior
(24) \l.pvo//\/.:y——\'vl/. 3o Voi,—1p Vord, (&, k£ 0);

i/.»y. Vi Vi/.-p, = U/k.v"/ﬁp. Vio Y1) A\ (

" UorUnp = Uiy, Upsry,  Wiin Wieipn =Wy Wpp. '
Uiin Yiip = Vaip Uy Wi Vi = Viey Woe,
Volc‘f.wi/:p.: \VI'/.‘(I,VO/.‘7.v V/:u‘/. U/.»ip, = U/u'p Vi,

Wi Uosr. Wiap= Vii,—iop Voi,~1s Ui
(25) Vis, Upir. Vikp = Uik =er2p. Coing. Uom (6, k #Zo0);
U,T/,;,, Vowr. Ui/.~p. = V/I.’,—«')}(}. Uoi.)‘y, Vo
Uflb w/fo‘/.Ui/.-p, = Vi/.-,—ﬂ).vy Vio,).p. Wko).
Vkl:.h Wi v/u'p. = Wik,c').?(.l. Woi,).y.wl:ol
WI_L:J Vl:o). Wil:p‘ = Vlsi.(r"i.*pl Wt'O.).p Vo )

(') En remplacant m sy m7},,, Tir par Ryia-s-s, on réduitle second membre
a Vido Vigsap Vi, clest-a- dire que V1V, Vip ne change pas quand onm
remplace respectivement {, 4, 2, wu par £, i, 2!, —2*p, ce gui échange o
s el g,
Si o 770, on a encore la formule

-1 -

Vi Vg Vi = Vi P Vit o Miig Mg,
' k)

d'ou, par les changements précédents, si o' o,

Vl_/.’, V/“'p, V,'/‘.-,_ = V“ V,~/‘,‘ Vg nl,??', myg.

*{l'!:
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Vieor. Utop. = U Vion.
Vo Vior Vo= Vv 30V ks Vaoo Vior Voou = Ugraenw N s
Vi Uni, Voe. = V2o Ugins

Sep V vE(ee ML ~b
PRI e (e N )y

Vo, Vlfoy. Vo= Mygys, mlcqzuo/:,—c‘).wvm Pl Bhp w
W, = YH h, ’
¢

@
. — chp(a— biu)

1— cc' 2 p?
— 5
P )

o =1— hlp +cc' ) p? (65%0);

So= [b(se, — 1) =rc].

(26) Uo/ !_,,_\-'(,,,.‘,,)Aﬁw 112 e si o =1+ cCcML est o (),
Voib Uosp Vorr, = U()A.___;m/'-—r’l-‘-"n{:;.ﬂ ot si 9=0
o/
\ (=1 si & dépend de y; e = o si ¢ ==cz?);
VVM v Vio,—ctapg Mg sl @' =1+ c'2p est Zo,
Vien W ,,_, Vi = VVM. :,_ mpt e m _ oty si o'=—o

A
(e==r1sid dépend de x5 e =0 si ¥ =¢'y?);
Vo Worn = W Vairs
V;l;z \Vﬂ'0)~ Vo/ll-: VV//.~,I;‘/.p.“/'/.'o'/.: \to/\u‘ N s, Vo!p, == “’/.»/.ewlp. voz%
(27) { Ui Vir. Ugre= Ui na Vit Uap. Ui Up == Usgiamp Ugios
V;;):L “r/-'u)‘ V/oy, = V//.~,~2r.-')‘u\’vmf/.s \V;O:L Vo, “r/"y_ = V/u/.ﬂv"/.p, Vl\'u‘/»
Uit Wior. Uon= Virng. W s Wiop Wior W= Wi aenn Wi

Tp — MLy
1
Yio el
(28)  RuaSip=SuwRin, ; .
= (Vi Ussp) <V// :_’W,«/. ,) (Vi UVigw) = T, — b Vi !
AR ' /.
, 2 .
Y l_"- I

_—)l

(1) En changeant A en —2, el en posant p.(l——clu):p.’,l———é—)—ﬁ

(dotr ¥ p' =2), on peut écrire cetle équalion sous la forme

A\ U(.,gy, —=m 2 U../,!,;\"o/,.)..

0 (2

12,
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(Rysa S/'/-'p.)2 =1, RM’ASM'H.: Lig 'ni,—‘l‘p,mk e
T
b= Rip1 ity = R d Sinr, M = R Sin,
my gt =Ry Ry, Mgy g = Sy 1 Sign
mopm = Ry Rup= Vi Vieg Viis Virgs
i = oy =
I8
(29) < 1 7 [J' ! p)\ / UIJ
[+po’:l+pa‘:—, P:-——, O'__—-T,
)k IJ. \
d’oir, en transformant par ¢,
neopm o op= Sir,—3.8irp. = Wiz Uig Wiia Uiige

PR

50. A(n, =) dérive de W, des ¢, des m et des V (cf. 8). En effet,
soit « une substitution de A, et reprenons les notations du n® 26. Les
éléments de la premiére colonne de & n’étant pas tous nuls, on peut,
en multipliant & droite paruneV une U (') ou une m 4 (8 =o our),
rendre ot,, égal & 1, puis de méme, par les V et les W, annuler
les «,, B, ou is£1. Alors, d’aprés (7), B,,=o, et, d’aprés (4),
B, =1. On pourra donc, par les V et les U, annuler les 8}, «;, ol
i = 1. Alors, d’aprés (8), o, = o, et I'on est ramené & une substi-
tution de A, (27).

Done, toute substitution de A(n, =) a un déterminant égal & %= 1
(pour P = 2, cela résultait déji de wae =a, d’ot |a|*=1). Donc,
pour pZz,lep. g.e.d.de A1 est D, ce qui détermine Uordre de .

31. Pour obtenir de méme un systéme de générateurs de Q,(n, =),
il suffit d'exprimer les générateurs de W et les V,,, V,, par les géné-
rateurs de Q,(n, =*). Or, d’aprés le n° 25, en écrivant z,, .,
byy Myg(V'=v +1)pourx,, y,, {,, m,, on a d’abord

Mgy, == Mg, 5 == S$o+ vs,, U(sy, —sy)=¢ (895 8y réels),
Ly= Ly iny,, o =2zt d'ois qq =1
% s 99

(si ¢'==¢, donc vu =1, tH=1t,my _,).

(") Sig o, acay + b3, et boy, + 2¢'B,, ne peuvent s’annuler a la fois. Si
\ ; (133 i“u 0 ot
donc, pour 4 .20, les a;, 3,y oit (.70 sont nuls, on pourra rendre oy, égal a1
en mulllpllant a droite par une Uy, ou une V.
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Déterminons maintenant p = p,+ vp, (p, et p, réels) par les con-
ditions
*xpv — %pY = € A(u — V), 2p — #p == cp(v — ),

A et u étant arbitraires dans ¢ (le déterminant de ces équations

N
en g, p, estoc='), d'olt

‘/-p—-l—‘:t;.azzcl—l-by, 1pu + 2p0 = — ac' . — DA, pp =Y}, ).

On aura
T = ppYit PTy Yy
(30) Pip: Viv’pUNé: Ui\;’évi‘/’pz Zy Ly — F.)yi = Uion Viow,
Y Y —pYi

d’ot, en transformant par ¢, et en changeant A, u.en — A, — u,

Vi Xt Yi— Py — Py

31) Opp=¢t;Pi_pt; .
(31) ) iFi—p Ly par; :Voix\'voiy. (*).

= Woig Vorip= Vyip Wyip= Ty
Y Yo+ px;

En faisant A ou p nul, on obtient I'expression de V,,, V,,
U.» Wy, par les générateurs de Q,(7, =*). Mais comme le p. p.
c. m. P, des P,, (P;, contient deux paramétres réels) coincide avec
celui P; des V,,, U, (abélien principal d’ordre ©*), on peut prendre
pour genéraleurs de Q, (n, w) les Py, joinls aux générateurs de

Qo(n —2,7m)et deW.

Remarque. — Supposons § réductible, § el ¢ étant = o. Défi-
nissons u, ', ]l, K, s comme aux n® 24 et 25, et posons r = r,+ ur,,
r'=r,~+ u'r,. licrivons encore x, ¥, t,, Mm,; (' =v + 1) pour z,,
Vs t,, Mg On pourra conserver les formules précédentes en y rem-
placant v, U,y %y %, 0, p, Poy Py paAr u, ', k, k'yr, v, ry, v, (r,et r, sont
déterminés par r et 77, et 1nversement). Mais ici V., V..,
U,y W,y qui conservent X'z;y; s’expriment a priort par les x;, y,,

(1) On voit directement que V,, Uig n’est dans € que sic= p
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x, y en substitutions de A, et pour préciser,

kr

Vir=U; \'7 Iy = ———;
' fo N Y i0dyy M c(u— lt/)’

, K
Vorez= V. v Wi No=—2T'
)iy 0i A i)Y 1 C(l(.' @)

2. Supposons Y irréductible. Des formules (28)-(31), en posant
=, - E = s(ss =1), il résulte que t,.m, ne,,=Pit,P,_o 1P
. ' 7 ¢

est I‘éelle.

'Si s =1, le systéme des dquations en p dquivaut a g* =y,
pp = — 7y, ¢l est compatible toujours et seulement st 43 (") est carré
dans 2.

Si s = —1, la condition de compatibilité est que — 7y soit carré
dans 2.
Sisest &£ +1 (done =£s) et vérific s+ U's+1=o, l’equatlon

— g-zzs revient, en posant ¢ =p, + sg, (p,, p, réels)et p, = b,r:"_[

7 (2 —0b")
b'2—
tion de compalibilité dquivaut donc @ celle que %8 (2— b') ou
/o(s -+ s+ 2) soil carré dans e. En particulier : 1° si p > 2, et
si 8 est carré, la condition revient a celle que Uordre de s dwzse
T+ 1

dp=20,(1—5), et I'équation —pp=yapl= - La condi-

» Cest-a-dire que s soil le carré d’une racine d’équation qua-

draugue réciproque (irréductible puisque s % s) (cf. 28); 2° st
s =g, la condition est que y3c soit carré, et cela méme si ¢ ==+ 1

(carsi g =1, cest carré dans e, et si ¢ = — 1, — ¢ = x* est non carré
dans c); 3°si s = — v, la condition est que y8c(b + 2¢) soit carré
dans e.

On a donc, d’aprés ce qui précéde, M & désignant un carré de g,
expression parles V,, V,,, Uy, W, :

(') 0 est introduit ici en vue du cas oit Y est réductible, qul sera étudié tout
a I'heure.
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- . « . 1

1° De m,,, = (my t,,.) (L mym,,) si Pordre de s divise —— > ou
sis=—1etw==3 (mod4) (¢f. 39) (*);

2° De lymyo =1t .02,

3°Sic'=¢,de ,t,m, , , = (l,..,,/ni om,, (/ni 3,_/,-.,,> Lioy Y g Py )

M Tt

Remargue I. — Supposons ¢ réductible, ¢ et ¢ étant =0 (*).
Les résultats précédents subsistent en y remplacant, comme au n° 31,
Uy Uy %y %y 9y Py Poy Po PAT &, Wy Ky Ky 1y 1Yy 1y, 1y et s par 8 = s
(réel). On le voit par des raisonnements tout semblables.

Remarque 11. — Soit = ca®. Alors ¢, =|t, — x|, ct’on a

Lok Mg —eh: = "ll' _ _l(u‘ == Uys VO/’ N Uone
( "ol

1
* 4,
En transformant par </, (¢f. 28, 29), on a unc formule analoguc
POuUr Ly 7 _n: S1 P =’y

33. Il est clair que Q,(n, =) et Q (7, =) (« ayant la parité de I'in-
dice de Q) divisent H(#, =) (9). Cherchons les p. g. c. d. respectifs
To(n, 72), Ty (1, 72) de Q,(n, =*), Q;(n, ©*) (4 =0, 1) avec H(n,=)
(¢f. 20). Une substitution o de I'; devra vérifier, en méme temps que
les équations (4)-(G) du n° 9 (avec f=1), les équalions (4)-(8)

(') Dans la quatriéme des formules (26), pour que Uordre de s=s,+ us;

s T o g
divise :_ (alors sy est 20, donc 2 — bMs £ 0), il faut et suffit que la quan-

., A . \ . y
lité h=2 + 25,—  $1 s0il un carré k2. Mais comme o/ = (2 — bAp)*(F o),

@ est en méme temps un carré, el la formule considérée fournit, d’apreés (29),
une expression de m,,, par les V, U, W, Pour que s =—1, il faut et suffit que
blr=12, et que ¢ =cc'B2p—1, d'ott b*¢ =—d. Dunc ¢ n'est alors carré
quesi w=3 (mod4): dans ce cas, on a de méme, d'aprés (29), une expression
de my,,,, parles V, U, W (¢/f. 39).

(?) On raméne immédiatement le cas ot ¢ =o0, ¢’ 0 au cas ¢3£0, et le
cas¢=c' = v au cas Y=o. 1l est Loujours entendu d’ailleurs que le cas oir U

est réductible ne ditlére lui-méme que par un changement de variables du cas
Y =o. :
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du n° 26. En particulier les deux systémes linéaires
. C/.
~,’—- |<au (J//. ~+ @u ‘711.) -+ 2nca,; 0'0/ = 2N ——
(./:0’ LS} ‘J),
37 (et o + Bliorn) + 2 n ¢ oy e = by
(J=15..039)

C,C/,

(,/—0""3 v),

s 2'1‘:1 (7ljﬁl/. -+ ﬁl/all) -+ 2NC 0y %of = Qﬂf
' 20 (ot Bae Bl otin) + 2mco; o == [,
(J=1s0.0,9)
ol / est supposé fixe, donnent p =" Biry r/. =/"0u(E=1,...,v;
j=0, ..., v). De méme B, =F"'5,, ozj,..__’/’*' 2yp(i=7, ..., v;
J=0, ..., V).
Donc d’abordT,, qui correspond a f = 1, coincide avee Qy(n, w*).
insuite / est une puissance de v"', et méme, pour » impair, de '3}

afP=f", et |a|"*' =1 (2), donc

lcar alors aao = fa(p> =), d'o
7ol

. - Z; &
Soit ’abord 1 =2y, donc n=o0. Posons m;,=|"" o

~1 (9>’
yi g-1Yi
wp= 1T} m,r,, (.l =M. Comme 1, multiplie @ par v''—™, on a I', = MTI,,

)

M étanl premier a I'y5 (1, T',) ==+ 1, et T, contient J, dont chaque
substitution ¢ par v ",

Soit n=2v +1, donec y=1 et p 5 2. Le produit p. de |z, v"'z|
par IT; m;: multiplie @ par v*™", Donc ", = | u.;T',, i u.| étant premler
ab,et (I'yT))=3(r+1). Ona ev1demment aussi T, =JT,; mais
lep.g.c.d. ded, I', est D, d’ordre 2.

Considérons maintenant O,(n, =)(n=2v', v =v+1). Soit «
une de scs substitulions, et reprenons les notations dun® 26. D’aprés la
forme de a avec les variables de (), les coefficients de o S'ltisl'ont aux
mémes conditions que si o était dans Q| (2, =*). Dans les p. g. c. d. res-
pectifs Ty(n, =) et T',(n, =) de Q,(n, =) et Q,(n, =) avec H(n, =)
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divisant respectivement T,(n, w?) et I',(n, =*). Mais de plus :
1° les oy, oy, Biry By o1 I et k sont Sv sont réels; 2° X; et Y, étant
réels pour i<y, et x, conjugué de y,, «; est conjugué de o, et P,
de 8),; 3° X, étant conjugué de Yy, a,; est conjugué de B.,(7<v), o,
de B, (<), oy de B, et o, de Byy.

Or on a, en désignant par ¢ un élément quelconque de a, ¢ = fe.
La relation oy, = a},(¢Zv), jointe & o:,«,:f&[.,', orj.,,=fo'c,’.‘,,, donne
aiy = f2a;. De méme ﬁ,«.y:f” Bivy wyy = 2oy, (‘w=f 2 @w- Donc
S?=1. 8i f=—1, 'équation ¢=fe montre que ¢ a la forme
(u—10)e,, e, étant réel. La comparaison des relations (4) et (5)
pour £=1Vv donne d'ailleurs (a,,—f.,/)*==1, ou, en posant
ayv=(v—0)r, Byy=(v—u)s, (r et s réels), (r—s)*=23, ce qui
est absurde. Donc f=1(p22), douT,=T,2Q,(n, =), et de plus,
pour LSV, oy =, Bor="iy 2= By oy = 16\:';’ Oy = Py Gy = Buvs
avec (o, — B, ) =1. Il est clair que T, contient toutes les substitu-
tions de Q,(r, =) qui vérifient ces conditions, en particulier les P,
ou A est réel et les m., m., ¢, ol s est réel, donc égal & =1 [cavs™ '=1
(23)].

Or, en multipliant au besoin « a droite par une P;; ou une O, on
peut annuler a,, ou f,,[ si tous les e, B; ol £Sv sont nuls,
ayy By =0 d’aprés (7)]. En multipliant ensuite au besoin & droite
par ¢, et m.._,, on peut réduire o, = B, & 1, ct o), = 3, 4 0. Si alors
les a;,, B,y ott'{<v ne sont pas tous nuls, on les annulera de méme
tous sauf un al'aide des V, U, W, puis le dernier & I'aide d’une P. Or,
leur nullité entraine [ d’aprés (5), (G) pour k = v'] celle des 2., = f

oy = By Donce T, dérive de Q,(2v, ), des Py et de ',y L],

vy

Pour préciser davantage, soit d’abord 'p7é2. Remplagons les
variables x,, y, par z=%i(z,+y,), y=31(z,—y,), dou
¢ =x*— y*. Convenons en outre de négliger la nature des va-
riables x, y, qui sont imaginaires, et d’identifier les substitutions avec
leurs matrices. Alors P,, O, et t¢,m.,_, deviennent respective-

ment Uy, Vi, ¢, du groupe de £\ x;y;+ «*. Done le p. p.c. m. T}
de Qo(2v, ©), des Py, des Oy et de tym,_, est semblable
Q.(2v+1, =). Chaque substitution de T est permutable &

Q-
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ty=|y,— y|, et l'on verra au n° 34 que T, est le product direct
de T, par (t;!. Lindice de T, dans Q,(n, =) est & (m+" — =)
(cf. 27).

Soit p=2 (donc m,- =1). Posons z=wx,+y.s, y =y, dou
¢ =xy + . Alors, avec les mémes conventions, P, et O, de-
viennent respectivement V,,, et W, du groupe de Iix;y,~+ y*.
Donc le p. p. c. m. de T2 de Q,(2v, =), des Py, et des Op est sem-
blable & Q,(2v+1, &) [=G(2v, ©) (26)]. Chaque substitution
de T est permutable é t,= |z, x + y|, et Pon verra au n° 34 que T,
estencore le produit direct deT! par|t,|. L'indice de T, dans Q,(n, =)
est ici = — =Y,

On voit d’ailleurs comme au n° 20 que, dans H(n, &), le norma-
lisant de T, est i:;,(v] =0, 1), et celui de T, T, = T..

3A. Soit, pour p > 2, comme précédemment, A°(n, =) le diviscur
de A formé des substitutions de délerminant 1, donc normal dans A’ :
il est clair que (A, A°)==2. On peut encore définir A° comme le
p-p- c. m. des substiteetions ¢;;,V; Uy W, mi(j, J'2 03 k > o), car
ce p. p. c. m. Aj est évidemment SA° et permutable a £;, en sorte
que A, + {; A} est un groupe contenant tous les générateurs de A. Si
d'ailleurs % est irréductible, la forme imaginaire A*(n, ©) = Q°(n, =
de A° est évidemment lc p. g. c. d. de Q et de Q! (n, =*).

Pour p=2 (n pair), la scconde définttion que j'adopterai
désormais, a un sens; mais elle ne permet pas d’affirmer de suite que
(A, A%) =2, ni, si A°<T A, que A° soit normal dans A’.

Je dis que, méme si p =2, (A, A’) = 2 (et 'on verra aun® 39 que
A° est encore normal dans A'). Pour le démontrer, supposons
d’abord { = o, et considérons la quadrique ® définie par X'z, y;= o,
les 2v coordonnées étant homogeénes et variant dans 2. Soit L la
variété définie par un systéme s, de v équations linéaires indépen-
dantes entre les «;, y;. Soitplerang dudéterminantdes coefficientsdes
x; dans s,. Supposons que le déterminant des coefficientsde s, ..., z,
dans les o premiéres équations de s, soit == o, résolvons-lesen z,, ...,
x,, et portons les valeurs de ,,..., x, dans les v —g derniéres équa-
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tions : d’apres I’hypothésc faite sur le rang, z,,,, ..., z, disparaitront
de ces v — p équations. Résolvons le systéme s,_, de ces v — p équa-
tions (qui sont indépendantes) par rapport & v — p des y; choisis de
telle maniére que le nombre « des y; d’indice £ ¢ soit minimum. On
peut é¢videmment choisir I'ordre des & (qui détermine celui des y
d’apres 1'équation de @) de maniére que cesv—p ¥, soient y,, ...,
Ye (%S2)y ¥orts « ooy Vorp(a~+p =9 — p). Comme on vientdc le voir,
cesv — p ¥, ne dépendent d’aucun «. De plus, st aZ1,y,,..., Yo ne
dépendent pas des y, ok i est > p + B, car si y, par exemple,
dépendait de y,,g,,, on pourrait résoudre s,_; en ¥a;..ey Yuy Ypris +ooy
¥erp+er contre ’hypothése faite sur «. Je supposerai qu'on a porié
dans z,, ..., x, les expressions de y,, ..., ¥uy Ypr1s+- -, Yesp PAT les
autres y.

Cherchons maintenant les conditions pour que L soit sur @ (je dirai
qu'alors L est une génératrice de ®). Portons pour cela dans
Xiw;y;=o0 les expressions obtenues de x,, ..., %z, Y5 +ovy Yoo
Yors « oy Yeupe Lies termes Zf;*‘ﬂ x,y: ne fournissent aucun terme w; yy
ol £ soit > p + B; car X%, y,ne fournit aucun terme ot yait unindice

M A ~ <40 .
> o+ 83, etil enestde méme de Xf,,x;y,et S8 ;)i PUISUC Yoy ye ey
Y€t Xy, .., 2. sont des variables indépendantes. Donc ¢ + B=v,
2 =0, et I'on peut supposer que les équations de L ont la forme

.Z'p = 091_)’1 e R o l/pp'}’p -+ 119,94-1 wp*—l +...+ [)pl VAT
Yor1= l’p+1,1 Yi+...+ I’p-H.p)'p’

Yy == by Vit b"."«yf"

On voit alors directement que la condition nécessaire et suffisante
pour que X} .r;y;= o soit identiquement vérifiée par ces expressions
est que la matrice (b;) des coefficients de y,, ..., ¥4 Loy -y @y
dans (E) soit alternée. Je dirai que ¢ est le genre de (E) ou de L
- ) q i )

[¢ n’est pas le rang de (b4 )] et de toute variélé qui se déduit de ()
par une permutalion des indices des x et des y.

Une vérification simple montre que m; el V;, ne changent pas le

genrede (I) (ondistingueralesquatrecas : 1, ASg; iSz;h > 550> p,
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k<ps i, k> ), tandis que ¢ le fail varier d’une unité [sii>g¢, 4 le
fait croitre de 1, et il en est de méme pour 7 g si un des v coeflicients
Dipsry + ey by tel que by est = o, puisqu’on peut alors résoudre (1%)
par rapport { iy, y; et aux awlres x, y des premiers membres; si
bigriy -+ +y Dy sont tous nuls, le genre diminue de 1].

Donc les 4, V¢, et les ¢ ne changent pas la parité du genre de (E).
Donc A, p. p. c. m. de ces substitutions et des my, ne change pas
celte parité, tandis que t; la change. Donc, si ) =o0, (A, A®) = 2.

Si n est pair et 5 o, I'expression des générateurs de A par ceux
de Q, (n, ©) oude Q, (n, =*) selon que § est réductible ou non (24,
o1, 32) montre qu'il en est cacore de méme.

Si n est impair (p>2), on est ramené au cas de n pair, en
considérant A comme un diviseur du groupe « + y* (pour § = cx?*).

38. Arrétons-nous au cas de n pair, et disons que les génératrices
de genre pairsont paires, etformentle premier systéme oule systéme
pair, et que les autres sont impaires, ct forment le second sysiéme
ou le systéme impair. 1l résulte de ce qui précéde que, pour p22, et
n pair, A® estle groupe des substilutions de A qui permulent exclu-
stvement enire clles les génératrices de chaque systéme, tandis que
t; A échange les systémes.

A" permute transiticement les génératrices de chagque systéme.
Partons cn effet d’unc génératrice uelconcue prise sousla forme (E),
en y remplacant v par v’ ({ peut ici &tre irréductible; on prendra alors
A® au lieu de A°). On peut, par des V 5, P, (31) [en tenant compte
de la derniére équation de (E) siv'>v] annuler b, .., ..., 0, puis,
par{,, diminuer le genre. Enrépétant un nombre pair de fois un groupe
d’opérations analogue (tout produit de générateurs de A on les ¢;
figurent un nombre pair de fois est dans A"), on arrivera & une géné-
ratrice de genre S1. Si elle est de genre o, elle est définie par
yi=...=yy=o0. Sielleest de genre 1, elle est définie par «; = o,
Y= e =Yiy =0, ¥ip; = ... =)y =0, qui se raméne par {,; 4
Ty =0,Y,=... =y, =0.

On remarquera que I'échangede x;, y; dans (E) fournit une gén¢é-
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ratrice dont I'intersection avec () s’obtient en adjoignant & (E) la
scule équation x; = y;, c’est-d-dire dont I'intersection avec (1) a un
nombre de dimensions dc la parité de v' + 1. Au contraire soit (IV') le
systeme déduit de (I2) par une m,, une V,,;, ou une Py, en ¢liminant,
§'il y alieu, y, des v — 1 premiéres équations & I'aide de la viéme, Iin
retranchant de chaque ¢quation de (E’) I'équation correspondante de
(E) multipli¢e par un facteur convenable, on peut faire disparaitre
celuides @,y ..., €4y Ypury -+, Y quiy ligure.

Soit ( E,) le systéme ainsi obtenu. L’intersection de (E), (E') est
aussi celle de (E), (E,). Or, dans (E,), la matrice des coefficients de
Yisoeey Yeos Lowts + -+, Ty st alternée, donc de rang pair (£., 195).
Donc le nombre des dimensions de I'intersection a la méme parité
que v' (*).

Donc deux génératrices sont ou non du méme systéme selon que
le nombre des dimensions de leur intersection a ou non la pariié
de v'. Donc une substitution a de A sera ou non dans A° selon que
Pinterscction d’une génératrice quelconque el de sa transformce
par a aura ou non un nomnbre de dimensions de la parité de v'.

~ 36. Revenons maintenant a la définition de A° comme p. p. c. m.
des générateurs autres que les /;(jZ0). On voit, en recourant au

besoin 4 la forme A de A quand ¥ est irréductible, que, pour p>2
(7 étant pair si p = 2), loule ecxpression d'une substitulion de A°
par les générateurs de A contient un nombre pair de t;. Tes substi-
tutions de A’sont dites paires, les autres substitutions de A impaires;
A°sera dit le groupe pair de «. La méthode du n° 30 permet de
reconnaitre effectivement si une subslitution est paire ou impaire.

(') On pourrait démoantrer d’abord [¢f. BErTINI, Introdusione alle geometria
proiettiva degli iperspasi (Pise, Spoerri, 1907), p. 129-135], comme dans le
champ complexe ordinaire, que les génératrices forment deux systémes, en
rangeant dans le méme systéme que I'une d'elles toutes celles qu'on en déduit
par la variation des coefficients. La démonstration ne suppose pas que la varia-
tion soit continue, mais seulement que, pour v=1 et ¢ =o, il y a deux systémes
définis comme on vient de le voir, ce qui est clair.
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37 ('). Pour p=2(n=2V),on peul encore définir A° comme
le groupe des substitutions o de A qui vérifient

’

‘ ld: :’./’aih ﬁ;,‘ - /l.\.‘y/lao/l ﬁ(,)/:
(32) ' 4+ B 2o Bl + BbagyBio 4+ Ce(af, + Bl oty By) =/
‘ (&bh=1,...,9)

Iin cllet, soit A la substitution qui se déduit de « en y remplagant
partout o par A, et B par (.. On trouve, & I'aide des formules (4)-(8),
(15)-(19), que Lo =T+ L + v (*).

Donc les substitutions de A qui vérifient (32) forment un groupe T,

Y Comparer Dickson, Linear groups, 203.
74 s S Sy
(2) On a d’abord

ha= Zijre (@i Bioki Ny + un By My + Lo &g Pag Ny 4 g Biy iy 1217)
+ 025 (@rBorhi N+ an By hig Wi+ pOIai)A'f"ﬂ'l’le - al()lcﬁ’()IIJ'/-'f}L,Ij)
+ B 2 (o ﬁl’l)%'ow/o + otis By Ao P"lu -+ pi! % Mro Ay ai’l.- ml [~&o IJ'II())
+BOZy ( “0/-'.5017‘/.‘0 2o+ “‘M‘.B:H )‘/rol"";o + kgo/“’o/rl"‘/-'ouo + “’0/.'621/1"%'0 .”-I/o)
+ Ge Zu(af Mo+ o ieho + Biahiy + By -+ ofu Ny + & iy + Biuio + ol ibho)
(ihf=1, ..,v; ko l=o0,...,v).

Dans ce qui suil, les parties soulignées sont celles qui sont soumises & une
transformation, Les termes surmontés d'un trait seront réunis ultérieurement;
X" indique des sommations oit 4 34 ¢; X" des sommationsot £ << /.

Considérons X;;;,. Dans cette somme, le second et le troisiéme terme donnent,
en transformant X;a;; 3}, d’aprés (4), et en faisant un échange des indices de C:

pour &k #£

SiineBirotn (hrjpeni = i iy) + b i 0tor Bok -+ Bosctor ) Mrj ek
= B2y Buotin (Mo ko + fhaoMo) + b Xl ator Lo+ Boror) hrjtesss

pour k=1,

S0 B bag i+ P O i j W)
= 2ot i (ej i = P M)
+ 2y M [ O (i Bor+ Boror) + 1]+ (b —1) Zjp ik
= B 3:‘/; %k ﬁf‘/f( 7\/.-0 Hko + ro 7\2-0) + b Zj/.- i) 7\2,‘(%/.' 5(':/; -+ }30/.- Of(m)
4+ i in Pl Zjgay b+ (B —1) Ziotsg Bl + (0 — 1) X g Nije

Le premier et le quatriéme terme de Z;;;, donnent :
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etles /;, qui ne verifient pas (32), sont hors de I'. Done T est <A‘.
D’ailleurs les générateurs de A¢ vérifient (32). Donc T est ZA".
Mais (A, A,)est 2. Donc T'= A", ct (A, A°)=2.

pour k£ I,
Sl (it Bk Ny = oty Bind iy N =+ 0 Bl ey i+ %ir Bik P 2 )
= il otinBir( Py Ny Ay Dy )+ oin Bir (fhoaey ol =+ pay 1457 ) ]
+ O Zj [ Ny Wi otonBar = o Bor ) -+ 1y ki ( Gk Bor+ or Box) ]
= B Zh[otirBi( Rrodin—+ Ao Mo ) = in Bir (o o+ Pro ko) ]
+ O3 [Ny Mcj (oo Bor+ torBon) + Py ixki (ox i+ o Bor ) 15

pour k=1, en transformant 2;%;; ), et X; s ; pijy puis 2y i By Bt otise Bir,y

2'-/.~['~!/(Ofol.~» Bol:) ‘F()\ho; 2-0) -+ uP(oc('m, ﬁtlm) ‘F(P-/fo, .U-}.-o)]
4 ¢ W ( R0y 200) + € W (05 200) + C LY (@tg0s Bog) + €]+ C'[ (2, Bro) +¢'].

Considérons, dans Iy, £5;,,. Le premier terme de celle somme donne :
pour k # [,
b i (0o Bor ki N+ tar Bordsj M)
= b2 (oorPor + ForBos ) iy bipt= BOEgy 001 Bos (hio Mo+ Ao hie)s
pour A == {, en transformant X; % ; L,
b0ty Bor W ( Mgy o) + 0 CorgyBuo-

Le quatriéme terme de 6X;;, donne d¢ méme :

pour L #{,
5 X otor o+ oy Bus) Mg IJ-;:,' + BOX, oy Bor( Voo [0 = [sg l-’-}.n) H

pour k =/,
b 3 o Bor W ( Porns P;.o) + b C’ oo p:m-

Le second et le troisiéne terme de bX;;, donnent :
pour k34 [, en échangeant /& et { dans le premier des deux termes, et en trans-
. v 'y

formant o j [ 24ef Rijy

O D tos Box = Bor 0on) haj iy = B O Zis Bosotor (Moo o=+ 12y 210) :
pour & == {, en transformant X;%;; s,
O 1 (0t Bow+Both 1) iy M=+ b 2 0t 1 Bow [B (Ao ko~ o o)+ 1]+ 6 (B—1) 20 Bioe

Considérons, dans L4, B3z, Le premier terme donne de méme ;
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38 (*). Tout changement de variables & coeflicients dans e qui
conserve o conserve a priorti A et A°, puisque sa matrice est celle
d'une substitution de A. Il conserve donc la parité (34) de chaque
substitution « de A et celle de I,.

Toule substitution o d’ordre impair de A est dans A®, car a® est
dans A°, et «, étant d’ordre impair, est une puissance de o:*.

Dans la forme canonique d’une substitution o. de A, la parité du
nombre des suites est celle de «. En effet, prenons les variables cano-
niques de x qui rendent les comultiplicateurs (S., ) égaux aux multi-

pour £ Z£{,
B-‘-‘-‘;kl“i/.-ﬁi/()\/.‘o)\;o-P )‘/o )\}.o) +B [)E:{{I(Ofo/ﬁo/;"' o s ﬁo/)llo Mios

pour k =/, .
BI, 24000 U cony Bor) + B2y 2.

Le qualriéme terme donne :
pour k £ {,

BEL (o ol + Mo poio) oin Pl B O By (oo Bor <+ 0t Bi) s Eho s

pour A =/,
~ 1 1
B X, o o $ (ctors Box) ~+ B e oo (2one

L.e second et le troisiéme terme donnent :
pour k Z |,

B2 Biretin (Ao fio+ puodio) + B b Zi( o/ Box 4+ Borin) beo hho
pour A=,

B 2, ati Bit(Pro rho+ o Mo) =+ B 2 [D(ator Lo+ Bor otor) 1 Jpksokia+ B(O~—1) phog hoo.

Aprés ces transformations, en supprimant les termes qui se détruisent, en
réunissant les termes surmontés d'un trait, et en séparant les termes dont sont
formées les ¢ et les W, on obtient aisément

ha= 0P+ BE; o Bl + 0ZpcwnBor+ Bbagfp
-+ 2,'/; Mng M,/+ BX, no Mo+ sz Yoy )*81' + Bbpg, Ao
+ Ce(afe+ Blo+ oy + By + 2o+ oo+ 2405+ o)
d'ou, en transformant X, u,; 27 et X;p; by, la formule du texte,
(') Cf. Joroax, Journal de Mathématiques, 1905, p. 278.
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plicateurs. Si tous les multiplicateurs sont égaux & 1, on peut (')
introduire de nouvelles variables ramenant a 4 la forme canonique
et « & une forme ot I’on vérifie directement que I, — v' a la parité du
nombre des suites de a. Si les multiplicateurs ne sont pas tous égaux
& 1, « est le produit de deux substitutions, évidemment échangeables,
dont I'une &’ s’obtient en remplacant chaque multiplicateur et chaque
comultiplicateur par 1 («’ a donc le méme nombre de suites quc «), et
l'autre «” en multipliant chaque variable par le multiplicateur de la
suite oti elle figure dans «. Or «’ est d’ordre 2, et a” d’ordre impair
[comme ’exposant auquel appartient chaque multiplicateur == 1 dans
le champ canonique (S., 5) de «]. Donc o et «” sont des puissances
de o (E., 10) et par suite conservent @. Or quand on repasse aux
variables qui réduisent @ & son type canonique, «’, étant d’ordre
impair, est paire, et I’on est ramené a considérer o'.

Remargue. — On a donc, pour p = 2, quatre critéres de parité
d’une substitution « de A : le premier fourni par ’expression de o en
produit de générateurs de A°’; le second par les génératrices de la
quadrique @ = o; le troisiéme par la parité de I,; le quatriéme par la
parité des exposants des diviseurs élémentaires de a — se, ¢ ¢tant la
matrice unité d’ordre 7.

D’aprés les deux derniers critéres, ltoutes les fois que A conticnt
la transposée de chacune de ses substitutions, il en est de méme
de A°. I’emploi de ces quatre critéres n’exige quc des opérations
rationnelles; mais celui du premier et du troisiéme exige la réduction
préalable de a a son type canonique.

39. Je désignerai par B(#n, =, a) = B(n, =) et jappellerai groupe
réduit de a : 1° pour n > 2, le p. p. c. m. des Vy, Uy, Wy
(i) k=o, ...,v); 2°pour = 2, le p. p. c. m. des m,,:, m,, étant un
générateur de A°si a est réductible dans 2, de A° si @ est irréductible
dans e; 3°pour n=1, le groupe 1= A". Le groupe déduit de B,en y sup-
posant les variableshomogénes, sera désigné par w.(», 7, a) = w(», 7).
[1 sera commode aussi de remplacer la lettre B par R ou R; quand A

(Y) Voir ve Steuien, Journal de Mathématiques, 1909, p. 1-63.
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est remplacé par Q ou Q; ({ =o, 1, 2), et alors 4 sera de méme rem-
placé par & ou &,. Enfin j'écrirai B, R, R;, w, &, &; pour B, R, R,
W, &, &; respectivement, lorsqu’il sera utile de préciser que les va-
riables sont celles de A ou de oA, : les générateurs V;, Vy;, Uy, Wy
sont alors remplacés par les P, O, (51).

D’aprés le n° 31, si { est irréductible, B est le p. g. c. d. de A=0Q
etde R, (n, =*).

B est normal dans A’. On le vérifie directement en transformant les

] ]

générateurs de B ou de B par la substitution y du n° 24.

Si p =2, B= A0, Celarésulte des n>* 29 et 32 pour n>2, et de
la définition de B pour » = 2.

Soit p>n2etn>1. A°, conservant a, permute les points de
la quadrique @=1, c’est-d-dire les sy solutions de @ =1. Si n = 2V,
sy=7"""'— 0" [0 =1 i { est réductible ou nulle; 6§ =—1si ¢ est
irréductible (£., 44)]. Si y =c«?, s,= =¥+ 0,7’ (0, désignant le
caractére (quadratique de 5). Le nombre des solutions oti ¢, =y, =0
ests, .

Soit maintenant n > =2, 4 étant quelconque, ou n= 2 avec ¢ = o.
m,, fixe les s,_, points correspondant aux solutions ot , =y, =o0 et

Y — Su—y

. . S
permute les s,— s, autres par cycles de = —1. Mais = est

impair. Donc Iaction de m,, sur les points de a =1 est une substi-
tution impaire, el celle de m, » a la parité de r. Les V, U, W étant
d’ordre p, leur action est paire. Donc

A'=B+4 myB =B + m, B (i#£o0).

Soit n22 et ¢=o0. Une substitution m,, d’ordre = =0 fixe les
8,y =="~'— =*~' points de a = 1 pour lesquels x =y = o et permute
les s, — s,, autres par cycles de = — 0. Mais 57;——_—_3—9’“ est impair. Donc
Paction de myy sur les poinls de a=1 a la parité de r.
Donc A*=B+ m,;B. En particulicr m,_,=m,_, est dans B
toujours et seulement si = =) mod 4.

La substitution ¢ = Ry, Sy, (i, k o) est toujours dans B. Mais
quand § £ 0, {,; n'y est pas toujours. Si Y = o avec oc # o (cf. 32),
Loi M oy (SM étant carré) est dans B (32). Donc ¢,y est toujours et

Journ. de Math. (7° série), tome 1I. — Fasc. IV, 1916, 45
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seulement si 8c est carré [si ¢'= ¢, (,(,m; 4, étant dans B (32),
l;l, y est toujours et seulement si b — 2¢ est carré]. S¢ p=cu?,
tyimy . est dans B (32). Donc ¢, y est toujours et seulement si — ¢
est carré.

De méme, m,, T; étant dans B (28), T, y est toujours et seule-
ment si — 1 est carré. On a trouvé précédemment (28, 29, 52)
'expression par les générateurs de B de my, ne,gy mpmyy, mym.y,,
Tiks Lois ety 1,t; quand ces substitutions sont dans B. On trouvera
encore au n° 40 une méthode générale pour exprimer toute substitu-
tion de B (4, =) par les générateurs de ce groupe.

Considérons maintenant la similitude d de multiplicateur —1
que A contient toujours. S p=2,d=1. S p est >2 el n im-
pair (21), d est hors de A°, et A est le produil direct de A°
parD ={d!.

Supposons donc p > 2 el n pair.

Soit n=o0mod4. Si y =o, v est pair, et B conticnt d. Si '} est
irréductible, d est hors de B, car, si ®m =1 mod4, B ne contient
pas m,_, mais contient m;_,, quel que soit7; et si ===3 modj,
B contient m,_, mais ne contient pas II{m,_,, v étant ici impair.
Si { est réductible et 8¢ # o, on voit de méme que B contient d, ce
qui est évident a priori, puisque B est alors semblable 4 R, (2, =).

Soit n=2mod4 (Z2). Siy = o, v est impair; si alors x=s1mod 4,
B contient d; si ==3mod4, d est hors de B. Si '} st irréductible,
v est pair; si alors n=1mod4, d est hors de B; si =-=3mod4,
B conticnt d (il contient m,—, et I'm; _,). Si L est réductible
et cc'=£ 0, B contient d toujours el seulement si w==1mod/, ce qui
est encore évident a priori.

Il est clair que quand d est hors de B, A® est le produit direct
de B par D.

On voit que, pour p > 2 et n pair (Z 2), B contient d quand a est
équivalente & 275} et ne le contient pas quand a est équivalente
¢ X'z 4+ Nz, (E., 41).

Touwte subsittution o permutable & chaque substitution de B est
une similitude. On le vérifie directement & l'aide des conditions
aVin= Ve, 2Uy == Uy 2, « Wy = Wy a (i, k203 on peut aussj
employer les générateurs P, O, si J est irréductible) (¢f. 13).
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Donc le central de A’ est 1, celui de A cst D, et ceur de A®, B
sont leurs p. g. c. d. avec D.

~ 40 ('). Désignons d’une maniére générale par L, . (m, 7)
U....sn(m, =) les groupes L((m, =), U(m, =) de variables z,, ..., z,,
(¢f. 11), par s, . 7. .. dessubstitutions quelconquesde U, . ,

par s; r; les actions respectives de s, rz; sur
par 0y(2, ©) = Xs;= Zry le groupe 0 (2, =) de variable {.

Supposons vZ 2, et soit Vy(=) = V(=)= Xs (i, k £ 0) le p. p.
c.m. des Vi, Vi action de Wy sur ;, ax est U, , (2,7)(S., 83);
son action sur y,, y, est U, (2, %), et s est de la forme s,,,s;., (en
désignant toujours par ¢ la transposée de s). Soit de méme
W, (7)) =Wy(z)=2r(i,k£0) le p. p. c. m. des Uy, Wyy;
l'action de Wy sur «,, y, est U, (2,®); son action sur y,, x;
est U, . (2%), et rest de la forme r,,,, 7573,

Il résulte de ces définitions que V,,= ;W £,=U(2, ©), et que le
p-g-c.d. de V,, W, est D, = {d;. (28).

D’ailleurs sr == rs (*). On voit donc, en posant V,, W, =B, et
L Y
par 0,=ZXr,, D, srépondanta s,et D, rar,.

Ainsi pour n= 4 et ¢ = o, en faisant dans ce qui précéde i =1, et
en désignant par©, w les actions respectivesde V,,=Vetde W,,=W
sur les rapports des variables, ¢ = 9w=10.1,, V,,; correspondant &
(54 1), Vo 2 (m) U, a(u+2), Wapa (M‘jH). D’ailleurs,

As
P A7)
que 0= {1, Vy, my |, €L qUE b ==] U, Vg my, 1.

Si = > 3, tout diriseur normal X de A autre que D et > 1 est ZB.
En effet, supposons d’abord X premier a B. Sile p. g. ¢. d. X? de X,
A® est >1(p est doncici>2), X° est d’ordre 2, et A° est le produit

—

= et

SRS

= 3, que B,;| D, est isomorphe au produit direct de ©,= Zs;

en faisant correspondre u; = 'v
u

am,, et =

ui, .
I al,, on voit
w s

Y Comparer Dickson, Linear groups, 196-198, 174-179.
P ’ I- ) :
(*) Sil’on prenait r,,, dans Ly, bors de U, ,, ou s, ., dans L, hors de
U.,..e» § ne serait plus permnutable a /.
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direct de B par X°. Donc X°=D (39), ct ici D divise B. Si X’ =1,
X est d’ordre 2, et A est le produit direct de A° par X. Donc p est > 2,
et X = D. Supposons X non premier a B. Soit X: son action sur les
rapports des variables, et y le p. g. c. d. de &, W, normal dans .
Si X est premier a D,y est > 1. Si y est <, il coincide avec © ouw,
qui, pour = > 3,sont simples et non cycliques (£.,72). Or ces groupes
ne sont pas normaux dans <b.. Donc 5 = w. Donc B serait le produit
direct de D par X ==. Mais cela est impossible, car B contient des
substitutions dont le carré est d, par exemple la substitution srour=d
etous, . =]|x,, —«,|. Donc X est > D. Donc, ici encore, & est > 1.
Donc 3 =w, et X2 B.

De méme, si = > 3, tout diviseur normalde | B, r,{oude |B, t,m,y|
non <D est 2 B.

Simt=20u3, w="29 a ur diviscur normal sylowien § abélien
principal d’ordre g ou 16 respectivement. w|§ est un g, carré ou un
g, non cyclique, et aucun diviscur de § ou de +%|§ autre que 1, 3, | ¢
n’est normal dans &A. Si donc V est le diviseur >D répondant a §
dans B, tout diviseur normal de A est = B, ou est U'un des groupes 1,
D, F.

Pour =2 2, tout diviscur normal X de B est normal dans A, (cela
est clair pour = = 2, caralors A= B). En effet .., est permutable 4 ©,
a @ eta leurs diviseurs normaux, qui sont sylowiens, si * = 3, donc
aussi a 'action Xt de X sur les rapports des variables. Si donc X n’est
pas normal dans A°, il est conjugué d’un diviseur X' de XD. Si D
divise X, X'=X. Si X est premier & D et si X'~ X, X’ contient une
substitution § de Xd, donc aussi , qui est une puissance de £(S., 83).
Donc X, comme X', contient D contre 'hypothése.

{,»y qui ne rentre ni dans la forme s ni dans la forme », est hors
de V et de W et transforme V,, en V,, ; et U, =1, V(,,)t en
Win=06Vo ot Donc|V,t,, et | W, t,, | sont isomorphes d’ordre

2n(m )("—‘2Stp>2,1—lstl)— 1)

De méme m,) est hors de V et de W, et transforme V,,, en V,,,,
Vo en Vi -, U,,u—t Vil en U,qm, Wiu=16,V,, .t en
W Done |V, m ! =V, et |\W, m, | =W, sont isomorphes
d’ordre -[-1—1—(77—2 [ étant Uordre de m ;.

0
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On a vu (39) que ¢, est toujours dans B, que 72, y est toujours et
seulement si A est carré, et T,, toujours et seulement si — 1 est carré
[on a aussi trouvé (28, 29) 'expression de ces substitutions, lors-
qu’elles sont dans B, par les générateurs de B]. Mais on peut ici
obtenir directement ces résultats en développant les conditions sr=1{, ,,
sr=my,sr="T,,.

Comme on sait exprimer toute substitution de Uy, par ses geéné-
rateurs |§ + Ay, 1), | n+ 25| (S., 83; c¢f. 30), on saura aussi
exprimer toute substitution de B=VW parlesV,,, V,,, U,,W,,.

Supposons de nouveau n quelconque 2 4 mais pair, et irréduc-
tible. Soit, dans A, r, la substitution » de W, (=%) oti la matrice de
Tz, €t conjuguée de celle de s, ., (r, est donc formée avee les Ui""p’
Wy, comme s avec les Vg, Vi) et s, la substitution s de V,, (7?)
ou la matrice de s; ., est conjuguée de celle de r,,.. Le groupe
®,, =Xsr = Ers, est homomorph(' aV, (=), Uunité de ®,, repondant
a D, (sisry=1,setrsont égaux tous deux a d,, ou & 1), donc iso-
morphes a © (2, ©*).

Avec les variables z,, y,, z, , sr; est une subslitution réelle o, et le
groupe By, (7) = ,o(u) = Yo=10v(2, n?) dont ¥, = B,(7) = B, ()
est la forme imaginaire conserve x;y; +{. En prenant d’ailleurs pours
une V,, ou une V,, convenable de V,.(=?) on obtient pour ¢ une quel-
conque des Vi, V,,, U,y W,(31). Donc B,,.=R,(4, ©).

Ainsi, pour n = 4, Y irréductible dans e et pZ 2, en faisant i =1,
W = -b° ~_B =0(2, v*) [ici A°==BD (39)]. dwc substitutions P,,,
0,, de B répondent respectiveinent dans 0,(2, =*), par la corres-
pondance indiquée, 5 + 3 ez:l ° = Orla s,(s™)(— 5—") transforme

ces deux derniéres substitutions 'une dans l'autre. Donc A&.='B, ¢, |
est isomorphe a | ©.(2,%*), 57|, ¢, répondant & (5°)(— '), et la
correspondance des éléments de B, ©; restant la méme.

Tout diviseur normal X de A ou de A* non <D est2B. En effet,
si X ne contient pas B, il est premier & B qui est simple. Si X est pre-
mier 4 | B, ¢,{ = B', X est d’ordre 2, et A produit direct de B', X,
d'ot X =D (39).Silep.g.c.d. YdeX, B' est >1,Y est d’ordre 2,
et B! produit direct de B, Y, d’ou Y =D (39); mais alors d serait
dans B!, donc dans B¢,, tandis que A = BD + BDy¢,.
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On sait déja (39) que m,; est dans B toujours et seulement si A est
T+1
carré dans &, que m,, est dans B toujours et seulement si p * =1,

que Z,, est dans B toujours et seulement si ¢ est non carré (ou p = 2),
que sic' =g, ¢, 1, y esl toujours et seulement si & — 2¢ estcarré [on a,
d’aprés (26), (29) et le n° 32, I'expression de ces substitutions,
lorsqu’elles sont dans B, par les générateurs de B]; et de la résulte
que ,, = my,l,, P'est jamais dans B. Ici encore on obtient directe-
ment ces résultats en développant les conditions Sry=m,, Mgy Loy
t,1,,1,,. Comme précédemment aussi, 'expression de chaque substi-
tution de Uy, (2,=?) par ses générateurs |5+ Ay, 1|, |5, 7 + A%| fournit
I’expression de la substitution correspondante de BparlesV,,, V,,,
Ul‘.” WI?’

Dans le cas ot n est quelcongue 23 mais impair, ety = ca*(p> 2),
je désignerai par B,,(=) = B;(z) le p. p. c. m. des V,, et des U,.
Pour i = y Bm': B(S, T:).

Supposons de suite n = 3. A conserve la conique x, y, + cx*= 0,
et ¢, échange les deux points #, =z =0, y,=a = o ol ellc est coupée

. cr .
par x = o. Les deux droites x, = 3z, y, = — — qui passent chacune

par un de ces points, se coupent en un point de la conique caracté-
risé par 5. Les actions respectives de D¢,, D¢, Dm,, DV,

. . c < .
DU, sur = sont les substitutions — =, — = A3, —— 5 + ¢ (si les

actions sur 5 de deux substitutions o, o’ de A sont g, ¢ celle de oo’
est oo’) dontle p. p.c.m. £(2, ) (S.,80) est isomorphe 3 A|D=A"
[A = A°D (39)]. L’action de dt, m;, :U,,,L 1V Ugy e sur s est
—z'.DoncB==z +1, — =] -'0(2, =) (8., 79).

.Sz = > 3, tout diviseur normal Xde A ou de A° non =D est ~ B.
En effet, si X ne contient pas B, il est premier 4 B qui est simple. Si X
est premier a A°, A est prodult directde A%, X, et X=D. Silep. g.
c.d. Yde X, A® est >1, A° est produit dlrect de B, Y, et Y = D
tandis que ¢ est hors de A* (39).

Si © = 3, les seuls diviseurs normaux de A non <D et non 2B sont
le g, carré sylowien ¥ de B et FD (dont le p. 2. c. d. acvec A® est F).
On le voit de suite en observant que A peutici se représenter dans les
symboles 1, 2, 3, 4, 5, 6 comme le produit direct du g, | 56 | par le
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symétrique de champ 1, 2, 3, 4, A° correspondant a ce syniétrique,
et B a l’alterné de méme champ.

41. D’aprés ce qui précéde Best lep. p.c. m. des B;(i =1, ..., v;
J=0,...,v) en convenant que, si ¢ =0, B,,=B,,=1. On peut
simplifier ce résultat. Remarquons d’abord que | B, By, ! (i, £, [ 5% o3
pZ2), contenant, d’aprés (22) et (23), les Vi, Vi, Uy, Wy, con-
tient By De méme, d’aprés (25), (26), (27), IBy, Bl (k05 pZ2)
contient By, et, si V£ 0, | By, By, | contient By, (pZ2). On peutdonc
¢erire
‘  Brstee Bivias -+ s Bigi 1= Busk Bt -1 B

[
n—1Km f = I‘k(u-/"m’

les k; étant distincts, et I'ordre desindicesde B, , étant indifférent,
en convenant que, sil’'und’eux est nul pourp >2ety=o0,B, , =1.
Pour m =v', B,, , =B. ,

Soit v23. D’aprés les relations £,, V550, ; =W 45, {3y Vot =1,
onaB=iV,,, B, ..., B, B, et, en continuant ainsi,

— >
B= H vl-za V:::-. ey Vt,v—u Bwy I’lo §-

De méme £,V b= Ui‘_vl’ et 2y, Vaplyy= W,,;, dou B=
V., B,y - .oy Baey vy Bugls et, en continuant ainsi,

— —
P’—— i Vlh v‘zst ceey V‘l—?.v—h Bv—l.v’ Bvo ; —_— 2 Boiy Bl‘h szh Vfl'n L] V‘I—I,V ,:°

Si B,, est =1, c’est-a-dire si =+ o, B,, contient une ¢, m, (39)
qui transforme V,, en W . Donc si {0, B={B,,, V,,, V,, .
v,

Comme, d’aprés (23), | V., V| contient Vy,, I'action de |V, ,,
Vi eoos Vi | =V, . (Pordre des indices de V¥, _, ¢tant indif-
férent) sur x,, ..., z,, (ki ..., kns£o0) est U, . (m, =) (S..
83), et si s,, ., est action d'une substitution s de V, _, sur
Dy eevy Lp , SON ACLHON SUT Y, , +..y Vi, €St E)‘.“Wm(cf. 40). Donc
vl&~....k,,.—=—-U(ma “—'): et B= ; By, VII:

Soit  un indice fixe £ 0. V,_, estle p. p.c. m. des Vol ko, 1,
et ,V, ;= W celui des W out k £ 0, . W est aussi isomorphe
aU(v, =), etson p. g. c. d. avec V,_, contient tous les {, Vy,(, =V,
01‘1 k) l% i7§d0nc Vl...i—l,i—{»—l....‘l'

vy
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On remarqueraque V, , est le p. p. c. m. de deux groupes abéliens
dérivés'undes V,,, V,,, ..., V,,, Pautre des V,,, V,,, ..., V...

42. Soit, en supposant 2> 2, P, . =P =P, le g abélien prin-
cipal dérivé des V,;, U ou k=2, ...,v,0; P, le go—analoguea I’
dans A,; et formons de méme successivement les groupes P,, ....

19 o] P ’
Toute substitution de 1>, est permutable 4 P,_,, en sorte que, v’ étant
le plus grand enticr <3 (n — 1), PP, ...P,_ =Py . =Pestun g
[s=v(V—1)si n=12V3s=vsi.u=12v-+1; s e¢st donc le plus
grand entier Sv'*) sylowicn de B. .

Ecrivons un instant U, .., pour U, V,,.,, pour V,y, et v,, v,
respectivement pour les plus hautes valeurs du second indice dans les
générateurs Uy, V, de P (v,+v,=n), cn supposant que ¢ n’ail
jamais la forme ¢’y* (v, est donc 2v,), désignons par | U, | le p. p. c.
m. des Uy si k<<v, ou si k=v, avec v,=v,+1, ct le p. p. c. m.
desU,, V,, sih=v,avecv,=v,, par !V, lep. p.c. m.des Vy,ct
considérons le Tableau triangulaire

1 I ' i 1o i vy i
; Ln!‘ 3U13’ PR { Ul,‘l|'—~l! ' Ul‘/l!‘ ' \f’ DR ‘e ! \]:‘ { \ 12 4

(Uit ooo 1 Uy 1 Us D Ve oon Vi

................................................

.................................

i i
) Uy, e

Appelons s“m¢ jransversale la rangée formée du s e terme de la
premiére ligne; du (s — 2)im¢ dela seconde, ..., du |s — 2(/ — 1)]iéme
de la 7i“me, Le sive central C, de P est le p.p.c.m. des groupes des s
premiérestransversales, cest-a-direle p.p.c.m.des Uy ol i+ESs+2
etdesVyoth —iZov,—s—2,.8is< v, ousiv, >v,,ordrede C,
est =%, g élant le plus grand entier S (11;—') " Sis=y (HIrZo) et v, =v,,
Pordre de C, est =*™*. Montrons que si le théoréine est vrai pour
C,(Cy=1), il est vrai pour C,,,. Soit 5 un ¢lément de Gy, hors de Cj,
exprim¢ par les générateurs de. P en faisant passer ccux de P._, avant
ceux de P,. Si £ contient (dans I'expression considéréc) un V,, hors
de C,,! — kestS2v,— s— 3.0r, pourk >1,V,_, ;transforme Vcn
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Vi1 Vie si 15y, et en Upey 4 Viey  Vig si L =v + 1. Pour que C, soit
permutable & V,_,,, il faut donc que V., soit dans C,, d’ol
[—kZ2v,—s—3.Doncl—rhk=2v,—s—3. Pourk=1et {<v,,
la permutabilité de C,% avec V., exige que V, .., soit dans C,, d’oti
encorel — k =2y, —s — 3. Pourk = ret!=v,, la permutabilité de
C,tavec U, exigeque U,;soitdans C;, d'oli7 + 1 s+ 2, et de méme
(enfaisant i =v siv,=v,— teti=v, — 1siv, =v,){—k=2v,—s-3.
Si £ contient une Uz (k<) hors de C,, & +lest2s+3, et la
permutabilité de C,% avec V,—,, ou U,_,, exige que k+I=s+3.
Donc & ne doit contenir que les générateurs de I’énoncé, et cela suffit,
car alors tout générateur de P transforme tout générateur yde § en un
élément de C,& (si ¥ = Vyu4i, un U, . peut apparaitre; mais alors
vy=v4+1, kSv, et v+1—k=12v,—s—3, dou 2k — 1S5+ 1).
L’ordre de C, se calcule en comptant les éléments & prendre dans
chaque ligne du Tableau, et en observant que, siv, =v, et s =v,+1,
C, contientles V,,, Vo, , ...y Voo,

Les substitutions de P ont la forme «p indiquée au n° 13, avec une
ligne et unc colonne relatives &4 y si 8% o0 (') et toute substitution

(1)Si I'on range les variables dansl'ordre 4, ..., ¥4, ¥y &, 2y, ..., @4 (€n suppri-
mant celles des variables &, ¥ ui ne figurent pas dans J) les coefficients situés
au-dessus de la diagonale principale sont tous nuls, Ceux de cette diagonale sont
égaux a 1. Les n —1 coeflicienls de la rangée paralléle & cette diagonale et
située immédiatement au-dessous sont, dans I'ordre des lignes ou ils se trouvent :

si n=12y,

! i ! ! r .
521’ cove Blicts eeee Buvat By, Ghiue ee ey Ty eeey sl
sln=12v-+42,
Y ’ I ! ! .
Magy ey ',3i.i—la erey @v,v-l\ po‘n Kooy Lugs  Qu—yyuy  evey  Lig g eeey gy

sin=2v-+1,

! ! 1 !
5311 tery ii—1s seey ﬁ‘l,‘l—h Qgvs oy ‘zv—-l;v’ ceey ai—l,is eeey  Oyae
On a dans les trois cas ot ;= — B/, pour i =2, ..., v (26), De plus :
si n==2v, ctiy=0; si n=2v+ 9, oty==—Boy eL cp=0; ST n=2v -+ 1,
!
Olyy == — 2C Oy

Dans le cas n ==2v +1, p impair, on peut supposer ¢ =

] -

Journ. de Math. (3¢ série), tome 11. — Fase, IV, 1916, 46
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de B ayant cette forme est dans P (¢f. 15). On voit encore comme
au n° 18 que le normalisant de P dans A° est M°P, M° désignant
le p.p.c.m. (abélien) des m; (jZo si 85405 jZ1 si § =0 ou si
Y =cua?). L'ordre de M® est (x — 1)' (= — 0) si n =2V’ (0 ayant le
méme sens qu’au n® 27 ), et (= — 1)" si n=2v + 1. M° est son propre
normalisant dans M°P. Si p>2, le p. g.c. d. M, de M°, B est
d’indice 2 dans M°= M, + m M. Le normalisant de P dans B
est M, P.

Posons M =!M°, {,| si Y~ 0,et M= {M°, ¢, |siy=o. Le nor-
malisant de P dans A ¢st MP (cf. 29). Mais si p =2, P n'est pas
sylowien dans A : soit alors P'=|P, (,| si 60, ct P'={P, 1,]
si Y = o3 P’ est un groupe sylowien de A contenant P, et le norma-
lisant de P' dans A est encore MP = M°P’ (le p. g. c. d. de
ce normalisant avec A°= B est évidemment le normalisant de P
dans A").

43 ('). Pour p> =2, B(5, =) est isomorphe au groupe
simple (21) (4, ®) | pour p=12,4(4, z)=G (4, =)=A(5, =) (£6))].
Soient, en effet, &,, n,, &,, 7}, les variables de G(4, =), et £,, 1, %,, 1,
des variables cogrédientes. Adjoignons aux variables de B la variable

auxiliaire inaltérée y. Posons z +y = —v,, « — y = — x,, et iden-

o . x @€ v . v
tifions les variables — x,, 7’, -- —j, Y1y ¥ay V3 Y ¢tant une indéter-

gt Gy

minée =£o, avec les déterminants (cf. S., 76) Z,,=

m Ty

; & g . L& . o0y | 0y
L=\ 1) L”= o Ly,= - |? 1y = A E

Ge S Na Ty Sa Ca Na L

(') Comparer Dicksox, Lincar groups, 189. Ce théoréme coincide au fond
avec cet autre théoréme connu que les coordonnées homogénes des droites de
Uespace S, a trocs dimensions peuvent étre regardées comme les coordonnées
homogénes des points d’une quadrigue ¢, dans Uespace a cing dimensions
[voir Bentiny, Introdusione alla geometria proiettiva dégli iperspasi (Pise,
1907), p- 32-39, 135-140]. En eflet, P’action de § sur les points de S; est un
groupe conservant ¢, el un plan correspondant a 'invariant de § dans S;, donc
aussi leur intersection, (ui esl une quadrique ¢z & cinq variables homogtnes.
Donc, d’aprés son ordre, § est isomorphe a b (5, n) == B(5, n). Avec les nota-
tions du texle, g, intersection de 23u;y,= o et de y =o0, a pour équation
Xu;yi+ 2=o.
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gl n

o &

I3

7 S2 Q2
A T '

fa Ny

ia 0,

- Les générateurs 5150, B+, ),

N2 —22

“ -;- 62_")‘& )
|E,y B+ A‘q._,l,l 1: . ——lni de G opérent sur z,, y,, Zs Vi
1 1 2

x=—3(ty+y,), ¥y=1(%,—y,) les substitutions respectives
l|2’77'w”32,~y'1‘42 = Sl'.’,—Y) Tom,— =Ry, Unz,—)q'y Vo V&Y,‘).y—“
Or Suz:—YRl-u =1, My Ty transforme U, ,; en wm,)‘y“) VynenV,,_,
et V,,y en U, (pour nimpair, V, = W,; = 1). Donc, pour k = ¢,
le second combiné(S., 75) G, (4, =)de G (4, =)estisomorphe 4 B(5, %)
(#3)quialemémeordre. Or G,-=G|D =¢ (*). Poury=c =1(cf. 24),
G, conserve X x,y, (S., 7§), et de méme B, puisque B, laissant y inal-
téré, conserve a — y* =Xz, y..

44. Sip>o,et n=2v+1>5, B(n, ®) et §(2v, ), qui ont le
méme ordre, ne sont pas isomorphes, car les normalisants de leurs
g.» sylowiens n’ont pas le méme ordre (23, 42).

48 (*). Pour p2Z2, R,(6, =) est tsomorphe au second combiné
(S.,75) U,(4, =) de U(4, =). En efet, x,, y,, 1, ¥a, x4, 5 Ctant
les variables de R,, désignons par %,, n,, %., 7. les variables de U, et

0? ) P 1 Hiy s f2 ’
identifions, comme au n° 43 (en faisant y =1), — x4, ,, — %, ),
¥a, s Tespectivement avec Z,,, Z”‘,Z lyiyLlos, Ly, Z,,. Les générateurs

o~ e . z . . ¥ T ond
I Tes N “*')\Qz’a RIEYS ’]2‘*‘7\’].!, I-’az’ Ca— 7\1)11, | Nes T — 7\‘,._,| de U ope-
rent sur les x;, y; les substitutions respectives V5, Vi, Vg, Vi,
que {,21,yin,y (cf. 43) ou, ce qui revient au méme, #,, transforme

(') Voici, d’aprés les n°s 6, 49, 28, un Tableau un peu plus complet de la
correspondance définie au texte entre les éléments de B(5, =), ¢(4, =),
pour y=c:

G (4, m) TI= Uy Uy Ta™== Uy Vg g Uy ), t o Van ‘ View | U
B(5, =) | Syye="Thatyamy _cmy. | Rygy=Tram, Up,ade | Voo [V 5 | Ui | Ui
01.(—:

G4 ®) Wi Y o). my, ny, T T nTemo mo
Lhe s

B(3, ) I v, W, Vi ey My, mptmy, LyyMyeNge | Lam  m
02, = 2, = Ly by

¢ « E] 12

(3) Comparer, aux n° 45, 46, Dicksox, Lincar groups, 187-188, 206-207,
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respectivement en U, ;, W ,;;, W, 5, U, Donc, d’aprés les résultats
déja obtenus au n° 43, R,=U,.

La structure de R,(6, ©) est alors détermninée par la relation
0(4, =)=U,|D,=U|D,, D, et D, étant des groupes cycliques de
similitudes (divisant respectivement U et U,) des ordres suivants :

Sin=1mod4, (D,, 1) =14, (D,, 1) =2;

Six=3mod4, (D, 1)=2,D,=1;

Sip=-2,D,=D,=1.

De la résulte (39) que £,(6, =) =v(4, =) (*).

Ainsi Ro(6, 2)=L.(4, 2) est isomorphe aw g* alierné (cf. S.,70,
79). Pour établir une correspondance des générateurs, désignons par
,bye,d,ye, f, g, hyi,k I, m,n, o, p, g les points respectifs oooo,
1000, 0100, 0010, 0001, 1100, 1010, 1001, OI10, O10T, OOII, IT10,
1101, 1011, 0111, 1111 du champ de L. (4, 2), el soit &, le g* alterné
de champ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 (*). SiT'on fait correspondre ¢ = 132,
s, =12.34, s,= 12.45, s, = 12.56, s, = 12.67, s, =12.78 de -4, aux
substitutionsrespectives

c' =bol.cmg.dgn.epi.fkh, sy=be.cn.dp.gi. lqg.mo,

sy=Ul.cb.dg.ep.gf.km, Sy=cn.dg.fk.ip.lo.mg,
si=\Ubl.cg.dp.eq.fh.in, sy=obe.dg.fk.gm.io.lp

de L.(4, 2), on a une correspondance isomorphique de <1, & L. Posons
maintenant

x = 1243567 = 5,5;5:59.5:08), ;= 1234507 = 5,5,5.8,.¢%  (3),
y =23.56 = csyc?, s=18.23 = (25,57 .85. 258, T=143.267 = ya?,
E=14.35=xyz"!, n=13.45=1"18r, [=27.68=a%x"?, 6=26.78=1"1,
p=1852.3647 = zz*, y=12345 =s,5¢?, O=14.56 =55 .5,.(5,05)"".

(1) Cet isomorphisme résulte d’ailleurs immédiatement du théoréme cité
dans la premiére note du n° 43. Car, en regardant les coordonnées comme
homogénes, les poinls (2, y1, &3, ¥a, &3, ¥3) sont tous sur une quadrique
conservée par V,(4, )= U(4, 7), qui est donc isomorphe & &,(6, =), d’aprés
son ordre.

(*) Ces notations et celles qui vont suivre sont celles déja employées
(S., 70).

(®) La substitution correspondante de L est 2y = bcoikph. dmefgnl. g. Celle
qui se trouve indiquée a 'endroit cité (S., 70, p. 92) est faulive et correspond
A 5, 85;525).C.
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En écrivant sur une méme ligne les substitutions qui se corres-

pondent dans les isomorphismes indiquées de R, (6,

on a le Tableau suivant:

2), IJ([’, 2), t"l‘“,

Ry (6, ) L(% 2) o,
Var (|2 Lo+ 02| = elhokpong.b.c.d.f.g.i.m|17.24.38.56 =6 .16t p3z.0
Up (|8, &+ | =cfuim.kn.pg.b.d.e.g.h.l.o 12 38.47. 56—“n0——‘p3'
Vis ||y ne+0, |=ck.fa.ip.mg.b.d.e.g.h.l.0[15.26.34.78 =Znb
Voo [y 40y | = ek.hn.dp.og.b.c.d. fg i.m|15.32.48.65 =z ' nlz—'pir.r,
Vg ||E) Lo+ ]| =ci frbip.ng.bud.e.g.h.l.0|14.27.35.68 =27
Vas [r., N+ & | =di.gm.p. or/.b.c.e.j./e k.n|18.27.36.45 =y~ 067" pir.y?
£, T, 2 ,“ = be.gihkopd.e.fl.m.n.q|17.25.38.46 =ELrpT!
&
T, = nz =de.gh.ik.mn.b.c.f.l.o.p.q|12.38.46.57 ==3t023
Ty Co

Pour trouver inversement les substitutions de R, (6, 2) qui corres-
pondent aux générateurs c, s, $,, Sy, S;, §; de by, on remarquera que
les substitutions de <\, répondant aux substitutions ¢,,T,,.T,,=¢,,,
1, V|2 W.=a, UyalU,=b, Vy,aV,,=c¢, W,aW,,=4d,
T.V,aVv,T.,=e V,V,aV,V,.,=f,ebe'=g,g'ag=h,
hi,,h~'=1ide R,(6, 2) sont respeclivement 15. 27, 145, 184, 485,
354, 280, 468, 124, 215, 12.57. Auxsubstitutions cic™! =k, fkf-' =1,
ili=m, fmf-' =n, d-'nd =0, 0~*go de R, (6, 2) répondent donc
vespectivement s, ., Sg, 5., §,, ¢ de .,

La substitution ¢, de Q, (06, 2) est permutable aa,b, c,d,¢.. Or,
la scule substitution du g* symétrique 8, de champ 1, 2, 3, 4,5, 6, 7,
8 quisoit permutable aux substitutions correspondantes dec 1, est 27
D'ailleurs 27 et ¢, transforment de la méme maniére les générateurs
correspondants de A el de R, (6, 2). On a donc une correspondance
zsomorp/uqzm de Qu(6, 2) et 34 (").

Mais s, w'a aucune représentation cn g'® ol o\, soil représenté
par L(4, 2). Car, ¢, étant permulablea V,,, V,,, U,,, W,,, a, il
devrait y avoir dansle champ de Li(4, 2) une s, permutable aux sub-

(") L'isomorphisme de Qy(6,2) & 85 résulte d’ailleurs, d’aprés ce qui précéde,
de la théorie générale des automorphismes.
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sLitutions correspondantes: or, en essayant de la former, on arrive de
suite & une impossibilité ().

46. Pour pZ2, R,(6, =) estisomorphe au second combiné (S., 75)
-H}(4, =) deH (4, =). Lin effet, désignons par%,,7,, £, 1. les variables
de H*, et faisons les némes identifications qu'au n° 485, les x;, y, étant
ici les variables de R,(6, =) |H® a donc, comme R,, I'invariant
Sx;y: (S., 75)]. Comme H" contient G (4, =), H) contient toutes
les Viu, Vi, Upsy, Wiw (43), donc aussi, d’aprés (29), ¢,.. De plus

i o £ & —5éa
laction du génératear |*'=' 7*°

de H° sur les x;, y,est V,, 1} ..
N2y py i Vi EIAREFTY)

dont la transformée par ¢,, est V,,, W,,,. Donc H} contient toutesles
vo“m Vm).a [-I(H).? Wo«)\ (51)'

La structure de R, (6, ) est alors déterminée (2, 135 S., 75) par
la relation 3e° (4, =)=H"|D*=H]| D}, D* et D} dtani des groupes
cycliques de similitudes (divisant respectivement H° et ) des
ordres suivants :

Si w=1mod 4, (D°, 1)=2,D) =13

Siw==3mod 4, (D", 1)=4,(D], 1) =2;

Sip=2,(D", 1)=(Di, 1)=3.

De la résulte que &, (6, 7)==5"(4, ®).

Comme R, (6, 2) est isomorphe & 8,(5, 3) (?), donc a ¢ (4, 3) (43),
on voil que (4, 3)==52"(1, 2).

47. Supposons 22 5, et soit 1" un diviseurnormal de B, A* A ou A’
non = 1.

Tout d’abord 1" contient des e qui ne sont pas des multiplications,
car les conditions que e, Vi3« Vo, Ul a Uy (¢, k20), ¢, a ty,
|4, est dans B d’aprés (29)] soient des multiplications donnent

(1) D'ailleurs le diviseur fixant un symbole de L(4, 2) est isomorphed un gf,,,
deux fois transitif (S., 70, 78, 103). Au diviseur fixant un symbole de la repreé-
sentation en question correspandrait donc un gi; s deux fois transitif. Or un
tel groupe n’existe pas (S., 165).

(2) Voir Dickson, Linear groups, 270-27G; bk SkGuier, Comptes rendus,
t. 161, 8 novembre 1915, p. 553, :
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(ef. A3) oy = apey By = Bisy 2= PBii (&, k20), &,  =a;; (/ F1,2),
et, d’aprés (4), a3, =1, donc @« =1 ou d.

Soit donc « une substitution de I' autre qu'une multiplication. On
peuty supposer non nul un coefficient de second indice = o, non
situé dans la diagonale. Sans cela, en effet, les ¢quations (4)-(06)
(pour j ou & nul) montrent que les «;,, %y, B,y B, Ol £~ 0 sont tous
nuls. Et si, pour 8% o, o, ou f,, était £ o, VyiaVy ou Viga Vi, a,
dans I'une des deux derniéres lignes et hors des deux derniéres colonnes,
un coefficient = o. ‘

in transformant maintenant « par une m;_T}4,[r, s =0 ou 1;
une substitution de cette forme est toujours dans B (39)], on voit
qu’on peut supposer non nul un des «;,, §;, autre que %,,. Si
alors § =cz*, I'équation (7) montre qu'un des «;,, B, autres
que a,,, &,, est 5= 0. Si ¢ 5 o, et si tous les &, B;, o1/ > 1 sont nuls,
Bii(k>1) est remplacé dans Vg} aV . par — A (DB, + 2¢2%,,), ct
dans W5 oW o par — A(ba,, + 2¢'B,,), et ces deux quantités ne
peuvent pas étre nulles a la fois. On peut donc supposer, quelle que
soit b, qu'un des o, B;, aulres que o, 04, B,, est % o. Lin trans-
formant au besoin par une m;_, 'l 4, ou une my, T t;,my |7, s=0
ou 1, el A étant choisi de maniére que cette substitution soit
dans B (39)], on peut supposer B,, = o. On rendra ensuite 3,5 o,
en exceplant d’abord les cas ot A = Q (5, =) ou Q, (6, =), par les
trois opérations suivantes (¢f. 13) : 1° une transformation par V
qui, sans altérer f§,,, rend B,, =% o (elle remplace P, par f., — Nf.,);
2° une transformation par U,y qui, sans altérer 8, ,, rend B, = o (elle
remplace {3, par @, + AB,;); 3° la substitution & « de «~'V;jaV,,,
ou {,, est remplacé par §,,+A2(B,, 8, — B,2B.,)- S1 A=Q (5, %)
ou Q,(6, =), onrend B,, =~ o en substituant aux deux premiéres opé-
rations une seule transformation par U,, qui rend §,, %o (eclle
remplace 8, parf,, + AB,, — cA*B,,).

En transformant maintenant par des V,;, U,; on annulera tous
les 8;,, «;, ot j =41 (sans altérer B,,). Alors, d’aprés (7), 2,, = o.
D’aprés (4) et (5) e}, B,,=1, et tousles «,;, a;; ol j == 1 sont nuls.
Or, |x| étant =£0, un des déterminants & quatre éléments des
colonnes de a,,, a;, est # o. Donc un des o, .ol j£1est #o.
Comme tout & ’heure on peut y supposer j # o. En transformant par
une V; ou une W;, on rendra j3;,5= o. En transformant alors par
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desV,;, U, on annulera tous les B/, oui j 5= 1 el tous les &}, ot j=£1, 2
(Je| étant = o, a,, sera % o, d’aprés ce qu’on vient de voir) On a
donc, avec les notations du n° 26, Y, =0, ,%,, Xy = B2, + 2y, ¥, et
par suite (cf. 13)

e~V aVig = Vaigua), Vign

Cette substitution étant dans V,, (40) hors de D,,, I' contient V.

Prenons maintenant (,,xl,,, ou myy byl My, si A =Q (5, )
ou Q, (6, %) [A étant tel que ¢,,m,, soit dans B (39)] pour a. Alors
les «;, ;, autres que §,, sont nuls; de méme les a;,, B;, ot j 1,
sauf f8,,; de mémeles ®,;, &, autres que o;,. Mais B, ,, 8,5, «}, sont Fo.
Donc Y=z, Y,= 0,22, + Buz,, et 'on a

a~' ULy e Uy, == Wy, 38,8, Uras.

Cette substitution étant dans W ,, hors de D,, I' contient W .

Donc T contient B,, (40) et de méme chaque B ot /, k sont o.
D’ailleurs, si ¢ == o0, d’aprés (25), ou d'aprés les théoremes des
n° 43-46 (c¢f. 13, 21), le p. g. c. d. de T, |{By, Bii, normal
dans |B;, B;,| et contenantB,,., conhenl:B,0 et comc1de avee [ By, Bi,!l.
Donc, quelle que soit L, T' est 2 B.

Donc, pour n2 5, tout diviseur normal de B, A°, A ou A’ non <1
est ZB ("), ets =BD Deestsimple (12 cas nZ 4 a été traité aun° 40).

48. Considérons, pour p > 2, les trois groupes A" =B, m,!,
B'(n, =) =B, ¢,|, B*(n, =) = | B, t;m | (*), en convenant de rem-

(') On retrouve ainsi, pour 225, que I) est le central de A (¢/. 39).

(?) Désignons généralement par (Z) 'action d’une partie Z de A sur les
s points de @ =1 (cf. 89). (B) étant pair et (m,x) impaire (39), (B")ala parité
de (¢;) et (B?) la parilé opposée. Or (¢;) fixe les points de a==1 ob z,=y,,
c’est-a-dire les s' points de XY y;+ ¢ =12 (on calcule s’ en faisant la
somme des nombres de solutions répondant a chaque valeur de z,; cf. E., 44, k5).
Donc (¢,) a la parité de 1 (s—s'). Or, en désignant Loujours par 0; le caractére
quadratique de £ (6,=1), si n est impair ($=cz? p>2), s=7n¥+ 0,7,
s'= Pt — O_ 71 sionoest pair, s= V' !— V! (0 =1 si ¢ est réductible
ou nulle; § =—1 si § estirréductible; pZ2), et &'=x>""24 67V~ si p>2
s'=n? 2 si p=12. Pour n impair, on peut se servir de la parité de (d) au lien
de celle de (¢,), d’apreés les indications qui suivent dans le texte.
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placer B par B/, RY, I, R}, ou R} quand B sera remplacé par B, R, R},
Rk ou ]_{/,.

Si n est impair, d est hors de A’y et A=A'D (39). Donc un
des B¢ coincide avec BD, et Vautre | B, dm ) est premicr a D et
isomorphe a A* (dmy ale méme ordre que m2,y et transforme les
substitutions de B de la méme maniére que m,y). Or {;;m, .=~
est dans B (32). Donc, en supposant ¢ carré, si m==1 modj,
d=xt,m, I m,_, est dans B'; si = =3mod4, d est dans B* pour
v pair, dans B' pourv impair (si ¢ est non carré, il suffit d'échanger
dans cet énoncé B et B*).

Si n est pair, D divise A’(39). Comme la substitution v du n°® 24
transforme ¢, en {,m,, m,} ¢étant le groupe des m, (méme
pour n==2 et Y 5% 0), on voit d’abord que B'==B*. Mais A° n’est
pas isomorphe ¢ B'. Cela est clair si n = 2. Soit donc > 2. 5i D est
premier a B, d est dans Bm,y, donc hors de B¢, et de B{,m,y, donc
hors de B' et de B?*, et comme D est le central de A, A° est = B'.
Si D est < B, les normalisants de P dans A° et dans celui des deux
groupes B!, B* qui contient ¢, (¢, est dans B¢, ou dans B¢, m,y) sont
respectivement M°P et { M P, ¢/} (42). Or, s'ils étaient isomorphes,
M°P|P le serait a { M, P, ¢, }| P, donc M", qui est ahélien, & | My, ¢,
qui ne I’est pas.

Soit par cxemple n= 4,4 élant irréductible. Alors d est hors
de B (39), ct A®=DBD. Soient A et o des éléments de ' d’ordres res-
pectifst — 1 et = + 1. Comme 2, est dans Bm,, (40), mm,,=m
est dans B. En posant d'ailleurs ax =}, az~' = p (ce qui est toujours
permis) et (cf. 40) r'=m,,m,,, s,=mzm;}, puis 1+ ps=a,
o' = — p,0'=—ocoa,on ars,=met

r= Wlw'Ulzp'\Vzw Unp, Spr= v126"V|2‘6'v21"}‘ Vlzb

[la forme réelle de m est fournie par (30), (31), (23)]. Ici P dérive
des Vo, U, My=|m}, et t,mty=m"™ ().

(*) On sait (¢f. S., 92) que, pour p>2, il y a exactement trois groupes
abstraits distincts d’ordre =2(w*— 1), non produits directs, ayant un diviseur
normal isomorphe a O (2, n?). Ces trois groupes sont isomorphes a £ (2, n?),
£/(2, w?) =10, 37, (2, 7)) =0, /3%, 5 étant la variable de O. Soient

Journ. de Math. (7* série), tome II. — Fasc. 1V, 1916. 47
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V. — Sur le groupe linéaire géméral.

On peut étudier de la méme maniére que précédemment le groupe
nin—1)
sylowien d’ordre = * de U(n,%)ouL(xn, ). Soient.r,, ..., .z, les
variables, et posons &, = |, Ai,|, wu=|x, x,+ x| (iF£ k), les
variables non écrites étant inaltérées (il sera souvent commode de
supprimer le dernier indice de u,;). On sait que U dérive des uy,
et L =32 Uk, Les w, vérifient les relations

"

Rty = g U pp, ({52 k£ L5 [ peut éure égal @ Ay el Live),

Wb epn Winy, = Unip Wpy iy (AL,

Soient P, le gga-... abtlien principal, p. p.c. . des t,,,, -0y &0,
(P,="P).D’aprés les formules précédentes P; st permutable i toute
substitutionde P,,,. Donc P=PP,...P,_, estun g = sylowien de U.

19 k]

Désignons par |, le g abélicn principal, p. p. c. m. des «,;, ct
considérons le Tableau triangulaire

) )

\

| oA i

lulllq !“l|u~|! “ae ,U”! ;llw)
v o ] \ '

{ Ugy { | g y--y ] { oy \

i i

{ Hn-t,n o

Appelons s®¢ transversale la rangée d’¢léments (paraliéle a I'hypo-
ténuse) formée des {u;,| ot k — i =n — s. Le s%™¢ ceatral de P est le
p- p-c. m. des Vu,! figurant dans les s premicres transversales. LEn
effet, admettons-le pour C, =1, C,, ..., C,, etsoit 5 un ¢lémentde C,,,
ou entre le générateur . Pour que % soit permutable & «, mod C, il
faut que i — /A soitn —s —1, et I—/AZs quel que soit [Z7+ 1. 1

€, &, L' les normalisants respectifs [tous d'ordre w2 (m2—1)] d'un gr. ® de

dans £, ¢/, £ C|®@= .5, est cyclique, I'|® =5, 5™ diédral, et
EM® =125, 15™ n’est ni cyclique ni diédral [il n’a qu'un e, qui est (— 3) et
] ) } q 2 q

I

n'est pas abélien]. On a ainsi démontré & nouveau, pour p> 2, que Bi={'

(cf. 40).
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sufiit que la condition soit vérifiée pour I=7+1,d'00 i~ h=n—s~1.

Sta411 .
Lordre de C, est évidemment = * .

La forme générale des substilutions de P, est | x,, La,, .}, a,, étant
nul pour k < petay, égal i 1. Donc, dans la matrice générale a = (ay)
de P, les a,y sont égaur a i, el les a, ott k < i sont nuls; les autres
sont arbitraires.,

Soil & = (#,) une matrice permutable & P et va = ¢'«, a ¢lant
arbitraire dans P et a’ = (a;;) étant dans P. La comparaison des
termes diagonaux de 2a, a’« donne %, = ,‘.1;=,oc,9a:,,, d’ou, pour
i=1, 5a,,u, =o0,ct, les a,, étant arbitraires, 2,, = 0 pour g > 1.

Admettons que o, = o pour ¢ >1, que o, =0 pour p >z, ...,
que «,,_, =0 pour p >k — 1. L’¢quation donnme, pour (=#,
X Q%= 0, &0l oy = o pour p > k.

Donc, en désignant par M le g,._,. abélien p. p. c. m. des ¢, « est

n wat

dans MP. Done MP = PM, dordre = * (= —1)", est le normali-
sant de P dans L. En désignant par M* lep. g.c. d. de M, U,on a

non—it
écidemmzent M =237"M’¢, et M°P, dordre = * (z —1)"est le
normalisant de P dans U.

NOTE.

Le cas ol n est impair avec p == 2, écarté au n° 26, donne lieu aux remarques
suivantes :

En délinissant A" et B comme pour n pair avec p=2, on a ici, A étant simple,
B=AY=A. La derni¢re formule du n* 32 fournit dailleurs I'expression de
L= Ly pav les générateurs de A°,

EEn désignant généralement par Gy, 4, (29, %) ce que devient G(2v, ©) quand
on remplace x; par x4, et y; par );, la formule (27) montre que | By, Bo,; est
ici isomorphe aw produit direct de G, (2, ©) = U,y (2, ®) (20) par G/(2, n),
donc isomorphe @ B, (40). Le p. g. c. d. Ay de | By, By}, By est formé des
substitutions s=s,s, (s; étant dans By;) qui laissent 2z inaltéré. Or pour que s
laisse & inaltéré, il faut évidemment que s, et s, le laissent aussi inaltéré. D'apris
le n° 28, s, est alors dans le groupe de x4 ), dérivé des my et de ¢, Donc Ay
dérive des my, des m, et de t,,. Son ordre est 2 (1t —1)2,
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L'isomorphisme de A®(3, ) avec £ (2, 7) indiqué au 1n°40subsiste pour p=2,
et j'ajouterai que, pour p22, la substitution de A°(3, n) qui transforme

en —/—.—:—E est, en posant ad — 3y = A (¢f. 32)
fe
Z, A“(a”w: — TN —2«@-23) \ ol‘ 5 M’ arf, A
Y1 A-'('—'c'/zxj-*-az‘}’l +20‘/6;22 =\ tm 0 ) ) o
3 07t 01. ¥0
2 EE

x A [-— &y Ty =Y (@0 + Sy)xJ

ERRATA.

Page 308, premicre ligne du n° 46, aw licu de @ = — a, lire a gauche.

-
~

si o #o,

st o0 = o.



