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SUR LES COURRES GAUCHES ALGEBRIQUES. 20 I 

Sur les courbes gauches algébriques ; 

PAR R. DE MONTESSUS DE RALLORE. 

INTRODUCTION. 

1. Soient deux équations 

(0 Σχ1' yk ζ' = o, 1xu'y,c'zl' = o, 

représentant une courbe gauche algébrique Γ. 
On peut éliminer, entre ces deux équations, d'abord toutes les 

puissances de s; puis toutes les puissances de s, sauf ζ lui-même; 
cela donne deux nouvelles équations 

(2) <P(^,y) = o, ζχ{χ,γ) — ψ(Λ7, y) =0, 

qui représentent elles-mêmes, sauf quelques restrictions, la courbe Γ. 

2. Considérons, par exemple, le système 

(Γ) ( CL (^,y)-2+ b{x, y)z-h c(x
}
 /) = o, 

( ct'(x, y)z*--h b'{x, y)z + c'(x, y) = o, 

transformé en celui-ci 

(Γι) 
\ (ac'— ca')% -+- ( ba'— ab' ) (bc' — cb') — o, 
) z(ac'—ca') — (bc'—cb') — o. 

Quand les courbes planes (#, b, c) d'une part [a est pris pour 
a(x, j) = o], (a', b\ c') d'autre part, n'ont pas de points communs, 
les droites parallèles à Os, définies par les équations 

C(#, j)=o, c'(^;) = o, 
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font partie de la ligne Γ,, tandis que les seuls points 

5 = 0, c(x,y) = 0, c'(x, y) — ο 

sont sur la courbe Γ. 

5. Quoi qu'il puisse être, la comparaison entre les systèmes (1, 2) 

n'offre jamais de difficultés et l'on peut, sans restreindre en principe 
la généralité de la question, étudier Les courbes gauches algébriques 
sur des équations de la forme (2), comme l'ont fait Cayley (') et 
surtout Halphen (2). 

4·. Cayley a en effet indiqué la représentation (2) des courbes 
gauches algébriques; mais, malgré son talent d'analyste, il n'a pas 
réussi à surmonter les difficultés qui, de prime abord, se présentent. 

Halphen, au contraire, a énoncé des résultats du plus haut intérêt : 
il a ouvert cette voie difficile. 

Comme il est naturel dans une première étude, Halphen a limité 
son sujet : il ne s'est occupé que des courbes n'ayant pas de points à 
l'infini et dépourvues de points singuliers (*); il a basé son grand 
Mémoire, qui ne comporte pas moins de 200 pages, sur la proposition 
suivante (·'), à laquelle il reconnaît une extrême importance (5) : 
Élanl donnée une courbe gauche Γ, dépourvue de singularités, 
n'ayant pas de points à l'infini, et représentée par les équations 

?(*,?) = <>> y) — Ψ(*» y) = °» 

pour qu'on puisse remplacer ce système par le suivant : 

cl(x/) = ο, -χι(Λ·, y) — ψ, (a?, /)=o, 

(1) CAYLEY, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. L1V el LVIII. 
(2) HALPHEN, Classification des courbes gauches algébriques (Journal de 

l'École Polytechnique, 1882). Consulter aussi : CASTELNIJOVO, Sui multiplidi 
una serie lineare {Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. VIII), 
etE. PICARD et G. SIMART, Théorie des fondions algébriques de deux variables 
indépendant es. 

(3) Il s1agit ici des singularités vraies et non des singularités apparentes. 
(4) et (8) HALPHEN, loc. cit., p. 20, 20. 
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il faut et il suffit que le polyrtome y) s'évanouisse en chacun 
des points doubles de la courbe y. 

5.On sait quel rôle considérable jouent les points singuliers, vrais 
et apparents, dans les courbes gauches algébriques, il est même très 
remarquable que, dans ce difficile sujet, ce soient des formules 
analogues à celles que Pliicker a données pour les courbes planes, qui 
aient constitué les premiers résultats généraux obtenus : je veux parler 
des formules de Cayley (1 ). 

Je me propose, en premier lieu, de montrer que l'élude des singu-
larités des courbes planes φ, ψ, permet toujours, sauf dans des cas 
très particuliers et peu importants, de préciser la nature des singu-
larités de la courbe gauche Γ (-). 

Dans une seconde partie, je donne la proposition générale, qui 
renferme celle d'Halphen n° 4, concernant les conditions nécessaires 
et suffisantes que doivent remplir non seulement χ,, mais encoreψ,, 
pour qu'on puisse écrire 

®(^y) = o, s χι (a?, y) — ψι(^, y)~o, 
au lieu de 

o{œ,y)~ ο, ζχ(χ, y)—ty{x, y) — o, 

cela que la courbe Γ ail ou non des points à l'infini, ail ou non des 
singularités vraies (3); je me borne cependant ici au cas où φ, ψ d'une 
part, o, y d'autre part, n'ont pas de contacts, mais ψ, χ peuvent en 
avoir. 

Gomme il paraît impossible de généraliser la démonstration, assez 
pénible, d'Halphen, non plus que certaines autres démonstrations de 
son théorème j'emploie des procédés qui diffèrent de ceux-ci. 

Les calculs nécessités par les questions traitées dans la deuxième 
Partie sont d'une nature très spéciale. Pour les élucider, il m'a paru 
nécessaire de donner quelques applications. 

0) G/. par exemple G. SALMON, Traité de Géométrie analytique à trois 
dimensions, 2e édition française, 2e Partie, p. 77. 

(-) R. DE MONTESSUS DE BALLORE, Comptes rendus de Ρ Académie des Sciences, 
t. 16V, 1917, p. 392. 

(3) Ibid., t. 16V, 19Î7, p. 4^8. 
(4) Par exemple PICARD, Traité d"1 Analyse, i° édition, t. II, p. 572. 

Journ. de Math. (7* série), tome II.— Fasc. III, 1916. 27 
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I.— ÉTUDE DES POINTS SINGULIERS 
DES COURBES ALGÉBRIQUES GAUCHES. 

6. La première question qui se pose dans l'étude des courbes 
algébriques gauches Γ est celle des points singuliers, comme je l'ai dit. 

Une parallèle à Os, s'appuyant sur la courbe, peut passer par un 
point singulier deT; elle peut rencontrer Γ, non seulement en un 
point ordinaire, mais aussi en plusieurs points de cette espèce; elle 
peut encore rencontrer Γ à la fois en des points ordinaires et singu-
liers. 

Dans le premier cas, on dira que Γ présente sur la parallèle à Os 
une singularité vraie; ce sera un nœud, s'il s'agit d'un point double; 
cette singularité sera appelée apparente dans le second cas; on sait le 
rôle considérable que jouent les points doubles apparents; enfin, dans 
le dernier cas, la singularité sera semi-apparente. 

Je vais montrer que Vélude des singularités des courbes planes φ, 
ψ, y permet toujours, sauf dans quelques cas exceptionnels de peu 
d'intérêt auxquels il sera fait allusion au n° 7, de préciser la nature 
des singularités : vraies, apparentes, semi-apparentes de Γ, et 
même d'étudier Γ au voisinage d'un point singulier vrai. 

POINTS DE Ο OU NE PASSENT NI ψ, NI χ. 

7. En raison de la relation ( 2), 

φΟ, y)= o, 

les seuls points du plan des xy à étudier sont ceux de la courbe s. 
Il est facile de préciser la valeur de z en un point ordinaire ou sin-

gulier de φ, où ne passent ni ψ, ni y . A un tel point («, ù) de s cor-
respond un point (a, b, z) de Γ, où Γ a une singularité analogue à 
celle que ψ possède en (a, b), ou, au contraire est dépourvu de sin-
gularité, si <p n'a pas de singularité en (a, b). 

Il peut y avoir exception si Γ a en (a, b, z) un point singulier avec 
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plusieurs branches de courbe dont les tangentes soient dans un même 
plan vertical. Des exceptions analogues peuvent se présenter dans 
tous les cas dont je parlerai. 

POINTS SIMPLES DE φ OU PASSE AU MOINS L'UNE DES COURBES ψ, χ. 

8. En un point simple de φ, oà ψ a un point simple, mais où ne 
passe pas y, ζ n'a que la valeur zéro; en un point simple de ©, où ψ 
ne passe pas, mais où passe y, ζ η a qu'une seule valeur, (die est 
infinie. Cela est évident. 

9. En un point simple {a, b) de φ où ψ, y ont l'une et l'autre un 
point simple, ζ η a qu'une valeur, finie si ψ, y ont un contact du 
même ordre ; si ψ a un contact d'ordre ri — ι avec φ, el si y a un 
contact d'ordre ρ — ι avec φ, ζ est nul ou infini, selon que n^>ρ 
ou η < p. 

En effet, soit 

(?) y — b = <xx{x — «) 4- «8(a? — «)24- — a)34-.. . 

l'équation de la courbe φ (1 ). 
Les équations de ψ, y , qui passent en (a, b), sont de la forme 

o= —«) H-Pij(y-fc) 4- (3
21

(a? — a)-

4- β22(^ — a) {y — b) 4- S23(jk — &)24- Psi (x — a)3 

0= —«) -t- 712(7 — Ù) 4- 721 (Λ? — ay 
"+■ */22 (x — a)(y— ύ)+ γ a (y — k)2+ 731 (·* — a)3 

mais, (χ, y) étant constamment sur φ, pour les points (χ, y) consi-

(') On peut supposer, pour éviter l'apparence de cas particuliers dénués 
d'intérêt, que les axes ΟΛΓ, Oy sont orientés de manière que les tangentes à φ 
en (a, b) ne soient jamais parallèles à 0/. En fait, cette restriction est 
inutile. 
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dérés, on doit écrire 

(ψ) ορ£ψ(Λ?,
ι

χ)= ΒΙΙ (Λ? — α) — Λ) +β,|(Λ· — rt)2 

+ (3î2(d7 —α) (y — 6) 4-β„( V— ^)*-+- [3Λ1 (./- — α):ι 

+ ; 

(χ) ο^χ{χ,γ)= y
n

 {.τ — α) -4- y
I2

( ν — b) + γ*_ι ( ac — α)% 

-h y22(ΛΤ —α) (y—6) ■+■ y2;,(y — 6)2+ y,i(.r — <r):{ 

■+■ 

relations qui, en tenant compte de (φ), prendront la forme 

(3) ψ (.Χ·, y) — (β11 -4-βι2αι)(.^ —«) -Η(βίΐ + β2ΐαι +"βΐ2<*2+ βη &\)(x tf)2-K.., 

(4) z(^y) = (yii + yu«!)(af—«) + (yi. + y«*i-»-yn«s-t- y««î)(·* — «)2h-···. 

Les coefficients de quelques-unes des premières puissances de 
(x — a) peuvent être nuls dans l'une ou l'autre de ces expressions. 
Cela implique des contacts avec φ. 

i° Supposons en effet que 

βΐΐ "+" βΐ2α1 — ° : 

φ et ψsont alors tangentes en (a, b), puisque a
n

 coefficient angulaire 
de la tangente à φ en (a. b), vérifie l'équation 

β 11 H- β 12y.'i— °> 

qui donne le coefficient angulaire de la tangente à ψ en (a, b). 

2° Supposons ensuite que 

(5) βη+βΐία1 °) βίΐ β->2 a 1 + β 12 «2 + β
2

3 a! 0 î 

quelle est la condition pour que φ, ψ w/ï contact du deuxième 
ordre ? 

Rappelons en quelques mots la théorie des contacts. 
Si 

(6) ■*=/(0> 7 = <p(0 

sont les équations paramétriques d'une courbe φ; si 

o = F(a7,y) = F[/(0, ®(0]=^(0 
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est l'équation d'une courbe ψ, où l'on a remplacé (A·, y) par leurs 
expressions (6), il y a contact du deuxième ordre en t

Q
 entre les deux 

courbes si 

(7) &(t0) = o, $'(t
0

) = o, ί"(/
0

) = ο. 

Dans le cas présent, 
00 · — ù ^ Cq ■ ■ et 

et (3) 

^(0=(βπ~+~βΐ2«ΐ)0 Λ) + ((3,i ·+■ β,2α1 "+" βΐ2α2 + βη01] )(t «)*-+-. · ·, 

de telle sorte que les conditions (7) s'écrivent 

βΐ1~ί~βΐ2α1 °) β21 *+" β22α1 "+~ βΐ2α2 + β23αΪ ° : 

ce sont les relations (5). Si les relations (5) sont vérifiées, φ, ψ ont donc 
un contact du deuxième ordre en (a, b). 

3° Plus généralement, et de façon toute semblable, si les coeffi-
cients de (x — a), (a? — a)2, (&'— a)""' de ψ, ûùms (3), sont 
/uds, ψ a un contact d'ordre (η — 1) avec φ, en (a, &). 

Dans ce cas, 

cl/1 rt)"' $ηΛ + β"'2αί -+-··.+ (β/ί-Η,Ι (λ? — α) -h.. . 

est fini en (a, b) puisque 

[(t'-a)'"]™? ~ P»·" + P«·'α' + · ' · ' 

De même, si les coefficients de (χ — «),(# — α)2,..., (χ — a)p~1 

dey, efa/is (4), sont nuls, χ α w/ι contact d? ordre (ρ — ι) avec 2, 
en (a, ù), et 

["jEiioOl Γ %(■»■ r) ] 
est fini. 

On a écrit 

["jEiioOl Γ %(■»■ r) ] 
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on a donc 
ΓΨ(^7)"1 _\^{χ<γ)\(χ-α)'ιΛ / 

Ι/Λ*7» y)\aj> [_£(#, y) · (* — a)"\*,t> =a 

= Bn.1 + Bn.2 _ β,.,+β... _ 
Vjf.I -I- 7Μ«Ι + · · · 

quantité nulle, wo/ï nulle, ow infinie selon que 

Λ > ρ, η =zp, η< p. 

9. Passons au cas où ψ, y ont des points multiples ( ') en (a, b). 
Ici, 

ψ(·*, y) = β/Μ (Λ? — «)λ-Η β/i.i (* — — &) 
-+· 

H-^A,/
J+

i(y — ύ)Λ-+- β
Α
+ι.ι(·* — a)'l+i + fi

a+
1,

2
(.r — r/)/'(j — ù) 

+ * 

'/.(*>/) = */*,ι (λτ — λ)α-+- //^2 (χ — αγ-Λ(γ — ΰ) 
+ 
+7 k+1,1, (x-a) k+1+ 

et cette question peut être traitée tout comme l'a été la précédente. 
Si ψ (oc, y) ri a pas de contact en (a, b) avec 9, 

"_Û£iZll 
_(·* — a)'l\a,h 

n'est ni nul, m infini. Si 9 ψ ΟΛ£ M/Î contact d'ordre ρ, 

Γ ψ ( r ) 
[(J? — J «,Λ 

n'est ni nul, ni infini. 
Ayant énoncé le résultat analogue qui concerne 9, il n'y aura au-

cune difficulté à reconnaître si ^4—1^4 est nul, fini non nul, ou infini 
en (Λ, b). 

(') Je dirai, pour simplifier le langage, que ψ a un point multiple d'ordre η 
en (a, b) si l'équation (ψ) de cette courbe (n°8) débute par des termes de 
degré n, 

β*,ι (« —«)"-+- ββ,ί(Λ? — a)*"1 (y — b)+.. 

quelle que soit la nature de la singularité que présente ψ en (a, b). 
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10. En général, l'équation de 9 n'est pas donnée sous la forme (9) 

du n° 9, mais sous celle-ci : 

φ(·*Μ y) = o = «
u

(a? — α) + «ΐ2(/-6) + «2ΐ(Λ;-β)ί^ — 

Il est alors tout aussi facile, mais plus long, d'obtenir les résultats 
qui ont été énoncés. 

Il serait peu utile, sauf en vue d'application à des courbes gauches Γ 
déterminées, de reprendre l'exposé avec cette dernière forme de 9. 

Au surplus, nous supposerons, dans ce qui suit, et précisément pour 
les applications qu'on voudrait faire de cette théorie, que 9 est donnée 
sous cette forme implicite quand (a, b) en est un point double; on 
reviendra sans peine, si on le veut, de ce dernier cas, à celui où (a, b) 
est un point simple. 

POINTS DOUBLES DE © OU PASSE AU MOINS I.'UNE DES COURBES ψ, χ. 

11. Aux environs d'un point (a, ù), où les deux branches de 9 ne 
sont pas langenles entre elles, nous pourrions écrire, selon la branche 
où se trouve (&·, y), 

y — b = «tl(ar — a) 4- α„ {χ — a)'· -+- «„ (χ — α)3 4-.. 
y — b — a,2(α: — a) 4- txti(x — «)! -h ct32(x — a)3y-..., 

et poursuivre l'étude comme dans le cas où 9 a lin point simple, en 
envisageant tour à tour les deux branches de 9; mais en vue des appli-
cations, comme il vient d'être dit, dans le but aussi d'éviter l'emploi 
des cycles, quand les deux branches de 9 sont tangentes l'une à 
l'autre, nous prendrons 9 sous la forme 

(?) 9(^7) = 0 = <x
2l

(x — a)* + <x
M
 (x — a)(y—b) 

+ a 23(y— b)-y-<x.
3l
(x— a)3 4-

Nous avons encore 

(ψ) ψ(^/)= Pu(a? —α) -4(3,
2
(y —6) 4-β51(Λ7 —α)2 

4- β22(^ — a) (y — b) 4-(3
2î

(j— b)2-h β3ι(# — α)Ά 

4-
(/.) /.(■*. >') = Vn(^ — «) H-7ΐΐ(ν —ù) 4-y

2
i(.r —«)2 

4- y»(a? — «)(r — £)4-y,,(y — ù)*4- 7*1 (^ — «):< 

4-
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ou les premiers coefficients βΜ, β,2, ..., γ,, ,γ12, .·. peuvent être nuls. 

12. On a 

ιγζγγ=β"+ir=4+(x
~

n)+
P"

 (
y ~

b) 

"+" βηί.Χ — M ^ a
 -t" β3ι(·® — Λ)2 + . .., 

(χ, y) étant, il ne faut pas le perdre de vue, un point de la courbe ρ ; 
puis 

[
Ψ

1-«·]
β
,„=

β

··
+B 12 y'x a,b 

où (y'x)a,b est le coefficient angulaire de la tangente en (a, b) à la 
courbe <p. Ce coefficient angulaire a deux valeurs, puisque les deux 
branches de ρ qui passent en («, b) ont des tangentes distinctes. 

Si 
β J1 ~Ί~ β 12 ( fx )α,ύ Ο, 

c'est-à-dire si (y'
x
) ne vérifie pas l'équation 

βΐΐ -+" β 12 ux — Ο, 

qui donne le coefficient angulaire de la tangente à ψ en (a, b) la 

quantité Ϋ^>.Χ)Ί rfesi pas nulle : ici, ψ n'est pas tangente à la 

branche de ρ où se trouve (x, y). 
Au contraire, si 

(8) βπ -b $\i(f'x)ajt — °t 

[tr—esi nu^ Ψ tangente en (a, b) à la branche de φ où se 

trouve (x, y). 
Étudions complètement, da/w ce cas, 

Ψ(^ι y) __ βιι(^ — β) + βι«( y — à) 
(#—«)2 {x— ay 

-1- β
21
 βΐ2^_^ + β

23

(^ΖΓ^) β»ι (·* — «)+··· ; 
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montrons que 

Γ p»(«-«) + ?■.(?-») + h + ^ ZSZÈ + p.. VI 

n'est pasnul si ψ λ'« qu'un contact du premier ordre en (a, b) avec 
la branche de φ oà se trouve ψ. En effet, pour un point (ξ, η) de ψ, 

ο — ψ(ξ, f\) = β„(ξ — α) + β,
2
(η — 6) 4- β2ι(ξ — «)4 

4- β22(ζ — α) ('0 — h) -h β«(^ — ^)2 4" β3ΐ U — α)3-h..., 

0 = dy (E,n) dEr>) = βιι + βι«*)'ξ + 2β«(ξ — «) -+- β-2
2

[το η- (ξ — e)r/ç] 

4-2β„(η —6)η'ξ-»-3β
31

(ξ — tf)24-

ο — —= β ι Όξ» -Η 2 S
21

 -Η β-
22

 [ 2 yî' Η- (ξ — α)·ηΙ-.] 

4- 2 β
23

[(γ) — b) */)ξι + Άξ*] 4- 6β
31

 (ξ α) , 

(9) ° ~ = βΐ2('Αξ,)α,Λ4~ 2^21 4" 2β22('1ξ)α,''4- 2β23(ϊ)ξ2)α,Λ· 

Si 

< ■ L r^ô3 + ·6"+μ" +β" w=^) L· ~ ' 

il résulte de 

L (.χ·-«)β \α./Γΐ 2 (χ-a) **>»-* 
que 

(ι ') ~βΐ2JÂ//4" β
2
ι^«,Λ4- $&y'a,b — °> 

Fidentité (8) étant équivalente à 

y 11.b — 'Ci η,hi 
(9, 10, 11) entraînent 

y <t>b —· ΆΛ,Λ? 

c'est-à-dire supposent un contact du deuxième ordre, au moins, 
entre ψ et la branche de 0 où se trouve (a?, y). 

43. Soit maintenant 
βΐ. — βΐ2 — °* 

Journ. cle Malh. (7* série), tome II. — Fasc. III, 1916. 28 
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On a, dans cette hypothèse, 

(Ψ) y (x,y)= βΐΐ (Λ* — α)»4-β„(:τ — a) {y — b) 
+ βα[.Υ ~~ 6)*-+- ;3

2
,(.r — α)3-Η.. .. 

et la courbe ψ« un point double en (a, b). Ecrivons 

(.r- a)1 ~ Ρ" + (ΐ^) + M*-«)+···· 

(1Χ-α)\,,~ 13,1 + Ρ»/»·'-·- β»Λ»> 

ou y„
t
u est encore l'un des coefficients angulaires des deux tangentes 

à φ en (a, b). 
Dans le cas actuel, esi nu^ ou ne ^est Pasi sc^on qU(? 

βΐ l ~H β·>2,Τ'η,/' "+" $23.}'<?,/> 

est lui-même nul ou ne l'est pas, selon que le coefficient angulaire^,,, 
de la tangente en (a, b) à la branche de Φ OÙ se trouve (x,y) vérifie 
ou ne vérifie pas l'équation aux coefficients angulaires 

(3 ο | -(- βο* U ,- β23 «',? Ο 

des tangentesà ψ, Φ en (a, b), selon enfin que l'une des deuc branches 
de ψ a ou non un contact du premier ordre avec la branche de z> par 
laquelle (.r, y) arrive en (a, b). Plusieurs cas sont à distinguer. 

14. Soit in : 
βΐ 1 — βΐΐ — βίΐ — \ί·22 — βΐ3 —· 0 i 

ici, la courbe ψ a. un point triple en (a, b) et ψ (./;,/) est de la forme 

(ψ) ψ(*, y) — ,33I(J7 —Λ)3+ — α)2 (r — b) 
*+■ βϊ3 {έ — a) („> — b)--4- β.η( ν — b)A 4- βνι {oc a )' 4-.. · ; 

donc 
f~—= β.η -+- $ny»j> -+- β

3
3 y'2.!· + β

3
·. y'u.l· ; 

si les courbes Φ, ψ η ont pas de tangente commune, celle quantité 
η est pas nulle : en effet, l'équation aux coefficients angulaires des 
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tangentes en («, b) à la courbe 

0 =Ψ(ξι Ό) = β3ι(ξ — Λ)3-4-... H- 5:
U

(Y) — 6)3-h β
41

(ς — . . . 

est celle-ci 
β3| ·+* β.'ίί-l· fin'rf/*b -+■ r>v>'{h?,b — ο ; 

si l'on avait 
β3ι + Puy'a,b-+■ ^r.iy'»,b-+- i%·+υ'«,ο — Ο, 

c'est que le coefficient angulaire j/ /, de l'une des tangentes à φ en 
(a, b) serait identique à l'un des coefficients angulaires des tangentes 
à ψ en («, A). 

Soit 2" : 

(12) β„ = P,i=0, 

(,î) ]
e4

=o; 

ψ plus qu'un point double eu (a, b). La condition (i3) donne lieu 
à la relation 

('4) βίΐ "H a,h—O· 

Or, l'cquation aux coefficients angulaires des tangentes en (a, b) 
à ψ, 

(Ψ) ο = ψ(ξ, r,) = β
2
ι(ς — «)5-τ- β

22
(ς —«)('Λ -ό) 

"+■ βΐ3 (η — b )" 4- jiji (ς — ο ) ' -Η . . . 

est 

('■-') β'21 p'îî fln,b "+~ j-'iS Otf.b Ο, 

et la relation (i/j) suppose (i5) que l'une des deux branches de ψ est 
tangente à Vune des deux branches de φ. Dans le cas présent, 

ψ(<£. v) _ 32i(j7 — «)'-+- β.22(χ — a) ( ν — b) ft23(y — b)-
(π — a ):i (J? — a):i 

+ B31 + B32 v-b/x-a + B31 + B32 v-b/x-a + B31 + B32 v-b/x-a 

la règle de l'Hôpital, appliquée trois fois, montre que 

Ι~β
2
ι(.τ—a)2-+- β^Ια: — a)( γ — 0)~h β

η
(ν — £)2~j 

(x-a)3 a,b 

= \ fc*-y'<>,ù ■+- β«
3
 yl,b y'a.u ; 
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il en résulte 

x,y/x-af — 2 β«^«.Λ"+· (^23y'a,l>y'n,b-1r β
3

, -+- β}ί.ν!/,/;+ βΐ3y'ab-^rB34 y'3b 

On verrait, comme au n° 12, que 

Γ Ψ(^> y) "1 
[ (a? — a)*\a,h 

n'est pas nul si le contact entre ç, ψ est du premier ordre, mais est 
nul si ce contact est du deuxième ordre. 

Soit 3° : 
La courbe ψ a un point simple en (a, b) et un contact du deuxième 

ou du troisième ordre avec φ; enverrait, comme précédemment, 
que 

r ψ(3?. y) 1 
x-a a,b 

a une limite finie non nulle si le contact est du second ordre et uric 
limite nulle si le contact est du troisième ordre. 

Les conclusions sont identiques à celles que nous avions trouvées 
(n° 9) dans le cas où © a un point simple en (a, b). 

15. Étudions maintenant le cas où les deux branches de. φ sont 
tangentes l'une à l'autre en (a, b). Ici, 

(?) ?(■*! y) = o— [<Χι{χ — a) H- βAy — è)]1 

H- oc3l(x — a)3-1- ay (y — b) H-

Soit, pour un point voisin de (a, b), 

(ψ) ψ(·*> /) = βΐΐ(·* — «) H- Pu Ο" — + — <*)* + ■ ··· 
γ — b a, — h £ · 
x — a v.., 

où i
ayb

 est nul. On a 

y(x,y/xa£—L + p„ (
X
 -

 a
 >+..., 

— βιι + βΐ2^— αΤ
 ε

) β'
2ΐ

(·
Τ

 — λ) -*-···. 

(16)[fef].,"»-»'·!· 
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I° Si la courbe ψ, qui a un point simple en (a, £), et dont la lan-

trente en (a, b) a pour coefficient angulaire — j^1 > est tangente à φ, 
on a 

êli _ fi, 
B12 a2 

d'où (16) 
"Ψί£θ0"1= 0 ; 

■3? <X J «,Α 

si ψ n'est pas tangente à φ, 

Γψ(37, y)'1 
1_ x—a J

a
,/, 

est fini non nul. 
2° Si. la courbe ψ a un point double en (a, b), 

(Ψ) Ψ(*> y)'=&id* — «)2+" β2
2

(·3? — a) (y— b) 
+ β2ΐ(/ — ^)2+ β«(·* — a)3 · - , 

(1 - a)' = + P" ΊγΛ + 13,1 {irA) + M*~«) + ··; 

— β« "+" β22 ^— ~ ■+" 2^ -+- βΐ3 ̂ -f- β
31

 (07 Λ) 4- , 

r±ί^4] ζτρ,,-β,Λ+ίΐ,,^ν; 
on voit que 

Γ Ψ(^« y) 1 
l(x — a)2 Ja,/, 

a'r?s/ pas aa/ si ψ a'a qu'un contact du premier ordre avec φ; mais 
elle est nulle si ψ a un contact du deuxième ordre ou d'ordre supé-
rieur avec y. 

Les conclusions sont donc encore identiques à celles que nous 
avions trouvées (n° 9) dans le cas où ο a un point simple en (a, b). 

16. Les conclusions subsistent si ψ a un point multiple avec 
plusieurs tangentes confondues en {a, b), que les deux branches dey 
aient ou non même tangente. 

17. Nous pouvons maintenant conclure pour z. 
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Si (χ,γ) atteignant (α, b) par une certaine branche de <p, on a 

x,y / x-a = c11, c11300 et 

et si, 5ΜΓ /a même branche, on a 

Γ 1
 = et -oc, 

ce qui implique un contact d'ordre ni — ι entre celte branche de q, 
et ψ, et un contact d'ordre p, — ι entre celle même branche de φ 
et χ, la valeur correspondante ζ, de ζ est nulle, finie non nulle, ou 
infinie, selon que 

n1<p1'h = Pltn1<p1 

Si (x, y) atteignant (a, b) par l'autre branche de φ, on a 

[ï^FL=C'°· C'^° EI ^<°· 
[(*-"<?)'. L.,,= Cm'

 c
ïS

~oet^cc, 

la valeur correspondante z.,de ζ est nulle, finie non nulle, ou infinie, 
selon que 

nt>Pt, 'h^p-î, "2<pz. 

Applications. 

18. Voici quelques cas intéressants : 

i° Les courbes ψ, / ont chacune un point simple en (a, b) et ne 
sont tangentes ni tune ni l'autre à o; de plus, ψ, ne sont pas tan-
gentes entre elles en (a, b). 

Ici, d'abord sur l'une, puis sur l'autre branche de o, 

ΓΨ(£^)Ί Γϊίίιϋΐ = f|ii 

r Ψΐί^ιΐ =Cis, Γϊίϋή =c„, 
avec 

Cu, Co,, c12, c22 ο et ^ ce : 

z
t et ζ2 sont donc finis non nuls. 
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Montrons que z{
 et z.2 n'ont pas la même valeur. En effet, en se 

reportant aux expressions de ©, ψ, y écrites au n° 11, on voit que, 
a, et a., étant les deux coefficients angulaires des tangentes à φ 
en (a, b), 

_ £m βι I ~+~ βΐ2 ν·\ 
C2l Y II ■+" Yl2<*i 

_ £l_2 βη H~ βΐ2<*2 
Ci 2 y 11 —^— y 12 *2 

Si ces deux valeurs de 3 étaient identiques, nous aurions, puisque a, 
diffère de a., par hypothèse, 

β 11 ~+~ β 12 #1 β,Ι ~+~ β|2^2 βΐ2 ( &·\ ^2 ) β 12 
yu-+- yn^i — -/11·+- yi2«2 yi2t«i ~ *·ι) ~~ y μ 

( βΐΐ -+- β 12 ^ I ) βΐΐ^Ι βΐΐ 
— (yu-+- yi2«i)— yi2«i ~~ yu' 

et cela nécessiterait que les courbes ψ, y soient tangentes l'une à 
l'autre en (α, b), contrairement à ce qui a été supposé. 

Puisque z, et z2 diffèrent l'un de l'autre, la courbe Γ a un point 
double apparent sur la parallèle à Oz menée par (a, b). 

2° Les courbes ψ el y oui chacune un point simple en (a, b) ; elles 
ne sont tangentes ni l'une ni l'autre à γ, mais elles sont tangentes 
entre elles. 

L'analyse précédente montre que z
t
 = ζ·> : ici, la courbe gauche Γ 

a un point double vrai sur la parallèle à Ο ζ menée par (a, b). 
3° Les courbes ψ, y ont chacune un point simple en (a, b) ; l'une 

de ces deux· courbes a un contact simple avec une des deux branches 
de z. 

Si c'est la courbe ψ qui est tangente à une branche de ο en (a, b), 
quand (x,y) arrive en {a, b) par la branche de ο où a lieu le con-
tact, z est nul; quand, -) àrrive en (a, U) par l'autre branche, 
~ est fini non nul (n° 12). 

Si c'est la courbe y qui est tangente à une branche de φ, Hune des 
valeurs de z est in finie, l'autre est finie. 

V Plus généralement, si ψ a un contact d'ordre η — ι avec une 
branche de φ, si y a un contact d'ordre ρ — ι avec la même branche 
de φ, quand (a?, y) arrive en (a, b) par la branche de φ où a lieu le 
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contact, la valeur correspondante de ζ est nulle, finie non nulle, ou 
infinie selon que 

n>p, n=p, n<p. 

Etudions complètement le cas où l'on a 

η — p. 
Ici, 

„ _ Ψ (a?, y) 
X(x,y) 

Ψ(«, y) = Pu(x-a) ·+-(3»(/ — ù) + . .. 
-+- β«ι(Λ? — «)"4- β,

ί2
(ίτ — a)n~x(y — b) 4-. . 

4- βη,
η4

-, ( J — ù)" 4- β„+,,ι — rt)"+l 4- ..., 

χ(·Λ y)= '/Il (aï — «) -+- /12 (r — ù) 4-. · . 
■+■ '/m (a? — α )" 4- y

w2
 (■» — α)'1-1 (ν ~ ù) 4-. .. 

■+■ y«,e+i(.r — ô)"4- —«)Λ+14-... ; 
faisons 

y — b = »i(x — a)\ 

il vient, si ψ et y ont l'une et l'autre un contact d'ordre /ι — ι avec la 
branche de φ qui a a, pour coefficient angulaire, 

z_ ψ(-*4y) _ (Pal 4- finz&i 4-·..4- {3«.,t+,«?)(a? — a)'1-h β»
+ι

,ι(3? — α)"-4-'4-.·. ^ 
X (·*».>') (y«i+ "Α««ι-Κ..4- "/«,î+i«Ï)(«- «)"-»- yn+i,i(a? —a)'lH"1 + ... ' 

d'où 
_ Γ Ψ(£θ01 β/Π ~+~ βη2αΐ 4- ... 4- βη,η+ι . 

ΙΧ(*> y)ia,ù~~ y m ~+~ /«2 «ι 4- ... 4- y/t,rt+i 

d'autre part, si ψ, et χ ont chacune un contact d'ordre m — ι avec 
la branche de φ qui a «2

 pour coefficient angulaire, 

_ β//Π H- β//;2 #2 4- ... 4- β,,,.,,η-Η PCg* , 

y /« ι ■+■ y ή 2 ^2 ~t~ · · · "t- y m, m -+· ι ^ 2 

cos valeurs z„ z.
2
 de ζ sont finies non nulles. Elles peuvent être 

égales : Γ peut avoir soit un point double apparent, so«7 /m nœud 
sur la parallèle àOz menée par (a, b). 

5° Se ψ est tangente à une branche de <p, et si χ est tangente à 
Vautre branche de ©, les valeurs correspondantes de ζ sont : zéro 
pour la première branche de φ, Vinfini pour la seconde branche 
de φ. 
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6° Quand φ a en (a, b) un point double à tangentes confondues 

(n° 15), ζ na plus qu'une seule valeur, Γ a un nœud, situé soit 
en (a, b), soit à distance finie sur la parallèle à Os menée par (a, b), 
soit encore rejeté à Vinfimi sur celte parallèle, selon que ψ a 
en (a, b), avec φ, un contact d"*ordre supérieur, égal ou inférieur à 
celui que χ a lui-même avec <p. 

On observera que les tangentes à Γ au nœud sont dans un plan 
parallèle à Os, puisqu'elles se projettent sur le plan Oxy suivant une 
même droite, l'unique tangente à φ. 

POINTS MULTIPLES DE φ OU PASSE AU MOINS L'UNE DES COURBES ψ, χ. 

19. Il ressort de ce qui a été dit des points simples et des points 
doubles de <p, et sans qu'il soit nécessaire d'insister sur le sujet, qu'i7 
est toujours possible de préciser la nature des points qu'une courbe 
gauche Γ a sur la parallèle à Ο ζ menée par un point singu-
lier {a, b) de φ où passe au moins l'une des deux courbes ψ, χ. 

On peut rencontrer sur cette parallèle : des points multiples appa-
rents, des points multiples apparents et en même temps des points 
multiples vrais, ou encore des points multiples vrais seulement ; 
l'étude des singularités des courbes planes <p, ψ, χ permettra 
toujours de reconnaître ces points et de les distinguer les uns 
des autres. Quant à l'allure de la courbe Γ aux environs d'un point 
singulier vrai, c'est l'allure même de <ρ au point correspondant du 
plan des xy qui donnera la solution du problème. 

Il existe un cas d'exception, de peu d'importance, dont on a vu un 
exemple au n° 7. 

Singularités vraies d'une courbe gauche Γ. 

20. J'insiste cependant sur ce qui suit : quelques éclaircissements 
sont en effet nécessaires. Indépendamment des points singuliers vrais 
de Γ, décelés par des points singuliers de φ où ne passent ni ψ, ni y, 
nous avons constaté (n° 18, 2°) que Γ a un nœud quand ψ, χ ont un 
point double simple en (a, b) et sont tangentes l'une à l'autre en ce 
point, (a, b) étant un point double à tangentes distinctes de φ. 

Journ. de Math. (7" série), tunic II. — Faso. 111, 191 H. 2Q 
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i° Plus généralement, soit (a, b) un point double de 9 et a,, a
2
 les 

coefficients angulaires des deux tangentes à 9 en (a, b)\ a, est 
diffèrent de a

2
 par hypothèse. Supposons qu'en (a, b) ψ, χ aient 

chacune un point multiple d'ordre n\ ζ aura deux valeurs z
n

z., 
sur la parallèle à Ο ζ menée par (a, b) : 

m
 βη,ΐ ~t" β«,2α1 + β«,3<*1 H" · · ■ ~+~ β/t ,η-H ai 

/λ,ι-η y«,2«i-+- y«,3«i ·+■ · · · -+■ y»,ha-iaî 
„ β/t.l H- β/<·.2(Χ2+ β/Μ0*!"*". . .-h (3w,»t4-l«2 

y«,i+ y«,2«2+ y«,3^j + .. .-h y«,«+i«2 

Ces deux valeurs de ζ seront égales, en particulier, si β
Η)

,, βΛ)2, ·., 
β,ί,κ-Μ sont proportionnels à γ

Λ>ι
, γ

Λι2
, ..., γ„

)Λ+
,, c'est-à-dire si ψ, χ ont 

les mêmes tangentes en (<z, b); mais, sauf le cas où (a,b) est un point 
simple de ψ et de y, cette condition est simplement suffisante, elle 
n'est pas nécessaire. 

2° Si ψ a un point triple à tangentes distinctes en (a, b), si a,, 
a

2
, a

3 sont les coefficients angulaires, différents les uns des autres de 
ces tangentes, si ψ et χ ont chacune, un point simple en (a, ù), on a 

_ βΐ 1 -+- βΐ2α1 »1 — } 
"/it -t~ 12^1 

_ .... βΐ! βΐ2<%2 

'/il + Vl« «2 
„ βΐΙ ■+· βΐ2«:ΐ . 

7ll+ "/««a 

le contact entre ψ, χ entraîne 

z1= s2 = s3 ; 
réciproquement, si 

5i = Ζ2, 

ψ et χ sont tangentes en (α, b)\ il en résulte que β,,, β,
 a
 sont propor-

tionnels à γ,,, γ
Ι2 et que 

-3 — -3, — <"2
 : 

Γ a donc un point triple apparent si ψ et y ne sont pas tangentes 
Vune à l'autre et un point triple vrai si ψ, y sont tangentes l'une à 
l'autre. 

3° Si 9 a un point triple à tangentes distinctes en (a, b), 
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si sont les coefficients angulaires des tangentes en ce 
point, si ψ, χ ont chacune un point double en ( a, b), ζ a les valeurs 

„ H- (3-22 OC ! 4- (3
23

 oe î 
1 V2I -t- 722«! ■+- y2»«? 

f3g| "t- β22«2 H- β 23 ^2 
~2~ y

2
i -H y

2
2<*2 -+- 7"«Γ 

^ ^21 "H ~+~ β23°*3 . 
721 H- 722 «3 4- 7«αΓ 

si l'on a 
z1 = z2 = z3 

c'est que 

β»1 ~+~ β22°^1 ^28^1 ^21 ~t~ Pa3
g

î~t~ ^23^2 f^21 β32^3 ~+~ p23
0t

3 ^ 

*/at -t— 7«20£t_t— y
23

«f 721 -H 7î2«2+ β23α2 721-+- 7î2a3'+' 7»<*à 

ce qu'on peut écrire 

(β23 ^7îs)ai "+" ( βΐ2 ^72a)«l ■+" β21 ^721 ~ °' 
( β23 tysi )

 a
2 ( β22 tyii) α2 "+" β21 ^7

2
1 ~ °> 

( β"23 tyn)
 α

3 ( βί2 ^7ίί)
 α

3 "+" (^21 ^'7
2

1
 =

 ° ' 

l'équation du second degré 

( β 23 — tyis) cf·"' "+" (β 22 tyiOa ~+~ βί ι ^7'-' ° 

admettant trois racines distinctes, α,, α
2

, α
3

, a ses coefficients identi-
quement nuls : 

β23 — ty
23
 = β

2
2 λ)/22

 = β21 — ty
21

== Ο', 
donc 

β21 β22 β23 . 
7-21 y α y α' 

il en résulte que les courbes ψ, y ont les niâmes tangentes en («, h). 
La réciproque est vraie : si les courbes ψ, χ ont chacune un point 

double avec mêmes tangentes en (a, b), la courbe gauche Τ a un 
point triple vrai sur la parallèle à Ο ζ menée par («, b). 

Nous ne pouvons rien préciser, sans faire intervenir les données 
propres de la courbe, si 

α,= α2^ «3 : 

Γ peut avoir trois points distincts, ou bien un point simple et un point 
double. 
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21. Des propositions analogues peuvent être énoncées dans le cas 
où φ a un point multiple d'ordre η en (a, b). Indiquons celle-ci : 

Si les courbes ψ, χ ont chacune un point multiple d'ordre ρ 
en (a, b), ρ < «, 

«a, ̂  -3α
2
 = · · ·~Ζ&ρ+ι·, 

il en résulte 

β/Ί—— β/;2— ^7/)2i ···> β^,ρ-t-l =~ ^7ρι/'+Ι» 

et les courbes φ, χ ont mêmes tangentes en (a, A); par conséquent, 
les autres valeurs de s, 

5«p + s> · · * 'zan 

sont égales aux précédentes : la courbe Γ a donc un point multiple 
d'ordre η sur la parallèle à Ο ζ menée par (a, b). 

Voici un résultat intéressant, que nous aurons à rappeler (n° 55). 
Soit (α, β) un point multiple d'ordre ρ de φ, avec h tangentes dis-
tinctes à φ; supposons que (α, β) soit multiple d'ordre q pour ψ, mais 
n'appartienne pas à χ. 

Pour (#, y) voisin de (α, β) 

_ __ψ(^,7)_β^ι(^ —«)? + βν,2(·3?-α)^-1(.χ —β)+... + β7,?·Η(/—β)<? + β7^,,(.τ—0=)^' + .. 
"*'y xfay) ye+yitC^ —oO-t-yisCr —β)+-yïi (*—λ)*-*-... 

β<7,1+ β*,2~~ + · · · + β^,ί+Ι (~Ζ~)
 +

 β'/+Μ(·* — «)+·.· 

= ~~ y0-»-yii(* — «) + yn(r — β) -+-y«(« — «)2+... (* — «)*· x-a 

Écrivons 

^^ ε* (ε
Α
)
αι

β=ο, 

où δΑ est l'un des A coefficients angulaires des tangentes à φ en (α, β); 
les valeurs de ζ aux environs de (α, β) sont 

_ β'/,ι "Ι" β<7,2(~+~ £*) β
7
,
7
+ι(^/·+ ε/.·)7Η- P

7
-h.i(j? — a) +... , .

 fj t 

~ yo+yti(^—a)-Hyi2(/ —β) + y2i(·^—a)2-!-· · · 

ces valeurs tendent toutes vers zéro quand (rc, y) to/zef vers (a, β); 
e/A?s sont d'ailleurs au nombre de ρ, puisque ο a ρ branches 
c/i(«, β). 
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En (α, β) 
Γ J/.· Ι β?, 1 "+· β</,2 ^Α· Η- · · · + βν,7+1 $ί· 
[(Λ?—«)'/]«,β y0 

n'est pas nul, à moins que ne soit racine du numérateur égalé à 
zéro, ce qui ne modifierait que peu les conclusions. 

Ceci montre que, non seulement les ρ valeurs de s correspondant 
au point (α, β) sont nulles, mais encore qu'au point (α, β, ο) les 
ρ branches de la courbe gauche Γ n'ont que h tangentes distinctes ; il 
y a exception, pour ce dernier point, si plusieurs tangentes à Γ sont 
dans un plan (ou des plans) parallèle à Οz\ Γ peut avoir alors plus 
de h tangentes distinctes. 

Les conclusions sont identiques si (α, β), multiple d'ordre ρ pour φ, 
multiple d'ordre q pour ψ, est multiple d'ordre r (r < q) pour χ. 

En particulier, si Γ ria pas de points singuliers vrais, un 
point (α, β), commun à φ, ψ, où ne passe pas χ, ne peut pas être 
multiple pour φ : en un tel point, ρ = ι. 

Enfin, si (a, β), multiple d'ordre ρ pour φ, d'ordre gr pour ψ, est 
multiple d'ordre r(r> q) pour χ, Γ n'a sur la parallèle à Oz menée 
par (α, β) qu'un point de multiplicité ρ rejeté à l'infini. 

11. - REPRÉSENTATIONS ÉQUIVALENTES 
D'UNE COURBE GAUCHE. 

FORMATION D'UNE IDENTITÉ. 

22. Nous allons nous appuyer sur la proposition bien connue que 
voici : 

Soient deux courbes planes 

<p(a?,y) = o, ψ(Λ7,/) = ο 

et(<*ι> β/) leurs points communs; si( oc,·, β,) est multiple (1 ) d'ordre ρ ι 

(1 ) Il s'agit ici de points multiples dans le sens indiqué n° 9, note i. 
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pour cp, d'ordre qi pour ψ, si φ, ψ n'ont aucun contact mutuel; si 

/(·*> y) = o 

es/ l'équation d'une courbe plane passant par tous les points (α,, β,·) 
ci ayant en chacun des points (a,·, β,·) h/i point multiple d''ordre 
Pi -+- — 1 > on sait que /es polynômes /, φ, ψ sow/ /«Vs une rela-
t ion de la forme 

/(.r, y) = Q(®, ,r) ψ(.τ. y) -h Q'(.r, y) ®(a?, 7), 

oA /es courbes 
Q(a?,y)=o, Q'(a?, y)=o 

ow/ e/i (a/, β,) i/es points multiples d"1 ordres respectifs ρ ι — ι, y, — ι ; 
/"(#, y) pew/ e/re le monome 

{χ — α1)/'ΓΗ7«--11 (λ: — a,)/VH7.-1.... 

25. Proposons-nous de déterminer les polynômes Q(#, y), 
Q JK) qni figurent dans l'identité 

(17) ( χ —Q(a·, y)<]>(#, y) H- Q'(a% y) φ (a?, y). 

Considérons d'abord les deux polynômes φ, ψ, définis par les 
équations 

(18) i Αι(λ?)^, + Α«(λ?)·>'"+"Α3(λ>:=<Ρ! 
( B,(a?)y24- B2(a?)y 4- B3(a?) = ψ [A.t(a:), ...,B3(a·) polynômes en x\. 

Éliminons y entre les deux équations 

i Α,(λ?)72+ Aj(ar)y 4- A,(a?) — φ = o, 
® ' B, (.r )y5h- B,(a?)y 4- B

3
(„r) — ψ = ο; 

il vient 

LΛ,(B
3
 — ψ) — B,( Α.,— φ ) ]2 4- ( A,B, — A,B2) [A2(B2 — ψ) — bz(k3 — φ)] = ο 

ou bien 

(30) (A1n.,-B1AÎ)2 + (\2BI-A,B2)(A2B3-B1A.
1
) 

— j 2 (Aj Β,— B, A3)Ai + ( A, Bj — AjBî) Ao — Af ψ + /.(.r, y) © | ψ 
4- [— 2(A

t
B

3
— Β,A

3
)B, —- (Α,Β,— A, B,)Bj — B2 

4- ?. Α,Β,ψ —λ(.χ, y) ψ] φ. 
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On introduit un polynôme arbilraireXfc, y)» auquel on peut donner, 
en particulier, Tune des deux formes 

M·*·, y)-o, λ(Λ?,/) = 3Α,Β,ψ. 

Remplaçons, dans les | | du second membre, φ et ψ par leurs 
valeurs (18); il vient 

(\1Bi-B1A3)2+(A2B1-A1B,)(A2B3- B,A3) 

= [2(A2B3- Β, A») A, -4- (AjB, — Α,Β,) A, 

A*(B)(y
2+ B2y + B3) -f- λ(.ζ\/)( A,ya -+- À2y + Α3)]ψ -t-[.. .Je?, 

identité de la forme 

(ai) (A,Ba— B1A3)î-t-(A2B1—A, B2)(A2Bj— B,A3) = H (a;, y) ψ 4- H'(a·, y)φ, 

où les polynômes H(#,/), H'(a?, y) sont parfaitement déterminés 
et calculables; ils contiennent un polynome arbitraire λ (a?, y). Le 
premier membre de la relation (21 ) est le résultant de φ, ψ. 

Ceci peut être généralisé bien facilement. Entre les équations 

(22) ! A
l

(30ri4-A
î

(.r)y'«-,4-... + A,,
l

(.z)y + A,,
1+1

(tf)-cp = o, 

i Bi (*)yn + &Λ*) fn~l -κ. . + B« {&)y -+-Β„+| (a?) —ψ^=ο, 

ou peut éliminer/, par la méthode de Sylvester par exemple, et écrire 

(23) 

A, (λ) A,(a?) ... A«(a?) (a?)—φ ο ο Ι 

0 A,(a?) A
w

(d?) Α,„
+1

(α;)—φ ο 

ο ο Λ ,(.r) A2(a?) A,„(a?) Α/λ+1(λ·)—φ _ 
Βι(#) Α,(Λ) Brt(«) Β„

+1
(λ)—ψ Ο Ο 

ο Bi(a?) B
w

(a?) Β„
+1

(λ?)—ψ ο 

ο ο ... Β dor) B2(a;) Β„(λ·) Β,γ)—ψ 

Ce déterminant, développé, donnera lieu à une identité 

(a/J) R (φ, ψ) = [C,(a?) 4- 02(λ?)Ψ 4- C3(a:) ψ24-.. .4- CA(a?) ψΛ4- λ (a·, χ) φ] ψ 

+ Ρ>1< a?) 4- D
2

(a?) φ 4- D
3
(a:) φ24-... 

4-(15,(a?) 4- E2(ar) φ 4- E
3
(.r) φ3 4-.. .)ψ 

4- (F,(o;) 4- Fj(«^) φ 4- .. .) ψΜ- . ..— ?·(λ-'> y ) ψ] ?ι 
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où le premier membre, qui peut être obtenu en faisant ψ = o, 0 = 0 

dans (23), est le résultant R(ç, ψ) des équations 

ψ = ο, ψ = ο 
ou (22) de 

A ..+Aw+1(a?) = o, Bt(x)yu-h. .Brt+1(.c) = o. 

Gomme précédemment, X(a?, y) est un polynome arbitraire. 
Si l'on remplace dans les f J du second membre de (2/1) φ et ψ par 

leurs expressions (22), l'identité (24) prend la forme 

(25) H (φ, ψ)=ζΗ(α·, y) ψ H- M'(χ, y) y. 

on a ainsi mis le résultant de φ, ψ sous la forme 

H(ar, y) ψ(<τ, y) + H'(«, y) φ (a?, y), 

où H Or ,y), H'( χ, y) sont des polynômes bien déterminés et calcu-
lables, renfermant un polynome arbitraire \(x, y ). 

24. L'identité (25) peut s'écrire, en faisant <p = o, et en le rappelant 
parla notation spéciale qu'on va introduire, 

(26) R(<p, ψ) — H(.r, /)ψ (φ = ο). 

Nous aurons souvent à utiliser cette identité. Elle exprime que, pour 
tous les points (a?, y) appartenant à la courbe φ, R (φ, ψ) el 
H (a?, y) ψ ont des valeurs identiques. 

On comprend facilement le sens de l'identité (26) si l'on fait la 
remarque suivante. Dans le cas particulier où <p(.x, y) est une courbe 
unicursale, on peut remplacer l'équation 

?(»'» y) = ° 

par des équations de la forme 

(27) χ = α(ί), y — b(t), 

a(t), b(l) étant des fonctions rationnelles. Écrire la relation (26) 

revient alors à remplacer dans (25) χ et y par les expressions (27) ce 
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qui donne une identité, de forme ordinaire, 

R(t) = li[a(0, 6(0]. ψ[β(0. 6(0l· 

équivalente, dans le cas présent, à (26). 

*20. Soient (α,, β,), (oc.,, β
3
), ... les points communs à φ, ψ; 

soient p
if
 p

2
, ... les ordres de multiplicité de ces points pour ©, 

et qnqs,... leurs ordres de multiplicité pour ψ; on sait que le résultant 
de φ, ψ a pour expression 

Κ (φ, ψ) = (χ — o^yv/q χ — α
2
)/ν/»..., 

sous réserve qu' aucune parallèle à Ο y ne passe par deux points 
(a0 β/), (ay, p

y
) communs à φ, ψ ('). 

La relation (25) peut donc être écrite 

(χ — α,ρνΛ(x — aa)^17»... = H(^, y) ψ -+- M' y)cl, 

ou, en faisant apparaître le polynome arbitraire ~k(x, y), 

(2S) (χ — I (x a2)'V/i . . . 
= y) -+-X(.*r, y ) φ]ψ + [il'(λ, y) —λ(«, y) ψ]φ. 

D'autre part, si les courbes φ, ψ n'ont pas de contacts, 

(x — a1)/',+'7,~1(·33 — · · · 

peut être mis (n° 22) sous la forme 

(29) (χ — α, >_1(χ — a-1... — Q(.z, y) ψ -h Q' (#, y ) φ, 

qu'il nous faudra pouvoir former effectivement dans un cas particu 
lier important (n° 29). 

Nous pouvons déduire (29) de (28) en choisissant convenablement 
l'arbitraire X(;r, y) de l'identité (28), que nous savons écrire. 

En fait, la question n'offre pas de difficultés. Elle est même toute 
résolue, pour le facteur χ — α,, dans le cas où l'un des deux nombres 

(') On y pourvoira en choisissant convenablement l'orientation des axes Ox 
et Ο y. 

Journ. de Math. (7« série), tome 11. — Fasc. Ill, 1916. 3o 
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p
{

, q
t
 se réduit à l'unité, puisque 

Ρι9ι—(Ρι+9ι— l) — (pi~l) (<7i— 0· 

Considérons par exemple les polynômes φ, ψ 

(3o) Λ?2(x3 -f-y2) — χ(χ3— ̂ 2) = φ, 
(3ι) χ-—5xy -f- 6y2 = ψ. 

A l'origine des coordonnées, la courbe φ a un point triple et y
w
 a un 

point double; pour ce point, 

/>1 = 3, 91=2. 

Les autres points communs à φ, ψ sont des points simples. Le 
résultant des premiers membres de (3o) et (3i) contiendra donc le 
facteur x° qui devra être ramené à x'\ Éliminons à cet effet y entre 
les équations proposées, qu'on écrira 

χ ( χ ι ) y* + a?:| ( χ — ι ) — φ = o, 
6 j2 — 5xy -+- χ2 — ψ = ο. 

Il vient 

\x(x -h ι) (χ-—ψ) — 6(x3(x — ι) — φ)]2-*- 9.oχ3(χ -+· ι) [.r3(.r — ι) — φ] ̂  o, 

[x3{— 5x y) — x(x I) ψ ■+■ 6<p]24- 20X3(x -+-1) [x3(x — i) — ç>] r— o, 
2xe(ox — 3) (5x — 4) — 2xi(x -t- ι) (—ox -h 7)Ψ + χ2(λ; + 02ψ2 

-h [i2a?s(— 5 x -h y) — 25.r3(.z; -t- ι)]φ — i2.r (jc + ι)φψ + 36φ2— ο. 

ce que nous écrirons, λ(#, y) étant arbitraire, 

(32) ix6(6x — 3) (ox -- 4) 
= [2x^(x -f- i) (— ox-hy) —x-(x + ι)2ψ + λ(Λ7,.χ)φ]ψ 

-I- [λ?3(85χ — 5ç) -f- -4- ι)ψ — 36φ — λ(;τ,/)]φ. 

Prenons 

(33) λ(®, y)=6x(x-h ι); 

nous aurons 

(34) [ι2λ?(λγ4-ι) — λ(^7,/)]ψ — 36 <ρ 
= 6[.r (.# -f- ι)ψ — 6φ] 
= 6 [λ? (λ? 1 ) (6/2 — oxy + χ2) — 6 χ (χ + ι) y2— 6 χ3 (χ — ι)] 
π= 6[.r (α? + ι ) (— 5xy -+- χ2) — 6χ3(χ — ι)] 
= — 6λ?2(5.ζ2 -h oxy — η χ Η- ο y); 



SUR LES COURBES GAUCHES ALGEBRIQUES. 229 

portons dans (32); il vient, en remplaçant, dans le premier f ] du 
second membre de (32), ψ, φ par leurs valeurs (3o) et (3i) et λ(#, y) 
par sa valeur (33), et en supprimant le fadeur x* qui apparaît : 

2 a?4 (5 a? — 3) (5.2?— 4) 
= [2a?2(a? -+■ 1) (— 5# 4- 7) — (x 4- i)2(6/2— 5xy 4- a?2) 

4- 6 (a? 4- 1) (a?3 4- a?/2— a?2 4-y2 )]ψ(#> y) 
4- [a?(85a? — 5g) — 6(5a?24- 5xy — ηχΛ- 5y)]<p(a?, y), 

ce qui est la forme (29), avec 
χΙ,+1~Λ ~ xk 

en évidence. 

26. Voici quelques remarques propres à simplifier le calcul de 
l'identité (29), la formule (28) étant prise comme point de départ. 
Nous y trouverons l'occasion de préciser, en certains points, les poly-
nômes H (a?, y ), H'(oj, y). 

27. Démontrons d'abord cette proposition : 

Il suffit de prendre pour A (oc, y) un polynome tel que 

H(a?, y) + A(as, y)<?{x, y) 
admette le facteur 

(χ — α, y>' ι-'Χ'Λ-1) (a? — a
2

)/'.—-1 q2 

En effet, dans cette hypothèse, la formule (28) devient 

(35) (x — «, )i'iii(x —a2 p2 q2 
— {χ — α ι ) ί/'ι—1 > 1 > (j? — <xiy

p~l)((rr~l) Q(a?, y) ψ(3?, y) 
4- [ 1Γ ( χ, y)—l(js, y) ψ (a?, y)] <p(a?, 7), 

où l'on a écrit 

(36) Η(Λ7, 7)4- Ί(χ, 7)φ(Λ?, y) 
= (x — .. . Q(x, y). 

l'identité (35) montre ensuite que 

[Ii'(a?, y) — X(a?, y) <\>(x, y)] φ (a:, y) 

est divisible par (a? — a,)'''·"11"7'-11 (x — a2)
,/;j~,l('y4~1'. 
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Il s'agit d'établir que c'est le coefficient de φ(χ, y) qui admet ce 
facteur. Or, en particulier, 

[H'(a„ y) — λ(α„ y) ψ (a,, y)] p(a„ y) 

est nul, quel que soity (35); mais φ(α,,/) ne s'annule que pour 
certaines valeurs β,, β

ι2
, β

η
, ... de y, qui sont les ordonnées des 

points où la droite x — α, = ο coupe φ; donc φ(α,, y) n'est pas nul 
quel que soit y et c'est 

W'(«n y)~ y) ψ(«ι, y) 

qui possède cette propriété; par conséquent, c'est bien 

\\'{x, y) — l(x, y)ty{x,y) 
qui est de la forme 

(37 ) H ' (x, y)l(x, y) <l>(x, y) ■= (.ν — α, )7'ι->«7ι-1> (a? — <*
2
 )</'»--) >('/*-»... Q' (./·, y) ; 

si l'on porte dans (28) les valeurs (36) et (3^ ) de II -h λφ, II' — λψ, 
on trouve, après réductions, 

(χ — a^Pi+l'-^x — <x,)i'*+7«+'... — Q(.r, y) ψ +· Q'(χ, y) cp : 

la forme (29) est ainsi déduite de (28) par le seul fait que t^(x,y) a 
été choisi comme on l'a annoncé. 

28. Montrons comment, clans ce cas général, on choisira λ (a.·, y ) 
de manière à rendre II (x, y) -+- λ(χ·, y)y(x, y) divisible par 

(x — «,)i/'i-1)('/t-1)(.x· — oe2)'/'* 1)i7a »>.... 

Ne nous occupons, tout d'abord, que du facteur (χ· — α, )l/'i ""/l-1 
Écrivons (28) 

(χ — OCiY^^X — .. 

= [1W-?. (y ) -+-}/»,«/. -/'.-ν. (*> y) ?/», (■y)] Ψ7. (x» y)+ (1''— λΨ) ? ■· 

Par hypothèses : i° φ,,Χ#, y) admet un point multiple d'ordre/;, 
et y) un point multiple d'ordre q

K
 en (α,, β,), ce que rap-

pelleront leurs indices; i° ~k{x, y) devra être choisi de manière 
que(28) soit réductible à la forme, intermédiaire entre (28) et (29) : 

(38) (χ — α,(χ — a,)/""/». · · = K(;r, y) ψ -+- K'(x, y) <p, 



SUH LES COURRES GAUCHES ALGÉnRIQUES. 23 I 

où K^^a, y), !V/

(7I
y) ont respectivement un point multiple 

d'ordre ρ, — i, <7,— ι en (α,, β,). 
Multiplions (38) par (a — α, )(/',-"i'/'~,); il vient 

(.2? — ai )/'·'/« (o?—<x,)i'> z=(.r — «ι )'/'·—11 K/(i_t
 ψ,

Λ
 + {.τ— «,)'/''-,)Ι'/'-πΚ|/ι_, φ; 

comparons avec (38); il en résulte 

H/v/,-</,(·*, y) + y) ?/', = (·* — «ι)(/'1~,,('/ι_1)ΚΛι-„ 
'W-g.Qg.y) , y) ?/»,(*» .r)κ/',-ι y). 
(λ? — <χ,)/ν/ι-'/ι (#— £?C|r/i (a; — «i)''1 (o?— «i)''1-

(a?(<p-a,étant finis' Puis(ïue 9' K/>-i ont respectivement 

un point multiple d'ordre ρ,, ρ, — ι en (a,, β<), il en résulte 
fi,,c (J-TJL·,.· Ie sonl anssi et

*i
ue Η

<ν/,-„(*.7)> 
y p1q1-p1-q1X) onl respectivement des points multiples d'ordres 
p

K
q\ — ([κ j p

(
 —fi — q

{
 en (a

0
 β,), comme le rappelleront leurs 

indices, et de môme en (oc
2

, β
2
), ... Les polynômes HriVi_yi(a-·, y), 

λ/ν/ι-/;,-//,(
ίρ>.)0 sont Par conséquent de la forme 

Μ/ί'/,-'λ7) = (·*' — oti Λ
0

(^?) 4- (ο; — α
1
)Λι7.-'·/.-<( y _ 6,) Α,(^) 

4- (ο? — «l)/M«-'/t-î(y — β,)2Α2(ο;) +. .. 
4- (ο7 — <*,) (y — β, )/'<'/.a?) 
-+- (.Κ — ΡϊΥ'Ί'-Ί'Ι^Μι-ηΜΜγ— βι),ν/,^/,+1Α

/ν/ι
_7ι+ι(Λ?)-Κ.., 

"λρφ-κ-,/Λ** y) — (χ~ «ι Β
0

(Λ?) 4- (Λ? — a,K''/i-/'.-'/.-«J3
1
(07)4-. . . 

4- (ο· — α,) (y — β
1
)/,''/<-/,·-'/ι-1Β/,ι(7ί

_/,ι_7ι_ι(ο7) 
+ ( / — βι Β

/>Ι(7Ι
_

/Ι|
_,
/|

(Ο?) 

4-(y - β1)''.7-/'|-7,+ι13/ν/ι_/,ι_ίΛ+1
(

<3
7) 4-.. 

cl p1j) étant lui-môme de la forme 

?/;,(·*» y) = (a? — «Iy, C
0

(07) 4- (07 — a,y — β,) G,(07) 4-... 
4-(a? —a,) (y — β,V'""1 C,,..,(07) 4- (y — βι)''>,β(Λ?) 
-Hy — βι)'',+1^

ί+1
(07) 4-. 

Λ
(
,(.χ·), A,(a), ...; B

0
(a), Β,(a), .·.; C„(a), C,(a), ... sont des 

polynômes en a, qui ne sont soumis à aucune condition relativement 
au point (α,, β,). 
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Ces termes 

(χ — «,)/ν/.-'/ι A0(ar), (Λ: —α,),,"Λ-'/ι~1(/ —βι) ΛΙ(Λ·), ..., 
{χ — — (3

t
)/'ι—1 Ay,^! de Η 

admettent le facteur (a? — α, y.-" il en est de même, dans le 
produit λφ, des termes en (a? — (œ —a1) p1q1-q1-1 
(a? — αt)

/V'^·-7ι~/v-, ; il reste donc à écrire que les termes en 
(a? — a, y^r-v-Pi de H — λ<ρ sont divisibles par (a? —p1q1-q1p1+1 
ce qui permettra de déterminer comme il convient 

B0(a?), B,(aO, .... 

Nous obtiendrons ainsi la forme intermédiaire .(38); puis nous 
l'écrirons 

(x — α, (χ — 7* = .. .r=r [K (.r, y) + μ (a?, j) φ (α?, /)] ψ(.τ, y) 
H-[K'(ÎC, y) — [X {x ,y) Ψ (Λ, Ν)] φ (χ, y) 

et nous déterminerons p.(a?, y), comme nous avons déterminé λ (a:, γ), 
de manière à rendre 

K{x,y) + iJ.{x,y)®{x,y) 

divisible par (a? — <χ.
2
)(ρ*-,){</*-{), et ainsi de suite, jusqu'à ce que nous 

arrivions à une identité 

(x — a,)/'<+'/i-|(a: — χ2)Ρ*+'Γ*~ι =... = Q(x, /)ψ H- Q'(#,y)cl, 

où tous les facteurs du premier membre soient réduits à la forme 
(a? — . 

29. La question que nous aurons à résoudre n'est qu'un cas parti-
culier de celle qui vient d'être traitée, comme il a clé dit plus haut. 

Les identités équivalentes 

(χ — α,)/'1'/' (x — a
2

)/'î7> —..[M(λ?,y) -+- >(a?, /)φ]ψ 
4-[Μ,(Λ7,/) — λ (Λ?, _ν)]φ, 

(χ — α2(χ — «
2
)/vw/,-i —..

 t=
 Q(#, /)ψ -Η Q'(a?, y)<o 

donnent lieu à celles-ci, dont nous aurons à nous servir, 

(3q) (x— Xi)P',/i(x — <x
i

)Pi'/* = . ..=z H(o7, /)ψ (φ —ο), 
(4o) (χ — α,)/'^»-1 (χ — a

2
)P*+th-x =.. . = Q(x, .χ)ψ (φ = ο), 
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qui supposent essentiellement que le point (a?, y) est astreint à rester 
sur la courbe 

cl(x,y) = °-

Or, la réduction de (3q) à (4o) peut se faire directement. 

i° Il est des cas où elle est immédiate. Par exemple, reprenons la 
relation (32); écrivons-la 

2α?Γ'(5χ — 3) (5-a?— 4) ̂  [2λ?4(λγ-f-1) (—5.r 4- 7) — Λ?2(Λ?~Ηΐ)2ψ]ψ (φ = o); 

on voit que le facteur χ- apparaît de suite; en remplaçant ψ par sa 
valeur (3i), on a 

2xu(5x — 3)(5.#—4) — Γ2Λ?2(.7?4-Ι) (—5.R-h7) — (x-l· Ι)2(Λ;2 — 5.2?Y 4-6
<

^3)]Ψ 

(?- ο), 
ce qui est la relation (4°)« 

2° D'ordinaire, quelques calculs, assez simples d'ailleurs, sont 
nécessaires. En voici un exemple, nous en rencontrerons d'autres plus 
loin. 

La relation (32), où l'on suppose ψ = ο, donne lieu à celle-ci : 

2xr,(ox — 3) (5χ — 4) = [χ3 (8ox — 5g) — 36φ] φ (ψ = ο), 

où il s'agit d'abaisser xc' à x\ 
Tout d'abord, remplaçant φ par sa valeur (3o) dans le [ ], on a 

/ 2x6(ox — 3)(5<r — 4) = [λ:3 (85 a?— 5g)—36x(x 4- i)_y2—36x3(x — ι)]φ \ 
= x\.r-(fox — 23) — 36 (a? + ι)/2]φ 

(40 ' = χ[χ'2(ί\()χ—a3)—36(.r + i)j2-t-^ (^, r) ψ(#, .y)]<p ;> (ψ = ο). 
= x\x^{^x — 23) — 36;r/2 

4- (λ(·>&, y) ψy) 36y2)] φ 

Il s'agit, visiblement, de trouver une relation 

λ(Λ?, 7)Ψ(^', y) — 36j2, 

où χ entre en facteur, el nous savons à priori, par la ihèori.e géné-
rale du n° 2o, que cela est possible. Dans le cas présent, il suffit de 
prendre 

y(x,v) = 6; 
on aura 

λ(χ, γ)ψ{χ, y) — 36y2 = — 3ooy 4- 6x- ; 
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(4i) devient alors, en divisant par x~, 

(42) 2«4(5«—3)(5«—4) = [#(49·® — 23) — 6(«-t-i) (5y— #)]<p (ψ = 0)· 

Si nous comparons cette formule avec celle-ci 

2 «4 ( 5 « — 3 ) ( 5 « — 4) 
= [2«2(« -h ι) (—5« -4-7) — («4- «)2 (6y2— 5 «y -h «2) 

+ 6(.r+ 1 ) (:t·3 + xy2— α:2 -+-γ2) ] ψ ( «, y ) 
-h [^17 (85 Λ? — 5g) — 6(5«2 + bxy — η χ H- 5y)] φ(«, y), 

obtenue au n° 25, nous devons retrouver (4'-0 en faisant ψ = ο dans 
la précédente; il en est bien ainsi, car 

«(85χ — 5g) — 6(5«2-t-5xy — η χ -t-5j) ̂  «(4g«— 23 ) — G(x -+- 1) (5/ — x). 

FORMES DIVERSES DE LA FRACTION RATIONNELLE y(x,y)/X(x,y) 

50. Je puis maintenant donner la solution complète de la question 
suivante, qui joue un rôle essentiel dans la théorie des courbes 
gauches Γ, représentées par deux équations de la forme 

(43) cl(x,y = 0 z= y x,y/X(x,y) 

quelles sont les conditions que doivent remplir les polynômes 
Ψ,(λ·, y), y, (x, y) pour que la courbe algébrique Γ, définie par le 
système (43), puisse être aussi représentée par le système 

(44) φ («,/) — o, 5 — ? 

Le cas où φ, ψ d'une part, ou bien φ, -p d'autre part, ont des contacts 
sera exclu de ce Mémoire(n°22), mais ψ, y pourront avoir des contacts, 
et cela a une grande importance : la restriction imposée n'entraîne 
pas que Γ soit dépourvue des points singuliers qui peuvent corres-
pondre aux contacts mutuels de ψ, χ (n° 20). 

La question que nous allons étudier a son origine dans cette 

/' 
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remarque : le système (43) est équivalent à celui-ci : 

o(r vï-o ' -- M*. y)<\>(x. y) + y) o(x, y) 
M*, j)vf*,y) ■+- *(■*>/)?(^ /)' 

ou λ(.τ, γ), α(.α?, y), v(a?, y) sont des polynômes arbitraires. 

51. Considérons les trois courbes planés) 
?(·*·> y) = o, . ψ(#, v) = o, z(.r, γ) — 0. 

On peut ranger leurs points communs dans les catégories suivantes : 
i° Les points (χ = y = β,·) communs k φ, ψ, mais où y ne passe 

pas; nous les supposons multiples d'ordre p\ pour φ, d'ordre ql 
pour ψ; 

2° Les points (χ = γ,·, y = g/) communs à 9, y , où ψ ne passe pas, 
multiples d'ordres p" pour 9, r" pour y ; 

3° Les points (χ = ε,·, y = 'Q, communs à 9, ψ, χ, multiples 
d'ordres /?, pour 9, pour ψ, r,· pour y. 

Les points communs à ψ, y, où 9 ne passe pas, sont sans intérêt ici. 
On suppose, comme précédemment, que les axes 0&·, G y sont 

orientés de telle sorte qu'une même parallèle à Oy ne passe que par 
un seul des points communs à 9, ψ ou un seul des points communs 
à 9, y ou à 9, ψ, y . Les conclusions montreront que c'est au point 
de vue des calculs pratiques, seul, que Οχ, Ο y doivent être ainsi 
choisis. Notons cette conséquence : la droite a? = ε, recoupe 9 en 
des points (ε

4
·, ζ,y) qui n'appartiennent ni à ψ, ni à y . 

52. Soit le polynome 

M (a?, y)ty(x
t
y) -h A (a?, y)<p(j?, y), 

où M(a?, y), A(x, y) sont arbitraires, sauf les conditions suivantes : 
M (x, y) a en chacun des points (α,, β,) un point multiple (1 ) d'ordre 
p[ — 1 et en chacun des points (ε,, ζ,) un point multiple d'ordre p

t
 — 1; 

A(x, y) a en (a
t
, β

4
) un point multiple d'ordre q\ — 1 et en (ε,, ζ,) un 

point multiple d'ordre qt— 1. Le polynome 

f(x, y) = Μ ψ + Αφ λ(Λ?, y) (χ — α, )/>î+'/i-i [χ — . .. 
Χ (α? — ε, )Pi+h-1 ( χ — s

2
)/'-+7s—1. . ,, 

(') Cf. note ('), η° 9. 
Journ. de Math. (7· série), tome II. — Fasc. IV, 1916. 3l 
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où λ(χ·,y) est quelconque, sauf qu'il ne passe en aucun des poinls 
(α,·, β,), (ε,, ζ,), a donc un point multiple d'ordre p, -4- q, — ι en (α, , β,), 
un point multiple d'ordre ^4- q,— 1 en (ε„ ζ,) cl peut (n° 22) être 
mis sous la forme 

M ι ψ 4- A1 © ; 
il en résulte 

λ (.r, y) (χ — a, )/'Wi-· (χ — <χ2)ρ'*+'/*~* . .. (.r — (χ — +"/-—1 · . · 
= ( M, — M ) ψ 4- ( A ! — A ) 9 

OU 

(45) λ(./··, y) {oc —a,(χ—α
2
)/'·ί"•Vs—:1... (.r — —1 (.*· — εΐ)ΐ'-+,ι*~ι... 

= Q(*» ν)ψ 4-Q'(tf, j)o, 

et l'on sait que Q(x<,y) a un point multiple d'ordre ρ, — 1 en (α>? β,), 
un point multiple d'ordre ρ, — 1 en (ε„ ζ,) (n° 22). 

De même 

(4G) λ(#, y) (Λ·' — yt)/'Wi-'(.r—.. .(χ— ε, )/''+-1_I(r—ζ.,)ΐ'-+ι-~]. . . 
= Ρ(α·, y)y 4- P'(,r, y) φ, 

où Ρ(x, y) a un point multiple d'ordre p" — 1 en (γ,, c
(
), un point 

multiple d'ordre p
(
 — 1 en (ε,·, ζ,). 

Les caractéristiques des divers polynômes en jeu sont indiquées 
dans le Tableau suivant. Nous y ajoutons celles de deux polynômes 
Ρ M Q«> dont il va être question : 

(«/·?,)· (T..*.)· (S., Ζ, ). 

: φ p'i p'i p, 
j ψ φ ο fji 

'/ ο r, /·, 
M ρ, — ι ο pi — 1 
A —1 0 Πι— 1 

M ψ 4- A 9 ρ',· 4- q'i — 1 0 p, 4- qi — 1 
(T) / / p, 4- 7; — 1 ο /4 + ~ 1 

λ <> ο ο 
M, />;— I Ο /^I — I 

A, q't — ι ο 7/ — « 
ρ ο />;' — ι pi — ι 
Q ρ, —1 Ο /4 — > 

PI Ο. //'—Ι Pi — 1 

i, Qi ρ) — ι ο /'/ — Ι 
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Il résulte de (/|5) et (46) que 

ψ(.ζ\ y) (x — ût
t
 )/''-+·'/'-'(a: — ot, . .. (gr—G, )V· (A— g

9
)'h. . . P( A,y) 

χ(^77) ~ (χ — 7, )/'"+'/'!-» (a? — y,)/'2+'/5-«... (ar — ε, )'· (A — ε, Y»... Q (ar, y) 

( φ = ο), 

ψ, et y, sont donc de la forme 

ψ, (α.·, y) — (A— (χ— <χ^)ΐ''-+,ΐ'--1... (χ — ε,)'/' (χ — £·►)'/*. . · Ρ (Λ-', y), 

χιy) = (■* — V1 (·« — ... (A — ε,)''< (A — ε»)'·»... Q(A, y). 

D'après leur formation, les polynômes P, Q sont, dans une certaine 
mesure, arbitraires. Démontrons la proposition fondamentale que 
voici : 

On peut prendre pour ψ, (λ;, y), '/^(x,y) deux polynômes delà 
forme 

ψι(-*■» y) — (^ — «1 y^~x. .. (A — ε,. Ρ,(.«, y), 
Χι(*> ϊ) - (■* — 71 Y*1^''-1· · · (χ — ε,)'·«... Q,(A, y), 

•vows condition que P, (a?, y), Q, y) soient définis comme il suit : 
y un des deux polynômes P ,(o;,y), Q,(.or, y) est arbitraire parmi 
les polynômes P, (.r, y) qui ont des points multiples d'ordres p] — 1 
en (γ,, ο,), p

t
 — 1 (ε,, ζ,) <?/ /L'.Ç polynômes Q, (&', y) qui. ont des 

points multiples d'ordres p\ — 1 en (a„ β
;
), p

t
 — 1 (ε,, confor-

mément aux caractéristiques du Tableau T. 
Soient P, Q deux polynômes vérifiant l'identité 

(4;) (χ — ε,)/'»-*·''-1 {χ — ε
2
),'*+/·»-1... (χ — y,)/'i+'i-i —... — |>χ + Ρ'φ, 

que nous savons former. 
Soit 

q1>r1'/«C'a, 
(48) 71= /·, + *„ 78=ra—Î,; 

multiplions les deux membres de (4") par ψQ, ; on a 

(49) (a· — ε, y''"1·''1-1 (a — ε!^)/'-"i",'-- ,... (a— 7, yi+'i-'... ψ Q, 
— (Ρψς>,)χ-ΚΡ'ψ<3,)φ. 

Le polynome ψ a un point multiple d'ordre qK en (ε,, ζ,), un point 
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multiple d'ordre q2
 en (ε

2
, ζ

2
), ... et ne passe pas en (γη δ,) ..., 

comme le rappelle le Tableau Τ ; Q, a un point multiple d'ordrept — ι 
en (ε,, ζ,), un point multiple d'ordre p2 en (ε2, ζ2) et ne passe pas 
en (γ,, δ,) (·) .... 

D'autre part, en raison des caractéristiques, qu'on vient de rappeler, 
de ψ, Q0 l'expression 

(x — y,)K-1. . . (ar —sa)4^Qi, 

d'où le facteur χ — ε, est exclu, a un point multiple d'ordrep'[ -+-r"t — ι 
en (γ,, δ,), ..., un point multiple d'ordre p

i
 -+- q

K
 — ι ■+■ r, — i, 

(48) en (ε,, un point multiple d'ordre p
K
 -+- q

2
 -+- s

2
 — i, ou (48) 

p
2
 /'i — ι en (ε

2
, ζ

2
), ... et peut, en conséquence, être mise sous la 

forme 
(χ - y, )/'?+'·?-!... (χ - gs)'^Q, - H χ -μ Η'φ ; 

cela permet d'écrire (4q) 

{χ — ε,)/'«-)-Γ'-1(.τ — ε2
)Pi+'h~l. ,. (Ηχ + Η'φ) — (Ρψ^Μχ -4- (P'^Q,)©, 

où, en raison de (^8), (χ — ε,)'''4""·-1 a été départagé en deux facteurs 

(χ — ε.>y* ¥Ί*-χ (χ — ε2 )*'■ . 

Il en résulte l'identité suivante : 

[(•r — (χ — ε^)"*4"'?1-1... H — P6Q,] χ 
-+- [(λ? — ε,)/'1"*"''1-1^ — .., Η'— Ρ'ψQ, ]ο = ο. 

Le polynôme φ n'ayant pas de facteurs communs avec y , on peut le 
supposer, divise 

(# — ε1)''ι+,'ι-ι(.τ — ε2
 )η*+ι*-χ... H — ΡψΓ

ν
), 

qui se trouve être de la forme K/o, d'où 

Ρψί^! = (χ — εχ
 )?ί+,'*—ι(χ — ... Η — Ιν'φ. 

(*) Si Q, a un prodviit multiple en (y,, δι), les conclusions que nous allons 
trouver ne sont pas modifiées. Cette particularité sera rappelée au n° 35. 



SUR LES COURBES GAUCHES ALGEBRIQUES. 239 

Portons cette valeur de Ρ ψ Q, dans (49) î il vient 

(5o) (χ — ε, )/,|+/*ι-1(Λ? — ε2
)P*+r*~l... (χ— .. (j»Qt 

= (x -+- —1 (Λ? — ζ
2
)ρ*+'/*-[. .. Ηχ -h (Ρ'ψ02— Κ'χ)φ; 

on a, par hypothèse, q
2
 < ι\ ; donc 

(χ — εχ)Ρι+,'ι~ι(χ — 1... 

divise le premier membre de o) et divise, par conséquent, 

(Ρ'ψ02-Κ'χ)φ. 

Or, φ qui ne s'annule pour x — t
K
 qu'aux points (ε,, ζ,) et (ε,, ζ,y) 

où la droite χ = ε, coupe φ, qui ne s'annule de même pour χ = ε
2 

qu'aux points (ε
2
, ζ2), (ε2

, ζ
2/

·) où la droite χ — ε
2
 coupe φ, etc. n'est 

pas divisible par 
(χ — ει){χ — es)...; 

c'est donc que 
P^Q2-R'X 

est divisible par (χ — ε,)'ν-Γ«—1 {χ — ε2)
pi+qi~l ... et se trouve être de 

la forme 
Ρ'ΨΟ, — Κ'χ = {χ — ει[χ — ε

2
y's-*-?»-1... Κ.(χ, y), 

et cela permet d'écrire (5o) 

( χ - ε2
 y*-'h... ( X — y

 l
 )p1+'·".-« ... ψ Q, = H ( Λ?, / ) χ H- Κ ( ar, 7 ) φ ; 

il n'est d'ailleurs pas possible de pousser la réduction plus loin. 
Il en résulte, dans l'hypothèse de © = o, 

Ψΐ£ΐΤ)_ H (x. y)
 (<n — o) 

χ(^> y) (« — >'ι)/'",+","ί-ι·..(Λ? — £2)''3_'/î. .. Qi(^ J) 
(jy —eiV'(a? —£i)y*... H (a?, 7) , . 

(x — yJ/'M-1.. .(j? — ε,)'·^ — ε2Qi(a?, y) · 
et 

(50 Xi(^ y) = (^ —yiK"1"1-1.. · — ει)''1 {χ — H)r*... Q,(.z, 7), 

οώ Q, (x, y) est simplement assujetti à avoir les caractéristiques du 
Tableau T. 
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On pourrait faire des calculs analogues sur l'identité 

(.Ν — Α!)/'1"*?»-'(Λ? — A2)
/
'-~

H
7'
2_L .. .(or— Ζι)ΡΛΪ-* (or— Ε.

2
)Ρ·Λ'Η~Ι ... 

= Q(·^ :Κ)ψ-+-Q'4, y) φ, 

dont on aurait multiplié les deu* membres par χΡη Ρ) ayant les 
caractéristiques énoncées au début, et cela montrerait que ùt(x,y) 
est lui-même de la forme 

(52) ψ ι (.2?, y) = (oc — . . .(j? — ε
χ
)'η{.χ— ε.

2
)'η. . . I-*i ( .--c, y). 

REMARQUES. — [. La marche des calculs montre que les conditions 
énoncées pour ψ,, y, sont nécessaires et suffisantes. 

II. Les polynômes ψ
η

 y , étant liés par la relation 

*=4 <?=»>· 

un seul des deux polynômes ψ,, y, est arbitraire, dans les conditions 
fixées. 

III. Si y, >· r,, «< on prendra 

(53) χ, (λ-, y) = (χ — γ
χ
)ι>'!+'·"-1. . .(oc — ε,)7--*».. ·<ν),(·

Γ' ν), 

(54) ψι(·^, ν) = {x— «,ν'ι+'/'ι-1. . .(oc — ε,)Γ.-'/,. .. Ρ, (./·. ν). 

IV. Il n'est pas inutile d'écrire 

Ψλι = ψιΧ 
OU (5Ϊ , 02) 

ψ (oc — y, )ί'ϊ-»-'·'ί—i... ( j; — fil)''... .Q, — (oc — . , (.r — ε, )''-... Ρ, χ, 

puis 

(x-«,)».<* - ϊ· ···<·*-'■>'■'··· (^4, y'.- =···(·'·- )"'·· · ''.Χ. 

ψ... (* - ε, Y... (), = ( a - .. .(Λ - ε, )1....
 (—4^ ' 

(ι— = (·*—«ι)'"""'1P1 x-e X/x-e 
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et de constater que, conformément aux caractéristiques du Tableau Γ, 
tous les termes de la première identité sont finis en (α,, β,), tous 
ceux de la seconde en (γ,, o

4
), et ceux de la troisième en (ε,, ζ,). 

V. On pourrait démontrer la deuxième partie en supposant, dès 
le début, φ = ο ( n° 42) ; mais on masquerait ainsi certains points inté-
ressants. 

53. CAS PARTICULIERS. — I. Si la courbe gauche Y n'a pas de 
points à Γ infini dans la direction Ο -, les points (γ,-ο,·) n'existent pas; 
de plus, 

qi = η ; 

donc (53), 71 y) se réduit à 

Z1 (x,y = Q1 x,y 

la courbe y, est alors quelconque parmi celles qui. ont en (α
ί5

 β,·) 
un point multiple d'ordre p

t
.— 1; en £/, ζ,·, un point multiple d'ordre 

Pi- 1 

11. Si la courbe gauche Γ a des points à l'infini dans la 
direction Os, mais n'a pas de points singuliers vrais, les 
points (α,·, β,·) sont simples pour φ (n° 21); donc (53) 

7.1 = (■*· — .
 v

 (Λ? — ε, )r»-^... Qi (oc
x
y), 

où (Tableau T), Q, est simplement assujetti à avoir en (ε., ζ.) un 
point multiple d'ordre pi— 1. 

III. THÉORÈME D'HALPHEN. — Si l'on suppose que la courbe Y n'a 
ni points à l'infini dans la direction Ο - ni points singuliers vrais 
et, en outre, que φ n'a pas d'autres singularités que des points 
doubles, on voit, en réunissant les résultats qu'on vient d'obtenir 
(II, III) où l'on fait, de plus, p.= 2, que est alors une courbe 
quelconque, simplement assujettie à avoir comme points simples 
les points doubles de φ où passent ψ, y. 

En effet, dans l'expression de y, écrite (II), les points (γ,δ,) 
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n'existent pas, non plus que les points (ε2, ζ2) où r
2
>q

2
; puis 

Q,(a7,y) est simplement assujetti à avoir comme points simples 
les points (ε, ζ,) où r, >çr,, puisque ces points sont doubles pour©; 
enfin il n'y a pas lieu de tenir compte pour Q, des points (α, (3) qui 
sont simples pour φ. 

C'est ce dernier résultat qu'Halphen a pris comme point de départ 
de son étude des courbes gauches algébriques ('). 

Formes spéciales cjue peut prendre χ, (#, γ). 

54. Les calculs que nous avons faits permettent de prendre 

Q)> y) = (a? — a, y>->... (X — g, .... 

Dans ces conditions 

ψ (a?, y) (œ — .. . (j? — . .P
t
 (a·, r) _ 

y) ~~ (® — — ε,)''.· . .(λ? — α, y''-1...(a? — ε,y,-1... ^ ° 

ou, après disparition des facteurs communs, 

ψ(*, r) _ (g-«,)?i...(.g-e,)?■... p (φ-ον 
y) ~~ (® — — ε,)''.· . .(λ? — α, y''-1...(a? — ε,y,-1... ^ ° 

la fraction rationnelle ,:K? est ainsi ramenée au produit d'une 
χ(Λ·, y) r 

fraction rationnelle en χ par un polynome en (#, y). 

Voici une conséquence intéressante de cette forme particulière 

de 1 

D'après le Tableau (T), 
P. (g, y) 

(« — 7ι Κ1'-1 

est fini en (γ,, ο, ); pour que 

Γ Ρ Λχ-y) Ι 
L(* —ViK^^JY.A 

soit fini, il faut que r\ soit nul. 

(*) HALPHEN, loc. cit., N11 3. 
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Cela implique que les points (γ,·, Si) communs à φ, ψ, mais où χ ne 
passe pas, n'existent pas. 

D'autre part, pour un point ε,·, commun à φ, ψ, χ, on a 

Γ(ar —QftPJa?, y)~| f(a? —s/)fr pi(^»y) 1 
L (X — l

t
)Pr¥r~l Je,·,ζ, L(^7 — 8/)ri (λ? — β/)Ρί—ιJsi.ç/ 

où P1 (x,v/x-eJ
 ζ

 est l'expression écrite sera donc finie si, con-

dition nécessaire et suffisante, 
<]ί = r i. 

Examinons les points (ε
4
·, ζ

ί7
) où la droite χ — recoupe p, et qui 

comptent parmi les systèmes de valeurs que peuvent prendrex,y 
Un tel point (ε,·, ζ

ί7
) ne peut être que simple pour φ (n° 31); pour 

que ΓΓ-T'J-il , soit fini> il faut que P« (x, y) admette (ε,·, ζ/,·) 

pour point multiple d'ordre pt — 1, si φ et P, n'ont pas de contact en 
ce point (n° 9). 

Finalement, les fractions rationnelles c^e x e* Υι x 

et y sont liées par Véquation ψ(χ, y) = 0 (<p et ψ, φ et n'ayant 
pas de contacts) qui restent finies pour toutes les valeurs finies 
de x et de y, peuvent être mises sous la forme 

tct)sd y) (x— £iV t.-l .( x — Î.Ap* -i 

(Sif S%
f
 . . . , S

(
i ^ o), 

ε,,ε
2

, ..., id étant les abscisses des points de multiplicité /?np2> ···iPu 
de <p et P(x*, y) étant un polynome qui admet les points (ε/, ζ/), 
(ε

ι}
 ζ„), ... comme points multiples d'ordre pt — ι (') : on suppose 

qu'il n'y a pas de contact en (ε,·, ζ,-y) entre φ, Ρ,; s'il y a contact, cette 
proposition est aisée à généraliser (n° 9). 

Ο Ce théorème est donné, quand φ(#,y) n'a que des points doubles, dans 
E. PICARD et G. SMART, Théorie des fonctions algébriques de deux variables 
indépendantes, t. II, p. 11. 

Journ. de Math. (7· série), tome II. — Fasc. IV, 1916. 32 
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55. Si 9(07, y) a un point multiple (θ, η) d'ordre s, on a 

?(^1 y) = £5,1(3? — θγ-he
M

(a? — 0 )*"'(/ — -n) ■+ · · · ) 
^ =s£

s
,
x
{x — ey-i + {s — i)&sA

x
~ 9)

s

~*(y—*1) + .. 

^ =e
s

,
2

(cr — 0)*-» + .. 

ce qui montre que les courbes ̂  = ο, ^ = ο ont chacune un point 
multiple d'ordre s — 1 en (0, η). 

De plus, en rendant <p(se, y) homogène au moyen d'une variable ζ, 
on a 

xàï+yfr+z~Ê = m't^:>r<z)' 

où m est le degré de la courbe φ (a;, y) = o; donc 

^L =
 m9{x

,
y)
-

x
--y^ 

dy do d<p 
dz φ(Λ?, y) dx dy 

(x—Qy—1 m (x — ey~l x\x — θ)4-1 ^ {x — ô)s-t 

La courbe φ ayant un point multiple d'ordres en (0, η), mcl(,xy/ x-1 

tend vers zéro quand (ar, y) tend vers (θ, η), cependant que 

dcp dcp 
4* dx dy 

(λ; — 0)s—l' (x — 0)s-1 

tendent vers des limites finies, puique (θ, η) est un point multiple 
d'ordre s — 1 pour ^· 

Il en résulte que 

MM 
est fini ; donc ̂  a un point multiple d'ordre s — 1 en (θ, η). 

Les polaires ^ de φ(#, y, ζ), ont donc toutes trois pour 
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caractéristiques (Tableau T) p. — 1, p\ — 1, p
t
 — 1 et l'une quel-

conque d'entre elles, indifféremment, peut être prise pour P, 
ou Q, ('). 

36. Il ne sera pas inutile de donner un exemple des réductions qui 

y 

/φ l'' / 

/ /f\Z 
\ ^'1 Τα,Ρ. f / y'J c \ 

\
 /

/ //'y \ 

j 1 4 

l ·. χ* / \ l 
\ ΧΛ·, / \ 

• ;>- / \ \ .·* / \ \ 
\ ··' / ··. x 

+Λ ,·" χ· / 
\ 

\ / / \ s / / ; 

viennent d'être indiquées et de la manière pratique de conduire à 
bien les calculs compliqués qu'elles comportent. 

Considérons la courbe gauche Γ définie par les équations 

ί χ^-Λ-γΊ-γ — ο 
(55) < (a y — 1) (χ3 -t-y3— 1 τ) 

( (x— y) |>(;z2H-y2) 4- a;2 — y2]" 
Ici 

(56) φ(.ζ?, y) = ̂  + yS — y, 
(57) ψ(Λ7, y) — (27— i)(a:34-y3 — 2x), 
(58) χ(Λ7, y) = {x—y) 0(^2 H-y*) -+- .a?2 —y2]. 

(*) Cf. la seconde Note du n° 32. 
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La courbe <p est une circonférence tangente à Ox; son centre a 
pour coordonnées ο et « 

La courbe ψ est formée de la droite ψ, = ι y — ι = ο et d'une 
courbe ψ

2
 symétrique par rapport à l'origine, où elle a un point 

simple; elle y est tangente à O y. 
La courbe χ est formée de la droite γ,=γ — x = o et d'une 

stroplioïde y.
2
 ayant un point double à l'origine : χ a donc un point 

triple à l'origine. 

37. On verra plus loin (n° 44) que la courbe Γ est formée par 
une courbe gauche du sixième ordre, complétée par deux droites 
parallèles à Ο ζ. Elle n'a pas de points singuliers, ni vrais, ni ap-
parents, puisque φ n'a que des points simples; mais elle a des points à 
l'infini dans la direction Oz, se projetant en (γ,, δ,), (γ

2
, δ

2
), η° 41, 

2°, et en (ε
η
 ζ,), η°41, 3°. Nous sommes ainsi dans le cas II du n°33. 

38. Résultant de φ, ψ. — Éliminons y entre 

(59) ^2 + y2-y = o (y2 = y — x*), 

(60) (2/— Ι) (Λ?3 + /3—2.2?) ~ O, 

en procédant comme il suit, en vue des calculs à venir; transfor-
mons (6o) en tenant compte de (5q ) : 

(2r—0[^3+y(r—^2) — 2.2?] = ο (φ = ο, ψ = ο), 

(2/ — ι) [Λ?3— .r2— 2 χ y(i — χ~)J — ο (φ = ο, ψ — ο), 

2 y (Χ3— Χ% — 2Χ) -H 2(Γ — #2)(ι — c2) — Χ3-\- λ?2-+- 2 Χ — y (ι — ΧΪ) =ο 

(φ =τθ, ψ = θ), 

(6ι) y(2Χ3—32?2 — !\χ η- ι) 2xw—χ4 — χ2 ■+■ 2χ = ο (φ = ο, ψ ο); 

on peut tirer y de cette équation et porter dans (5g); il vient, après 
réduction et décomposition en facteurs, 

Λ?(·2?4-Ι)2(4Λ?2 — I ) ( 2 X3— 7 2?2-4-8.2? — 2)—o ( φ ~ ο, ψ = ο). 

On sait que le premier membre de cette équation n'est autre que le 
résultant R(<p, ψ) de φ, ψ; donc 

(62) R(cjp, ψ) = x(x 4-1)2
 (4&* —■ 0 ( — 7Λ?*+ 8λ? — 2 ). 
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59. Résultant de φ, χ. — En procédant comme pour φ, ψ, on à 

(x~y) [xy-hx2 — (y — d?2)].—ο (φ = 0, χ = ο), 

(χ —y) [2 .r2-h (λ? — ι)y] — 2χ'Λ·+■ χ(χ — ι) y — 2χ2y — (χ — i)y2=o 

(<Ρ = ο, Χ = °)> 
2d?3— χ (χ -h i)y — (x — ι) (y — d?2) = 0 (cp = ο, χ = ο), 

(63) d?2(3d? — ι)— γ(χ* + 2χ — ι) = ο, (φ = ο,χ = ο); 

la valeur de y, que donne cette équation, portée dans (59) conduit à 

(64) Κ(φ, χ) = χ3(2Χ — i)(5d?2 — ι) (φ=ο,χ = ο).· 

40. Formation de la relation 
(65) R(?> /J — H(d?,/)χ —H'(d?, y)<p = o 

ou, plus simplement de celle-ci, qu'il suffit de connaître, 
(66) R(<p> χ) — H (a?, y)x = ° (φ = <>). 

Nous pourrions obtenir (65) en éliminant / entre 

x2 + yi — y — y = o, (x—y)[x(xi->ry2)->rxi — y2'\ — x = o, 

comme il a été dit au n° 24. Nous obtiendrons donc (66) en éli-
minant/ entre 

(67) d?2-hy2—y — o, 

et 

(68) (xy)l>(*2 + y2) -Ha?2—y2] = χ. 

Le calcul a été fait en partie au n° 59, sauf qu'au lieu de (63), il 
faut écrire 

d?2(3d?— 1)—y(d?2 + 2x — 0—Χ (φ — o). 

Tirons/, portons dans (67), il vient 
χ"·{x24- 2x— ι)2-+- [Λ;2(3d? — ι) — χ]2— [d?2(3d? — 1) — χ] (a?2-H 2d? — ι) — o 

(φ = ο). 
Le terme indépendant de χ est R(<p, χ), déjà calculé; on a ainsi, en 
développant, 

R(clX) — [2d?2(3,d? — 1) — d?2— 2d? + i — χ]χ = ο (<p = o); 
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si Ton remplace, dans le [ ], χ par sa valeur (68), il vient 

(69) Γ\(φ,χ)— j6d;3—3x2—2x+1 

— (·*—y) 0(^2+y2)— y2] |χ = ο (φ = ο), 

ce ywz cei la relation (66). 
Nous verrons, au n° 41, que nous n'avons pas à former la rela-

tion (40), car (39) que nous venons d'obtenir en (69) lui est équiva-
lente, dans le cas présent. Mais il importe de réduire (69), en se 
servant de (67) pour faire disparaître y® et/2. On remarquera à cet 
effet que, dans le calcul de R(ç, χ), on a écrit (63) 

(χ — y) [<a?(#2-+- J'! ) — x- — y~]=- (3χ — 1) — y(x%-Y-ix — ι) (φ = o); 

donc (69) la relation (66) est ici 

(70) lt(<p, χ) = [6,r3—3Λ?2 — ιχ-\~\—x2(3x—i)~+-y(x2-t-2X— ι)]χ (φ = ο), 
= [3χ3—2χ- — 2χ-\-ι-\-γ(χζ~\- 2χ — ι)]χ (φ = ο). 

41. Points communs à φ, p (y exclu), φ, γ (ψ exclu), (φ, ψ, χ). 
— Les expressions (62) et (64) de Κ(φ, ψ), 13(φ, y).font voir que : 

i° Les courbes <p, ψ (χ exclu) ont en commun les points d'abscisses 

1 
«ι ~ i a, = — 1 

2 

et a
3

, ol
aj
 a

5 racines de l'équation 

9.x3 — 7 a?5 -+- 8χ — 2=0; 
pour ces points 

p\ = lA - Ρ* = lA = Ps=z h 
9i = 7a= = = />'«=»> 

on aurait leurs ordonnées en calculant le résultant, par rapport à χ, 
de (5p, 60). 

20 Les courbes <p, χ (ψ exclu) ont en commun les points d'abscisses 

s/5 y/5 
?ι~Τ} γ2~~~5~' 

ici, 
P\ ri ') '2 l> 
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3° Les courbes φ, ψ, ont en commun les points d'abscisses 

I 
Si — ο, ε

2
— -

pour lesquels 
/>, = />2=1; 7^72=1; rlz= 3, /'2=1 : 

Ici, les relations (89, l\o), où ψ est remplacé par χ, sont équivalentes 

(n° 23) puisque, dans R(φ, χ) (64), 

Χ3—χΡ |''| = χΡ\+'\+ι—1, 2 Χ — ι = (2Χ — l)/Vi= (2 Χ — l)P-j+r—'·1 

^.a? — = (χ — y ι Υ"1'" =(χ — γ
ι
 γ"+'·"~\ 

(^c + = (χ — y,)i>
 r

'> = (x — y
a
)/

,

3
+

'
,

ï-
1
. 

Nous n'avons donc qu'à nous en tenir à la relation (70) que nous 
écrirons 

(71) x*(2x—ι)(5Λ2—1) = [3.r:}—2x2—2x-hi-hy(x~-+-2x—ι)]χ (φ = ο). 

42. Formation des polynômes ψ,, χ,. — Les quantités />< — 1, 
ρ\ — 1 sont nulles (n° 41). Nous pouvons donc, d'après le Tableau (T), 
prendre une constante pour Q, et (5i) prendre pour : 

y^\-=(x — yi)(x — y*)(x--z\YU (φ = ο), 
ou bien 

κ=(χ-Ψ)(*+ΊΓ)χ*°'' 
(72) Χι = x*(ox2 I )C 

et nous devons arriver à celte forme de y, en partant de (71) dont on 
aura multiplié les deux membres par ψΟ (n° 52). 

On peut simplifier les calculs en supposant, non seulement à la 
fin, mais dès le début, que 

?(*> r) = o. 
On aura 

x*(2x — ι)(5λ?2— ι)ψΟ = [3#3— 2xi — 2χ 4- 1 -+·y(x24- 2χ — 0]ψ£χ 
(φ = o). 
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Remplaçons, dans le second membre, 

Ψ(*>7) (<P = o) 

par sa valeur, déjà calculée, (61), 

ψ = γ (2 χ3— 3 a?
2
 4-4·^ 4- i) 4- 2 a?4— a?3— a?2 4- 2 a? (φ=ο) 

et y2, autant quil se pourra par (5g) 

γ* = γ — χ* ( 9 — o ) i 

on aura successivement 

X3(2X — i) (5a?2 Ι)ψ0 

= [3Λ?3— 2 a?2— 2 a? -hi 4- y (a?2 4- 2x — i)] 

X [2 a?4—χ3— χ2 4- 2X 4- y(2X3— 3 a?2— 4·2?4-ι)]Οχ (φ — ο), 

x3(2x —1) (5 a?2—')~TV 

= (3 X3— 2X1— 2a? 4~ l) (2a?4— X3— X2 4- 2 χ) 
4- [(2a?4 — χ3—a?2 4- 2χ) (a?2 4- 2a? —1) 

4- (Sx3— 2a;2— 2a? 4-1) (2a?3— 3a?2— ί\χ 4- 01/ 
4-(2a?3— 3 a?2— 4.2? 4-Î) (a?2 4- 2a? — ι)^2 (φ — ο), 

= (3a?3—. ..) (2a?4 —...) 4- [(2.a?4 —...) (a?·2 4-.. .) + · · ·]/ 
4- (2a?3— 3a?2— l\x 4- J)(a?24- 2a? — 1) (y — a?2) (φ = o), 

et l'on obtient, après réductions, 

X
3(2X — 1) (5a?2— Oy ^ 

= (3a?3— 2a?2— 2 a? 4- 1) (2 a?4— a?3— a?2 4- 2 a?) 
— a?2(2 a?3— 3a?2 — L\x 4-1) (a?2 4- 2a? — 1) 

4- [(2a?4— a?3 — a?24-2a?)(a?24-2a? — 1) 

4- (3 a?3— 2 a?2—2a?4-i)(2a?3—3 a?2— 4a?-t-i) 
4-(2a?3— 3a?2—4a?4-i)(a?s4-2a?— i)]y (φ = ο). 

Le second membre est rationnellement irréductible; le terme indé-
pendant de y et le coefficient de y doivent donc admettre chacun le 
facteur 

a?(2a? — 1) 
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qui doit s'éliminer de lui-même (72); et en effet, toutes réductions 
faites, on arrive à 

x3(2x —1) (5a;2— 1) — ^ 

= x(x -+-1) (ίχ — 1) [2a;4— 5x3-t- 7χ* -+- 2x — 2 h- (4a;3—6a;2— 2X 4- 2)/] 
(φ = ο), 

d'où l'on conclut, comme on le prévoyait, 
Ϊψ (λ;, y) {x 4- i)[2a;4— 5a;3 -+- 7 a;2 4- 2 χ— 2 -(-(4 a;3 — 6a;2— 2x-\~ 2)j]C 

(73)X(^/)~ x*(5x2 — i)C 
(9 = o), 

tyi(x> y) = (x -4- 1 ) 12 a?v— 5 a;3 4- 7 a;2 4- 2 χ — 2 -(- (4 a;3 — 6 a;2 — 2a;4-2)j]C 

(cp = o), 

Xi(#, y) = a;2(5a;2—i)C (φ = ο). 

45. On peut ici, grâce à ce que la courbe φ est unicursale, vérifier 
directement la relation (73). On a en effet 

x = t/t2+1y = -FT7 <1, = 0)' 
d'où 

1° x2(ox2 — 1)= (<*+0* (? = 0)» 

2° Ψ(·*,/)== {l2 + 1y ~ (<P = o), 

3° χ(*,/) = (<ι + ΐ)» (φ = ο), 

4° ^ + ,
2+1

 (φ = °), 

5° 2a;v — 5 a;3 4- 7 a;2 4- 2 a; — 2 4- (4a;' — 6a;2— 2x + 2)y 

= (ϊγ^Τ)! (?="); 

si l'on porte ces valeurs dans (73), on obtient, sans qu'il soit néces-
saire d'entreprendre de nouveaux calculs, une identité. 

44. Nous pouvons constater aisément que Γ est une courbe gauche 
du sixième ordre, complétée par deux droites parallèles à Oz, parti-
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cularité fréquente dans les courbes représentées par un système de 
deux équations de la forme 

φ(Λ7,7)—O, y) — ty(x, y)=o. 

En effet, 

ψ(Λ\/) t(t— — 3t2-\-9A — 2)(^ + i+2) »)3 

z = X(^y)~ (ί2+ i)4 X t\t— l)(r2 — t — l)' 

z est indéterminé pour 
t= o, (a? =y = o), 

'=■· (*=y=ï)> 
t=:±i, (x = y = ±oo; 

les deux droites, parallèles à Oz, 
I 

x — y ■=. x, x — y—-i 

font partie de Γ. Ce sont les seules, car si les courbes (φ, χ) ont des 
points communs à l'infini, (φ, ψ) n'en onl pas. 

Supprimons les facteurs l, t — ι, l- -+· ι : 

( t + I ) ( t3 — 31~ -+- 2 t — 2 ) ( L3 -+- L 1 ) 
Z = /2(*2-t- ])(**-/ — I) 

Un plan quelconque 
k.x -+- Β y +C: + l) = o 

sera donc percé par la courbe gauche 

ι t-
x = t2+1 y= t2+1 

_ ( t 4- 1 ) ( ίλ — 3 lz -+- 2 t — 2)(f-+/ + l) 

ί*(ί2+ι)(Γ--ί-ι) ' 

aux six points (χ, y, z) définis par le système qu'on vient d'écrire et 
par les six racines de l'équation 

ί*[Αί h- Bi* + D(i2-h i)] {t3 — t — i) 

+ C(£ -h t)(t3— 3l2-i~ 2t — 2)(Λ2 + t-h i) = o. 


