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Sur les courbes gauches algébriques;

Par R. DE MONTESSUS DE BALLORE.

INTRODUCTION.

L. Soient deux équations
(r) Szhytsl=o, Szl yt sl =0,

représentant une courbe gauche algébrique T'.

On peut éliminer, entre ces deux équations, d’abord toules les
puissances de z; puis toutes les puissances de 3, sauf 5 lui-méme;
cela donne deux nouvelles équations

(2) ¢(x, y) =0, sylz, )—d(z, y) =0,

qui représentent elles-mémes, sauf quelques restrictions, la courbe T'.

2. Considérons, par exemple, le systéme

a(z,y)s*+ b(x, y)s+ c(z, y)=o0,
(r) 12 0y ] ! —
a'(x, y)st+ b'(z, y)zs + (2, y) = o,

transformé en celui-ci

(ry) | (ac'—ca')! + (ba'—ab') (bc' — cb') = o,
l ’ s(ac'—ca') — (bc' —cb')y =o.

Quand les courbes planes (a, b, ¢) d’une part [a est pris pour
a(z, y) = o], (&, b, ¢’) d’autre part, n'ont pas de points communs,
les droites paralléles & Oz, définies par les équations

c(z,y)=o0, (=, y)=0,
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font partie de la ligne T',, tandis que les seuls points
s=o, c(z,y)=o, c'(z,y)=o0

sont sur la courbe I'.

3. Quoi qu'il puisse étre, la comparaison entre les systémes (1, 2)
n’offre jamais de difficultés et I’on peut, sans restreindre en principe
la généralité de la question, ¢tudier les courbes gauches algébriques
sur des équations de la forme (2), comme l'ont fait Cayley (') et
surtout Halphen (2).

4. Cayley a en cffet indiqué la représcntation (2) des courbes
gauches algébriques; mais, malgré son talent d’analyste, il n’a pas
réussi a surmonter les difficultés qui, de prime abord, sc présentent.

Halphen, au contraire, a énoncé des résultats du plus haut intérét :
il a ouvert cette voie difficile.

Comme il est naturel dans une premiere étude, Halphen a limité
son sujel : il ne s’est occupé que des courbes n’ayant pas de points a
linfini et dépourvues de points singuliers (*); il a basé son grand
Mémoire, qui ne comporte pas moins de 200 pages, sur la proposition
suivanle (*), a laquelle il reconnait une extréme importance (*) :
Etant donnée une courbe gauche T, dépourvue de singularites,
r’ayant pas de points & U’infini, et représentée par les cquations

¢z, y)=o, "-X.(x’)')'—'\l"(x»y):o’
pour qu'on puisse remplacer ce systéme par le suivant :

¢z, y)=o0,  sp(®y)—dhi(z y)=o,

(*) Cavrey, Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 1. L1V et LVIIL

(?) Haveuen, Classification des courbes gauches algébriques (Journal de
U'Ecole Polytechnigue, 1882). Consulter aussi : Casteisvovo, Sui multipli di
una serie lineare ( Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. VIlI),
et E. Picaro et G. Stuart, Théorie des fonctions algébriques de deux variables
indépendantes.

(3) Il s’agit ici des singularités vraies et non des singularités apparentes.

(*) et (%) Havpaew, loc. cit., p. 20, 25.
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i fautet il suffit que le polynome vy ,(x,y) s'évanouisse en chacun
des points doubles de la courbe ¢.

‘8. On sait quel role considérable jouent les points singuliers, vrais
et apparents, dans les courbes gauches algébriques. 1l est méme trés
remarquable que, dans ce difficile sujet, ce soient des formules
analogues & celles que Pliicker a données pour les courbes planes, qui
aient constitu¢ les premiers résultats généraux obtenus: je veux parler
des formules de Cayley (*).

Je me propose, en premier lieu, de montrer que ’étude des singu-
larités des courbes planes , Y, permetioujours, sauf dans des cas
irés particuliers el pew importants, de préciser la nature des singu-
larités de la courbe gauche T (*).

Dans une seconde partie, je donne la proposition générale, qui
renferme celle d'Halphen n° 4, concernant les conditions nécessaires
et suffisantes que doivent remplir non seulement y,,, mais encorey,,
pour qu’on puisse cerire

. ¢(x, y)=o0, sy y)—di(x, y)=o0,
au lieu de

o(x, y)=o, sy(z, ¥)—Y(z,y) =o,

cela que la courbe T ait ou non des points a Utnfini, ait ou non des
stngularitésvraies (*); je me horne cependant ici au cas ol 3,4 d’une
part, o, 7 d’autre part, n’ont pas de contacts, mais , 7, peuvent en
avoir,

Comme il parait impossible de généraliser la démonstration, assez
pénible, d'Halphen, non plus que certaines autres démonstrations de
son théoréme (*), j’emploie des procédés qui différent de ceux-ci.

Les calculs nécessités par les questions traitées dans la deuxiéme
Partie sont d'une nature trés spéciale. Pour les élucider, il m’a paru
nécessaire de donner quelques applications.

(1) Cf. par exemple G. SaLvon, Traité de Géométrie analytique & trois
dimensions, 2¢ édition francaise, 2¢ Partie, p. 77.
(*) R. pe MonrtEssus pe BavLLore, Comptes rendus de I’ Académie des Sciences,
t. 16%, 1917, p. 392. :
(3) 1bid., . 164, 1917, p. 428.
(*) Par exemple Picarp, Traité d’Analyse, 2° édition, t. H, p. 572,
Journ. de Math. (7 série), tome II, — Fasc. III, 1916. 27
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I. — ETUDE DES POINTS SINGULIERS
DES COURBES ALGEBRIQUES GAUCHES.

6. La premiére question qui se pose dans l'étude des courbes
algébriques gauches T est celle des points singuliers, comme je I'ai dit.

Une paralléle 4 Oz, s'appuyant sur la courbe, peut passer par un
point singulier deT'; elle peut rencontrer 1", non seulement en un
point ordinaire, mais aussi en plusieurs points de cette espéce; elle
peut encore rencontrer I' 4 la fois en des points ordinaires et singu-
liers. )

Dans le premier cas, on dira que T' présente sur la paralléle 4 Oz
une singularité vraie; ce sera un noud, s'il s’agit d’un point double;
cette singularité sera appelée apparente dans le second cas; on sait le
role considérable que jouent les points doubles apparents; enfin, dans
le dernier cas, la singularité sera semi-apparente.

Je vais montrer que I’étude des singularités des courbes planes 2,
Y, y. permet toujours, sauf dans quelques cas exceptinnnels de peu
d’intérét auxquels il sera fait allusion au n° 7, de préciser la nature
des singularités : vraies, apparentes, semi-apparentes de T, et
méme d’étudier I' au voisinage d'un point singulier vrai.

POINTS DE © OU NE PASSENT NI k!J, NO 7.

7. En raison de la relation (2),
¢(z, y) =o,

les seuls points du plan des zy & étudier sont ceux de la courbe 3.

Il est facile de préciser la valeur de z en un point ordinaire ou sin-
gulier de @, olt ne passent ni ¢, niy. 4 un tel point (a, b) de v cor-
respond un point (@, b, s) de T, ot T a une singularité analogue a
celle que p posséde en (a, b), ou, au contraire est dépourcu de sin-
gularité, si ¢ n’a pas de singularité en (a, D).

Il peut y avoir exception siI' a en (a, b, 5) un point singulier avec
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plusicurs branches de courbe dont les tangentes soient dans un méme
plan vertical. Des exceptions analogues peuvent se présenter dans
tous les cas dont je parlerai.

POINTS SIMPLES DE @ OU PASSE AU MOINS L'UNE DES COURBES {, ¥.

8. En un point simple de 3, oy a un point simple, mais ot ne
passe pas ', s w'a que la valeur 3éro; en unpoint simple de 0,0l Y
ne passe pas, mais ot passe ., 3 n'a qu’une seulevaleur, elle est
infinie. Cela est évident.

9. En un point simple(a, b) de 9 ot 'y, y ont lune et Vautre un
point simple, 5 n'a qu’unc valeur, finie st 'y, 7, ont un contact du
méme ordre ; si § a un contact d'ordre n — 1 avec ¢, el si y a un
contact d’ordre p — 1 avec @, 5 est nul ou infini, selon que n>p

oun<p.
n effet, soit
(o) y—b=a(xz—a)+a,(x—a)Y+oy(x—aP+...

I’équation de la courbe 3 (').
Les équations de ¢, 7, qui passent en («, b), sont de la forme

o= Py(xz—a) + Bia(y — ) + Bu(z — a)?
+ Bz —a)(y — 0) + Bas(y — 0) + B3 (x —a)?
e e e . e ,
o= yu(z—a) + Y12(y — 0) + yu(x—a)?
+ yna(r—a)(y—0)+ yau(y — b)Y+ 7a(x —a)?
Lo S

mais, (2, y) étant constamment sur ¢, pour les points (2, y) consi-

(*) On peut supposer, pour éviter I'apparence de cas parliculiers dénunés
d’'intérét, que les axes Oz, Oy sont orientés de maniére que les tangentes a o

en (a, b) ne soient jamais paralléles a Oy. En fait, celle restriction est
inutile,
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dérés, on doit écrire

(V) oXd(z,y)= PBu(z—a) +Bu(y —0) +Bu(x—a)*
+ﬁn(x“'a)(}’—b)'*‘@23(.,"—1))"*'[3:«1(""—“)“
Ee s seaees ,
() oFZy(x, )= yu(xr—a) + Y12(y —0) + yu(z —a)?
+ Yar(x —a) (y — bYy+ Yas (¥ — b)r+ Y:n(-'l' —a)?
B T T s

relations qui, en tenant compte de (9 ), prendront la forme

() Y(r, ) =Bu+Ba)(—a)+ (B +Prcty +Practs+ Boy a}) (x—a)+...,
B 2z y)=(Yu+yea)(z—a)+(Yu+ Y22t + Y120+ yu2]) (x —a)+....

Lies coefficients de quelques-unes des premiéres puissances de
(# — a) peuvent étre nuls dans l'une ou 'autre de ces cxpressions.
Cela implique des contacts avec .

1° Supposons en effet que
Bu+Boy=o:

@ et Lsont alors tangentes en (a, b), puisque «,, coefficicnt angulaire
de la tangente 4 ¢ en (@, b), vérifie équation

Bu=+Buye=o,

qui donne le coefficient angulairede la tangente &4 ¢ en (a, ).

2° Supposons ensuite que
(5) B+ Bracti=o, Bar+ Basty+ Braay + Pryat = o3
quelle est la condition pour que 9, 4 aient un contact du deuxiécme
ordre?

Rappelons en quelques mots la théorie des contacts.

Si
(6) z=f(¢), r=9()
sont les équations paramétriques d’une courbe ¢; si

o=F(z, y)=F[f(t), 0(£)] =5 (¢)
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est ’équation d’une courbe ¢, ot I'on a remplacé (x, y) par leurs
expressions (6), il y a contact du deuxiéme ordre en ¢, entre les deux
courbes si

(7) F(ty) =o, F'(6) =o, F (L) =o.

Dans le cas présent,
xr =t, ty=a

et (3)
F() = (B + Brao) (£ —a) + (Bar + Baacts + Practa+ Prs}) (L —a) +...,
de telle sorte que les conditions (7) s’écrivent
Bu+PBray=o0, Lo+ P+ Pua+ Pyuai=o:

ce sont les relations (5). Siles relations (5) sont vérifiées, o,  ont donc
un contact du deuxiéme ordre en (a, b). -

3° Plus généralement, et de fagon toute semblable, si les coeffi-
cients de (x — a), (x —a)*, ..., (x—a)"~" de, dans (3), sont
nuls, Y a un contact d’ordre (n — 1) avec 9, en (a, b).

Dans ce cas,

d(x, ¥)

(x_a),‘ :pn.l‘*'ﬁn.zal‘*‘---‘l"(13/t+1.1+'°')(x_'a) +...

est finien (a, b) puisque

Y(z, ¥) —
[m ';:;—ﬁn'l -+ @,,,gotl—}-. e

De méme, si les coefficients de (x — a),(x —a)},..., (z — a)r'
de v, dans (4), sont nuls, y a un contact d’ordre (p — 1) avec 3,
en (a, b), et

/()
[(g(— Z))p]al): 7pt 7pad+...
(3slﬁn[,
On a écrit
?(z, y) 2 (& ¥)
[(x““)”_a,b post [(w—a)ﬂ];"ii”
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on a done

‘l‘(_“"ﬂ] _[\P(my):(x—a)u] e
['/\.(x’y) a.h— ',((w,y):(x_-a)p a,l;(x a)x:ﬁ

— Bn.l+ﬁ:z.2al+~ . (

X — a)g:-_-p’
Yra+ Ip2di+. .. “

quantité nulle, finic non nulle, ou infinic selon que
n>p, n=np, n<<p.
9. Passons au cas ou J, 7 ont des points multiples (*) en («, b).
Ici,
R!J(.Z', ,}’)= r?'/t.l (x"-a)h"'ﬁh.i (w—“)/‘_1(}/'—b)

o e et e e

-+ an/:./H-l(y — b)Y+ :6h+1.l(-7" — a4 ?’/H—l.a(-’" —a)'(y—0)

ot e e e e e e e .
M2y )= fra (z—aY 4y (z—a)(y—10)

B T T I

+ Yrpig (2 — @)L

el cette question peut étre traitée lout comme I'a été la précédente.
Si Y (z,y) 1'a pas de contact en (a, b) avec 3,

[kb(x, ¥)
(z—a) )

w'est ni nul, ni infini. Si 4 ety ont un contact d’ordre p,

[ (2. ¥) ]
(2 —a)*7 Jup
r’est ni nul, ni infini.
Ayant ¢énoncé le résultat analogue qui concerne 7, il n’y aura au-

cunedifficulté  reconnaitre s ;"—E—J—f—;—;est nul, fini non nul, ou infini
/, 9

en(a,b).

(") Je dirai, pour simplifier le langage, que ¢ a un point multiple d’ordre n
en (a, b) sil'équation () de cette courbe (n°8) débute par des termes de
degré n,
Bri(x—a)y'+ 3,0 (x —a)* ' (y —b)+...,

quelle que soit la nature de la singularité que présente  en (a, b).
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10. En général, I'équation de p n'est pas donnée sous la forme (o)
dun°® 9, mais sous celle-ci :

?(1}, )’) :0:“1[(39—'&) -+ dn(}’—-b) +a2|($'—a)2 e

Il est alors tout aussi facile, mais plus long, d’obtenir les résultats
qui ont été énoncés.

Il serait peu utile, sauf en vue d’application a des courbes gauchesI’
déterminces, de reprendre ’exposé avec cette derniére forme de .
Au surplus, nous supposerons, dans ce qui suit, et précisément pour
les applications qu’on voudrait faire de cette théorie, que  est donnée
sous cette forme implicite quand («, ) en est un point double; on
reviendra sans peine, si on le veut, de ce dernier cas, a celui oui(a, b)
est un point simple.

POINTS DOUBLES DE © OU PASSE AU MOINS L'UNE DES COURBES ¢, 7.

t1. Aux environs d'un point (a, b), o& les deux branches de p ne
sont pas langenles entre elles, nous pourrions écrire, selonlabranche
ou se trouve (z, y ),

y—b=oy(z—a)+ay(x—a)+ay(z—a)®*+...,
y—b=anp(r—a)+oan(rx—a)+on(z—a)l+...,
et poursuivre 'é¢tude comme dans le cas ou ¢ a un point simple, en
envisageant tour 4 tour les deux branches de ¢; mais en vue des appli-
cations, comme il vient d’étre dit, dans le but aussi d’éviter I’emploi
des cycles, quand les deux branches de ¢ sont tangentes l'une a
l'autre, nous prendrons 9 sous la forme

(%) ¢(r,y)=o= oay(x—a)+oon(x—a)(y—>)
o (y — ) +oay(x—a)+....
Nous avons encore

(4) Y(z,y)= Bulz—a) + Bi(y—>0) + Bau(x—ayj?
+ Bu(z—a)(y —b)+Bal(y — 062+ PBa(zr—a)®
R I T T T T T T S T O Y .
) ez = yulr—a) + 712y — 0) + yu(z—a)?

+ Y(x—a)(y —0) 4+ yuu(y — b)*+ vs(x — a)?
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oli les premiers coefficients B,, 8,2, ..., Y/, Y42+ ... peuvent étre nuls.

12.On a
HUED) 6,45, —a)+ Praly — b)
‘*‘st(}’—'/))y (z—a)+...,

(=, y) étant, il ne faut pas le perdre de vue, un point de la courbe g5

puis
["p———(x' '1’)]«: b Bi+ LY )awm

xr—a

oll (¥r)as st le coefficient angulaire de la tangente en («, b) 4 la
courbe 9. Ce coefficient angulaire a deux valeurs, puisque les deux
branches de p qui passent en (@, ) ont des tangentes distinctes.
Si
Biai+ Bra(YidapZ 0,

c’est-a-dire si (,.) ne vérifie pas I'équation
B+ Biui=o,

qui donne le coefficient angulaire de la tangente 4 ¢ en (a, b) la
quantité [V( — Y)] r'est pas nulle : ici, b n'est pas tangente a la
a,b

branche de ¢ ot se trouve (z, y).
Au contran’e, s1

(8) ﬁnx+ﬁ|2(.)’.'.~)a,1,:07
LACIFAY nul, § est tangente en (a,b) a la branche de 3 ot se
z—a Ja, = i

trouve (x, y).
Etudions complétement, dans ce cas,

Y(z, ) _ Bu(z—a)+B(y—b)

(z—a)t (z —a)

vy—b

-+ 621 -+ 522i

+ﬁu< > + Bz —a)+..
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montrons que

[ps,,w— O HBuly=b) g, 4B, =l 523(%— b”
b

(x —a)? L —a x—a,

n'est pas nul si § n’a qu'un contact du premier ordre en (a, b) avec
la branche de v ot se trouve Y. En effet, pour un point (%, n) de '},

o= Y& n)=PBn(E—a)+Pia(n—b)+Lu(t—a)
+ﬁ,_.2('§—-a) (n—20) +ﬁm(’ﬂ“‘b)2'*‘ﬁal(£"‘a):"*‘-ua

== M‘l =+ iam"lli + 2B, (f—a)+ B-zz[’" -+ (E,—a)‘n'g_-l

- dt
+ 2823 (n—b)n; -+ 3Bs(E— )2+ ...,
¢ :ii:l(é_n—) = Branizs+28n + B[ 20" + (§—a)ng]

-+ zﬁzs[('ﬂ - b)'ﬂ%s+'n’g’]—i— 63“(5“—‘(() .y
2
(9) o= (%) [/ = B'E(ng’)“’/"*' 2Ba+2 ﬁ”("‘%)a,h'*' 2623("1,52) ahe
Si

(10) lﬁ"(x—a)+p'2('y—b) + Bas -+ Boy y—o +@23<y—-b)-] b=°a

(v —a) r—a xr—a

il résulte de

[ﬁn(“’—a)*'ﬁlz("—l’)] _[6“"‘_6.’_2-7_.:"] —_—lf,,e(y’:.,)“,,,
a2 o

(& —a)t ab L 2(x—a)

que

(1)

I
” " 4 / 12 — e
;;Jiz,yl',u_"‘ ;3'_’1}’(1,1/"' Bﬁ.’i)’n,b—— (434

Pidentité (8) étant équivalente &
)’f:.l:z ‘nil,lli

(9, 10, 11) entrainent ) ,
Ya,b=Naby

c’est-a-dire supposent un contact du deuxiéme ordre, au moins,
entre § et la branche de ¢ o se trouve (x, y).

413. Soit maintenant
ﬁn: {312: 0.

Journ. de Math. (¢ série), tome Il. — Fasc. III, 1916, 28
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On a, dans cette hypothése,

($) q’(l'a,7):511(1'—“)24'522(5"-“)(,}’““b)
+ Baus(y — b)Y+ Cu(z—a)+....

et la courbe Y a un point double en (a, ). Ycerivons

Z, — — b\?
w—y):@n‘*@n:{_ - '*‘{3-13(;._ )> +Bu(z—=a)+...,

(v —a)? a a
[ Y(z. ¥)

(z—a )’] , ;,:: B+ BaeYas+ Bas Vi
; .,

ou y, , est encore l'un des coefficients angulaires des deux tangentes
dogen(a,b).

Dans le cas actuel, [M'—‘)z
(r—a)

Bar+ Bas Vas+ .623.)’51?11

] est nul, ou ne lest pas, selon que
a,h

est lui-méme nul ou ne I'est pas, selon que le coefficient angulaire y/, ,
de la tangente en («, /) & la branche de % ou se trouve (i, y) vérifie
ou ne vérifie pas I'équation aux coefficients angulaires

Bar -+ Bastt + Bttt =0

des tangentesa }, 9 en (a, b), sclon enfin que Lune des dewr branches
de Yy a ou non un contact du premier ordre avec la branche de 3 par
laquelle (x, ) arrive en(a, b). Plusieurs cas sont a distinguer.

14. Soit 17 ;

icl, la courbe b a un point triple en (a, b) ety (x, y) est de la forme

(W) Y(x, y)=0u(z—a)+ Bz —a)’ (¥ —b)
+Bu(r—a)(y — 02+ By — b)Y+ Bu(x—a)+...;
donc
d(x, y) , o ,
[(L——T)‘]u L= Bai + Baa Yun—+ Bas Y+ Baw Y
st les courbes p, Y n'ont pas de tangente commune, celle quantité
n'est pas nulle : en effet, I'équation aux coeflicients angulaires des
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tangentes en («, &) i la courbe
0=Y(&n)=P2u(E—aP+...+ By (n—0) + B, (f—-a)~+...

est celle-ci

Bt Bua iy + Basnids =+ Band, = 03
si I'on avait

Ba1+ ParYup+ Puydi+ Buydi=o,

c'est que le coefficient angulaire y;, , de I'une des tangentes a 7 en
(a, b) serait identique & I'un des coefficients angulaires des tangentes
aden(a, ).

Soit 2" :

—_ -
(12) fri= =0,
. 2
2 2 & .V_/’ Lz y—2b —a
(13) ~21 7 J22 = 1I23 =0
; L — xr—a a.b

b w'a plus qu’un point double en («, b). La condition (13) donne lieu
a la relation
(l-/’) ]’321 -+ ;322)':1.’1’*' }62:1,}';1‘:’/:: 0.

Or, I'équation aux coefficients angulaires des tangentes en («, b))
ad,
($) o0="2(%,0) = pa((—a)+ Baa(f—a)(n —b)

4 Bos(n — b)Y 4 Gy (E—a)' +...
est

5 b el [ -
(l')) re'zl -+ ;3'22 fhl,l; -+ i-"'.':s Naty —= O,

et la relation (14) suppose (15) que l'une des deuc branches de b est
langente & U'une des dewx branches de . Dans le cas présent,

Y(x, v) _ hylr—a)+ Boa(z —a)(v— )+ Basg(y — b)?

(z~—a)? (r—a)?
7z % V‘—'b c — bH\2 y__b 3
~+ Pa+ Gy — +-Ps:;<£__a> +53;(:t_(l + By (x—a)+...;

la régle de I'Hopital, appliquée trois fois, montre que

‘22— a)i+ Ba(x—a)(v—D)+ By (v —b)?
(x—a):’ .

1 ’ ” ' no,
- ; @22)’(:,0 “+ P2z Va,b Yabs
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il en résulte

x ' " " ’ £l K
[(QJ:_ ’_Z))a] p ;ﬁny"’/' + BaayasYas+ Bar+ Bar Yy + Braya's + Buy e
Ax ab

On verrait, comme au n° 12, que

[s'J(w, y)]
_(x_a)ii. a,b

n'est pas nul si le contact entre ¢, Y est du premier ordre, mais est
nul si ce contact est du deuxiéme ordre.

Soit 3° :

La courbe y a un point simpleen (a, b) et un contact du deuxiéme
ou du troisicme ordre avec 9; on verrait, comme précédemment,

que

a une limite finie non nulle si le contact est du second ordre et une
limite nulle si le contact est du troisicme ordre.

Les conclusions sont identiques a celles que nous avions trouvées
(n°® 9) dansle cas o a un point simple en (a, b).

18. Etudions maintenant le cas oit les deux branches de o sont
tangentes Uune a Uautre en (a, b). Ici,

(9) o(z,y)=o=[a(z—a)+Bi(y —H)]
+ oz (2 —a) +onp(xr—a)(y—0b)+....

Soit, pour un point voisin de (a, b),

() d(x, _y);:(j“(x—a)-—t—@,Z(y—ll)+f32,(.z'—a)2+....
y—b o
z—a o, ¢

ol e, estnul. On a

Y(z, y)

———--_—-f’u‘*‘ﬁn:::

I/
)-f-ﬁ“(x——a)-i-...,

£~ a a

=5|1+512(-%+3> +Bulzr—a)+...,

(16) [M]ab:pu_@u%.

r—a
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1° Si la courbe ), qui a un point simple en (a, b), et dont la tan-

ﬁll

gente en(a, b) a pour coefficient angulaire — 5, o5t langenle a ¢,
12
ona

d'oti (16)

si Yy 1’est pas tangente a g,

Y(z, y)
r—da a,b
est fint non nul.
2 St la courbe b a un point double en (a, b),

(V) Wz, y)=PBu(r—a)+ Pu(xz—a)(y—0b)
+ Bo(y— 02+ Bu(r—a) +...,

HED) 6, B L2 (L0 ) + Bula —a) ..

(x —a)t zr—a z—a

:ﬁg‘+ﬁn<—z—;+5)+623<—%+€>2+531(I—a)+--~~

422 ~pumsu o2’

(r—a)lep
on voit que

[‘P(»’a y)]
a,b

(z—a)?

n'est pas nul si 'y n’a qu'un contact du premier ordre avec ¢; mais
elle est nulle si b a un contact du deuxiéme ordre ou d’'ordre supé-
ricur avec §.

Les conclusions sont donc encore identiques a celles que nous
avions trouvées (n°9) dans le cas o 9 @ un point simple en (a, b).

16. Les conclusions subsistent si ¢ a un point multiple avec
plusieurs tangentes confondues en (a, b), que les deux branches de ¢
aient ou non méme langenie.

17. Nous pouvons maintenant conclure pour z.
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Si (z,y) atteignant (a, b) par une certaine branche de ¢, on a

[M] =cy, ;70 et X,
a,b

(x —a)"

el si, sur la méme branche, on a

72(%, ¥) — - =
[(x—a)/’: a‘l)-—-‘fzn €2 7= 0 et szco,

ce qui implique un contact d'ordre n, — 1 entre cetle branche de 5
el Y, et un contact dordre p, — 1 entre celte méme branche de o
et f, la valeur correspondante s, de = est nulle, finie non nulle, ou
infinie, selon que

n>p,, ny = py, ny < P

Si (x, y) atteignant (a, b) par U'autre branche de z, on a

- L
i, ¥) ) i
|\(‘l._a)”’ a/;_Cla, C;«_;;O et 7_'(01

1z, y) .
AV = Cy,. C.9520 el Zon,
[(x'-—a)"'_a‘/, 224 22 7 = s

lavaleur correspondante s,de s est nulle, finie non nulle, ou rnfinie,

selon que
Ny => Ps, Ny== Pa, 1y < P

Applications.

18. Voici quelques cas intéressants :

1° Les courbes ),y ont chacune un point simple en (a,b) ot ne
sont tangentes ni Lune ni lautre a 5 de plus, Y, y ne sont pus tan-
gentes entre elles en (a, b)),

Ici, d’abord sur l'une, puis sur 'autre branche de 7,

l(q)——‘_“(x‘ })—J I:Cn’ l"/"_‘_(z’y)] I:cﬁu

S r—a o L—a

[L]J(:I:.y)] — [X(«l’.}’)] —e
A - — C1ay o, — L2,
T—a Ja.un L—a Jaub

avec
Ciyy Caps Cray Cyp 20 et Zow:

5, et z, sont donc finis non nuls.
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Montrons que 3, et 3, n'ont pas la méme valeur. En effet, en se
reportant aux expressions de ¢, Y, 7 écrites au n° 14, on voit que,
%, et «, étant les deux coefficients angulaires des tangentes a g
en (a, b),

. Cu 1=+ Breoy
T cn Jut 71204
S BB
dz‘_c—z?— Yu—+ “/12952.

Si ces deux valeurs de 5 étaient identiques, nous aurions, puisque ¢,
différe de «, par hypothese,

B+ By _ i+ B, _ Bia oty — o3) ___p__lz
Yt Y1200 - 7t Y12 - Y1g( &y — 0h2) - 712
_({311+ﬁl2“|)—@11“1 __Eﬂ
- (1 71200) — 712 - Y11

et cela nécessiterail que les courbes L, v soient tangentes Lune a
Pautre en (a, b), contrairement & ce qui a été supposé.

Puisque 3z, et z, différent I'un de 'autre, la courbe T' a un point
double apparent sur la paralléle & O s menée par (a,b).

2 Les courbes b et y onl chacune un point simple en (a, b); elles
ne sont tangentes ni Uune ni Cautre a 5, mais elles sont tangentes
entre elles, B

I’analyse précédente montre que 3, = z. ¢ ici, la courbe gauche I
a un point double vrai sur la paralléle a O 5 menée par (a, b).

3¢ Les courbes b, v ont chacune un point simple en (a, b); U'une
de ces deux courbes a un contact simple avec une des deux branches
dey.

Sicest la courbe § quiest tangente ¢ une branche de 9 en (a, 1),
quand (x, y) arrive en (a, b) par la branche de 4 oit a lieu le con-
lact, 5 est nul; quand (x, s) arrive en (a,b) par Uautre branche,
s est fini non nul (n° 12).

Si c'est la courbe y qui est langente & une branche de o, lune des
valeurs de z est infinie, lautre est finie.

4* Plus généralement, s£ Y a un contact d’ordre n — 1 avec unc
branche de v, si y, a un contact d’ordre p — 1 avec la méme branche
de 9, quand (x, y) arrive en (a, b) par la branche de % ot a lieu le

]
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conlact, la valeur correspondante de s est nulle, finie non nulle, ou
infinie selon que
n>p, n=p, n<p.

Ktudions complétement le cas ol I'on a

n=p.
Ici,
c= Y2 ),
T (e )

Y(z, ) =3n(z—a)+Bu(y—>0)+...
-+ ﬁn:(«l‘ —a)t+ p'z&(x —a)* Y (y— by +. ..
+6n.n+l(.}'_b)""*'pn-ﬁ-l,l(x—a)”-’-l“‘-' ’
1, y)=n(x—a)+ yu(y—0)+...
+ Y (Z—a)'+ g —a)r= ' (y —b)+...

. + Yun+1 (Y — O+ ypr g —a)i* .
faisons

y—b=ay(x —a);
il vient, si J ety ont I'une et 'autre un contact d’ordre 2 —1 avec la

branche de o qui a «, pour coefficient angulaire,

J— ‘P(-L'sy) — (@nl -+ t6n2al+~o-+ i3n.n+la,|L)(x—(l)”+ I‘slt+l.\(x— a)n-H'J‘"" ,
X.(x> ,)') (7n1+ 7:;2al+"-+ ./n.'z+la’1’)(w - (l)"+ ')’n‘H,l(x— a)u+l+”.

d’ol

- _[\p(‘”,}’)] . l31u+}3n20‘1+-..+ ﬁ,,',..,_[ot’,‘.
' w2 y)lap  Ymt yurci ..+ }'u,n-ﬂ“’(’

d’autre part, si y, et y ont chacune un contact d’ordre . — 1 avec
la branche de 4 qui a 2, pour coefficient angulaire,

R ﬁml -+ i3m2 Ayt... + ﬁm.m-&-t alzn,
S22 7 - N 3
Ymi— Ymelet...+ /lu.,m+-la'2"

ces valeurs 3,, 3, de s sont finies non nulles. Elles peuvent étre
égales : T peut avoir soit un point double apparent, soit un nocud
sur la paralléle a O 5 menée par (a, b).

50 St § est tangente & une branche de ¢, et siy est tangente a
lautre branche de o, les valeurs correspondantes de z sont : séro
pour la premiére branche de ¢, Uinfini pour la seconde branche
de o.
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6° Quand 9 a en (a,b) un point double @ tangentes confondues
(n°13), 5 n'a plus qu'une scule valeur, I' « un neeud, situé soit
en (a, b), soit adistance finie sur la paralléle & Oz menée par (a, b),
soit encore rejeté a Uinfini sur celte paralléle, selon que b
en (a,b), avec g, un contact d'ordre supéricur, égal ow infeéricur a
celui que 4 a lui-méme avec .

On observera gue les tangentes &4 T' au nceud sont dans un plan
paralléle & Oz, puisqu’elles se projettent sur le plan O zy suivant une
méme droite, 'unique tangente a .

POINTS MULTIPLES DE ¢ OU PASSE AU MOINS L'UNE DES COURBES (), 7.

19. Il ressort de ce qui a été dit des points simples et des points
doubles de ¢, et sans qu'il soit nécessaire d'insister sur le sujet, qu'il
est loujours possible de préciser la nature des points qu’une courbe
gauche T a sur la paralléle @ Oz menée par un point singu-
lier (a,b) de ¢ ot passe au moins l’une des deux courbes §, y.

On peut rencontrer sur cette paralléle : des points multiples appa-
rents, des points multiples apparents et en méme temps des points
multiples vrais, ou encore des points multiples vrais seulement;
l'étude des singularités des courbes planes o, 4, y permetira
loujours de reconnaliire ces points et de les distinguer les uns
des autres. Quant a I'allure de la courbe I' aux environs d'un point
singulier vrai, c’est l'allure méme de ¢ au point correspondant du
plan des zy qui donnera la solution du probléme.

Il existe un cas d’exception, de peu d’importance, dont on a vu un
exemple au n° 7.

Singularités vraies d’une courbe gauche T'.

20. Jinsiste cependant sur ce qui suit : quelques éclaircissements
sont en effet nécessaires. [ndépendamment des points singuliers vrais
de T, décelés par des points singuliers de ¢ ou ne passent ni ¢, ni ¥,
nous avons constaté (n° 18, 2°) que I' a un nceud quand ¢, y, ont un
point double simple en (a, b) et sont tangentes 1'une & 1’autre en ce
point, (a, b) étant un point double a tangentes distinctes de ¢.

Journ. de Math. (3* séric), tome L. — Fase, 111, 1q16, 29
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1° Plus généralement, soit (a, b) un point double de 3 et a,, o, les
coefficients angulaires des deux tangentes a 7 en (a, b); a, est
différent de a, par hypothése. Supposons qu'en (a, b) {,y, aient
chacune un point mulliple d’ordre n; s aura deur valeurs s,, 3,
sur la paralléle & Oz mende par (a, b) :

ﬁn,i + ﬁn‘z oy ﬁn,s af+...+ ﬁu,uﬂ oy
7rat Ynad—+ }‘n,a“?‘*’- oo Yngna “;"
@n.l —+ ﬁn..-z ay 4+~ 51:.3“3 ...k @n.n—&-l 0"»_1 .
Inat 7Ynad%+ 7,,’30(';-{—. .ot Yn,n—H“’zl

3

o
2 =

A

Ces deux valeurs de s seront égales, en particulier, si §,,,, Ba,2y -++)
Buurt sONL proportionnelsa ¥, , Yo,y eory Yujusss € €st-d-dire si ¢,y ont
les mémes tangentes en (@, b); mais, sauf le cas ot («, b) est un point
simple de et de y, cette condition est simplement suffisante, elle
n'est pas nécessaire.

2° Sig a un point triple a langentes distinctes en (a, b), st a,,
,, ; sont les coefficients angulaires, différents les uns des autres de
ces tangentes, si { el y ont chacune un point simple en (a, b), on a

_ But+ B
- /u+ “/12011,
vf’n‘*‘ﬁlz“z
i It '/12“2,
sg== 511‘*‘313“3;

Tt 7129

5y

9

(3]

le contact entre ¢, y entraine
réciproquement, si

¢ et ¥ sont tangentes en (a, b); il en résulte que §,,, 3,, sont propor-
tionnels a y,,, v,, et que

Sp=S5y =5y

I' a donc un point triple apparent si et y ne sont pas tangentes
Uune a Uautre et un point triple vrai si g, y sont langentes l'une &
Uautre.

3° 8i ¢ a un point triple & tangentes distinctes en (a, b),
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si o, %, 5 «, sont les coefficients angulaires des tangentes en ce
point, si §, y, ont chacune un point double en (a, b), 5 a les valeurs

Bar =+ Banct, + Bys
72 Y220y + 723“?,
_ Bar+Basaa 4 Pasatg
- Y21+ Yoo ds+ }'ndg’
. Bor+ Bagots + Byg0} .
- 721+ Yea st yasots’

i

o

-

(2

2

%3

sil’on a

3= 3= 3y,

c'est que

Bay + Baacti+ oz} _ Bar+ Bazdta—+ Pay®y _ Pay+ Baacta+ Loy}
Y21+ Va0l + Yaa ot} Ya1 =+ Yaada—+ o] Yo+ Y220y Yas oty

-~

ce qu'on peut écrire
(Bas— hyas)af + (Bas— 2720) 0ty + Bay—Aysy =0,
(Bas— )\72,)0@ -+ (pn"' 7‘”/22)“5 + Ba— 7\"/21 =0,
(Baa— Aysg)af + (Baa— dym) oy + Bay— 2y =0;

’équation du second degré
(Bar— 7-”/23)9‘? ~+ ({322— )~”/22) &+ By — 7~'/-.'| —=o

admettant trois racines distinctes, a,, o,, o,, a ses coefficients identi-
quement nuls :

Bas— }\’hsz Baa— 7\722= ﬁu — 7")’2:’“=’ 03
donc

il en résulte que les courbes g, 7 ont les mémes tangentes en (a,b).
La réciproque est vraie : si les courbes ¢, y, ont chacune un point
double avec mémes tangentes en (a, b), la courbe gaucheT a un
point triple vrai sur la paralléle & O =z menée par (a, b).
Nous ne pouvons rien préciser, sans faire intervenir les données

propres de la courbe, si
oty = ap £ oty :

T peut avoir trois points distincts, ou bien un point simple et un point
double. '
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21. Des propositions analogues peuvent étre énoncées dans le cas
ot 9 a un point multiple d’ordre 7~ en (a, b). Indiquons celle-ci :
Si les courbes {, y ont chacune un point multiple d’ordre p

en(a,b), p<n,

ey —

S = Ry e = za’”_‘,

il en résulte

ﬁpl = 7\71;1; ﬁp‘z: 7\')’1123 ey pp,p—H = )-Yp,1:+lv

et les courbes ¢, ¥ ont mémes tangentes en (&, b); par conséquent,
les autres valeurs de z,

~
Sapgs ceey

sont égales aux précédentes : la courbe T a donc un point multiple
d’ordre n sur la parallele a O 3 menée par (a, b).

Voici un résultat intéressant, que nous aurons a rappeler (n° 33).
Soit (%, 3) un point multiple d’ordre p de ¢, avec h tangentes dis-
tinctes a 9; supposons que (e, ) soit multiple d’ordre ¢ pour ¢, mais
n’appartienne pas a y.

Pour (x, ) voisin de (o, §)

. Y@y Bl —a) By — )y =)+ Byt (=BT + Bprra (B — )T

~xy

e Yo+ 11u(®—a) = 712y —B) +yu(z — 1) +...
ﬁq.t‘*‘ﬁq.zz_—_i +-..+ﬁq,q+1(£:2>q+ﬁq+t,t(x—9‘)""- .-
= (z — a)1.
Yot Yu(Z—a) +y12(y — B) + yaa(x —a) +...
Ecrivons
y—_a

e =% +a (sap=o0

ou Gy est L'un des A coefficients angulaires des tangentes & 9 en (a, f);
les valeurs de z aux environs de («, ) sont

5'/,1 -+ ﬁq,g(ap—*- T e (3,,,,,+,(6,,.+ )7+ ﬁ//+|.1(~” — o) +...
Yot Y1 (2 — &) -+ y19(y — B) + Y2 (z— a) ...

Sp=

(x —a)?;

ces valeurs tendent toutes vers séro quand (x,y) tend vers (a, §);
elles sont d’ailleurs au nombre de p, puisque o a p branches

en (a, ).
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tin (2, 8)

[ Sk J o Bou+Byadit. ..+ By i

(z— ) Jag ™ 7o

n’est pas nul, & moins que & ne soit racine du numérateur égalé a
zéro, ce qui ne modifierait que peu les conclusions.

Ceci montre que, non seulement les p valeurs de s correspondant
au point («, 3) sont nulles, mais encore qu'au point (a, f3, 0) les
p branches de la courbe gauche I' n’ont que / tangentes distinctes; il
y a exception, pour ce dernier point, si plusieurs tangentes 4 I' sont
dans un plan (ou des plans) paralléle & Oz; T peut avoir alors plus
de / tangentes distinctes.

Les conclusions sont identiques si («, 3), multiple d’ordre p pour ¢,
multiple d’ordre ¢ pour ¢, est multiple d’ordre r(r < ¢) pour y.

En particulier, si T' n'a pas de points singuliers vrais, un
point (e, B), commun & ¢, §, oit ne passe pas y, nc peul paséire
multiple pour ¢ : en un tel point, p =1.

Enfin, si (a, 8), multiple d’ordre p pour ¢, d’ordre ¢ pour {, est
multiple d’ordre 7{r> ¢) pour y, I' n’'a sur la paralléle a Oz menée
par (&, 3) qu'un point de multiplicité p rejeté a I'infini.

1I. — REPRESENTATIONS EQUIVALENTES
D'UNE COURBE GAUCHE.

FORMATION D’'UNE IDENTITE.

22. Nous allons nous appuyer sur la proposition bien connue que
voici :

Soient deux courbes planes
o(zay)=0, Y(z,y)=0

el (@, ;) leurs points communs; si(«;, B,) est multiple (') d’ordre p;

(') U s’agitici de points multiples dans le sens indiqué n° 9, note 1.
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pour o, d’ordre q; pour , st o, { n’ont aucun contact mutuel; s
Sz, v)=o0

est I'équation d'une courbe plane passant par tous les points (a;, 3;)

et ayant en chacun des points (%, B;) un point multiple d'ordre

pi+ q; — 1, on sait que les polynomes f, @, |} sont liés par une rela-
tion de la forme

fleo ) =Q(z, »)b(r. )+ Q'(x, y)o(z, ¥),

ode les courbes
Q('Z‘:)'):o> Ql(‘r’ y)=0

onl en (% (3;) des points multiples d’ordres respectifs p;—1, ¢ — 1;
S (=, y) peut étre le monome

(2 =0 )P0 (g — oty )P0t

25. Proposons-nous de déterminer les polynomes Q(z, y),
(Y(z, ¥) qui figurent dans l'identité
(17) (& —a)Prt=l(z —o)Pttt. = Q(a, y) (2, ) + Q'(x, ¥) 9(2, y).

Considérons d’abord les deux polynomes ¢, ¢, définis par les
équations
A2) Y+ Ay (2)y + As(2) =9,

(18) Bi(2)y*+ B, (x)y +B;(z)=¢ [A,(=x),...,B;(x) polynomes en z].
Eliminons y entre les deux équations

| Ai(z)y*+ As(z)y + Ag(2) — 9 =o,

ik | B,(2) 32+ Ba(@)y + By () — g =o;

il vient
I.’\I(B:J'—",b) -—-B,(.—\;,-——tp)'l'-’ﬁ- (A.B, — A Bo) [A, (B, ~ Y) — by(A;—o0)]=o
ou hien

(20) (A By— ByAg) 4 (AsB,— A, By) (As By — B, A,)
=[2(A1B3— BiAg) A+ (AaBy— Ay Bo) A, — At + (7, y) 0 |4
4+ [—2(ABy— B,A;)B,— (A, B, —A,B,)B, — 132
+2A, By — 2z, y)d]o.
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On introduit un polynome arbitraire \(x, y ), auquel on peut donuer,
en particulier, 'une des deux formes

Az, ¥) = o, M, y)=12A,B,L.

Remplacons, dans les |
valeurs (18); il vient

| du second membre, v et b par leurs

(AsBs—BA;) + (A B, — A B,) (A, B;— B A;)
= [2(A2B3_ BlA.;)Al -+ (A'ZBI— A1B,)A’
—_— A?(B)yg‘i' B2y -+ Ba) -+ )\(1‘,}’)(}\1)’2 -~ I’\z)’ -+ A‘\")J\!J ~{—[. . ._l?,
identité de la forme
(2]) (A,B;‘— BIA3)=+(AzBl—A‘ Bz)(AgB3— Bi A3) = [l(x,y)‘# ~+ Hl(x, )/)(Pw
ou les polynomes H(z, y), H'(x, y) sont parfaitement déterminés
et calculables; ils contiennent un polynome arbitraire A(x, y). Le

premicr membre de la relation (21) est le résuliant de 3, §.
Ceci peut étre généralisé bien facilement. Entre les équations

s Al(x)y”‘+)\a(a:)y”‘“'+- . '+Am(m)y+ Am-;-:(@‘)'—? =07A

S { Bi(z)y" +By(2) y" ' +...+ B, (2)y + Bows (2)—¢ =0,

on peut éliminer y, par la méthode de Sylvester par exemple, et écrire

A(e)  Aq(2) A, () Amnr(z)—0 o Y

0 Afz) .. ... A () Ay (2)—9 ¢

(4] o I\ |(4Z‘) Az(x) ............... Am(x) AUH-I(‘T)—(P
Bi(x) As(x) <o Ba(z) Bjsy()—¢ o o

o B1(.2:) Bu(x) Bn-l-i () —"!’ °

0 o Bi(x) Boe) ..o ool B,(2) B (v)—¢

Ce déterminant, développé, donnera lieu a une identité

(24) R, 4)=[Ci(2) + Co(2) Y + Cs(z) P2 +... 4+ Cp(2) P2+ A(x, ¥) 0]
+ [Dy(2) + De(2) ¢ + Dy(2) 92 +... A
+(Ey(2) + By (2) 9 + Ey(2) 934-... )¢
+ (Fy(x) + Fay(z) o+ ) g 4. .. — (e, ) 4] 9,
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ol le premier membre, qui peut étre obtenu en faisant ¢ =o0, g =0
dans (23), est le résultant R(p, ) des équations

ou (23) de P=e w=e

Af(z)ym+.. .+ A, u(x)=o, Bi(z)y*+...+ By (xr)=o.

Comme précédemment, A\(z, y) est un polynome arbitraire.

Sil’on remplace dans les [ | du second membre de (24) 7 et  par
leurs expressions (22), 'identité (24) prend la forme
(25) R(g, ) =H(2, y) ¢+ H(z, y)¢:

on a ainsi mis le résultant de ¢, { sous la forme

H(z, y)¥(z, y) + H (2, y) ¢ (2, ¥),

ot H(z,y), H'(x, y) sont des polynomes bien déterminés el calcu-
lables, renfermant un polynome arbitraire \(x, y).

24. L'identité (25) peut s’écrire, en faisant ¢ = o, eten le rappelant
par la notation spéciale qu’on va introduire,

(26) R(¢.§)=H(z, y)¥ (¢=0).

Nous aurons souvent a utiliser cette identité. Elle exprime que, pour
tous les poinis (xz, y) appartenant & la courbe 9, R(p, }) et
H(z, y){ ont des valeurs identiques.

On comprend facilement le sens de I'identité (26) si 'on fait la
remarque suivante. Dans le cas particulier ot ¢ (z, y) est une courbe
unicursale, on peut remplacer I’équation

o(z,y)=o0
par des équations de la forme
(27) xr=a(t), y=>5(¢),

a(t), b(t) étant des fonctions rationnelles. Ecrire la relation (26)
revient alors & remplacer dans (25) z et y par les expressions (27) ce
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qui donne une identité, de forme ordinaire,
R(¢)=H[a(¢), b()], $[a(e), b(O)]

équivalente, dans le cas présent, a (26).

23. Soient (a,, B,), (%, B.), ... les points communs & @, ¥;
soient p,, p,, ... les ordres de multiplicité de ces points pour o,
et ¢y, ¢, ... leurs ordres de multiplicité pour ¢ ; on sait que le résultant
de ¢, ¢ a pour expression

R(¢, §) = (z— ;) (@ —ay)tss. . .,
sous réserce quaucune paralléle a Oy ne passe par deux poinis

(@ Bi)s (s B;) communs a o, ().
La relation (25) peut donc étre écrile

(x-—- a,)l‘-'ll(x—a,_,)llz’lz e = H(x, }’) ‘.IJ -4- H'(‘Z‘, }’) (P,

ou, cn faisanl apparaitre le polynome arbitraire A(x, y),
(28) (@ = o ) (& — ay)Puta .
=0z, y) + Mz, y) o1y + [W (2, y) —A(z, y) ¢]9.
D’autre part, si les courbes ¢,  n’ont pas de contacts,

(2 — o )P =Y (2 — o )Pt Tt L,
peut étre mis (n° 22) sous la forme
(29) (x—o)) P+ x — oottt . = Q(z, )b+ Q' (2, 7)o,

qu’il nous faudra pouvoir former effectivement dans un cas particu
lier important (n° 29).

Nous pouvons déduire (29) de (28) en choisissant convenablement
I'arbitraire A(x, y) de I'identité (28), qgue nous savons écrire.

En fait, la question n’offre pas de difficultés. Elle est méme toute
résolue, pour le facteur x — «,, dans le cas ot I'un des deux nombres

(") Ony pourvoira en choisissant convenablement 'orientation des axes Oz
et Oy.

Journ. de Math, (7* série), tome 11. — FKasc. I1I, 1916, 3o
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Ps ¢4 se réduit i 'unité, puisque
Prgi— (pr+qi— 1) =(pi—1) (1 —1).
Considérons par exemple les polynomes ¢, {

(30) z (2 +y') —z(2'— y*) =9,
(31) x*—dzxy -+~ 61 =1{.

A D'origine des coordonnées, la courbe ¢ a un point triple ety a un
point double; pour ce point,

p1=3, g1=2.

Les autres points communs a 9, } sont des points simples. Le
résultant des premiers membres de (30) et (31) contiendra donc le
facteur z° qui devra étre ramené & z*. iliminons & cet effet y cnlre
les équations proposées, qu’on écrira

z(z +1)y*+ 2 (r—1)— 0 =o,
6yt—5Sxy +a*— ¢ =—o.

Il vient
[z(z+1) (22— ¢) — 6(z*(z —1) — @) |*+ 2323 (& + 1) [23(x — 1) — 0] = o,

[Z(—b5z+7)—2x(z+1)Y+6pP+ 23232z +1)[2¥(x—1)—0] =0,
22852 — 3) (bxz — 4) — 2z (x4 1) (— Dz + 7)) + &2 (2 + 1)*?
+[1223(— 52z +7)— 252 (z +1)]o —122 (2 +1)0Y + 36¢2=0,

ce que nous écrirons, A(x, y) étant arbitraire,

(32) 22%(52 — 3) (52 --4)
=[22*(z +1)(— 32 +7) — 2 (2 +1)*b + A (z, ¥)9]Y
+[2}(85x —59) + 122 (z +1)4—360 — M(2, )]e.

Prenons
(33) Wz, y)=6x(x~+1);
nous aurons

(34) [rex(z+1)— Az, y)]b—360
=6[z(z+ 1) —60]
=6[z(z+1)(6y*—dzy + 2?) —b6x (2 + 1) y?*— 62% (2 —1)]
=6[{x(x+1)(—52y +x%) — 623 (x — 1]
=—6x*(52*+3xy —7x+5y);
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portons dans (32); il vient, en remplacant, dans le premier [ | du
second membre de (32), §, ¢ par leurs valeurs (30) et (31) et A (x, y)
par sa valeur (33), et en supprimant le facteur x* qui apparait :

2zt (b —3)(5r—14)
=22 (z+ ) (—Sx+7) — (x +1)*(6y*— 52y + 2?)
+6(z +1) (2 + 2y’ — 2+ y*)]Y(2, ¥)
+ [2(832 — 59) —6(5x*+ Sy — 72 +5y)]o(x, ¥),

ce qui est la forme (29 ), avec

PV —=
en évidence.

26. Voici quelques remarques propres a simplifier le calcul de
I'identité (29), la formule (28) étant prise comme point de départ.
Nous y trouverons I'occasion de préciser, en certains points, les poly-

nomes H(x, y), H'(«, y).
27. Démontrons d’abord cette proposition :
Il suffit de prendre pour A (x,y) un polynome tel que

H(z, y) + M=, y) o(2, ¥)
admette le facteur

(z — ag)(P==0 (2 — o, )P, |

En effet, dans cette hypothése, la formule (28) devient

(33) (z —o)h(2 — ap)Pala. ..
=(x — a,) "0 (2 — o) (PN Q2 y) (2, y)
+ [ W (2, y) — 2z, y) Y (2 ]9 (2 ¥)
ot 'on a écrit

(36) "1(»’0,)’)+3(w,.}’)<?(-'€,}’)
= (& — oy )P ™NL=N (@ — g, )Pa= =D Q(a, y).

I'identité (35) montre ensuite que
[H (2, ¥) =Mz, y) Y2 )] 0(2 ¥)

est divisible par (z — a,)" 7" (g — o, )",
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Il s’agit d’¢établir que c’est le cocfﬁ.cient de 9(x, y) qui admet ce
facteur. Or, en particulier,

[H (o, ) = Aoty y) $ (o, y)] (s, )

est nul, quel que soity (35); mais 9(«,, ¥) ne s’annule que pour
certaines valeurs 3,, f,,, B,4, ... de y, qui sont les ordonnées des
points ot la droite 2 — «, = o coupe ¢; donc ¢(a,, y) n'est pas nul
quel que soit y et c’est

R (ay, y) — A, y) Yoy, y)
qui posséde cette propriété; par conséquent, c’est bien

. W(z, y)— Mz, y)¥(z, y)
qui est de la forme

(37) H/ (-x,)’) )L(x,y) QJ(x,y) — (1’ _ a,)""‘“""-”(w — Otz)(”’""“'/"_”.,.Q’(,’!’, )/),
si 'on porte dans (28) les valeurs (36) ct (37) de H+ Ay, H' — A,
on trouve, aprés réductions,

(2 — a0z —ay)*r+ .= Q(z, )Y + Q' (x, ¥) 9

la forme (29) est ainsi déduite de (28) par le seul fait que A(z, y)a
été choisi comme on I'a annoncé.

28. Montrons comment, dans ce cas général, on choisira \(x, y)

de maniére & rendre H (w, y) + N(x, )9 (x, y) divisible par
(,1; —a, )(p,—l)u/.—l)(x. — oy )l/),—l)((/,—l). .

Ne nous occupons, tout d’abord, que du facteur (w — o, )7 "",
Ecrivons (28)

(x—al)f’:fli(x — u2)P5’/=, ..
= [l]pll/l—']l(w’ y)+ )/ru/.-p.—t/.("”’ Yoz, Y)Yy (2, ¥) + (H'—2)e.
Par hypothéses : 1° g, (x, ) admet un point multiple d’ordre p,
et q;,h(x, ) un point multiple d’ordre ¢, en (a,, §,), ce que rap-

pelleront leurs indices; 2° A(x, y) devra étre choisi de maniére
que (28) soit réductible a la forme, intermédiaire entre (28) et (29) :

(38) (x— o)) +at(x—ap)eta, . . =K(x, y) 4+ K'(x, ¥) ¢,
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ou K, _,(z, y), K'; ,(x,y) ont respectivement un point multiple
d’ordre p, — 1, ¢,—1 en (&, §,).
Multiplions (38) par (z — &, )"~"“="; il vient

('Z‘ — )/:,v,‘ (-’D-—-O(.z)l"'/". ..::(.r— d]);p,—h(t/.—l) I(l,l—l ‘P:;, -+ (.1,__ oy )l/q—lltl/.—ll‘(:l‘_1 93
comparons avec (38); il en résulte
Wpiymy (2, )+ Dpipi=pi=g, (22 7)) @p, = (& — oyl DK,

”I’vql"'/l('r’ y) + )\/‘i'/l_/’l—’/i(‘z’ y) (Pl’u(x’ .}’) '___ K/’i—‘ (x’ -y) .
(@— o)1 (@ — ag = (@ — o) (@ — ey )P

¢ K/'o“l
(& — oy ) ’ (& — oy )t

un point multiple d’ordre p,, p,—1 en («,, B,), il en résulte

Iz, y) Mz, y)
(x_.al)/’x'/s—//l (,[:_. a,)/':’/l‘/’l"’/l

Mgompns (5 ) ont respectivement des points mulliples d’ordres
Pidi—4q0 pig—pi— ¢, en (a,, B,), comme le rappelleront leurs
indices, et de méme en (@, §.), ... Les polynomes H,,_ (2, »),
Nopi—pi-4.(@5y) sont par conséquent de la forme

étant finis, puisque ¢, K,_, ont respectivement

fuc

le sont aussi etque H, _ (z,y),

U= (2 y) = (2 — o)M= Ay (&) 4 (2 — o, )1 (y — b)) Ay ()
+ (2 — )Py — B P Ay () +. L
+(z—a)(y—F )/","-'/'_1"\/1.7.—7,—1(x)
+(r—75 )P"/‘-’/’AI'«’/F“/!('”)_F(-V“ ‘B')l"//’—'h“A""/'—’/‘H (@)4eees
)‘l’-’h—l’--'/i (2, ) = (x— oy 1= By () + (2 — o)== B () +...
+(z—o) (y — B )')"/'_/"_’I'_—lBp,r/‘-p.—:/,—l(‘z')
-+ ()’ - ‘31 )/"'/‘—,"—'/’ Bl’t’ll—'/’l""h (‘z')
A+ (y — By reoTH B,,,(,I_,,l._q,.,.;(.l‘) ...,

¢,,(%, y) ttant lui-méme de la forme
O (2, y) = (2 — o) Co(2) + (2 — o) (y — B1) Ci () +...

+ (2 —a)) (y =L Cpmi(z) 4 (y — Br)r ), C(2)
(=B Gy (@) +.

Ay(x)y, A(z), ...5 Bo(ir), B (), ...5 Cy(x), G, (x), ... sont des
polynomes cn x, qui ne sont soumis & aucane condition relativement
au point (e, B,).
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Ces termes

(z— a1t Ay (@), (22— )=t (y—Bi) Ay(2), ...,
(2 — agn0=t=P(y — By ) A, 4 de H

admettent le facteur (z — a,)P—"@="; il en est de méme, dans le
produit Ap, des lermes en (& — o, )P0, (x— o, )04t L .,
(x — o) )P#=9—P—'y il reste donc & écrire que les termes en
(% — a,)rd—%~P. de H — Ao sont divisibles par (z — &, )P9—9=P+ .,
ce qui permettra de dé¢terminer comme il convient

Bo(z), By(2), ....

Nous obtiendrons ainsi la forme intermédiaire (38); puis nous
Pécrirons
(2 —a )= (2 — ap)uh=...= [K(z,y)+p@ 3)o@ Nz ))
+[K' (@, ) — (2, ) b=, )] 9(, )
et nous déterminerons u(z, ), comme nous avons déterminé A(z, y),
de maniére i rendre
Kz, ) +p(2, 1) 0(2, )

divisible par (z — a, )P=—="%~" ¢t ainsi de suite, jusqu’a ce cue nous
arrivions 4 une identité

(2 — eyl (@ — o)l =... = Q(z, y)§ + Q'(z, ¥)9,
ou tous les facteurs du premier membre soicnt réduits 4 la forme

(x — ai)Ptiet,

29. La question que nous aurons a résoudre n'est qu’un cas parti-
culier de celle qui vient d’étre traitée, comme il a ¢Lé dit plus haut.
Les identités équivalentes

(z— a) i (z— o) =...= [H(x,y)+ (2, y)olY
+ [H'(z, y) — A (2, ¥)]¢»
(2 —a) 0z — o) =... = Q(2, )} + Q'(, y)o
donnent lieu & celles-ci, dont nous aurons & nous servir,

(39) (z — o)t (2 —ag)oe=...=H(z, y)¢  (¢=0),
(o)  (z—aypi—t(z —)+ti=...=Q(z, y)¢ (¢p=0),
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qui supposent essentiellement que le point (x, y) est astreint a rester
sur la courbe
9(z. y)=o.

Or, la réduction de (3g) & (40) peut se faire directement.

1° Il est des cas o elle est immédiate. Par exemple, reprenons la
relation (32); écrivons-la

22°(dx—3)(Sx—4)=[22%(x+1) (—Fx+7) — 2 (z+1)2d]Y (9 =0);

on voit que le facteur x* apparait de suite; en remplacant ¢ par sa
valeur (31), on a

2zt (Sx—3)(5x—4) =[22(@+1) (—Bx+7) — (z+1) (x> —5zy +6)*)]Y

. (¢ = o),
ce qui est la relation (40).

2° D’ordinaire, quelques calculs, assez simples d’ailleurs, sont
nécessaires. En voici un exemple, nous en rencontrerons d’autres plus
loin.

La relation (32), ot I'on suppose = o, donne lieu 4 celle-ci :
22 (32 —3) (3x — §) = [+*(852 — 59) ~— 360]0 (b=o),

ou il s’agit d’abaisser % & x°.
Tout d’abord, remplacant ¢ par sa valeur (30)dansle [ ],ona

[2*(85x — 59) — 36z (x +1)y2— 3623 (z —1)]0
[ (fgx —23) — 36(x +1)y*]e
(4v) - z[a?(fgz—23) —36(z + 1)y +2(x, y) ¥(z, Y)]e
( =z|2*(49r — 23) — 362y?
+ (M2, p) (2, 9) —3672)] g

k 228 (52 — 3) (bx—4)

I

Il s’agit, visiblement, de trouver une relation
Mz, y)§(a, y)— 362,

ou x entre en facteur, el nous savons & priort, par la théorie génc-
rale du n° 23, que cela est possible. Dans le cas présent, il suffit de
prendre

INEN y)=6;
on aura :
Mz, yYd(=, ¥) — 36y'=— 3oxry + 62?;
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(41) devient alors, en divisant par z*,
(42) 2&4(Sx—3)Saz—h)=[z(hgz—23) —6(z+1)(5y—=)]¢ (b=0).
Si nous comparons cette formule avec celle-ci

22452 —3) (b —4)
=[22(z+1)(—5z+7)— (z+1)* (6y*— Sxy + a*)
+ 6(z 4+ 1) (24 xy — 2+ y2) b (x, ¥)
+ [z (852 —59) — 6(Sx*+day — 72 +5y)]o(z, ¥),

obtenue au n® 28, nous devons retrouver (42) en faisant = o dans
la précédente; il en est bien ainsi, car

z(85x — 59) —6(52?+-S5xy—7x+3y) = x(fjox—23) —6(z+1) (By — ).

JORNES DIVERSES DE La FRACTION RatioxneLwy FLZ2d)
FORMES DIVERSES DE LA FRACTION RATIONNELLE ————— -
yACIN D]
30. Je puis maintenant donner la solution compléte de la question
suivante, qui joue un rédle essentiel dans la théoric des courbes
gauches T, représentées par deux ¢quations de la forme

Wz, y)

43 x,y)=o. s= T

(43) (5 ) 72, ¥)

quelles sont les conditions que doivent remplir les polynomes
Yo (xy ¥), L4z, ) pour que la courbe algébrique T, dé finic par le
systéme (43), puisse élre aussi représentée par le systéme

” —_ -_\Pl(‘ray)‘)
(44) o(z, y)=o, S = ';;—(—;’5/—5 ?

Le cas ou ¢, J d’une part, ou bhien 3, 7 d’autre part, onl des conlacts
sera exclu de ce Mémoire(n°22), mais b, 7 pourront avoir des contacts,
et cela a une grande importance : la restriclion imposéc n’entraine
pas que I' soit dépourvue des points singulicrs cui peuvent corres-
pondre aux contacts mutuels de ¥, y (n° 20).

La question que nous allons étudier a son origine dans cette

Vi
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remarque : le systéme (43) est équivalent & celui-ci :

_ MU v)+p(a, y) oz, y)
pley)=o, ST M, ) 4w y) + vz, yye(m )

ol Az, y), u(z, y), v(@, y)sont des polynomes arbitraires.

31. Considérons les trois courbesip'lané',s;
o(r,y)=o0,  Y(z,y)=o, - v7(x, y)=o.

On peut ranger leurs points communs dans les catégories suivantes :

1” Les points (¢ = a;, y = ;) communs a 7, ), mais ol ¥ ne passe
pas; nous les supposons multiples d’ordre p; pour g, d'ordre ¢;
pour ;3

2° Les points (@ = vy;, y = ¢;) communs & 3, 7, ol Y ne passe pas,
multiples d’ordres p; pour ¢, r; pour v;

3° Les points (x=¢, y =), communs & 2, ¢, 7, multiples
d'ordres p, pour g, ¢, pour ¢, r, pour 7.

Les points communs a ¢, 7, ol % ne passe pas, sont sans intérét ici.

On suppose, comme précédemment, que les axes Oz, Oy sont
orientés de telle sorte qu'une méme paralléle & Oy ne passe que par
un seul des points communs & %, 4 ou un seul des points communs
4 9, 7 ou ay,, 7. Les conclusions montreront que c’est au point
de vue des calculs pratiques, seul, que Oz, Oy doivent étre ainsi
choisis. Notons cette conséquence : la droite x = ¢, recoupe ¢ en
des points (z;, {;;) qui n’appartiennent ni &, ni a 7.

22. Soit le polynome
M(z, y)d(z, y) +A(z, y) oz, y),

oit M(z, y), A(z, y) sont arbitraires, sauf les conditions suivantes :
M(z, y) a en chacun des points («;, §,) un point multiple (') d’ordre
p. — t et en chacun des points (¢, 3;) un point multiple d’ordre p,—1;
A(x, y)aen(a;, () un point multiple d’ordre ¢; — 1 et en (¢;, {,) un
point multiple d’ordre ¢, — 1. [.e polynome
Sz, y) =My + Ao+ A2, y) (& — oy )P1+11=1 (2 — oy )P2rai=t, |,
X (& — & PrHIt (2 —m gy) Pt

(") Cf. note (*), n° 9.
Journ. de Math. (7 série), tome 1I. — Fasc. IV, 1g16. 31
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ol A(x,y) est quelconque, sauf qu’il ne passe ecn aucun des poinls
(25 B:), (&iy ), 2 donc un point multiple d’ordre p; + ¢i — 1 en(a,, B),
un point multiple d’ordre p,+ ¢, — 1 en (g, ) el peut (n® 22) éire
mis sous la forme
MU+ Ao;
il en résulte
7.(.L', ),) ( — o )/t’,-{-r/’,—l (x — ag)p'-_,-’—t/l_,-—l. .. (.Z‘ _ sl)pﬁ-//,—l (4 — az)/'_‘-h/._.—-i. ..
=(M,— M)y + (A, — A)g

ou

(43) (@ y) (& — o it (w—on )i+ 73t L (& —gg )t (0 —gy )P L
=Q(a, )Y+ Q' (x, ¥) 2,

et I'on sait que Q(«, ) a un point multiple d'ordre p; — ten (%, 3,),
un point multiple d’ordre p, — 1 en (g, ) (n° 22).

De méme
(46) (@, y) (@ — p Y+ @—yu T — g )R (T — ey )

=P(z, y)y +P'(z )9,

olt P(x, y) a un point multiple d’ordre p;/ — 1 en (¥, 2,), un point
multiple d’ordre p, — 1 en (g, J).

Les caractéristiques des divers polynomes en jeu sont indiquées
dans le Tableau suivant. Nous y ajoutons celles de deux polynomes
P, Q,, dontil va étre queslion :

; (aq 8 (vad.) (205
Qe i pi pi
! '.!J ............... (/: o qi
AR o ry r
Mool pr—1 0 pi—1
Ao 7, —1 0 Gqi—1
MJb+Ao.. . ..., Pitqi—1 0 pitqgi—1
(r) S Pt gi—1 0 Piqi—)
) 0 o 0
M, ............. p—1 0 pi—1
S q.—t 0 gi—1
P o pi—1 Pi—1
Q. v, —1 0 pi—1
PPy 0. p— pi—1

\ Qivveenennn.. pi—1 0 pi—1
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11 résulte de (45) et (46) que
Yo y) (2 -—a Piri=1(z — o, W+0i=d | (z—e, ) (2 —eg). .. P2, ))
2 (L, y) T (=g W (@ — g T (2 — ) (2 — &) Q2 )
(¢=0),
4, el 7, sont done de la forme

Ui (2, ) = (2 — o) P (@ — g )P+ (2 — gy ) (2 — ey) . P (2, ),

£ (2, §) = (8 — g Pt (o — g L (2 — ) (2 — &) QU §),

D’aprés leur formation, les polynomes P, Q sont, dans une certaine
mesure, arbitraires. Démontrons la proposition fondamentale que
voici :

On peut prendre pour y(x,y), 7.,(x,y) deux polynomes de la
forme

bi(e, y) =(z—a, )P+t (e — )L Py, ),
e, y) =(z—p )=t (w—g). . Qu(a, y),

sous condition que P, (x, y), Q,(«, y) sotent définis comme il suil:
lun des deur polynomes P,(x, y), Q,(x, y) est arbitraire parmi
les polynomes P («x, y) qui ont des points multiples d’ordres p; —
en (v, 6), pi— 1 en (&, L) el les polynomes Q,(x, y) qui ont des
points multiples d’ordres p; — 1 en (a, 8,), p.— 1 en (g, (,), confor-
mément aux caractéristiques du Tableau T

Soient P, Q) deux polynomes vérifiant I'identité

(47) (w—g )= —g)Prra-t (2 —p)iri—t= . =Py + P,
que nous savons formcr.
Soit
G1> 1y, P2 < ra,
(48) Yr="ry+ Sy, Ga==rFg— S}

multiplions les deux membres de (47) par $Q,;0na

(_19) (J) —€, )p,+/-.—! (JL‘ —&, )[)._.—:l'u—l . (J,"——'/, ),x",-&-l'".—! . ‘-}»‘Ql

=(P¢Q) 7z +(P'$Q))e.

Le polynome { a un point multiple d’ordre ¢, en (¢, {,), un point
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multiple d'ordre ¢, en (&,,;), ... et ne passe pas en (v,,8,) ...,
comme le rappelle le Tableau T'; Q, a un point multiple d’ordre p, — 1
en (¢, {,), un point multiple d’ordre p, en (¢, {,) et ne passe pas

en (v, 8) (") ....

D’autre part, en raison des caractéristiques, qu’on vient de rappeler,
de ¢, Q,, 'expression

(& —y I+ (2 —ea) YOy,

d’ou le facteur 2 — ¢, est exclu, a un point multiple d’ordre p] +r} — 1
en (Y, €,)y .«vy U point multiple d’ordre p, +~ g, —1>p,+r, —1,
(48) en (&, ¢,), un point multiple d’ordre p, + ¢, + s, — 1, ou (48)

P2+ rs—1en (&, ), ... et peut, en conséquence, étre mise sous la
forme

(2 — g Wi (2 — )4 Qy=Hy + Ho;
cela permet d’écrire (49)
(& — e )@ — gy )t (Hy, + Ho) = (P Q) + (P'4Qy) 0,
ou, en raison de (48), (@ — ¢,)*"" a été départagé en deux facteurs
(x — )t (> — gy ).
Il en résulte I'identité suivante :

[(z—g )z —e)m*t . . H~PLQ,]y
+[(& — &) (@ — e )+t H —P'YQ, Jo =o.

Le polynome o n’ayant pas de facteurs communs avec y, on peut le
supposer, divise

(2 — &=t (2 — g Pt H — PUQ,
qui se trouve étre de la forme K'o, d’ou

PYQ,= (2 — &)+t (2 —g,)P+0—1, . . H—K'o.

() Si Q, a un produit multiple en (y,, d,), les conclusions que nous allons
trouver ne sont pas modifiées. Cette particularité sera rappelée au n® 35,
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Portons cette valeur de P4 Q, dans (49); il vient

(50) (2 — & )/},+1‘,—1(x_52)lla+l‘a—l. .. (x — }’x)'f'"'"'l"" . q,Ql
=(x +¢& )Nz —eg)tnt L Hy + (P'YQ,—Kiy)e;

on a, par hypotheése, g, <r,; donc
(22— )PHr—l(x — g, )1t
divise le premier membre de (30) et divise, par conséquent,
(P'dQ.—K'y)o.

Or,  qui ne s’annule pour x =z, qu’aux points (z,, ¢,) et (¢, ;)
ou la droite x =¢, coupe ¢, qui ne s’annule de méme pour x=¢,
qu'aux points (g,, §,), (24, £,;) ou ladroite z = ¢, coupe 9, etc. n’est
pas divisible par

(z—&)(z—es). .3
c'est donc que

PyQ,—K'y

est divisible par (x — & )P (x — &,)P*~" ..., el se trouve étre de
la forme

P'yQ,—K'y = (z—g )+ (2 —g)+nt K(z, y),
el cela permet d’écrire (50) ‘

(z —&)h...(x

yOPFFI= Q= H(z, y)y + K(z, ¥)o;

il west d'ailleurs pas possib[é de pousser la réduction plus loin.
Il en résulte, dans I’hypothése de p = o,

Y(zy) H(z. y) (0=0)

w{z y) T (x— Tl (2 — ) L Qy (2, ) F=0h

_ (x—¢e)"(x—g)r...H(z, y) (o= o)
(z—yp ™=t (2 —g ) (z—e):..Quz,y) ?=

et
(51) gz y)=(z—y)P*i=t (2 — &) (2 —&)... Quz, ¥),

ot Q,(x, y) est simplement assujetti & avoir les caractéristiques du

Tableau T.
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On pourrait faire des calculs analogues sur I'identité

2 — o PFI (g — W) | (2 — g )P (2 — &, )Pt
1 2 1 2

==y +Q(2, 90

dont on aurait multiplié¢ les deux membres par 4 P,, I, ayant les
caractéristiques énoncées au débat, et cela montrerait que {4, (i, y)
est lui-méme de la forme

(32) (2, ¥) = (2 — a1 (s ) (2 — )% Py (2, ).

Revaroues. — L. La marche des calculs montre que les conditions
énoncées pour ', 1., sont nécessaires el suffisantes.

II. Les polynomes 1,, 7, étant liés par la relation

Y_

=0),
= (p=0)

un seul des deux polynomes b, , est arbitraire, dans les conditions
fixées.

II. Si¢,>r,, q.<r,, on prendra

(53)  qul@, y) = (@ — PP (@ — e )L Qe ),
(5%) 4’1(-‘3, y)=(z— ay W=t (e — g )L Py (e y).

IV. Il n’est pas inutile d’écrire

.. Y=y
ou (51, 52)

Yz —y i+t (=) Q= (z— )Pt (2 — ). Py,

puis

(z .:Pa,)q,'(x— 7P (=) —(TU_:%‘TW: = (e =) Py,
(g —a) = (@ —a L (@ =) —l;:)f"-'~' =k
(xje,)fi‘ (@—y it (a:——(g:)m—' = (a1 '“l::)""i (® js’)r"
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et de constater que, conformémentaux caractéristiques du Tableau T,
tous les termes de la premiére identité sont finis en (o,, {3,), tous
ceux de la seconde en (y,, 2,), et ceux de la troisi¢tme en (<, {,).

V. Ou pourrait démontrer la deuxiéme partie en supposant, dés
le début, ¢ = o (n° 42); mais on masquerait ainsi certains pointsint¢-
ressants.

33. Cas earticunters. — 1. St la courbe gauche 1" r'a pas de
points al'infini dans la direction O 5, les points (y,¢;) n’existent pas;
de plus,

qiZri;

donc (53), 7, (x, y) seréduit a

Yu(z, ) =Qi(x, y):

la courbe vy, est alors quelconque parmi celles qui ont en (o B;)
un point multiple d’ordre p; — 15 en &, C;, un point multiple d’ordre

Pi—T.....

If. S/ la courbe gauche T a des points @ Uinfini dans la
direction Oz, mais n’a pas de points singuliers vrais, les
points (2 B;) sont simples pour p (n° 21); donc (33)

Ta= (2 — P (@ — )L Qi y),

ot (Tableau T), Q, est simplement assujetti a avoir en (e, J.) un
point multiple d’ordre p:i— 1.

II. Tukorime p'HaLeuen. — Si l'on suppose que la courbe T' n'a
ni points a Uinfini dans la direction O s ni poinis singulicrs vrais
. ’ 3 ’ . ; 'y > ;

el, en oulre, que ¢ n'a pas d’autres smgulaltles que des points

doubles, on voit, en réunissant les résultats qu’on vient d’obtenir

(I, I1l) ot l'on fait, de plus, p,= 2, que y, est alors une courbe

quelconque, simplement assujeltie & avoir comme points simples
les points doubles de o ok passent Y, y.
4 -

En effet, dans I'expression de y, écrite (1), les points (v,¢,)
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n’existent pas, non plus que les points (&, () ou r,>¢,; puis
Q,(=z,y) est simplement assujetti & avoir comme points simples
les points (¢,%,) ou r,> ¢,, puisque ces points sont doubles pour 43
enfin il n'y a pas lieu de tenir compte pour (Q, des points (a, #) qui
sont simples pour ¢.

C’est ce dernier résultat qu’Halphen a pris comme point de départ
de son étude des courbes gauches algé¢briques ().

Formes spéciales que peut prendre y,(z, ).

3%. Les calculs que nous avons faits permettent de prendre
Qu(z, y)=(z — o, )'="e . (z—g )t
Dans ces conditions

Y(z y) _ (2 —a Pi+ii—t, (2 —~g)h.. . Py(a, ¥) (0 =0)
2@ y) T (@—y P (=) — oy )T (e —e )P ?=

ou, aprés disparition des facteurs communs,

Way) | (z—a)h.(e—g)n...
2(2, %) (x— 7!)"""""""". (L — gy )Pt

P{x, ¥) (¢ =0);

. . Y(x . , . \
la fraction rationnelle ;Ea‘:; est ainsi ramenée au produit d'une
. S

fraction rationnelle en z par un polynome en («, y).

Voici une conséquence intéressante de cette forme particuliére
4
de <
D’apres le Tableau (T),

P (z, ¥)
(. — 7y, it

est fini en (y,, ¢,); pour que

[ P(z.y) ]
(;l' - yl )/"i+’.,‘~l Y1 61

soit fini, il faut que r} soit nul.

(1) Havpmen, loc. cit., n° 3.
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Cela implique que les points (y;, &;) communs & ¢, ¢, mais ol y, ne
passe pas, n’existent pas.
D’autre part, pour un point g;, commun a ¢, , 3, on a

[(1'—51)”"1)1(33.)’)] _[(a’»‘—si)"‘ Px(-’ﬂ,.}’)] ,
cade

(2 —e)rer=t gz (e —e)i (2 —e)r!

[ Pz, v . . . .
ou [WLS’),,)_—,] est fini; l'expression écrite sera donc finie si, con-
— &)™ € &

dition nécessaire et suffisante,

q.2ri.

Examinons les points (&;, {;;) ot la droite x = ¢; recoupe 9, et qui
comptent parmi les systémes de valeurs que peuvent prendre (x, y).

Un tel point (g;, ;) ne peut &tre que simple pour 9 (n° 31); pour
que [@5;%,)_:1—‘]; . soit fini, il faut que P, (=, y) admette (¢, &;)
pour point multiple'd’ordre pi—1, sig et P, n’ont pas de contact en
ce point (n°9).

Finalement, les fractions rationnelles i—%‘%’—j’% de x et y, ot

et y sont lices par U'équation p(z,y) =0 (¢ et {, ¢ el y n’ayant
pas de conlacts) qui restenl finies pour toutes les valeurs finies
de x et de y, peuvent étre mises sous la forme

Pl(ma J’)

(z—¢&)PL, . (2 —eq)Pi!

(=g )5 (2 — €)%, . (X —£g)%
(S1y S2y + v Su20),

€4y Eay +eey €y Elant les abscisses des pointsde multiplicité p,, ps, ... Pa
de o et P(z, y) étant un polynome qui admet les points (e, (),
(g4 §ij)y +o. comme points multiples d’ordre p;— 1 (') : on suppose
qu'il n'y a pas de contact en (¢;, {;;) entre 9, P,; §'il y a contact, cette
proposition est aisée & généraliser (n° 9).

(*) Ce théoréme est donné, quand ¢(z, ) n'a que des points doubles, dans
E. Picaro et G. Swart, Théorie des fonctions algébriques de deux variables
indépendantes, t. 11, p. 11. '

Journ. de Math. (7* série), tome 1I. — Fasc. 1V, 1g16. 32
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38. Si9(x, y) aun point multiple (8, n) d’ordre s, on a

o2y y)=t1(x—0)F+e(z—0)"(y—n)+...,

%% =&y (& — 0) 1+ (s —1)gso(x — 0y (y —m) +..
o .
—0—5,-_.85'2(.’&—6) i-—}-...,

. Jdo do .
ce qui montre que les courbes gz = %15, =© ont chacune un point
multiple d’ordre s — 1 en (0, 7).

De plus, en rendant ¢(x, ¥) homogéne au moyen d’une variable z,
ona
9 _ de 0

mdx+y7 +z—(}—z-:m(p(x,y, 5),

ol m est le degré de la courbe g(z, y) = o; donc

de _ de _ 9de
'(E""mq’(w’)’)_w’a;—,}’wy
o 9 9¢
5 . ez y) ox ay .
=0y "{x—0  Fw—gp Yz =gy

La courbe 9 ayant un point multiple d’ordre s en (0, 1), m (;{;(_L’e;)_—,

tend vers zéro quand (x, y) tend vers (9, ), cependant que

9 9%
- 0z dy
(z—0)—" (z—oy-!

tendent vers des limites finies, puique (0, v) est un point multiple

de 99
@_
ds
(2 —6)" oy
9¢

o9z’ dy’
est fini; donc 5 a un point multiple d’ordre s — 1 en (6, 7).

d’ordre s — 1 pour
Il en résulte que

. do 09 Jd¢ _ .
Les polaires %> 9y 9z de ¢(x, y,5), ont donc toutes trois pour
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caractéristigues (Tableau T) p, —1, pi —1, p;—1 et lune quel-
conque d'entre elles, indifféremment, peut étre prise pour P,

ou Q, (*).

36. Il ne sera pas inutile de donner un exemple des réductions qui

g

viennent d’étre indiquées et de la maniére pratique de conduire &
bien les calculs compliqués qu’elles comportent.
Considérons la courbe gauche T définie par les équations

(53)

Iei
(56)

(57)
(58)

5 x4 y:—y=o0
o (y—)(@wy—ax)
[*= ey T o= 7

e(z, y) =2+ y'—y,
Y(z, y) =(2y — 1) (2*+y*—27),
x(z, y)=(x —y) [z(2*+ y?) + 22 — *].

(*) ¢f.

la seconde Note du n° 32.
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‘La courbe ¢ est une circonférence tangente 4 Ox; sen centre a
’ 1
pour coordonnées o et -

La courbe ¢ est formée de la droite ¢, =2y —1=o0 et d'une
courbe ¢, symétrique par rapport a l'origine, ou elle a un point
simple; elle y est tangente & Oy.

La courbe y est formce de la droite %, =y —w =0 el d’une
strophoide 4, ayant un point double & I'origine : 7 a donc un point
triple a 'origine.

37. On verra plus loin (n° 44) que la courbe T est formée par
une courbe gauche du sixiéme ordre, complétée par deux droites
paralléles & Oz. Elle n’a pas de points singuliers, ni vrais, ni ap-
parents, puisque ¢ n’a que des points simples; mais elle a des points &
Pinfini dans la direction Oz, se projetant en (y,, ¢,), (Y, %), n® 41,
2% eten (g, (,), n°41, 3°. Nous sommes ainsi dans le cas II du n° 35.

38. Résuliant de ¢, b, — Eliminonsy entre

(59) 2+ yr*—y=o (y=y—a?),
(60) (2y —1)(2*+ y*—2z)=o,

en procédant comme il suit, en vue des calculs & venir; transfor-
mouns (60) en tenant compte de (59 ) :

(2y—n)[2*+y(y—a*)—22]=0 (9=o0,y=0),

(2y —1N[x*—r*—2x+y(1—2*)]=o0 (e =0, y =0),
2y(t—zt—2x)+2(y — ) (1— ) =2+ 2?4+ 220 — y (L — &*) =0
(¢=0,¢y=0),

(61) y(ex*—322—fjz+1)+2x*—xt—at+22=0 (¢ =0, ¢ =0);
on peut tirer ¥ de cette équation et porter dans (59); il vient, aprés

réduction et décomposition en facteurs,
z(z+12(fat—1)(22°— 722+ 8x —2) =0 (p==0, ¢ =0).
Oa sait que le premier membre de cette équation n'est autre que le
résultant R(g, ¢) de ¢, §; donc

(62) R(9,¥) =2(xz+1)2 (42 —1) (223 — 722+ 82 — 2).
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39. Résultant de ¢, y. — En procédant comme pour 9, ¢,.0on a
(z—y)[zy+ 2~ (y ~x?)]=0 (9=o0,y=0),
(z—y)[2x®*+(z—1)y]l=22+x(x—1)y — 222y — (2 —1) y?=0

(9=0, x=0),
2t —z(z+1)y —(z~1)(y—2) =0 (p=o,y=0),
(63) 223z —1)—y(ri+22—1)=0, (¢ =0,x=0);

la valeur de y, que donne cette équation, portée dans (59) conduit a
(64) R(¢, 2)=2*(22—1) (52 —1)  (9=0,1=0).

40. Formation de la relation
(65) R(g, %) —H(z, y)x —HW(z, y)9=0
ou, plus simplement de celle-ci, gu’il suffit de connaitre,
(66) R(p, x) —H(z, y)x=0  (¢=0).
Nous pourrions obtenir (65) en éliminant y entre

+yl—y—9=0, (z—y)[z(z"+))+at—y]—x=o,

comme il a été dit au n° 24. Nous obtiendrons donc (66) en éli-
minant y entre

(67) xz—*-yz_ytoi
et
(68) (z—y)[=z(2*+ y*) + 22— y*] = q.

Le calcul a été fait en partie au n° 39, sauf qu'au lieu de (63), il
faut écrire
23z —1)—y(2*+22—1) =1 (¢ = o).

Tirons y, portons dans (67), il vient

Nz 2x—1)’ 4+ [ (3 —1) — ¢ PP— [2' Bz — 1) — y](2*+ 22 —1) =0
(p=0).

Le terme indépendant de y est R(9, y), déja calculé; on a ainsi, en

développant, .

Ry, ) —[22*(3z —1) —2?—22 +1—y]x=0 (9 =0);
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si 'on remplace, dans le | |, y, par sa valeur (68), il vient

(69) R(e, x)—|62*— 32— 2241
—(z—y)[®(@+y)—a'—)yl|{x=0  (¢=0),
ce qut est la relation (66).
Nous verrons, au n° 41, que nous n’avons pas & former la rela-
tion (40), car (39) que nous venons d’obtenir en (69) lui est équiva-
lente, dans le cas présent. Mais il importe de réduire (6g), en se

servanl de (67) pour faire disparaitre y* et y2. On remarquera a cel
effet que, dans le calcul de R(gp, %), on a écrit (63)

(z—y)[z(2+ ) —2*—y ] =2} (32 —1)— y(22+22 —1) (@9 =0);
donc (69) la relation (66) est ici

(70) R(p, p)=[6xr*—32*—22+1—2?Bz—1)+y(22+22—1)]y (¢=0),
=Bzt —2a?—2x+14+y(22+22—1)]y (e=0).

41. Points communs & 9, } (7 exclu), o, y ($ exclu), (g, ¢, 3)-
— Les expressions (62) et (64) de R(g, ¥), R(g, 7).font voir que :

1° Les courbes ¢, J (y exclu) ont en commun les points d’abscisses

1
oy ===~ o, =—=—1
2

et a4, o, o, racines de I’équation
] 22 —n2!'4+ 8x—2=o0;
pour ces points
PA=Pa= Py =p= P =10,
71=q2= 3 =¢, =P =1;
on aurait leurs ordonnées en calculant le résultant, par rapport a «,
de (59, 60).
2° Les courbes ¢, ¥ ({ exclu) ont en commun les points d’abscisses
5 5
Nh= l/5“—’ Y= g;
ici,

n___..n___ N/ Py RSN
Pi=p,=1, ry=r,=1;
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3° Les courbes ¢, ¥, 7 ont en commun les points d’abscisses

&= 0, 1P—

|-

pour lesquels

Pi=Ps=1;  @=¢q:=1; n=3, =t
Lci, les relations (39, 40), o § est remplacé par y, sont équivalentes
(n° 28) puisque, dans R (¢, y) (64),

3= @M = P 2 —1= (22 —1)Ps= (2. — 1)P: "}

5 ", 0,
(x— \/T—> = (x — "= (2 —y, i+,

Nous n’avons donc qu’a nous en tenir 4 la relation (70) que nous
écrirons

(71) 2 (2z—1)(dx*—1) =[Bat—22’—22+1+y(r+22—~1)]x (p=o0).

A2. Formation des polynomes §,, y,. — Les quantités p; — 1,
pi—1 sont nulles (n° 41). Nous pouvons donc, d’aprés le Tableau (T),
prendre une constante pour Q, et (51) prendre pour y, :

n=(z—yp)(x—7.) (z—¢g)*C (¢ =o),

ou bien ~ i
0= (.z'— %E) (x+ %)x*(ﬁ’,
(72) n==z'Gzt—1)C

et nous devons arriver a celle forme dey,, en partant de (71) dont on
aura multiplié les dewx membres par G (n° 32).
On peut simplifier les calculs en supposant, ron seulement & la
Jfin, mais dés le début, que
o(x, y)=o.
On aura

2 (2x—1)(5x?—1)YC=[3x*—22*—22 +1+y(22+ 22 —1)]¢Cyx
(9 =o0).
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Remplagons, dans le second membre,
Yz, y) (9=0o)
par sa valeur, déja calculée, (61),
Y=y(20?— 32+ 4z +1) + 22— 23— 2+ 22 (¢ =0)
et y*, autant qu’il se pourra par (59) |
y=y—z (¢=0);
on aura successivement

x3 (22 —1) (bat—1)$C
=[x} —222— 22 + 1+ y(22+ 22 —1)]
x[2zt—2t— 2+ 22 + y(22°— 32— fx +1)]Cy (9 =0),
C
x3(2x—|)(5xﬂ~—|)§t—c—
=3z —22—2x +1)(22*— 23— 2+ 2x)
+ (22t — 2P — 22+ 22) (22 + 22 —1)
+ (@32l —222—2x +1) (223 — 32— fx+1)]y

+ (22 =32 —fx+1) (2 + 22 —1) y? (9 =o),
=Bz—.. )22 ' —. )+ [(2xt—. . ) (22 +.. )+ ]y
+ (222 — 32— fx 1) (22422 —1) (y — 2?) (9 = o),

et I'on obtient, aprés réductions,

x3(2x—1)(5x2-.l)%}-%

=(3at—ax*—2x+1) (22t — 23— 22+ 2x)
— 2222 — 32 —4x +1) (22 + 22 —1)
+[(azt— 2P —z*+22) (2 + 22 —1)
+ (3xt—2x?—2x +1)(22°—322— for+1)
+ (22?— 32 —4x +1) (2 + 22 —1) ]y (¢ = o).

Le second membre est rationnellement irréductible; le terme indé-
pendant de y et le coefficient de y doivent donc admettre chacun le

facteur
z(2x2 —1)
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qui doit s'éliminer de lui-méme (72); et en effet, toutes réductions
faites, on arrive a

x“(zx——l)(Sx*——l)%g
=z(x+1) 2z —1)[22*— 523+ 722+ 2 —2 + (ha3—6x2— 22 + 2) ¥]
(¢ =o),
d’ou I'on conclut, comme on le prévoyail,

Yz, y) _(z+1)[2x*—8x*+7a2+ 20— 2+ (4o — 62— 22+ 2)y]C

(73) { (@) (52 —1)G
(¢=0),
bi(z, y)=(z+1) |2zt —ba® +yx* + 22 — 2+ (42— 62 — 22 +2) y]C
(9 =0),

nl(z, y)=2z*(52*—1)CG (9 =0).

43. On peuat ict, grace a ce que la courbe 9 est unicursale, vérifier
directement la relation (73). On a en effet

; =y YT Eer (=0
ou
o . _(e——1) (£t —1) _
1° 22(dx?—1)=—=— GG (p=0),
L(t—1)(t+1)(B—3242t—2)(L2+t—+1)
o ! — =
2 V(z,}’) (tg_i_l); (? 0)’
o B =) (—t—u) _
3 x(‘x’ y)““' (t2+l)3 ((9—0)9
B4t +
4° Jz'+l:—t?_—*:]—l (CP:O)’
50 2zt — 823+ 72t +2x — 2+ (fx*— 62— 22 + 2)y
(=324 2t—2)(2+t—1)(t+1) .
- (&) ((P—o)’

si I'on porte ces valeurs dans (73), on obtient, sans qu'il soit néces-
saire d’entreprendre de nouveaux calculs, une identité.

4%. Nous pouvons constater aisément que T’ est une courbe gauche
du sixiéme ordre, complétée par deux droites paralléles & O z, parti-
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cularité fréquente dans les courbes représentées par un systéme de
deux équations de la forme

(P(x’ ,}’)':-'0, ‘:"X(x?y)_q’(x’y):("

En effet,
U, y)  e(t—= 1) (A1) (3= 32 42t —2) (L2 t+2) (£2+1)? .
ST x@n T (e41)* Bt—1)(—t—r1)

5 est indéterminé pour

t=o, (x:y:())u

les deux droites, paralléles & Oz,

z=y=u, T=y= ';,
font partie de T. Ce sont les seules, car si les courbes (¢, y) ont des
points communs a U'infini, (g, J) n’en onl pas.
Supprimons les facteurs ¢, ¢ — 1, £* 41 :

(=) (=342t — 2)(t’+t+|).
2= F(EF 1) (= (—))

Un plan quelconque
Az+By+Cs+D=o

sera donc percé par la courbe gauche

[/ A
TEETD Y=vxv
(L+1) (P =30+ 20— 2)(L+L+1)
= - ’
P+ —t—1)

aux six points (z, ¥, z) définis par le systéme qu’on vient d’écrire et
par les six racines de I'équation

efAt+-Be+-D(e+1n](—t—)
+C(t+1)(B—30+4-2t—2)(+t+1)=0.

S P



