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INTEGRALES DU PROBLEME DES TROIS CORPS. 173

Sur le (Iévelol)pcmcnt des intégrales

du problémc des trois corps.

(SECONDE PARTIE))

Par K. BOHLIN.

1. Aprés les recherches ('), poursuivies et récemment achevées,
sur la forme des développements des intégrales du probléme des trois
corps (application & ’orbite étudiée par von Herdtl), il nous reste a
donner aux séries trouvées une forme systématique et, en particulier,
4 déterminer les signes propres de leurs termes individuels. Ces signes
étant connus pour tous les termes actuellement déterminés, il ne
s’agit guére que des signes des lermes, dont nous avons eu soin de
compléter les expressions trouvées en vue d'atteindre, autant qu'il
est possible, la forme générale des séries dont il s’agit.

Abstraction faite des signes et de certains coefficients, la forme des
séries considérées dans notre cas se trouve donnée pour les dévelop-
pements en cosinus par
pi(0) Pa(2) Ps(4)

P | P2(3) |7
Pi(2) P2(4) P3(6)
P1(3) P2(3) Ps(7)

Po(0)

™ /= Pol1)

(") Voir : Sur lo développement des intégrales du probléme des trois corps
(Arkiv  for Math. Astron. Physik. Vetenskaps Akademien, Stockholm,
Bd VIII, n° 33; Bd IX, n°23; Bd IX, n° 3&k; Bd X, n° 8; Bd X, n° 26;
Bd X, n° 33), ainsi que Sur le développement des intégrales du probléme des
trois corps. Premiére Partie (Journal de Mathématiques pures et appliquées,
7¢ série, fasc. &, 1915).
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et pour les développements en sinus par I'expression analogue

g1(0) 72(2) 73(4)
q.(1) 72(3) gs(5)
o) | T a@ [T a6 |7

7:(3) q1(5) 73(7)

Tout assemblage de quatre termes dans ces expressions a é&té nommé
un complexe, et le premier groupe un demi-complexe. Dans les cas
analogues précédemment considérés sur les racines de ’équation du
cinquiéme degré (') et sur les expressions des distances de masses
s'attirant au nombre de trois (?), la répartition des signes dans
ces complexes est simplement et partout

70(0)

(2) f=|%(l)

(3)

L+ 1+

de maniére que toutes les fonctions f s'évanouissent pour certaines
valeurs de la variable indépendante, telles que pour ces valeurs tout
élément simple p,(m, n) et g;(m, n) se réduise a l'unité.

En effet, les éléments simples étant d’avance donnés sous la forme

pl(’"”n)

(4) p,(m,n):i/(m, ”),

ot p,(m, n) désigne la valeur particuliére obtenue par p,(m, n),
quand la fonction fs’évanouit, on aura pour f=o

pi(m,n)=r1,
et par conséquent (*)

(5) palzm)=p;(2m +1).

Dans le cas qui nous occupe (rayon vecteur 7 d’un corps C par

(") Sur une équation algébrique remarquable se trouvant en rapport a la
mécanique céleste. (Astron. iaktt, och unders. Stockholms Observatorium,
Bd VII).

(?) Integralentwickelungen des Dreikirperproblemes (1bid., Bd 1X, n° 2),

() Nous avons, en général, '

PUE) = pi(Ey 0) + pi(i—=1,1) + pi(i—2,2) +....



INTEGRALES DU PROBLEME DES TROIS COKPS. 175

rapportau centre de gravilé des deux autres corps A, B), la répartition
des signes n’est plus si uniforme. Alors il n’est pas a priori nécessaire

de supposer
r=—no,

pour les valeurs des arguments
u=la,, v =ib,,

. . ' [ o vy 3 .
qui sont considérées comme les modules d’excentricité, et en réalité
cette condition n’est pas remplie.

Pour les développements des fonctions particuliéres

g (e, v), eq(u,0),

la condition analogue s’est trouvée bien remplie et, pour ces dévelop-
pements, nous avons partout a appliquer la suite

+

+
a tous les complexes y appartenant. Mais déja pour la fonction
")(”l ),

nous nous trouverons devant deux suites des signes appartenant aux
complexes employés, savoir:

+
(6) N

tH ot

et pour la fonction
O(uy, ¢4),

nous avons a considérer, outre les suites (6), encore d’autres suites qui
en général se composent des suites que voici :

a. b. c.
g++ + 4+ 4+ + + +
(7) —_— + +—— + +
+ — + -4 — + —
? — 4 — 4 - + —
Combinaisons Combinaisons Combinaisons

évanouissantes. demi-évanouissantes. non évanouissantes,
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Or, plusieurs des termes de nos développements acquiérent le
coefficient zéro, et.il est bien possible de s’en rendre compte par des
combinaisons dessuites (7). Mais comme par cela les séries viendraient
se compliquer, il parait plus convenable de considérer le zéro comme
un signe particulier, en considérant des suites correspondantes, par
exemple :

- 4+ 4+ o
o + — o,
—_ — 0 -+,
6o o + o,

La suite des signes appartenant & un certain développement f(u, ¢)
peut ainsi étre comprise, par exemple, par la formule

+ -+ +
I+ — o o

(8) f(+-—o)__|_|+ T =] e [T
—_ o o

2. Passons, aprés ces remarques préliminaires, 4 'exposé des
suites de signes appartenant aux fonctions individuelles employées
pour la représentation da mouvement dans le cas du probléme des
trois corps qui nous occupe (*').

1. Développement de <, et ¢,. — Ces développements ont la forme

&

oI oIxX

Z

<Q0+SQ.+%:~Q2+...> + &g,

(9) (Qo_ng+_Z_;Qg_...>+Eo-

gy =%

Les fonctions Q, ont ici la forme la plus simple. Voici les signes et les

(1) Ces résultats sont obtenus par I'analyse et la généralisation des dévelop-
pements directement trouvés, Voir : Sur le développement des intégrales du
probléme des trois corps. Premiére Partie (Journal des Mathématiques pures
et appliquées, 7° série, 1. 1, fasc. &, 1915).
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fonctions élémentaires y appartenant :
IFonclions
él¢émentaires.
_ -+ g0 (0)
Q=1 - go(1)
+ q:1(0)
— 7:(1)
+ 7.(2)
- 7:(3)

(Q)

-+ 72(2)
- 72(3)
-+ 72(4)
— 74(3)
-+- 75(4)
- 73(3)
-+ 73(6)
- 73(7)

................

D’apreés cet apercu, il vienl :

Qo=+ 74(0),
- C/O(‘)v
Ql:+ 71(0)1
- ql(' )»
+q:(2),
—q.1(3),
Q-":+ {]2(2>’
_72(5)1
-+ ,]2(‘(')1
- ‘72(5),

.............

Les signes sont partout alternatifs, c’est-a-dire

[+ 1+

pour tous les complexes Q. Les développements de ¢, et ¢, sont ainsi
rigoureusement autologues.
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La partie libre qu’il faut ajouter aux expressions soit de ¢,, soit
de ¢,, se trouve donnde par

sin e 4 sing

¢
(9a) "’_/'E(l—c)acha,—}-ﬁchbl‘

2. Développement de n(u, ¢). — Ce développement acquiert la
forme symeétrique :

(10) =

¢ 142
2]

> Ny (4, 9)gs

1 C 1 —Y
i - |'{ll(l'a "‘):!7

1—c¢ 1+ %

2 2

Ny (U5 ©)ay

l—c¢ 1 —%
2 2

—+=

n?(“) ")la

et il se compose des quatres séries particuliéres ci-aprés :

/ e c c? c®
— ) ;) D
‘f”(ll. (‘)l_lz('(,—gpl—ae——!lz—i—gl;‘-l-...),

e ¢ c? c?
ﬂl(“:")a:zz<l)o+sz"-L-‘—zl’-),—'e—sl)s-i-...>7
(1oa) ) . ) .
e ’ [ ¢ , c ,
'ng(u,v)2::7,5<l)0+;P,+ 27_,!’24.-;[)3.;_“_ ,
. o= (P —Cp czp] Csp:
nz(u,‘)l-—"z, v T g |+‘Z; S s+ ),

dont les signes se reproduisent sur les quatre suites horizontales :

MUy P e eeee +——+
T, P)oe v + + ——
Ty Q72 ) T + 4+ 4+ + -
Na(lly 0o oot in i + — + —

Quant aux signes cnfermés dans les complexes 1> ct P/, nous
aurons les expressions finies :
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Fonctions
¢lémentaires.
Po(0)
Po(1)
pi(0)
m(1)
Pi(2)
P(3)
Pa(2)

p2(3) .

P2(4)
Pa(3)
Ps(4)
ps(3)
P3(6)
ra(7)

b Lge—"
P,=n

P|:| l)":l

) LA
P, =

Py,=

R R R

Tandis queles I’ contiennent des signes alternatifs, nous voyons que
dans les P’ on a partout le signe +. Ainsi les fonctions 0, (u, ¢), et
N, (u, ¢), s'évanouissent pour « = ia,, v = ih,, mais cela n’est plus le
cas pour les deux autres fonctions

N2 (4, 0)y et ny(uy 0),

Par conséquent la fonction n(«, ¢) s’évanouit en partie, en conte-

nant d’autre part une partie non évanouissante.

La partie libre qu'il faut ajouter au développement cité de n(«, ¢)
est de la forme

COSU — COSY
cha; —cho,

3. Développement de ® (u,,¢,). — Ce développement a la forme
" 'd’une série i double entrée, & laquelle nous pouvons assigner, d’aprés
une détermination nouvelle, la forme systématique

o o= | [remsctromtir ()]
[ o) o9 o)
+ [zgz—t:—;]ﬁ[(ﬁc)ﬁ<§)ol)s+ .......................... ]

.....................................................

(100) No=— #*(1 + C)

Journ. de Math. (7° séric), tome 1I. — Fasc. Ill, 1916. 2-’[
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L’expression comprend ainsi une suite infinie dont les termes indi-
viduels viennent s’ordonner & trois. C’est un arrangement en quelque
sorte analogue aux expressions posées ci-aprés de =, et w,, ou il y a,
outre le développement suivant

&)

d’autres développements suivant les puissances de
fe(c+1)] et [e(c—1)]

Les fonctions = et 0 se correspondent ainsi I'une & I'autre. D’autre
part, la fonction n(u, ¢) correspond & la paire de fonctions ¢, et ¢,.
Voici les signes appartenant & cette expression (') :

Fonctions
élémentaires
0 0 po(0)
— — Polt )
»

pi(o)
m(rn)
Pi(2)
o P1(3) .
P2(2)
Pa(3)
: — Pa( )
— pa(5)
Ps(4)
1:(6)
Ps(7)
-+ 1,(6)
o P(7)
+ Pi(8)
Y Pi(9)
- P (8)
- P (9)
- — ;s (10)
-+ — ps(11)

° +
o4+ + o

Pi=—c¢ + 2

|
4
T

+ o
i

(=}
X X % ¥

s=—C +2

(') Nous avons désigné par,un astérisque (*) les signes hypothétiques qui
appartiennent & des termes presque insensibles.
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Nous ppuvons nous imaginer les signes de ces fonctions composés
d’aprés 'apercu suivant

+ |0 + 0
— 11 + 11
—C — 1
— 1o + | o
—+ | + o
+ 1] + |1
— ] o -+ ] o0
— ¢ ~+ 7
p— 1 —+ I
+ | o + 10
+ |1 + |1
el ™ | ] + |1
i 1 -+ I
+ |1 + {1

d’ot1 leur loi est hien évidente.
I.e terme libre est

C COS U, — CcOs ¢y

— .2 € cosuy —cospy
(r1a) Bo=(e+ ')e cha,—chd,

I.a suite des coefficients

—c “+1,
—c + #,
—c +1,
—c + %,

parcourt constamment les expressions. Les signes se reproduisent @
trois dans le sens vertical. On a supposé queles Py, P, ..., P, P, ...,
a partiv de la deuxiéme ligne de la formule @, sont les mémes quan-
tités qui entrent dans la premiére ligne de cette expression.

4. Développement de w (u,, ¢,). — Cette fonction représentant le
perihélie des arguments u, v comporte une plus grande diversité de
signes que les autres fonctions employées, ce qui tient sans doute a la
circonstance que la fonction = (u,, v,) correspond seule aux deux
fonctions équivalentes ¢,(u, ¢) et e,(u, ¢), qui représentent les
longitudes d’épogue de chacun des argumeénts u, ¢. Néanmoins la
répartition des signes s’est trouvée facilement sous la forme ci-aprés.
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Nous avons & considérer la fonction = composée de deux parties :

T =T+ Ty

ol nous aurons, d’une part,
c e e? e* wleas € )8
(12) M=% _{Qu+ Qi+ 5 Q+ 5 Q. [ele+NP| Q0+ 7 Q1+ ..

—+—[c(c+1)]"[-z—:Q§+. ...... ]

et, d’autre part,

— %Yo to et ., e, s s € Ae, € )3!
M=% 2 \o+EQ1+§Q2+§Qs+°'-—C(C—l) FQ.‘«“"‘?(U‘}‘“-

c* i
+CG(C—>|)5 [; le"f' ........... J
e UUUSTTPURROT g
formules ot la répartition des signes sera :
Fonclions
¢lémentaires.
c—2| o c—2l| o 1| o 1l o ¢o(0)
= Q)=+ - + -
Qy=+ 2 | _ ) 5l — g gol1)
' c — c — 1] — 1| —
+ = - = + = —= »
2 o 2 ) 2| o 2| o
c+2| o c+2| o 1| o 1| o
-+ -+ + - -+ - »
2 —_— 2 —_— 2] — 2| —
-+ -+ -+ + q1(0)
c o] c o , 1{ o 1| o g (1)
h= - = QO =+ - + -
Q=+ 2 |+ |7 3 4+ 1 ol + 2| + 7 (2)
o 0 o o 71(3)
0 o 0 o
c—z2| o c—2| o 1| — 1| —
-~ -+ = + = »
2 | — 2 | — 2| o 2| o
+ + + +
+ + + +
+ € o, ¢ 0 UYL B )
2 + 2 -+ 2| + 2| -+
o o o o




C -+ 2
Qo=+ 5
c
+ -
2
c—2
+
2
c
0, = =
J3 =+ >
C+2
-+
2
¢
—+.. -—
2

...........

(o]
e
(o]
o
+
o]
[o]
|+
(o]
+
® 4+
MR
o
04
o
+
+
° 1+
—+
o

o
c+ 2| —
2 o

¢ 0
2 —_—
o

0o

c—2| —
2 0
+

c 0

a |+
o

o

c+2} O
2 —
+

-+

c o

2 -+
o

..........

o
d

+
ISR

B

N -

+
o] -

+
™ |-
e + o +

+

SR

+
(SR

o f -
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Fonctions
élémentaires,

¢.(2)
42(3)
9:(4)
q2(5)

q5(4)
q3(5)
q5(6)
7:(7)

Il faut remarquer que les constantes parcourent ces formules de la
maniére uniforme :

o
I
w0

+ vl w»

o
>

1

o
N

+ mieo 0w

o
(]

&

|-

N |-

(SRR

-
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el

4 I 1
2 2 2 2
cC~—2 c— 2 1 !
2 2 2 2

) 1
2 2 2 2
cC—H 2 Cc+ 2 I 1
2 2 2 2
' ! 1
2 2 2 2
cC—2 Cc— 2 I I
2 2 2 2

Quant aux signes renfermés dans les complexes, nous les voyons se
reproduire alternativement pour Q,, Q,, Q,, Q,, ....
Il faut cependant encore distinguer les quantités
Q5 QL .. QF QY
des quantités
()31 Qh AL (s)l:n Qlln cey

dans les expressions de =, et =, citées ci-dessus. Mais il faut au
contraire supposer que, de méme,

Qg ..., QY.
soient identiques aux
QG, * e ! < vy

) o
et ainsi de suite alternativement. Il suffira, par conséquent, de noter
encore les expressions des signes qu'il faut appliquer aux fonctions Q3
et Q¥. Or, Q; se distingue de QQ, seulement par un changement de
signe dans le second groupe de la premiére et de la troisiéme ligne.
Un changement analogue a lieu pour Q}’ relativement & Q;, comme



INTEGRALES DU PROBLEME DES TROIS CORPS. 185

on le voit par Iapercu suivant :

-+ —1 -+ -+ (I:a(ll)
c o c o . i| o 1| o 7:(5)
Q= -- - O¥= - -
dy =+ 2 + + 2 + -3 2| 4 +2—! ¢2(6)
o o 0 o qs(7)
0 o o)
+c-—-2 o c—2| o 1| — 1| — )
2 — 2 — 2| o 2| o
—+ + + +
+ —! -+ -+
c o c o 1| o t| o
+ = 1+ = + = + = »
2 + 2 + 2| + 2| —!
o o o o
o o o o 7,(6)
01— CF2— | c*2| - ov= M|, M~ 7:(7)
g 2 o 2 o i 2| o 2| o g,(8)
- - - - 7:.(9)
c o c o 1| o 1| o
+ = + = + = + = »
2 — 2 — 2| — 2| —
o o 0 o
0! o o o
¢-—-2| — c—2| — — 1| —
-+ =+ = -+ - »
2 o 2 ) 2| o 2| o

......................................................

Li faut supposer que les suites des signes vont se permuter alterna-
tivement, quand nous procédons par les fonctions Q3, Qi, ..., de cet
apercu nouveau. Pour les groupes y suivants de Q3, ..., nous avons
déja remarqué qu’il faut supposer que les suites du premier apercu
vont reparaitre, aprés quoi les changements des signes vont se produire
alternativement.

Tout le systéme prend une forme plus simple dés qu’on fait résumer

les formules exposées. Le terme libre s’évanouit, c’est-a-dire :

(12a) To== 0.

5. Modules d’excentricité particuliersde r et de x. — Tous ces
développements se déduisent presque immédiatement des formules de
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la premiére partie (I) (*) de cet exposé. Au contraire les formules se
rapportant & la coordonnée « ont é1é sujettes a des modifications plus
essentielles sur lesquelles il faut insister de plus prés. Néanmoins
quelques résultats intéressants résultent déja des allérations que nous
venons de faire dans les formules citées ci-dessus. En particulier, la
partie de I'expression libre de 7, précédemment considérée

I+ C 11— C CcOsSUt — CcOs¢

=—x
"o c ¢ cha,—cho,

ne se préte pas en qualité de terme libre & une détermination conve-
nable du coefficient

(13) [A]

du développement adjoint. C’est pourquoi on se trouve amené a

assimiler ce terme pluldt aux expressions primaires de r et de «, par
exemple :

r=A[1+oa—e coste—p e cosv].

Dés lors les cxcentricités e, et g, ¢, vont prendre de nouvelles

valeurs, que nous aurons a exprimer cn fonctions de nouveaux
modules d’excentricité. En posant par conséquent

(t4) r=Ae¢® [14 0 —ecosu — pae cose +n(u, v)],
1

x=DBe®-[1+ Bs— escosu — pyezcosy +n(u,v)],

ot n(u, v) désigne la fonction v modifiée par soustraction du terme
libre considéré, et en supposant toujours

1 1
6= —p—————— =
' cha, + pychdh,’ 4= Chas+ s ch b

ol a, b et a,, b, sont des modules d’excentricité nouveaux, en fixant
de plus les formules des coefficients de phase

. chaj? cha;?
(x3) ==+ —a— Py==— 1+ —5—
3 3
nous obtiendrons facilement, pour les modules d’excentricité, les
relations suivantes :

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, 7° série, t. 1, fasc. b,
1915, p. 367.
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Pour r

\ cha,+chby=2|2 + (2 + 7.,)3]7.",
(lb) l+IJ‘l+ ’1)‘_ Z,(Z+7.|)2

/ T chay - pychib, =1
[)OUI' T

‘ clnaa—chb,:——pf’-{-%z,
(17) i

! = chby+ pi.

chay, + pych by

Ces valeurs conduisent  des valeurs de r et de - identiques a celles
obtenues selon les formules précédemment employées [1, (6), (7)].
C’est un effet important de cette transformation, 4 premiére vue insi-
gnifiante, d’avoir recu des modules d’excentricité particulicrs de r et
de .c, parce qu'il y a inconvénient d’exprimer, par exemple, par les
mémes modules, désignés dés lors par

(18) ao,  bo,

qui apparticnnent aux jfonctions variantes 1, 0, =, ..., tandis que
x jouissait d¢ja d’autres modules a., b, et que, pour la vitesse des
aires VG, nous obticndrons des modules particuliers

a,, Ob,.

) 4

6. Coordonnée des #. Fonction Q. — Nous avions exprimé,
dans la premiére partie, la coordonnée x en faisant usage de deux
fonctions w, Q appliquées dans la formule de la maniére suivante :

x=BeP (14 B;—e;c05 1 — 1236, €059 + N + w),

ou @ et 1 sonl les mémes fonctions varianles qui apparliennent & 7.
Mais une considération plus approfondie nous montre que nous

devons supposer
w=20

et que par suite c’est le systéme (14) plus simple qu’il faut adopter. Il
faut dans ce but transporter tous les termes précédemment déduits
Journ. de Math. (7* série), tome 1l. — Fasc. 11, 1510. 25
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en o 4 la fonction Q, qui dés lors seule contiendra tous les termes
auparavant répartis sur les deux fonctions w, Q. Je renvoie, pour les
détailsde cette opération, 4 un Mémoire particulier (*). Ces transfor-
mations conduisent facilement a des expressions analogues & celle de
la fonction 7 (u, ¢), qui, en adoptant les constantes

;\ _l+x, 14+
- 2 2
VI L W
v = b
2 2
(19) { ; .
)\,,___|+4, |~—(,’
2 2
W l—'al I1—¢C
A= - e
s'écrit succinctement :
e c c?
20 uv) = 2= Al+P,—=P— =P, —
(20) nuy =x£| o= P — 5P,

avec le terme libre
No=—x2(1 + ¢) py(10).

En effet, il suit de cette réduction que la fonction Q se compose bien
de deux parties Q, et Q,, analogues I'une & 'autre, formées & 'aide
de coefficients semblables a ceux de v [voir (19)] et d’une partie Q,
supplémentaire de forme différente. En posant ainsi

(2]) 9:9"*-93
+ Q,

(') Sur le développement des intégrales du probléme des trois corps,
quatriéme Partie (Archives de !’Académie des Sciences, Bd X, n° 8,
Stockholm, 1914).
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les expressions suivantes de ces fonctions sont bien valides :

+ 20 Py

el '+‘)"w ’o—
[(22) Q,:xc(c-&—l)z]

” n
— ¥ Py —

" m
- )‘IOPO -

Terme libre

.189
Ay c S W c\? -
o P e (5) P
Ny ¢, A, c>’ ,
c(c+1)e ‘_[c(c-i—:)]"(? Pit.
;\ll/ C 5y )\:2 c\? n
ce+rne ! lc(6+r)]’(3> Fate
A Com Ays c >2 w
dc+ne '+ [c(c—i-l)]’(E P2+'“_,

QU = — xu, [c(c -+ l)%]’(C—')Po(‘O)’

les coefficients de cette formule étant déterminés par les relations sui-

vantes [voir (19)]

1I+% I+c—1 14% 1+4+¢
)\iox)‘c—-l,x,z 5 9 , l”:l‘.,,hz 2 5’
11— % I14+C—1 1— % I+4¢
[— —_— 1 o) — 1
7‘m—)‘c—l,x:— 2 2 ’ )‘n—)‘tnx.— 2 a2
Vo= _ I+ 1—c+1 N — _I+x% I—C
10 — Ne—t, % — 5 '——2 ’ 11— fe,ny— —2 Py ’
I—%, I —C+1 w o I — % 1—¢C
Moo=, = LR A Ry No=A = s
10 =1, %y o 2 ’ 11 C, %y 2 2 b
Ao = A I+ 14-Cc+1
= T e ey
12 41, %y 2 2
[—% I+C—1
[ Y — 1
)‘t=~7\r+1,%.—‘ > .___;_,
[+% I—Cc—1I
N =My v = —_—
12 CH+1, %y 2 2
" " =% I—Cc—1
)‘n - )‘r’+1.x:— 2 _'2—'

L’expression de la seconde fonction est la suivante :

— Ay Py +

! !
+ Xy Po—
f22 a)

Q, x[c(c —1) g]z

/R 312

—“+ Ay, Py +

T P e E(e) |
f '

ey P e () T

e e e () R

5(—67‘\_-1—_175 ’:—f}'(Th_"T)]?e),P'Z—...J



190 K. BOHLIN,

Terme libre

Q= 4 x[c(c— I)E-]apo(lo),

ol les valeurs des coefficients sont hien déterminées comme il suit :

l+X| 1—Cc—+1
Mo = A _ci1,9,= o 2 Ry =Dy, = > PR
N = It I—C+1 Y o—y o IEmIFC
20 — D—c4t, %y == o _—_2__’ ray — Fey—ny — 2 2 ’
N — i+ 1+ c—1 VP VRN o T b
29 — N—cat vy, — 2 "__é_'—" oy — N —x,— > _'—2'_’
W g =% 14 C—1, pra— _ I+ 1—cC,
20— N-c+lUy 2 2 ) oy — Lo, =%y — 2 PR

I4% 1 —C—1

Rao ’—”)‘—-«'—l,‘m: T

- 1—%4 T —Cc—1

I V4 _ 1

/~22 —")'—1'—1,‘/.. - ——

2 2

b b
,\1 9 — A-—u—l, ly—

T+ 7% 14 ¢+
_—

2 2
;m — ___(—7'1 14+C+1
g e Wy — T ¢
2 2

Les expressions de Q, et Q, proctdent ainsi suivant les puissances
positives de

c
e
en abordant toutefois avee la puissance négalive

o

[.a troisiéme de nos fonctions, Q,, se trouve donnée par I'expression
encore plus simple (')

, 2o e\? ;
(22 b) szo:_z[l)u+ac;| - (ﬁc-{;) P,+...].

() Cette fonction R, correspond & la fonction v («, ¢) considérée dans le
numeéro suivant.
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Terme libre
QI == + ax’c p,(10).
Dans toutes ces formules les fonctions ¢lémentaires

t " 072
l’()* PO’ I)O’ 'PU ;
) 3! n m,
l 1y I 1 Pl’ Pl 1

P,, P,, Pi, Py

vy ceny orey sere

sont & former de la manié¢re indiquée ci-apres :

FFacteurs respectivement,

+ + + + | Po(0); pi(0);
(23) P=|" pr—| pr—| pr—| Po(1)s pa(n); s
+ + — - pi(2); o
— + + — Pi(3); ...
7. Fonction y(u,¢). — lin employant les développements du

numeéro précédent pour la fonction Q, I'expression de = prend bien la
forme
2 =Be® Q1 B, —e,cosu — pyescose +n).

Pouravoirles coordonnées v, ), sc rapporlantal’axe Tx,, coincidant
avec le rayon vecteur r, nous aurons a appliquer la formule

(24) & =2, €08 (T + %) + Yo $in (7 + ),

y, désignant la nouvelle fonction qui, ajoutée a la longitude du péri-
hélie des arguments =, forme 'angle nommeé axiale, ou bien

(23) V=R A+ Y

Cette fonction 7, citée déja dans la premiére Partie, ne se préLe
pas cependant, sous cette forme, direclement & une détermination
convenable des termes libres correspondants. Clest pourquoti il faut
décomposer aussi cette fonclion en deux parties en posant

(26) X = Y1+ Yoo

ce qui, en outre, se trouve déja indiqué par l'expression mentionnée
de cette fonction, ayant le factecur 2 en multiplicateur. Ainsi nous
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aurons hien

- 2
(26 a) x,:xg +#0Q0+P12C§Q|+H:’<2C§> Qe —...

, e
|~ M.Q[,—i—p,zczQ’, +uyl2e

i " " " e " " e 2 " T
L_‘I"-o o""(‘lzcEQl“*‘F‘z(zcz) Qa+...
s " " " e "
L+1"0Qo+!"120201+1‘:< \)

Terme libre

[+
9= — (e —1)Sga(10),
et d’autre coté
[ " e e\? -
(26 D) «v._,:ng —ono+p‘zcEQ,+p.,<acz) Q,—
’ ! ! 4 1 12 e 2 ’
+P'oQo+V'12('ZQ1+V~~.' 2¢3 QL +...
[ " " " € ., " e\? » T
— Mo o+l‘1205Q1+P~2 20'5 2 -
i m " " € " e 2 o
_“l"“fj'o o+y~,2c; Pl 23 QCZ 2+,,,J .
Terme libre
x4 =—xZgs(10),

les fonctions élémentaires Q,, Q, Qj, Q53 Q,, Q), ... devront é&tre
formées a I'aide des éléments simples

q:(m,n)

"

tout a fait de la méme maniére que P,, P, P;, ... viennent d’étre
déterminées en fonction des éléments simples

pi(m, n)

[voir (23)], et les coefficients i, w’, p”, 1" sont donnés en substituant

¢, €— 2,€,¢+2,..., au lieu de ¢ dans les expressions A, X', A",
2" (19), page 188.
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Constantes :

c. ¢—u. c.
o = ?\ gy =2 g = AV
‘u.;, =1 pi=2 ph=N
=" = py=2
o= 4 Bi=2 e =N

8. Expression de e(u, v), variation des longitudes d’époque dans
le cas de la coordonnée x. — Ayant formé, dans ce qui précede, les
fonclions Q et v, il nous reste a citer 'expression de la fonction ¢ qu’il
faut appliquer dans les combinaisons

gy+¢& et gtg,

aux longitudes d’époque ¢,, &,, pour avoir les variations des équations
des arguments compatibles avec ’expression compléte de x. En consi-
dérant quelques termes supplémentaires obtenus dans le cours de
cette recherche, cette quantité s’est trouvée formée en analogie comn-
pléte avec la fonction précédemment considérée «, c’est-a-dire la
longitude du périhélie des arguments. 1l parait dés lors superflu de
décomposer cette fonction en deux parties ¢, @, comme il y avait lieu
de supposer dans la recherche préalable (I). Au contraire, cette fonc-
tion se trouve bien donnée par P’expression suivante réguliére :

Coefficients de phase A =-+1; p=—1.

Factcurs.
) =2 — & | %= ¢ |° o _t}o 7/o{0)
(2/) c(l(().—-ﬂz 2 _ 2 ’___l +2 _ 2| — ’/0(')
‘ ¢
o o o o ((—3) .g1(0)
e—2| c—2( 1 1
- - o +; — » (1)
— - o 0 »  q1(2)
- —_— — — »  gy(3)
o\ 2
o o o 0 <—> -q2(2)
c c I 1 €
+ S ||t 5 |~ 5 =13 - » qa(3)
o o o o » o y(d)
- - - - > (a(D)
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Terme libre

e
— 274, Ef/.,(w)j_-.

9. Expressions se rapportant a la vitesse des aires. — Selon les
formules de Jacohi, données dans son Mémoire : Sur Célimination
des neuds dans le probléme des trois corps ((Wuvres complétes,
t. IV, p. 302), nous trouverons sans difficulté, aprés avoir déterminé
les demi-parameétres des orbites, d’aprés les formules

VG = dy . dx

At~ < dt’
dy dx
Ky \/G‘:x‘d_tl — 1 7_”—”

les inclinaisons des deux orbites par rapport au plan invariable, par
les égalites
e I e ~ | s
bppa kGG, sin? ~J = [t VG +pi b VG | = €2,
cysindy= pk VG sinl,
cpsind = —p, hy VG, sinl.
Il est par cela désirable de déterminer (i et G, pav une méthode indé-
pendante. Nous nous sommes occupé de cette question dans un
Mémoire particulier, déja cité ('), augucel il suffira de renvoyer, pour
les particularités y apparlenant. Remarquons sculement que l'expres-
sion du demi-parametre se trouve dounée par la relation

(28) VG o /Gy + T (0, ).

sous la condition qu’on a soin d’introduire, dans les équations des
arguments, les longitudes d’époques variées

g+ m el &+ m.

ou %(u,v) el w(u,v) sont des développements autologues, bien

(Y Swur le développement des intégrales du probleme des trois corps.
Quatriéme Parlie : Expressions analytiques des intégrales (Archives de
U Académic des Sciences, L. X, n° 8, Stockholm, 1914).
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définis. L’expression principale du demi-paramétre est alors

) \/G_—Ceég [ +hcosu+cosv
(29 o= y‘ h cha‘-i- ch b5 ’
les constantes de cette formule étant déterminées par les relations
simples
ha,— ha,— chb
(29 @) gc a‘—lo(c ay— chby),
chb,=cha,,

ainsi que

S =2 — o —u (% + %)%,
(29 6) ZY‘ZI+B+(K+KI)3’

C =V2A [he — 2],
A désignant le demi-grand axe de Uorbite et « et $ n’étant pas autre
chose que les différenticlles d’époque, qui entrent déja dans les
¢quations des arguments et dans ’expression

1a—p
2 a-+fB

e =

appartenant a tous nos développements dans les combinaisons

oI

c
- Oou
€

10. Sur les cas de mouvement labile ow asymplotique. — Nous
avons fait remarquer (Archives de I’ Académie des Sciences, t. 1X,
n°23, p. 20-31) qu'il y a lieu de supposer les cas instables et asympto-
tiques caractérisés par le facteur

(30) P
appliqué dans les formules, oil nous aurons
(30a) A?—=7*[ (180° + u)? + (180°~+ ¢)].
Remarquons que ce facteur ne peut pas étre assimilé aux coefficients
[e(c+ 0P, [e(e—nT,

parce qu’alors l'instabilité en question ne serait combinée, en =,
qu’avec les hauts multiples des arguments, appartenant aux éléments

Journ. de Math. (7* série), tome 1I. — Fasc. 11I, 1g16. 26
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simples p;(4); p;(5)5 p,(6); ps(7). Le facteur d’instabilité parait,

au contraire, devoir étre combiné avec les coefficients
2¢ el ¢

qui entrent dans les formules de
v 8, Q.

(est ainsi seulement dans ces fonctions que le facteur d'instabilité
entre directement. Mais il est de plus contenu, d'une maniére secon-
daire, dans tous les autres développements par le facteur

cosno

qu'il faut introduire en donnant & nos séries la forme générale

*n
(31) E/fn<§\) P,cosnq,

/
¢ désignant {’axiale que nous venons de déterminer par la relation
O =T+ Y.
Remarquons qu'il faut encore introduire le facteur

Y

dans les autres quantités, fonctions de 2¢ et, par conséquent, rem-
placer

At A2

2cC par zce'A,
T=12cY, » 7 ef? A
1 \2
p=r2cr » p e

par ou l'instabilité du mouvement devientsensible directement encore
dansles équations des arguments.
q

Si nous avons
h*<o,

le cas asymptolique se trouve, au contraire, réalisé. Le cas régulier

serait
h?=o,
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c'est-a-dire sans facteur asymplotiqgue. Mais il faut bien supposer
que ce cas est seulement exceptionnel et qu’en général la solution soit
ou instable, ou hien asymptotique.

Nous venons ainsi de rencontrer I'idée de Henri Poincaré sur les
solutions asymptotiques, admirablement exposée dans son ceuvre :
Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, et il parait bien que
cette forme de solution, considérée, au premier abord, par lui, appar-
tient, d’une maniére essentielle, au probléme des trois corps.

A mesure que les valeurs de A* vont en croissant, les constantes p
et ¢ vont décroitre, pour /42 négatif, a la valeur limite de zéro. C’est en
particulier le cas pour la quantité 7, qui elle-méine entre dans I’expo-

sant du facteur asymptotique
e/:’A"

Ainsi I’état limite vient s’établir sur une échelle infiniment amoindrie,
4 mesure que les valeurs de ¢ tendent 4 l'infini. Dans le cas d’insta-
bilité, A* positif, il y a une altération de 'orbite de plus en plus
brusque. Mais, avant que cette altération soit accomplie, les séries ont
déja cessé d'éire convergentes.

11. Apercu des formules principales. — Les quantités fondamen-
tales sont les modules d’excentricité primaires

(32) . Qs 1)0,
déterminés par les formules

chao+cllbo = 3,
cha,+ poch b, —10
(1) 7

ch—ta,
3 )

Po=—1++

donnant :
a,=1,025296 1, by=0,893 746 4,

cha,=1,573 305 5, chby= 1,426 694 5.

Pour le rayon vecteur r, la coordonnée x et le demi-paramétre G,
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les formules sont

COS it - [~ COS Y
r=Ae® —ont
[l+ % cha,—\'-p., Chbi + n(uv)jlv

3 COS U -+ (L3 COS ¢
x=Aed-0 ————————— Ly
1+ B, cha:,—f—pgchba_*-n(l )|

/E=C e - +Lcosu+cosv 3 (u);

=e /L )\5 ch a, + ch [}5 (“ !

les constantes particuliéres a,, b, ; a,, b;; a,, b, étant définics dans ce
qui précéde [(16), (17), (29 @)]. Remarquons, en particulier, les
formules des coefficients de phase :

cha7t cha;?
Pr=—1+ 3’ > pa=—1+ 33 N h=2—a—x(xt+x)
ou
* = —n y=—x1CE
~ 180° 1= c e

Les fonctions 0, v, Q, ... sont celles définies dans ce qui précede.
Aprés avoir déduit les modules d’excentricité

s,y bz,
originellement attribués & , par les formules

bz: a,,

cha,— éch by=1,
nous allons former les différenticlles d’époque a,  d’aprés les
relations
ch 43!
3 1

chaj!

a+pf=1+

b

a—B=14+
d’ou nous déduisons immédiatement

ra—f3

2a+p

ée—

la constante ¢ étant, au contraire, un nombre d’avance déterminé,



INTEGRALES DU PROBLEME DES TROIS CORPS. 199

savolr
c=12,5555555....

Pour obtenir les arguments fondamentaux
u, v,

nous avons bien les équations des arguments analogues a I’équation
bien connuc de Keppler. Ces équations sont :
sinu + pf sing
acha, + Py chb,
Ay sinu +sine
aky chay+ (3 ch b,

(14-v)nyt —180°+ gy — =t —7(180° + 1) —

14v)n ¢ —180°+ e, — = ¢ —7(180° + ¢) —
0

Les constantes adoptées dans ces formules sont

n,=1°,8888888...,  v= 210,

e? %
T =—%—> p=2 c — T.
[+ ® 4 Ky

Les fonctions ¢, ¢,, = sont celles délerminées dans ce qui précéde.
Remarquons seulement que
T=7(u, ),
6 =m(uin),

ou les arguments u,, ¢,, renfermant le mouvement périodique parti-
culier du périhélie, sont bien déterminés par les formules

uy=u +p(180°+ u),
vy= v +p(180°+ ¢).

Les coefficients de plase, pour ces équations des arguments, sont

bien définis par les relations simples

, chaj?
Po=1—

)

—1
lg:z-l—Ch?l:o .

En ce qui concerne 'expression de x et I'expression de G, les
¢quations des arguments doivent, comme nous I’avons remarqué, étre
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modifiées, en remplagant

& g +¢ &+ w
par et par
5, 52 -+ & El -+ w
respectivement,
Ces formules se trouvent, pour la pratique, bien appropriées au
calcul de 'orbite. Llles ontsur les développements antérieurs, adoptés

pour le probléme dont il s’agit, 'avantage de permettre de calculer
les termes jusqu’a une puissance quelconque de ’excentricité et de g

Dans le cas actuellement considéré, 'exactitude fut poussée a la
douziéme puissance de I'excentricité, ce qui a suffi pour atteindre un
accord de o, 0001 entre |’orbite d’avance déterminée et les expressions
analytiques.



