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Aty

Sur les. fanctions permutables de premicre espéce
T -
- de M. Volterra;

" Pan Josern PERES.

INTRODUCTION.

La théorie des fonctions permutables de premiére cspéce, c’est-
a-dive telles que

). - o y . y
ff(:c,w(a,y)ds:f o (2, 8) f(5 y) d

a été développée par M. Volterra qui en indiquait, dés son premier
Mémoire ('), les applications essentielles a la théorie des ¢quations
intégrales et intégro-différentielles. Dans deux Mémoires succes-
sifs (*), M. Volterra é¢tudiait le probléme fondamental de celte théorie
| détermination des fonctions permutables avec une fonction donnée

(1) Questioni generali sulle equazioni integrali ed integro-differenziali
(Rend. Lincei, 1+ semestre 1910).

(*) Sopra le funsioni permutabili (Rend. Lincei, 1** semestre 1910) et
Contributo allo studio delle funsioni permutabili (Rend. Lincei, 1°" se-
meslre 1911).

Journ. de Math. (7 série), tome 1. — Fasc. I, 1415, !
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S(x, ¥) dans le cas ou cette fonction est d’ordre 1 ou 2 (')] ct
montrait l'intérét qu'aurait, pour introduire dans la théorie des

fonclions permutables le symbole Y™, la détermination des fonctions
permutables avec une fonction d’ordre 2. M. Vessiot démontrait (*)
une proprié¢té importante des fonctions permulables avec une fonction
donnée : elles sont permutables entre clles, ct étendait aux fonctions
permutables la théorie des groupes. Enfin les équations intégro-
différenticlles de la physique héréditaire ont ¢té étudiées griice a la
théorie des fonctions permutables par M. Volterra, M. Evans et
moi-méme (*).

L.e but principal de ce travail est la détermination des fonctions
permutables avec une fonction donnée et I'étude de ces fonctions.

Dans le premicr Chapitre je rappelle d’abord les ¢léments de la
théorie des fonctions permutables ct son application a la théorie des
¢quations intégrales d’aprés M. Volterra; je donne ensuite deux
extensions de cette application (§1I), 'une en laissant tomber la
condition de permutabilit¢, 'autre en ne faisant, sur la série des
compositions «ui définit I'¢quation intégrale, ue les hypothéses de
convergence les plus larges possibles. Je n’ai pas indiqué les extensions
analogues qu’on peut faire dans la théorie des équations intégro-
differenticlles. La fin de ce Chapitre est consacrée a quelques com-
pléments (§111), nécessaires pour la suite, de la théorie de I'équation
de Volierra de premiére espece

f. o(xr, ) f(E y)di =F(x, y) {inconnue 3 (o, 1) |:

quand les données sont analyliques la solution est unc fonction en
général multiforme. Les différentes branches se permutent autour

(') M. Volterra dit qu’une fonction est d’ordre 2 quand elle admet (y — )7 !
en facleur, ses dériviées (n— 1) ¢rant diflérentes de zéro pour y =z (¢f.
Chap. 1, n° 11).

(?) Comptes rendus, 1* semestre 1912, p. 571 et 683.

() Pour ces recherches, dont nous ne nous occuperons pas ici, comme pour
les précédentes, nous renverrons au Livre de M. Vortewna, Legons sur les fonc-
tions de lignes (Gauthier-Villars, 1913).
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des points ol le noyau f(.r, y) cesse d’¢tre d'un ordre déterminé;
j’al entiérement étudic dans quelles circonstances un de ces points,
soit . = y* = @, sera un point régulicr de la solution : il faut, et
j'indique un procédé pour reconnaitre si cette circonstance se présente,
qu'il existe un développement e, (i — a)?(y — a)? satisfaisant
formellement & I'équation; cela suffit pour qu’on puisse affirmer la
convergence de ce développement qui définit donc bien une solution
réguliére pour w = vy = a.

Dans le Chapitre 11, j'ai étudi¢ la méthode donnée par M. Volterra
pour déterminer les fonctions permutables avec une fonction donnée.
J'expose d’abord, avec de trés légers compléments ('), son raison-
nement pour une fonction donnée du premier ordre. J'en expose
cnsuite une généralisation quand la fonction donnce est d’ordre #
quelconque. Une grave difficulté se présente dés que 7. > 2 2 on a, dans
la suite des calculs, & résoudre un probléme de Cauchy pour une
¢quation aux dérivées partielles 4 caractéristiques imaginaires. Ceci
m’a obligé a4 me restreindre, je I'ai fait presque toujours dans ce
travail, aux fonctions analytiques. L.a méthode ainsi obtenue me
donne une propriété importante des fonclions permutables avec
f(x,y):ellesn’ont, sur la multiplicité y = ., pas d'autres singularités
quc les points oun f(x, y) cesse d’étre d’un ordre détermin¢ [et bien
entendu les points singuliers de f(.c, y)|.

I.’étude de la méthode précédente autour d’un de ces points me
fournit (Chap. ITI, §1) un cas important ol les fonctions o(x, y)
seront réguli¢res autour de ce point.

Dans le méme Chapitre j’expose aussi I'application de la recherche
précédente a l'introduction dans la théorie des fonctions permutables
de la racine n'*"¢, c’est-a-dire & la résolution de I’équalion

(E) ;.’"(Jl',}’)i‘i f(‘]'v.”)’

< . "= . . .
Elle admet, a un facteur'r prés, unc solution qui est permutable
avec [(.r, ¥) et admet donc en général comme singularités les points

(") Par exemple la convergence des dérivées premicres de o (¢f. p. 35).
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v =y =a ou f(x, ¥) cesse d'étre d’un ordre déterminé. J'étudie,
par une méthode analogue & celle qui m’a servi pour I'équation de
Volterra de premiére espéce (Chap. 1), le cas oui (x, y) est régulier
autour d’un de ces points x = y = a; cettc méthode constitue de plus
un procédé direct de résolution de I'équation (E). Une autre méthode
dirccte, la plus avantageuse lorsqu’elle est applicable, permet de faire
comprendre la difficulté que présente I'étude générale de la singularité
de %(z, y) autour de x =y =a : cette ¢tude peut se réduire a celle
des singularités dans tout le plan d’une équation intégrale non linéaire
dont P'inconnue est fonction d’unc seule variable (§ 111).

[.a méthode de recherche des fonctions permutables que j’expose
au Chapitre IV permet de pousser plus loin I'étude de ces fonctions :
elle se rapproche de celle que j'ai indiquée (Chap. 1) pour étudier
I’équation de Volterra et est limitée par essence i la recherche des
fonctions permutables avec une fonction analytique. Je prouve
d’abord (c’est la réciproque d’un résultat presque immeédiat) que
toutes les fonctions analytiques permutables avec une fonction f(x, y)
n’admettant pas y — x en facteur sont susceptibles d’un dévelop-
pement convergent de la forme

(v) ay f(r.y)+ a,_/"‘!(w,_y) +.o a,,f"“(.r.y) +..

la convergence d'un tel développement s’exprimant par le fait que la
série de puissances

(1) a°+a.ﬁ+...+a,,%+...

converge. Il en résulte que ces fonctions permutables avec f (., y)
n’ont pas, contrairement a ce que pouvait faire supposer la méthode
du Chapitre 1I, pour points singuliers les points ol f(.z,)) cesse
d’étre du premier ordre : la méthode du Chapitre Il donnerait une
idée trés imparfaite de 'allure des fonctions permutables autour d’un
de ces points; on peut en effet se rendre compte qu’elle conduirait a
définir ces fonctions qui sont holomorphes, par des séries de fonctions
présentant des singularités. C'est pour cette raison que je n’ai éludié

que trés briévement, au Chapitre 1II, la méthode du Chapitre II
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autour d’un point ou f(x, ) cesse d’étre d’un ordre déterminé, me
contentant de me placer dans le seul cas particulier ol I'on puisse
obtenir un résultat précis.

“n m’appuyant sur les résultats précédents et sur la méthode du
Chapitre II, je montre ensuite que toutes les fonctions de variables
réelles permutables avec f(«, y) admettent un développement con-
vergent, non en une séric de puissances symboliques telle que (1),
mais en une série de polynomes symboliques. Une nouvelle analogie
remarquable se développe ainsi entre ’ensemble, dépendant d’une
fonction d’une variable, des fonctions permutables avec f(.r, y) et
’ensemble des fonctions d’une variable : ’ensemble des fonctions d’une
variable n’est d’ailleurs que I'ensemble particulier des fonctions per-
mutables avec 'unité.

Le cas ot la fonction f(x, y) admet (yy — «)" en facteur se réduit
au précédent apres résolution d’une équation

(1) L (2, y) = f(2,¥).

Les fonctions analytiques permutables avec f admettent alors en
général comme singularités les points x:= y = a ou f cesse d’étre
d’ordre n — 1. Dans l'ordre d’idées qui nous a préoccupé, deux
(uestions se posaient encore : Dans quel cas le point x = y = a sera-
t-il régulier pour toutes les fonctions permutables avec f(x, y)?
Lorsque cette circonstance ne se produit pas, quelle est la forme de
toutes les fonctions permutables avec f qui soient holomorphes
autourde t =y =a?

J’ai répondu & la premiére de ces questions. Une étude plus appro-
fondie de la singularité des fonctions permutables avec f autour
de . =y = a me semble nécessaire avant de répondre a la seconde
(¢f. n° 19, Chap. IV). Cette étude devra étre entreprise, non pas,
pour les raisonsindiquées plus haut, par les méthodes du Chapitre 11,
mais plutot en la reliant a celle des singularités de I'équation (IF),
équation qu’il faudra s’efforcer (c¢f. Chap. 1lI, § lI1) d’étudier
directement.
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CHAPITRE 1.
COMPOSITION KT PERMUTABILITE. APPLICATIONS A LA RESOLUTION

DES EQUATIONS INTEGRALES.

I. — Les fonctions permutables; premiéres applications
4 la résolution d’équations intégrales.

1. Soient F,(x, y), F.(r, y) deux fonctions finies ct continues
des variables x et y lorsque ( fig. 1)

(d) axZylb;

M. Volterra nomme composition (') de ces dcux fonctions
'opération

Yy
[ ¥ R )

x

Le résultat de cette opération est une nouvelle fonction de x et

vI/ (a,'b '

a)

Fig. 1.

de y, finie et continue dans le méme domaine de valeurs pour x et y,
que M. Volterra nomme

» » * *
FyFy(z, y) ousimplement F,F,.

(") M. Volterra nomme cette opération composition de premiére espéce pour
la distinguer d’une composition de deuxiéme espéce qu’il étudie aussi. Comme
dans ce travail nous ne considérons que la composition de premiére espéce,
nous la nommons simplement composition.
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Y

Cette notation est destinée a4 mettre en évidence l'analogie de la
composition avec un produit, analogie que nous allons maintenant
développer.

2. Tout d’abord l'opération composition est, comme I'opération
produit, associative. Il est en effet aisé de vérifier qu'on a

((Fxl}:)ﬁa) = ([}I(I:‘ZI:‘S)))

F, étant une nouvelle fonction finie et continue dans le domaine (d)
et les parenthéses servant & indiquer, comme dans la théorie de la
multiplication, I'ordre dans lequel on fait les opérations.

L’analogie avec le produit sera compléte si la composition est
aussi commutative, sil'ona

l’“.ﬁg: l:"l:“.

Il est ¢évident que ce n’est pas le cas général. Mais c’est un cas trés
important : nous dirons alors, avec M. Volterra, que les fonctions F,
et F, sont permutables (*).

3. L’é¢tude des fonctions permutables est le but principal de ce
travail. Nous allons déja, au cours de ce paragraphe, en montrer
I'intérét en indiquant I’application qu’en fit M. Volterra a la réso-
lution de certaines équations intégrales.

Soient F,, F,, ..., F, des fonctions de x et de y permutables entre
elles et définies dans le méme domaine (d) précédent. Il sera naturel
de noter

LI ] «

l’,F,...I:‘n(x,y) ou l:‘,l:‘z...F,,

la fonction obtenue en composant F, avecI',, le résultat avec F,, etc.,
et de noter

clpe B
Frene, . R

la fonction obtenue en composant p, fonction F,, p, fonctions F,, etc.
Plus généralement, soit ¢(s,, 3., ..., 3,) un polynome des

(') Ou permutables de premiére espcce [¢f. note ('), page précédente].
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variables z,, 3,, ..., 5, n'ayant pas de terme constant ('). Si I'on y
remplace les variables z,, z,, ..., 5, par F,, F,, ..., F, et qu'on y
interpréte les produits de F,, F,, ..., F, comme représentant des
compositions, on obtiendra une fonction de .- et de y, toujours
définie dans le domaine () et qu’il est naturel de noter

?(Fh Fi’ LUK ] Fn)‘
Il est alors aisé de vérifier que :

«. Un polynome symbolique tel que ?(1'7‘, F, ... f?,) définit
une fonction permutable avecF,, F,, ..., F,.
B. On peut faire les additions et les compositions des polynomes

symboliques s?(l.*‘,, l.*‘._., ooy l<,,> comme les additions et les multipli-
cations des polynomes ordinaires $(3z,, 3.y ..., 3,), en interprétant
toujours les produits des fonctions ¥, F,, ..., I, comme des compo-
sitions.

Ainsi on aura
(Fi+-2F )" =F{+anF{ ! Fyq-. .+ 2" F§,
(Fy 4 aF)8 (Fy 4 2F, )P = (Fy 4 aF,)n+»,

Orn peut aller plus loin; on peut, dans ce qui précede, supposer

que %(3,y 52y ...y 3,) SOit une série quelconque des puissances de ces
variables

@® o ®©
by =iy -
(1) E 2 E @iy, S5 s
i i. i
° 1 ° 3 o n

holomorphe autour de 5, ==
constant

=...=3,=0 ct privée de terme

Il ne pourrait y avoir de difficultés que pour la convergence, mais il

(*) On peut éviter celte restriction par une extension, trés simple, mais dont
je n’ai nul besoin, de la notion de composition (¢f. VOLTERRA, Lecons sur les
Jonctions de lignes, p. 138, {).
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est bien clair que la série

£ ©

o
< N .. .
(2) E Z 2 TP S50 LEI L
i i! ‘u
[1] 0

L
0
converge absolument et uniformément si les fonctions Iy, Iy, ..., 19,
sont bornées. On a en effet
i Flatectin

.. . . B
| l“,‘ [u; e [«ll;. | < (l_l_+ [,+ — "" — |)! Iy —_ I:,+r,+.,.+:,, 1

ct

M
S !
SN 1 Vovey TR

A. Un grand intérét des considérations précédentes est qu'elles
fournissent, comme 1’a montré M. Volterra, la solution immédiate
de toute une catégorie d’équations intégrales : en général de toute
relation implicite exprimée par une série telle que (1) et dont on
connait une solution analytique on déduira une équation intégrale
exprimée par une série telle que (2) dont on connaitra une solution.

Précisons : soit une relation implicite par rapport a la variable 5

(«)

-

:CP(:I’ S0 e ey Ipe -')

(3]

s étant une fonction holomorphe des variables 3, 3,, 5,4, ...y 5, autour
e 5=35,=5,=...=3,=0 dont le déceloppement ecn série

Y

(*) Nous avons supposé dans tout ce qui précéde que Fy, F,, ..., F, étaient
définies dans le domaine (d) ¢ S yZd. Ce domaine est tel, et c’est essentiel,
que toute fonction composée & partir de F,, F,, ..., F, soit définie dans le méme
domaine. Il est clair qu'on pourrait le remplacer par tout domaine du plan
des xy jouissant de cette propriété. 1l est d'ailleurs aisé de voir qu'un tel
domaine doit étre tel que, s'il contient un point (&, y), il contienne aussi les
paralléles aux axes menées de ce point jusqu'a la premiére bissectrice : il peut
donc étre engendré par des domaines

alxliyZh
et par des domaines tout semblables

aly_rb.

Journ. de Math. (5* série), tome 1. — Fasc. I, 1915, 2
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wait ni terme constant, ni terme en s. 1l est classique, et 'on
démontre par la méthode des fonclions majorantes, qu’elle admet
une solution

(l)) 3:\;(3., Say v e :")

holomorphe autour de 5, =3,=...=3,=0 el n'ayant pas de
terme constant dans son développement.

Les séries (@) et (b) sontde type (1), n" 3. Remplagons-y 3,, 34y ...y
3, 5 par des fonctions permutables 17, I°,, ..., F,, I¥ délinies dans le
domaine (d) ct envisageons les produits de ces fonctions comme des
compositions. Nous aurons :

Une équation intégrale

(a') Fo=o(F,, ¥y, ..., 10 F)

dont la solution, d’ailleurs unique (), sera donnée dans le do-
maine () parla formule

»

* *
(') ¥ =4y, By o 1)
représentant une fonction permutable avee les fonctions données.

M. Volterra a fait remarquer que I'équation («') est, en un sens,
plus simple que P'équation implicite ordinaire («) : la série (') en
donne la solution quelles que soient les fonctions I¢,, I, ..., F,,
tandis que la série (/) ne convergeait et ne donnait la solution de (a)
qu’au voisinage de l'origine 5, = =

2 = eve T= & = 0.

8. Avant de passer a4 des extensions du résultat précédent, nous
ferons une remarque : on pourrail songer a résoudre I'équation (a')
par approximations successives cn formant la série

(b") F—=Fo 4 (FO— FOY 4 (B — Fo-Dy 4,
avec
Fo = 0, Lepd e ?( I"Ia F'.‘! L ) l“llﬁ I:(II””);

(1) Un lecteur familiarisé avec les méthodes d’approximations successives
n'aura pas de peine i démontrer que I'équation (@') n’a pas d'autre solution
permutable ou non avec les fonctions données Fy, Fy, ..., F,.
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On sera ainsi conduit & définir la solution I°(.z;, y) non plus par
une série de compositions, mais par unc série de séries de compo-
sitions. .a démonstration directe de la convergence de cette série
dans fout le domaine () est plus compliquée que la méme démons-
tration pour la série (47) du n® 4. Celte démonstration est d’ailleurs
inutile; la convergence de la séric des approximations successives
résulte nécessairement de celle de la série (/). C'est un fait lout &
fait géncral dont je donnerai ailleurs la démonstration : toutes les fois
que, pour résoudre un probléme de fonclions implicites, pour déter-
miner lintégrale d’une équation différenticlle ou aux dérivées
partielles, on peut employer parall¢lement la méthode des fonctions
majorantes et une mé¢thode d’approximations successives, les approxi-
mations successives convergent sirement dans tout domaine ot la
m¢thode des fonctions majorantes permet de définir la solution (').

Il. — Extensions du résultat précédent.

6. Nous montrerons dans ce paragraphe comment des équations
intégrales, plus générales encore que les équations (a') traitées par
M. Volterra, peuvent étre résolues par des procédés analogues.

Voici une premiére extension. Supposons que la s¢rie

= = - =Y —. 8 o iy iy iy =J
‘?(*’l» SAv e e te Yy ") “—-at‘/ﬁu.l,./z'“-_.'- e

ne soit pas convergente autour de 3, =
que la série

a’x ’:_:_igli

([.|+l'2+. ..‘i"l‘n*‘*—j)!”'di‘.”

(') C’est un résultat peu surprenant : on sait u'il est vrai pour les équations
différentielles linéaires,

D’autre part, quand on applique, avec M. Goursat, la méthode des fonctions
majorantes au théoréme d’existence de la solution d’une équation différentielle
quelconque, on conslate bien que, dans le cercle ot 'on démontre ainsi 'existence
de la solution, les approximations successives convergent : c'est une présomption
du résultat ci-dessus, mais non une démoustration, car il n’est pas prouvé que
cela subsisterait si 'on employait de meilleures majorantes,
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le soit. Alors la série
o * . '_ ", o " ¥ l‘ '_‘
zai‘i,...i..jFlfFli e ]‘Iri'l‘j: {‘?(l‘iv Fh ey l‘ns l‘)

converge encore (¢f. n® 3), non plus forcément dans tout le do-
maine (d), mais au moins pour y — x assez petit, c’est-a-dire au
voisinage de la droite y = « de ce domaine ('). L’équation intégrale

(a") Fo(ly. 1y, ..., F,. 1)

a encore pour solution, pour y — x assez petit, la série

.

.
Fy. .. K,

() F=y(F, Fy ..., F) =230,

in

dont les coefficients sont calculés de facon a satisfaire formellement
a (a'). 1l suffit pour cela de prouver I'analyticité de

bi.l,‘. i

(bt b)) 7

n miy iy i
R

Or, si l'on résout le probléeme des fonctions implicites pour
I’¢quation

- [@i,iy i iy i i)
~ — 0 0 . “01-'1...0”~,
(++...+10,+)!

on trouve une série

analytique et & coefficients positifs. 11 suffit de prouver que

3 ST __-li’?»_fz_;ﬁ_l-_____,
Rl (T A Y L

Mais les formules de récurrence permettant le calcul des 3, , , et

des /), , . peuvents’écrire
5. i :Z |(l;'u~,.. l',.ll —[lla _ .
Tl tzety ("l + ,.2_}_. . ’.n_*",l)! SNy
1
ct

bi|i’«.;i,‘: E (ar,r,...l',.il I b.\‘..\',.‘..\‘,.>s
. J

(*) Ou converge dans tout le domaine (d) si les Iy, F,, ..., F,, F sont assez
petits,




FONCTIONS PERMUTABLES DE M. VOLTERRA. 13

le symbole ] 4......., désignant le produit de j quantités analogues

7
ab, . . telles que
zsi_*—l":i“ e 23/1“!‘"":"";
j i

kY

la somme I étant étendue & toutes les valeurs possibles des sym-
boles s, S5y ...y Sy Iy Iy <o vy T'ny j. 1l suffit de vérifier que

(ry4+ro+...+ r,,—+—j)!l[(s‘+s._,+...+.c,,)! S by 0,

!
ou que

(A+)TA AL AT (A + A+ Ast. - AL,

A, A,, A,, ..., A; étant des enticrs et les j derniers étant différents
’ 17 2 ’ J J

de zéro. C’est une inégalité évidente si A, = A, =...= A; =1 et
(ui ne sera que renforcée si'on augmente un des A; d’une unité.

7. La nouvelle généralisation que nous allons exposer montrera
que, dans la théorie précédente, c’est la composition et non la permu-
tabilité qui joue le role important. La permutabilité n’apporte qu’une
simplification qu’on peut dire accessoire; aussi aurons-nous, quand
nous en aurons fait I’étude, & montrer en d’autres points son impor-
tance. Pour justifier cette remarque je vais montrer que les résultats
précédents s’étendent aux fonctions non permutables (*).

8. Soient I,(x, y), I's{x, ¥), ..., F, (&, y) des fouctions finies et
continues comme précédemment dans le domaine (d), mais pouvant
n’étre pas permutables. Des expressions telles que

Py B, e ), BFIF (2, )

auront un sens aussi clair (grice a l'associativité) que quand les
fonctions sont permutables. Seulement il ne sera plus permis de

(') J'ai donné cette démonstration dans une Note : Sulli equasioni integrali
(Rend. R. Acc. dei Lincel, 19 janvier 1913).
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changer I'ordre des lettres : on n’aura plus, par excmple,

l‘ » I‘ C‘ -
12 E, = F2 12,

-

Un polynome procédant suivant les produils symboliques des
fonctions précédentes et ayant des coefficients numériques

aF, + 6Fy4 cF, Fy+ dF,F,

définira encore une fonction finie et continue comme F,, F,, .... 1l
en scra de méme, sous une condition que nous allons exprimer, d’une
série sans terme constant des produits et puissances symboliques
des fonctions précédentes; soit

(3) of[F), Ty .., ] = aF, 4 bFytu .t P2 4 dPFy 4 eF,F 4. ..
une telle série; nous la dirons réguliére sila série
(39 @51y San v eey Ba) =54 B+ ..+ YT (0 +E)5y 5+ ..,

déduite de la série (3) en y remplacant les coefficients a, b, ... par
leurs modules «, 3, ..., puis les fonctions F,, F,, ..., I, par des
nombres complexes ordinaires 5,, 5., ..., 5, ct enfin en groupant les
termes scmblables, est convergentc.

Ceci posé :

a,. Toute série de type (3) régulicre définit dans (d) une fonction
de x et de y finie et continue comme les fonctions dont on part.

Lia démonstration est la méme qu’au n° 3.

8,. Les calculs sur les séries de type (3) (additions et compo-
sitions) peuvent se faire comme les mémes calculs (additions et
multiplications) sur les séries enticres, a condition de ne pas perdre
de vue la non-permutabilité des fonctions I¥,, 17, ..., I

4
n*

9. Considérons enfin une équation intégrale

- *

(a,) F=o[F, Fy ..., F, )

par rapport 4 'inconnue F(x, y). Le second membre ?[F,, ety F]
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¢tanl une scrie de type (3) réguli¢re, n’ayant ni terme constant, n:
terme en F.

On peut essayer de la résoudre formellement par un dévelop-
pement
(h) F=y[F, F, ..., F,],
J ¢tant unc série de type (3) sans terme constant. On constate
aisément, comme dans le cas ou les fonctions F; sont permutables,
que les coefficients de 7 sont déterminés d’'une facon unique et
s'obtiennent a4 partir des coefficients de o par des additions et des
multiplications.

Le développement (),) ainsi obtenu fournira dans (d) la solution
de I'équation (a,) s'il est régulier. Mais il I'est effectivement : rem-
placons en effet I’équation (a,) par I’équation du méme type

FZ?I[FH F'Zo LR} F/n F]y

o, étant la série déduite de 9 en y remplacant les coefficients par
leurs modules. Llle admet, d’aprés ce qui précéde, une solution
formelle

(b,l) F:x[FU F?e"-v Fn]v

les coeflicients de y étant, d’aprés une remarque précédente, positifs
et supérieurs aux modules des coefficients correspondants de ¢ : la
régularité de ¢ sera donc entrainée par celle de y.

Mais y ayant ses coefficients positifs, il suffit de prouver la conver-
gence, autour de 'origine, de la série

4 (54y Bay o vea Sp)

obtenue en y remplacant I¥,, F., ..., F, par des variables permutables
3.y Say +-+y Sp €L en groupant les termes semblables. C'est immeédiat,
car en faisant la méme substitution dans I'équation (a’) on obtient
I'équation implicite ordinaire

5051y Tae e el 340 5)

qui ne cesse pas d’étre satisfaite parle développementy (s, 3,. ..., 3,).
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Ce développement est donc convergent d’aprés le théoréme ordinaire
sur les fonctions implicites. Je renvoie 8 ma Note déja citée pour la
démonstration de I'unicité de la solution.

Sans qu'il soit besoin d'insister, il est clair qu'on pourrait étendre
aux fonctions non permutables les considérations du n° 6.

II1. — Quelques résultats sur I’d4quation de Volterra
de premiére espéce.

10. Nous avons, dans le numéro précédent, traité des équations
trés générales, mais qui ne sont pas, & beaucoup prés, les plus géné-
rales qu'on puisse former a partir d’une fonction inconnue par des
compositions. La plus simple des équations résolues par les considé-
rations préccdentes est celle de Volterra de deuxiéme espéce

Yy
F(w, y>+f Fy(2, £) F(5, y)di = ®(x, ),

dont la théorie est d’ailleurs classique.
L’équation de Volterra de premicre espéce, que nous écrirons

ry
) [ ot ) 16 ) e =, 3,

[/(x,y) et F(x,y) étant des fonctions connues, ¢ (;y) une inconnue|
ne rentre pas, au contraire, dans le type précédent. Nous allons
rappeler briévement les résultats classiques relatifs 4 cette équation,
puis démontrer & son sujet quelques nouveaux résultats dont nous
nous servirons par la suite.

Remarquons d’abord que, dans la théorie qu’on fait d’ordinaire de
celte équation (1), on considére la limite inférieure d’intégration x
comme fixe, y é¢tant seule variable. Nous aurons avantage, pournotre
théorie, a considérer a la fois z et y comme variables.

11. Soit donc I’équation

Yy
(1) f o(2, §) f(, y) di = F(a, ),



FONCTIONS PERMUTABLES DE M. VOLTERRA. 17

S(x,y) et F(z, y) étant finies et continues dans le domaine (d)
alzlylb.

Recherchons les solutions % (., y) finies et continues dans le méme
domaine.

Ll est un cas ou cette recherche n’offre aucune difficulté, car I’équa-
tion (1) se raméne & une équation de deuxiéme espéce : c’est celui ou
la fonction f(.x,y) (noyau) est, suivant une dénomination de M. Vol-
terra, d'un ordre déterminé dans le domaine (d), c’est-a-dire ou les
premiéres dérivées du noyau qui ne sont pas identiquement nulles
pour x =y sont constamment différentes de zéro pour & = y.

Pour plus de précision, imaginons que les dérivées

9" f(xy )]
Jxs ().,V"“‘. r=x
soient nulles pour p <2 — 1; on a alors

[‘)""’,/(‘l’n")—l . l',)u-vlf(‘t‘.,,)—
y=r

()Vu—l ()..""_2 ox

v

'du 1 e B
g [P

Jy=2 dyll -1

Si la valeur de ces rapports est une fonction «(.c) conlinue et diffe-
rente de séro pour aZ.xZb, nous dirons f(.,y) d’ordre n dans le
domaine (d) (*).

Ceci pos¢, on peut prouver que :

Si la fonction [ (x,y) est d’ordre n et admet, ainsi que ¥ (:x,y),
des derivées partielles d’ordre nj si, de plus (condition nécessaire),

(') On voit que, lorsque y tend vers ., la fonction d’ordre n -+ 1 sera infini-
ment petite comme (¥ — )", la partie principale de cet infiniment petit étant

(¥ — 1)

justement ;
: n!

x(x).

Voici deux remarques qu’il est bon d’avoir a I'esprit en lisant ce travail :

1° Quand on compose deux fonctions d’ordre déterminé, leurs ordres
s'ajoutent;

2° Dans les mémes conditions, les coefficients a(x) se multiplient.

Si I'on avait pris pour noter 'ordre de la fonction précédemment envisagée n
el non n + 1, ce qui pouvait paraitre plus naturel, 'énoncé précédent 1° perdrait
de sa simplicité.

Journ. de Math. (7* série), tome I. — Fasc. I, 1415, : 3
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toutes les dérivées de la fonction ¥ jusqu’a Uordre (n—1) inclus
sont identiquement nulles pour y = x, U'équation (1) est équicalente
a une équation de Volterra de deuciéme espéce ayant, d’aprés ce qui
précede, une seule solution finie et continue dans le domaine (d).

En effet, en dérivant (1) « fois par rapport ay, on obtient I'équa-
tion

. Y 2O f(E y) . 0"F(x.y)
o)+ [ otw n UL = ST

complétement équivalente a4 (1), grace aux conditions que remplit

F(x,y).
D’ou
9" f(&, ) 0"F(z, y)
. M . d),u - ()_Y" )
™ o)+ f ot D= — s

c’est I’équation de deuxiéme espéce annoncée ayant, grace a I'’hypo-
thése que «( ) ) ne s’annule pas, un noyau et un second membre finis
dans (d) (*). Remarquons enfin que si le noyau f(.z,y) et le second
membre F(z,y) sont permutables, la solution 3(.c, y) est permutable
avec I'un et avec I'autre. Je renvoie pour ce dernier point aux Fonc-
tions de lignes de M. Volterra, p. 165.

Si au contraire
, ot f(x, .T)']
[ 4 = —_—
(T) l 0yll—1 dy==

s'annule en un point z,(asx,<0b), etsil’'on méne parle pointy =z =,
les paralléles aux axes EX, et GX, (fig. 2), la méthode précédente
s'appliquera seulement & I'intérieur des deux triangles AX,G et X, BE

(') La solution de cette équation s’écrira, d’apreés les résultats précédents, en
posant

f)n /( X, y) ()n F(.L‘, )Q
. ) yn 0 )
_l\(x’y):_j.{‘(_,ﬁ—’ Lz y)= _‘OT"T—’

sous forme de la série

L(r, y)+LK(2 3) + LK (20 y) +...+ LR (2, v) +....
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et y donnera %(., y) finic ct continue. Nous allons nous préoccuper
d’étudicr ¢ (i, y) au voisinage du point X,.
C'est un probléme tout différent de celui qui fut traité par M. Vol-

B E A

o -C

Iig. 2.

terra, puis par M. Lalesco (Thése) : faisant dans I’équation z = x,, ils
recherchaient les solutions 9(z,, y) finies et continues sur la
droite X,E de la figure. La méthode si originale de M. Lalesco ne
s’applique pas au probléme que nous avons en vue.

Je me limiterai dans I’étude suivante aux fonctions analytiques et
aux variables complexes.

12, Jaurai souvent, par la suite, 4 envisager des fonctions ana-
lytiques de deux variables complexes « et y. Je représenterai toujours

Fig. 3.

ces variables par deux points marqués sur un méme plan complexe
(qui pourra étre dans certains cas une surface de Riemann).

Soient deux fonctions F, (:x, ¥), F.(x, ¥) holomorphes quand x et y
sont tout deux intérieurs & un méme domaine simplement connexe ®
du plan complexe (fig. 3) ou d'une surface de Ricmann; leur com-



20 JUSEPH PERES.
position

f’ Fy (a0, 5) Fy(Er y) di

a un sens parfaitement clair (I'intégrale est calculée sur une courbe,
d’ailleurs quelconque, allant de & en y sans quitter ®) et conduit i une

fonction IV, lfg(x, ¥), analytique elle aussi quand x et y sont situés
dans ®. La définition de la permutabilité et tous les résultats précé-
dents s’étendent de méme aux variables complexes.

Si nous considérons par exemple I'équation

(1 j o(2, §) J(E ) di = ¥, y),

J et F étant des fonctions holomorphes quand .« et y sont intérieurs
a ®; si la fonction f est d’ordre n dans ®, c’est-a-dire si 'on a

Tor flxov) . ) Y s ) _ _
[ daB gyr=s ]):T =0 (p<<n—r) ct IH‘)J" N a(.),

a(.) n’étant jamais nulle quand x est dans ®; si enfin toutes les
dérivées de la fonction I(x, y) jusqu’a 'ordre (rn — 1) inclus sont
identiquement nulles pour x = y :

I’ équation (1), équivalente a Uéquation

o Y O SEY) g 0t E )
(2) .0(~'-))x(y)+1_ o(.Ly 2) ay d —= oy

b
admeltira une solution unique, fonction holomorphe de x et y,
lorsque ces variables sont contenues dans ®.

15. Etudions enfin, comme nous I’avons annoncé, le cas ou a(y)
s’annule en certains points (forcément isol¢s) du domaine ® et ou par
conséquent le noyau n’est d’aucun ordre déterminé dans ®. Soient a,
b, c, ... ces différents points.

Soit un chemin allant d’un point z & un point ) du domaine ® sans
rencontrer aucun des points a, b, ¢, ... (#ig. 4); d’aprés le résultat
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précédent, 'équation (1) admet une seule solution holomorphe dans
le domaine @ constitué par une bande entourant ce chemin. La
solution »(z,y) de I'équation (1) est donc holomorphe toutes les fois
que x et ¥ sont tous deux différents des a, b, c, ...; c’est de plus une
fonction non seulement des points = et y, mais encore du chemin
d’intégration [figurantdans1’équation (1) ou dans I’équation (2)] allant
de x & y; cette fonction prend pourtant la méme valeur pour deux

Fig. 4.

chemins qui peuvent se déduire I'un de I'autre par déformation san
rencontrer aucun des points a, b, ¢, ....

Ainsi la fonction 9(x,y) ne dépend du chemin adopté pour aller
de x en y que par le nombre des tours que ce chemin effectue autour
de a, b, c et par 'ordre dans lequel il effectue ces tours.

On pourra construire aisément, en considérant une infinité de
domaines ® munis de coupures (lignes pointillées de la figure 4) et en
réunissant les bords de ces coupures de fagon convenable, une surface
de Riemann simplement connexe A telle que 9(x, y) soit une fonction
univoque des deux points x et ) de cette surface de Riemann ('). Cette
surface de Riemann aura trois infinités de points de ramification
d’ordre infini respectivement projetés en a, b, c.

Notre solution ¢(x,y) sera holomorphe toutes les fois que ni z ni

(') Le chemin d'intégration sur lequel il faut opérer pour obtenir o(.x,»)
étant précisément un chemin, d'ailleurs quelconque, allant de x en y sur la
surface de Riemann A.

On pourra se borner, pour obtenir toutes les valeurs de o(x, y), 4 faire varier
sur un feuillet de cette surface A. Ceci implique des relations trés simples aux-
quelles satisfait 9 (=, y).
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ne coincideront avec un de ces points de ramilication. Ces points de
ramification seront en général de véritables points critiques, comme il
est facile de s’en assurer sur un exemple.

Soit I'équation

y =

2

Y
(1) f o(a, E)[(1— bA)E + bhyldi= (1— b) +by(y—),
A et b étant deux paramétres; son noyau (1 — bA)x~+ bhy est du
premier ordre, sauf autour de I'origine =y = o. Elle équivaut a
I'équation, obtenue en la dérivant par rapport a y,

(2") yrp(x,y)+).f'bq(.r,i)d&:y-i—/)(y—x).
On en déduit aisément ¢ (2, y), car, en dérivant une fois de plus, on

a une équaltion différentielle ordinaire.
11 vient

1+ 0 (}——-l)b(.’t)""“’.
Y

olz, )= l+)\1)+ 1+ Ab

Ainsi cette fonction admet bien en général, comme point critique
par rapport a x et a y, I'origine. Ce ne sera plus le cas pour certaines
valeurs de A, par exemple A =1 : on trouve alors

q7(1‘, .)’) =1,

c’est-a-dire une solution holomorphe autour de z = 0, y = o.

On ne se serait pas apercu de cette holomorphie si ’on avait résolu
I'équation (2') par la méthode générale indiquée précédemment : on
aurait en effet obtenu ¢(x,y) par une série, celle-la méme que I'on
obtient en le développant par rapport aux puissances de A, série
n’ayant pas pour termes des fonctions de z et de ¥ holomorphes
autour de 'origine.

14. 1l peutdonc acriver, nous venons d’en donner un exemple, que
'un des points de ramification «, 4, ¢, ... ne soit point singulier
qu'en apparence et que I'on puisse, dans la surface de Riemann 4,
supprimer les ramifications autour de ce point. C’est ce cas que nous
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allons apprendre a caractériser. Laméthode de résolution précédem-
ment donnée pour I'équation (1) ne peut nous étre d’aucun secours,
puisque (et nous en avons vu un exemple) les singularités des différents
termes de la série qui définit 3(x, y') peuvent n’avoir aucun rapport
avec les singularités de ¢ (x, y).

Pour que 'un des points de ramification, @ par exemple, disparaisse,
il est évidemment nécessaire que la fonction p(x,y) soit holo-
morphe lorsque x et y sont voisinsde a et que Uon va de Uun alautre
par un chemin restant au voisinage de a.

Cette condition sera, comme nous le verrons, assez facile a trans-
former. Prouvons auparavant qu’elle est suffisante. Montrons donc
que, sous cette condition, la fonction 9(x,y), que nous savions déja
holomorphe autour de «,, y, points quelconques de A ne coincidant
pas avec un point de ramification, est aussi holomorphe autour

Fig. } bis.

de :c,, ¥o,quand x,, ou y,, ou x, et y, coincident avec I'un quelconque
des points de ramification projetés en a.

Supposons en effet vérifiée la condition précédente; soit C un petit
cercle tracé autour du point @ sur un des feuillets de la surface de
Riemann A, on a

3 v, y)— — (e e
(3) 2 (2, 7) f di=o

el ), ¢ —w

lorsque  est intérieur a ce cercle (') et que y est assez voisin de a, le
chemin utilisé pour aller de & en y restant aussi trés voisin de a. Mais
I'expression (3) est, au moins quand . différe de a, fonction analy-
tique de ¥ dans A. Elle est donc identiquement nulle sur A. Prenons

(') Nous entendons par intérieur un point projeté a I'intérieur de C, et situé
sur le méme feuillet de la surface de Riemann A,
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alors un point y, quelconque (') de A et tracons autour de lui un petit

cercle I';ona
1 O(Qy'ﬂ)
9 (&, ”“‘amﬁn—yd

y étant un point intérieur (*) 4 T. D’on, grice a ’égalité (3),

) _ 9(&, n)didn
o)== ff( —a)(n—7)

qui prouve ’holomorphie de $(x, y) autour de & = a, y = y,.
En échangeant le role de « et de y et en envisageant

) 0@ ) = 57 [ L2

on prouvera de méme ’holomorphie autour de x,, a

Reste enfin & prouver la méme propriété autour d'un point z = a,
y = a. Pour qu'il y ait lieu & démonstration, il faut que le chemin (ui
va de & voisin de « & y voisin de « ne reste pas constamment voisin

Fig, 4 ter.

de @, mais entoure les autres points de ramification; tourne par
exemple autour de &. On a toujours I'équation (3), et comme % est
toujours différent de a, on a aussi

TR n)

27"l :l,‘ dn_O ()’

(?(sv y)—

(') Qui ne soit pas un point a, b, c, .. ..
(%) Sur le méme feuillet de A.
(*) G, étant un cercle analogue a C, mais tracé sur un feuillet différent.
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d'oti, comme plus haut,

, [ el m) i
J(F,V)'——fl?l ‘:I('_-:_‘_d.)(.('___y)

La condition nécessaire, précédemment posée, est suffisante.
Si cette condition est vérifiée par le point b, on pourrait supprimer
aussi les ramifications autour de /, ctc. Reste a faire 'étude de cette
condition.

13. Soit donc I'équation

¥

(1) j o, 2) f(Z y)di == V(. y).

f(xz,y) et F(«,y) étant analytiques autour du point a, que nous
prendrons comme origine pour simplifier. Il faut chercher quand cette
équation admet une solution %(x, y) analytique autour de I'origine
(le chemin d’intégration étant, pour fixer les idées, la droite qui
jointxay).

Nous chercherons d’abord, sans nous préoccuper de sa convergence,
un développement

(3) (L, y) :Epzqcpl,,xl'y’l
0 [1]

vérifiant formellement I'équation (1). Un développement de la forme
précédente peut toujours s’écrire, et d’une facon unique,

(6) o(a, =3 L= ame) (1,

n!

les 9™(x) étant des séries des puissances de x défiuies par les équations

symboliques
?(") ( 1‘) = l:d" <Po()‘f; .y ) ],\:x.

Quand on y remplace 9 (., y) par la série (6), le premier membre

(*) Etinversement d’ailleurs. 1l y a identité formelle compléte entre les déve-
loppements (3) et (6).

Journ. de Math. (7* série), tome I.— Fasc. I, 1913. 4



20 JOSEPH PERES.
de I'¢quation (6) devient (comme le sccond) une série des puissances
de ¢ et de y; ces deux séries doivent étre identiques : il suffira pour
exprimer ce fait d'¢crire que leurs dérivées par rapport i y sont toutes
nulles pour y = .

En posant

n T, , ) . ()"F-v
./‘(")(‘IA) = [LL{)(:;'*‘)] -—a:’ l‘(”)(‘l‘) = I’—dLyl,‘T.—y—)]\.:a"

on peut donc remplacer I’équation (1) par le systeme (')
< Ji-s

(1) X X Cio () oy f0-0(a) = FIPeD(2)  (p=0, 1,300 )
o 0

si nous admeltons que la premiére fonction /" (x) non nulle soit la
fonction £ () (), forcément la premitre fonction F™ () non iden-
tiquement nulle correspond a n>a +1 (¢f. le n° 11, p. 18). Nous
supposerons par exemple u’elle corresponde a

R=a+ b1,
b entier positif ou nul.
Alors les équations (1) donnent

0O ()=o) (2)=...= o " V(r)
et elles déterminent univoquement les ¢"'(x) successifs sous la forme

Lo (F, /)
[ (@)

(") ol () =

les @;.,(F, f) ¢tant des polynomes, faciles & former, d’un certain
nombre des quantités ' et /™ et de leurs dérivées.
Les 4™ () sont ainsi déterminés, et ici deux cas se présentent :

1* f(x, y) cst, autour de Uorigine, d’un ordre déterminé. Clest le

(') Chacune des équations de ce systéme est obtenue, comme nous l'avons dit,
en dérivant p +1 fois I'équation (1) par rapport a y, puis en y faisant y = .
Lies G sont les coefficients du binome.

() Nous I'avons nommée précédemment f"- Y (z) ou a(x).
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cas ol la série des puissances de x qui exprime
f(“)(”l")

commence par un terme conslant; l'ordre de f (.z, y) est forcément
a+ 1. Les 3%+* (i) obtenus précédemment sont des séries entidres
en x. [l y a donc une série et une seule

2(y—- o) —?—“—l,)l—(,i)» = XX, aryt
vérifiant I'équation (1). Cette série converge autour de l'origine et
représente la solution holomorphe de I'équation (1), solution que
nous avons déja montrée exister et étre unique.

2° f(x,y) n'est pas, autour de l'origine, d’'un ordre déterminé.
C’est le cas que nous sommes en train d’¢tudier. /(. ) n’a pas alors
de terme constant et les ®'® (r') donnés par les formules précédentes
ne sont pas des s¢ries enticres de (.¢), mais ont en général un certain
nombre de termes de degré négatif en w. Il 0’y a pas, en général, de
développement du type cherché

(7) (y—a)m 0‘_’%(’_::_) = X3¢, kP yt
vérifiant formellement I’équation (1). Il n’y a pas, « fortiori, de
solution holomorphe de I’¢quation (1).

Les cas particuliers ol il existe, autour de . =0, ¥ = o, une solu-
tion holomorphe de I'équation (1), devront d’abord étre tels qu'il
existe un développement de type (7) vérifiant formellement Péqua-
tion (1). Clest facile & reconnaitre, au moins théoriquement : il
suffit de vérifier que, dans les formules (17) donnant les 4™ (&), se
produisent des réductions telles que les termes de degré négatif en «
disparaissent.

Nous allons compléter ce résultat par le suivant, qui permet de
répondre entiérement au probléme posé au début de ce numéro:

S’il existe un développement tel que (7) vérifiant formellement
Uéquation (1), ce déceloppement converge et représente une
Sonction de « et de y solution de I’équation (1).
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Soit en effet
(n) x
(=) Zn(y ey O
[

n!

ce développement. Les ¢ (x') sont, d’aprés les formules (1”), des
fonctions de x holomorphes dans un certain cercle C de rayon R
tracé autour de 'origine (fig. 5). De plus, 'origine étant un zéro

IFig. 5.

isolé de f (), dans le voisinage d’un point quelconque ® d’une cir-
conférence C’ d’un rayon R’ < R, on se trouve dans le cas 1° : la série
(7) converge et représente une fonction analytique ¢ (., ) quand
«x el y sont contenus dans un petit cercle y de rayon r et de centre w.
Si M est le maximum fini de |3 («,y)| dans tous ces petits cercles,

la série
R o) (1
I(y—w)" __n(")_

est majorée par

c’est-a-dire que
() (¢ M
2]
ho. r

pour tout cercle .
Sur la circonférence C’ on a donce

M
-
"Il

QP(")(.I')
n!
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9" (r)
n!

et, dans (V, la fonction analytique est donc majorée par

et la série double

e

est majorée par la série

(y+2)"M _ M _,
RECHNCHIEES

qui est bien convergente si « ct y sont assez pelits.

Ainsi, pour reconnaitre si I’équation (1) admet dans le domaine
£ =0, y =o0, une solution analytique, il suffira de vérifier, comme
nous 'avons dit, qu’elle est satisfaite par une série de forme (7).
Cette vérification nécessite en général, il fallait bien s’y attendre, une
infinité dénombrable de calculs. Nous trouverons, ce sera justement
une application de la théorie des fonctions permutables, des cas dans
lesquels on pourra affirmer a priori 'existence de telles solutions (').

16. L’étude des fonctions permutables nous conduira & envisager
une ¢qualion, elle aussi formée a partir de la fonction inconnue et des
fonctions connues par des additions et des compositions, et qui pour-
tant n’est pas du type simple traité aux paragraphes I et II.

Le probléme fondamental de cette théorie est en effet le suivant :
Trouver les fonctions s (x, y) permutables avec une fonction donndée
S (¢, y). Il conduit & résoudre I’équation

(1) f yies 5)°(£a))‘[5: A 9(215)./(5~’)([5’

par rapport a l'inconnue ¢ (., )). Il faudra ensuite étudier les pro-
priétés des solutions 3 («, y').

(') Cf. Chapitre 1V, n° 10, p. 81.
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L'équation (1) du paragrapheIll est plus simple que I’équation (A);
sa théorie était nécessaire pour faire celle de 'équation (A). Mais
nous verrons inversement que de la théorie de I’équation (A ) on peut
tirer des conséquencesintéressantes relatives & certaines équations (1)
(¢f. fin dun° 15). Enfin entre les équations (1) et (A) nous verrons
se développer certaines différences qui, convenablement interprétées,
conduisent & classer (') les équations qui, dans cette théorie, jouent Je
role des équations algébriques, c’est-a-dire les équations formées a
partir dela fonction inconnue et des fonctions connues par additions
et compositions.

CHAPITRE 1L

LES FONCTIONS PERMUTABLES AVEC UNE FONCTION D'ORDRE DONNE :
LEUR RECHERCHE PAR LA METHODE DE M. VOLTERRA.

1. — Les fonctions permutables avegc une fonotion du premier ordre.

1. Le probléme fondamental de la théorje des fonctions permutables
est celui que nous avons déja posé au Chapitre précédent (n° 16) :

Trouver toutes les fonctions ¢ (z, y) permutables avec une fonc-

tian donnée f (x, y ).

Ce probléme a été résolu par M. Volterra quand la fonction donnée
est d’ordre 1 (*) et d’ordre 2 (*). Notre but, dans ce Chapitre, sera
d’étendre sa méthode a une fonction donnée d’ordre ». Mais, aupara-
vant, nous exposerons la démonstration donnée par M. Volterra
pour n = I.

2. Soit donc f(x, y)' une fonction finie et continue (*) dans un

(*) Cf. Chapitre 1V, Conclusion,

(?) Sopra le funzioni permutabili (Rend. dei Lincei, 17 avril 1910).

(3) Contributo allo studio delle funsioni permutabili (Rend. dei Lincei,
1°r semestre 1911, p. 296).

(*) Nous aurons a faire plus tard quelques hypothéses sur ses dérivées,
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domaine du plan des (x, )
oZriyza,
et du premier ordre, c’est-a-dire telle que
SJ(x.,z)So  pour olria.
Recherchons les fonctions permutables avec elle, finies et continues

dans le méme domaine.
Le probléme posé revient a la résolution de ’équation

Yy y
(A) f S DG nd= [ e@ /(G y) de

3. M. Volterra simplifie sa résolution par deux transformations,
qui ne sont d’ailleurs pas essentielles, et qui permettent de ramener le
probléme au cas ou

[oj(x,y)] ffffd:fl(;‘,y)] —o
dr o=y day L=y

Faisons le changement de variable
(2) z=g(z), y=gn) E=g&),

la dérivée g’ (,) étant toujours positive, de sorte que ces relations
soient inversables. L'équation (A) devient

AXY : Y
(A" ff(“'laEt)‘?(zn)’l)g'(gl)dil:f o(r. 8) f(GL3) &' (&) diy,

en désignant par la notation f(.,, %,) ce que devient f(ix, y) quand
on y fait le changement de variables (2). En posant

f:(wu—in)=’—*~‘f(u’vn5:)\/é"(xx)g'(5|_)~

or(x, i) =% 0@, 5)VE (2) g (5),

’équation (A") devient

(A") f Si(24,80) 01(&1s 01) dey = f"9,(z,,;-t.)f,('=t.,y,)dz..

xr,
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Le probléme posé cst ainsi ramené & la détermination des fonc-
tions permutables avec /| (x,, y,). Mais on peut réaliser

fl(‘tle‘rl):';
il suffit dc prendre
=xf(z,2) g (x,),
c’est-a-dire

—-+jf(t x)dr.

relation qui est bien inversable d’aprés ’hypothése précédente : la
fonction f ( «, y) est du premier ordre.
La transformation

Selzn ) = fi(x n}’:)ai?;
(T Y1) =9 (Z0, 1) E.}’ ;

la fonction = (.z,) étant toujours différente de zéro, laisse aussi inva-
riante I'équation (A”). Tout revient finalement a trouver les fonctions
permutables avec f,(z, y,);orona

Salx o) =0,

et I'on peut disposer de I'arbitraire « (i,) de fagon que

“dfoly) _ dfo(r, ) —_
l. d‘tl Jy = l,— [ d)’l | 1= ¢
[l suffit de prendre

()f(i‘, ARH

a(xr)=c¢e -« fl ar Jy‘_:|'l«":.

4. Placons-nous donc dans le cas ou la fonction f (x, y) vérifie les
conditions
S(x, z) =1,

of<x,y)_] ___ldf(x,y)] .
[ dr y=x - ())’ y=r

Nous supposerons de plus que f (z, )) admette des dérivées finies

(1)
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et continues jusqu'a l'ordre 3 inclus (*). L’artifice de M. Volterra
consiste alors a remplacer I'inconnue % (.z, y) par une inconnue auxi-
liaire @ (z, y) telle que

W) ¥
(A) ‘d)(x,y)=j f(w,5)¢(i~)’)(15=f o2, 2) f(3. y)de.

Pour éliminer % entre les deux relations ainsi obtenues il suffit de
résoudre, comme nous 'avons appris au Chapitre I, deux équations
de Volterra de premiére espéce; il vient

g Tof(x,8)

(3) v N
3—:: = o(r.y) +j' @(w.z)()fj’;‘v)di;
d’ou, en posant
O f(x,y) . ()f(a, y)
fl(‘r,,y)— T’ f!(‘rvy)— l)y
et
F,(.z',y):f,(x,y)—+—_/",'(.1',y)+...+f,"(x.}')+....
Fo(@3) = fol@,y) = fH8,7) +o oo (=10 f (@, y) +-
(P(w?y):_d_cb_(x,_y) f F,(a ,‘)d(l)(g r)d.
(4)
o(2,y)= Qf)—?*"—)— ﬂf,—f’—‘)f“z(-, ) .

Le résultat de I’élimination est donc

+f [rx(lc) ”) — 2y v)]

-

(*) Cette hypothése, qui est aussi indispensable que celle de I'existence des
premiéres dérivées du noyau dans la théorie de I'équation de Volterra de pre-
miére espéce, se conserve a travers les changements de variables du numéro
précédent.

Journ. de Math. (7* série). tome I, — Fasc. I, 1913. ' 5
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ou, en intégrant par parties et posant

) . 0
gulny) =g R@,  gul@y)= R,

P 0P Y . . .
W) G [B@D s — g HOE M=o,

car la seconde des relations ( 1) entraine
Fi(z,2)=F,(x,z)=o0.

On a de plus ®(x, «) = o, et il est bien aisé de voir qu'inverse-
ment, toute solution de I'équation (A’), vérifiant cette condition, don-
nera, par I’'une quelconque des formules (4 ), unc des fonctions ¢ (z, )
cherchées.

5. Reste donc a résoudre I'équation (A’') sous la condition
® (&, x) = 0 c’est une équation intégro-différentielle facile & réduire
a unc équation intégrale. Soit en effet I'équation

() S =o;
en y posant v =y';—r, v:y':‘z', clle devient
%% +).(x,)’):':0,

et elle admet, si A (x, ¥) a des dérivées premiéres ('), la solution
) ) =0 — [ 1@ 0t a)

6 (u) étant une fonction arbitraire ayant une dérivée premiére.
En nommant un instant A (z, ) l'intégrale qui figure dans 1’équa-

(') Cette existence des dérivées premiéres est nécessaire pour que §(z, y),
donnée par la formule (€'), ait des dérivées premiéres.
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tion (A’) ('), il est alors immédiat que nous pouvons remplacer cette
équation (A’) par

o T4u
(B) ®(er.y)=9(u) —f rl?.’f AZ[ D5 — 1, ) g1(3, 8 - u)
" --n . .
—&n(§—w,3) P74 )],
dont il faut trouver la solution ayant des dérivées premicres, 9 (u)
étant une fonction arbitraire finie, continue et dérivable dans I'inter-

- al v qe . .
valleoSus= lpour u = ¢, c'est-a-dire pour x = o, on doit avoir en

cifet ®(x, y)=10 (%)J ettelle que 0 (o) = o|ceci pour que ®(ix, )
soit nul |.

M. Volterra résout cette équation par approximations successives.
Elle admet une solution et une seule (? ) donnée parla formule

b1 ¢ yJ) = V' d)n £,
(5) (£, ¥) 2, (£,7)
avec
Q,(z,y)=3(u),
(6) (D,,(w,y):—f (ICJH g Cuoi (T —1,5) gi2(5.5+ )
) T —Dﬂ(c— fl‘z)‘bll—l(£!:+l()] .

Il est cssentiel de vérifier que les approximations successives sont
bien définies dans le domaine

o §~”§}’ ; a,
dans lequel nous nous sommes placés. Il suffit de vérifier que

oSy —usi+ula,
mais c’est évident, car
ttu—F—u)y=y—aZo
et
oy —uixr, y—zxii+uly.

() Cette fonction A(z, y) a bien des dérivées premiéres, puisque @ (., ¥) en
a, et aussi gy, et gy, d’uprés I'existence des dérivées troisiémes de f(z, y).

(#) L'unicité se démontre comme pour I’équation de Volterra de deuxiéme
espéce,
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'"La convergence de la série (5), et par conséquent I'existence de la
série , est alorsimmédiate : soient N une borne supérieurc des modules
de . ct de z,, dans le domaine, et M une borne supérieure du module
de @, (x, v), on constate que

[, (7. )| < 2" MNngn 12X =21 '"

Il faut encore vérifier, et c’est essentiel, 'existence des dérivées
premiéres de ® («x, y). Prenons, pour le faire, comme variables « ct ¢.
Les différents termes de la série (5) qui définit @ (z, y) sont déri-
vables puisque 9, ¢,,, #,, le sont. Comme on a

()d' ’ ..v+n . . » . .
d_(’” - (=) g (G e+ ey —. ] e
C e
la convergence de la série

o0,
dv

' . ()(D ]
et par conséquent l’existence de 5’ résulte la convergence de la
série (3).
a0,

Posons —* = @, ; reste & prouver la convergence de la séric X&),
dJdu n

Or, en dérivant la formule de récurrence (6) par rapport a « et en

remplacant les dérivées de @,_, par rapport & « ct & y (ui s'intro-

duisent par des dérivées prises par rapport & « ct 4 v, en remplacant
0P, .

enfin =22t -5 ! par sa valeur en fonction de ®,_, obtenue précédemment,

on obtient

(5) «l»,.(ry>—~-j d*f dE[W, | C—u,E) 15 C+ )
T =0, DO, (54 )]+ A,

A désignant des termes formés a partir de ®,_, et @,_, par des inté-
grations; termes dont une limite supérieure du module est

(.,. _ x)n-l

K(2Na)r-! =]
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K étant un nombre convenablement choisi. On en déduit, en nommant
5 . . o
P une limite supérieure de @' (i, y), que

r e Y1
l¢’,,(w~y)|<[(n—')“'+"J(’N“)"_'(‘—_'}(u-f:))z ’

d’ou résulte la convergence de la série X @),

Nous avons ainsi trouvé toutes les fonctions permutables avec
S (z, y) et finies et continues dans le domaine

vixlyla,

Elles dépendent d’une fonction arbitraire dérivable

(52)

définic dans le méme domaine et telle que 9 (o) soit nul.
M. Volterra les met sous une forme ¢ui montre clairement la fagon
dont elles dépendent de I'arbitraire 05 il pose

9(1:):/" L (n)dn
0
et constate que (')

Ol ) :f () K (| y)
[

K (0], y) ¢tant une fonction définie pour
ofx’yta, oinly-—.uw,
d’ailleurs solution de I'équation intégrale
K(YAI'L'sy): 1+ l dC/ (K]S +e—58+u)gn@—-u, i+ i —¢)
“n h . . . .
—gnCE+l—u,l+) K| —u, i+ 75— w)] de;

en tirant alors la valeur de % (.z, y) de la scconde desrclations (4), on
trouve

() s =y —o)+ [ bn) (a]a ) dn

(') 1l met sous cette forme les fonctions P, successives.
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avec

.
H(n|x,y) =K;(nl.r.y) +~f K(n|.r, i+ 0)gis(5+ z,y)di.
"
Grace a cette formule (2), M. Vessiot a démontré (') une propriété
importante des fonctions permutables: Toutes les fonctions permu-
tables aver: la fonction f (x, y) sont permutables entre elles. Nous
aurons l'occasion de retrouver, par une voic différente, cette
proposition (*).

Remarquons enfin que I'on peut se donner, pour déterminer la
fonction arbitraire § (y — x), la valeur de la fonction 3 (z, y) pourz =o.
Il viendra, en effet, pour détcrminer cette fonction arbitraire,
I'équation, facile & résoudre,

o(o.y)=¢(r) +f' Y(n)H (n]o.y)dn.

Comme la formule («) exprime toutes les fonctions permutables avec
JS(x, ), il est clair que ces fonctions peuvent étre caractérisécs par
leurs valeurs en «c = 0. On pourra d’ailleurs les mettre sous la forme

oy
o(x,y)=9(0,y — ) —;—j 9(o,n)L(n|x, y)dn,
0

L (n|z, y) étant une fonction facile i former & partir de H (7], y).

Il. — Les fonctions permutables avec une fonction d’ordre .

6. M. Volterra a trait¢ dc méme (*) le probléme de la recherche
des fonctions permutables avec une fonction du second ordre. La
méthode du paragraphe précédent s’étend sans modifications essen-
tielles : des difficultés sc présentent, au contraire, si I'on veut, comme
je vais le faire dans ce paragraphe, passer au cas d’unc fonction
d’ordre n quelconque. Il faut, et le lecteur comprendra plus loin la

(t) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. 154, 1912, p. 682.
(*) Chapitre IV, n° 16.
(®) Rend. dei Lincei, 1¢" semestre 19171, p. 296,
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raison de cette restriction, se limiter au cas ou la fonction donnée est

analytique et ol I'on recherche les fonctions analytiques permutables
avec elle.

Soit £ (¢, y) une fonction donnée, analytique, holomorphe dans un
domaine autour de x =0, y =o, par exemple

(8) [e|2R,  Jy 2R ().

et d’ordre (n -+ 1), c'est-d-dire telle que

_(:_;ff);}»_L,)] =o0 (powr p==o.1,2,...,n--1)

et que ) =

A E200) IR /(€00 ) IR 1 LY/ C%.0) I

[ dy" ]f::~"'— B l ()y"._l d'l’ ])':‘-"—‘ T (— l) [-—()T].V:.l._- a(‘r)'

() ne s’annulant pas dans et sur le cercle de rayon R. En effectuant
les deux transformations précédentes (§ I, n° 3), nous pourrons
toujours supposer (en remplacant au besoin R par un nombre plus
petit) que
a(r)=rt,

et que les dérivées (n + 1)*™* de f(x, y) sont nulles pour z =y (*).

Cherchons 4 déterminer toutes les fonctions 9 (x, y) holomorphes
dans le domaine (8) et permutables avec f(x,y). Nous prendrons
comme précédemment I'inconnue auxiliaire

d’(w,y):f' S(2,6)0(5y) dE :f' o (2 ) fE y) s

qui est, en méme temps que 9(.x, y), une fonction holomorphe dans
le domaine (8) (*). On a, d’apreés les conditions imposées a f(x, y),

»e | ot i)
__——()J"())"""'_J.:‘._o p=0,1, ...

(') Ou dans tout autre domaine entourant un point de la multiplicité = = y.

(2) C'est ici qu’intervient 'hypothése que f( x, y) est d'un ordre déterminé,
pour que ces changements de variables soient réguliers autour de z ==y —o.
Nous revenons au Chapitre suivant, n® 1, sur ces changements de variables.

(*) Cf. Chapitre I, n° 12,
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et
gn+t d’(.l‘, ) gn+t Z, = . .
._t).l,m—‘) (=) to(a,y) + ; —_——()‘lf”(’_l $) o(s,y)d;
gn+1 @ x, gntt \
—()7”(—*—‘-12—0(‘2")’) +f 0(1,2)%712({‘,

d’ou, en résolvant ces derniéres équations

s (@ y) = (— 1)r+t ')M(D(x”)q-f H(a, by L 2ED)

dx+t dfn.,.g -’

(9) gn (D(I' .}") + ¥ ()u—H (D(L

()yn-H ()'én+|

X

EK (@ ) .

o(r,y) =

On en conclut que ® (i, y) est une fonction holomorphe dans (8),
vérifiant une équation intégro-différentielle qui peut s'écrire

p LaaX ) s @ x,

(a) __y_(+iL) — (e 228 )
B, y) (. E) ] .
+f [h( ’ ‘) En dén k(f,y)> d‘:—‘o

[h(z,y) et k(x,y) étant des fonctions connues holomorphes dans
le domaine (8)] et vérifiant aussi les conditions

g
() (Wl’:w (p=o,1,2, ..., n).

Inversement toute solution ®(x, y) de I'équation (a) sous les con-
ditions (a), fonction holomorphe de x et y dans le domaine (8),
conduit, par application de I'une quelconque des formules (g), a une
fonction o(x, y) répondant a la question : la recherche des fonctions
o(.x, y) est entiéerement équivalente a celle des fonctions ®(.x, ).

7. Reste donc a résoudre I'équation (@) sous les conditions(a). Ici
commencent les difficultés.

Supposons d’abord n =1 (la fonction donnée f(x, y) est du
deuxiéme ordre). L’équation (&) s’écrit

d,? 0 +f [/(x, 00(0_5,»_)_04»(02,0“, 5 )]dg:o
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ou, par une nouvelle intégration par parties,

il TRl I
'dy_* — ld_x; +[A(x, 2) —k(y, ¥)]O(x, y)

y ", D P .,
+f [k (a, £) D, y)— B (, E)K' (5, y)] dE=o.

On peut alors, utilisant une formule qui donne la solution générale
de I'équation
r0 _ 0w

d}” - ;)? -l-)\(.t, y):Oa

sous les conditions (a)

J®(x, £
®(x. x) = o, —_d:v_):o'
transformer 1'équation (a) en unc équation intégrale qui se résout,
comme I'¢quation (B) du paragraphc I, par approximations
successives ().
Mais, si n est plus grand que 1, il est impossible d’amener I'équa-
tion (&)  ne plus contenir, comme dérivées de @, que les deux termes

0" P(x, v) _

o+1d(a, v)
dyn+l

(___ ,)u+l pr ’
de sorte qu’on ne pourra plus, par le procédé employé par M. Volterra
pour » =o et n =1, remplacer I'équation intégro-différentiell: (a)
par une équation intégrale. Nous pouvons néanmoins chercher i
nous prévaloir de la solution de I’équation

du+l(b agntid
W _ (_ l)u.H W :).(.'L‘. y)

sous les conditions («) pour transformer cette équation (a).

(') Pour le détail des calculs, cf. VoLTERea, loc. cit., p. 38. L’hypothése de
'analyticité n’est pas nécessaire; il suffit, comme dans le cas de n —o, d’admettre
'existence des dérivées de f(x, y) jusqu'a un certain ordre. 1l faut aussi admettre
Iexistence des premiéres dérivées des fonctions ¢ (x, y) qu’on cherche.

Journ. de Math. (7* série), tome I. — Fasc. I, 191, 6
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8. Ouvrant une parenthése, nous allons donc résoudre I'équation

on+1 (l) du-{-l(‘)

()yn+l — (=)t Jdan+t

(a')

=Mz, ¥)
sous les conditions (&)

ord
(m‘:—o—;)_“" (p=0,1.2, ..., n).

C’est un probléme aux limites du type Cauchy pour une équation
qui a des caractéristiques imaginaires (au moins dés que n > 1). Aussi
sommes-nous obligés de supposer A(x, y)analytique et de nous limiter
4 la recherche des solutions analytiques de (a’) (*). C’est ce que nous
ferons désormais.

L’équation (a') peut s’écrire symboliquement

[0 AV d\/d J J o\, -
(0—‘y“+E)(-&;*—”hm)((—)‘;—nl,%)“°(-‘)—y—nl,,0—£>¢—l.(.r.y),

My My, ..., m,étant lesracines (n + 1)*"* de l’unité autres que I'unité
changées de signe. Ce sont donc des nombres tous différents et
différents de — 1. En y faisant le changement de variable déja utilisé
au paragraphe I,

y—x y+x

) ¢ =

2 2

(rr=u—+v,r=yv—u),

u=

elle devient

Y I\ [0 ) 9 o0\,
(a") I"J",\a:_alm)<w_12£>"’(a;—“I:(%)‘D—P'("r")a

k étant un coefficient constant et «,, 2,, ..., ®,, # nombres tous
différents et faciles 4 déduire des m,, m,, ..., m,. 1l faut trouver

(') Celte apparition d’une équation & caractéristiques imaginaires est Ia diffi-
culté la plus grave que nous rencontrions dans cette étude. Si n =1, la difficulté
ne se présentait pas et c'est pourquoi M. Volterra a pu faire I'étude des fonctions
permutables avec une fouction du second ordre sans supposer cette fonction
analytique,
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une solution de cette équation, nulle pour z = o ainsi que ses dérivées
jusqu’a 'ordre # (et il suffit évidemment d’envisager les dérivées par
rapport a u).

Mais la solution générale de 1'équation (a”) est, si {(u, ¢) est une
solution particuliére,

YUy v) +wo(u) + (¢4 Ry te) 4Ty (v 4+ 2att) +.. .+ Bp(v + xyu),

©,, @, ..., @, ¢tant des fonctions analytiques arbitraires. Il est aisé
d’en déduire qu’il existe une infinité de solutions de (a”), nulles ainsi
que leurs dérivées d’ordre (n — 1) inclus, pour u = o. Ces solutions
ont la forme

$a (e, ©) + @ (@),

4, (u, v) étant 'une d’elles et w,(«) une fonction arbitraire de « nulle,
ainsi que ses dérivées jusqu'a 'ordre (» —1) inclus pour z =o.

Il est aisé¢ de donner une expression trés simple de ¢, (u, ¢): soient
N, les nombres définis par la décomposition en éléments simples

[ _ 1 " N,' .
(10) AU—a,VY(U—0,V)...(UL—2,V) \’""E;U—ai\"
1

ils vérifient les relations

n

n n n
(11) 2~Ni:0’ Z.Niai: 0, ..., 2 Nal~*—o, Z Nial" 1+ o,
] [ i i
t 1

1 1

Posons

. nE: En-—i
M(u, ‘-):f dg,f d;{,...f dinp(ty 50),y
[} v 0

nous pouvons prendre
dy(u, v) —_:2 Nif do M [, ¢+ o, (u—mn)].
1 d 0

C’est bien une solution de I'équation (@”) car sil'on forme (d—d‘-‘ —% (%)
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de l'intégrale coefficient de N, on trouve M(«, ¢). On a donc
i (g =) (5= )
= A%Z (du ‘o, ) (du iy 7)%)
(G ) (B
ou, en vertu de P'égalité (10),

d"“M(a ) =p(u, v).

D’autre part, on a

‘—)q"—(()ii'—‘-)—) :2 N.M(«, c’)-l—Z_N;oc;f doM'[n,¢ -+ a;(u—n)].
1 °
‘—)L:)%Q =M (u,0 ) EN;ot;+ ZN;a} [ doM"[7, ¢ + a; (e — )],
(2) oo [SUUTURURRRPR :
n-1 , u
9" gilu, v) d‘f:;‘_’f’ Y) - Min=9(u, 0) S Nyak? 4 .‘.'.Nia;“’f dn M= [, 0 4 o (u —n)],
o
nl [
Pyulu, o) ",ft‘:* ) - Mt v).‘.".N,oc}"'-i-ENia;‘f dn MO [, ¢+ o;(u — )],
' [}
en posant

M(P) (o, v)“ 9° M(u, ),
de sorte que

MU= (1, 0) = f w5 dz, MO (u, 0)=p(a, v).
(1]

Des relations (11) et des premiéres relations (12) on déduit que,
pour u =o,les (n — 1) dérivées de ), parrapport a u, et par conséquent
aussi toutes les dérivées de {, jusqu’a I'ordre (r — 1), sont nulles.

Mais nous désirons les solutions de I'équation (a”) nulles, ainsi que
toutes leurs dérivées jusqu’a I'ordre  inclus. Il faut pour cela, d’aprés
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la derniére des formules (12), que

M- (o, ¢) :f (o, §)d:=o.
[
ce qui entraine
(o, v) =o.
Sous cette condition il y aura une infinité de solutions du type cherché,
de forme

n

(13) ziN,f“rln M[n, ¢ + o, (e —n)] + w(u),

& (u) étant une fonction arbitraire assujettie seulement & étre nulle,
ainsi que ses n premiéres dérivées, pour u =o.

9. Tous les raisonnements précédents supposent les fonctions, sur
lesquelles on opére, analytiques. Mais nous avons besoin, avant de les
appliquer au probléme des fonctions permutables, de préciser un peu
les domaines d’existence.

Supposonsque A(z, y ) soit holomorphe pour

[z]SR, |y|SR,

on ne peut pas en ConClure que
" "

(14) Z.sz dnM[%. ¢+ o;(tt—m)]
y Lo

soit une fonction de x et de y holomorphe dans le méme domaine:
pour s’en rendre compte, il suffit de suivre les intégrations qui nous
font passer de A («r, y) & (14) et de constater qu’elles obligent a sortir
du domaine précédent.

Au contraire, si I'on suppose que A(x, y) soit holomorphe dans le
domaine (coincidant avec le premier si = 0)

lz|sR, |y|SR, |e+oqu]|ZR, |au|SR ()  (i=1,2,...,n),

(*) Ce domaine est, au point de vue de I'dnalysis situs, tout a fait analogue
audomaine |z |SR,|y|SR:sil'on représente les deux variables 2 et y dansun
espace & quatre dimensions, c'est un domaine de cet espace, contenant l'origine,
convexe el par conséquent simplement connexe.
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on peut affirmer que Uexpression (14) est holomorphe dans le méme
domaine. En effet le domaine précédent peut, en introduisant les
scules variables u et ¢, s’écrirve

(13) Ju—¢|SR, fe4-u]zR, | ¢ +oiu| 2R, ocu | SR,

Quand on forme I'intégrale
JRCCHL
0

le couple de variables u, % ne sort pas du domaine précédent: § — u
décriten effet un segment de droite joignantlesdeux points — w et ¢ — u
et, comme des inégalités (15) on déduit

ju|ZR, |e —u|ZR,

on a constamment
|E—«|SR;

des raisonnements analogues permettront de prouver que
[E+wlSR. I+ 2u|ZR

Ainst les différentes intégrations nécessaires pour calculer M(«, ) ne
nous font pas sortir du domaine (15) et M (u, ¢) est holomorphe dans
ce domaine.

Pour prouver le méme fait pourl'expression (14) il suffit de vérifier
que 'intégration

f M{n. ¢+ a; (e —n0)]dn
0

ne nous fait pas non plus sorticr du domaine (15). En effet, dans
cette intégration, la quantité complexe

¢ 4+o;(e—n)—mn ¢ -toe a e—u,
vt (u—"n)+m .. . ot & ¢+ U,
décrit le segment joignant .
oo (u—n)+ ajn _ O a v+,

ajn o a aju;
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les extrémités de ces segments étant, d’aprés les formules (15), dans
le cercle de rayon R, il en est de méme de tout point de ces segments.

Nous pouvons enfin réunir les résultats des deux numéros précédents
dans ’énoncé suivant :

Si son second membre est holomorphe dans le domaine (15) et
s'annule pour u=o, toutes les solutions de Uéquation (a”), hole-
morphes dans le méme domaine et nulles ainsi que leurs dérivées
Jusqw'a Lordre n pour u = o, sont données par la formule

m(u)+2.N‘o/
' t o

I

daM[q, ¢ 4- (e — )],

w(u) étant une fonction arbitraire holomorphe dans le méme
domaine et nulle atnsi que ses dérivées jusqu'a lordre n pour u =o.

On se rendra compte aisément que, pour (ue @ («)soil holomorphe

dans le domaine (15), il faut et il suffit qu’elle le soit dans ct sur le
cercle de rayon g, ¢ ¢tant le plus petit des nombres Rt cngi-I—-

10. Revenons enfin au probléme des fonclions permutables posé
aud¢butde ce paragraphe. Nous en modifierons un peul’énoncé : nous
nous donnerons la fonction f(.z, y) holomorphe, non pas dans le
domaine (8) du n” 6, mais dans le domaine

(16) x| 2R, ly]=R, e + apee| R, | ot | =R

et nous rechercherons les fonctions permutables avec clle et holo-
morphes dans ce domaine.

Tous les raisonnements des n* 6 et 7 subsistent et le probléeme est
ramené i la recherche d’une fonction ®(.x, y) holomorphe dans le
méme domaine (16) (*), nulle ainsi que ses dérivées jusqu’a ordre »

(') Par un raisonnement déja fait bien des fois, on se rendra comptle que le
résultat de la composition de deux fonctions holomorphes dans (16) est une nou-
velle fonction holomorphe dans (16).
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inclus pour x = y et vérifiant ’équation

()n+ld) g+t (‘)

e e (e Y
d),n-o-l ( l) () ph+t
=_f [/I(r ) X o k|

Si nous désignons par wq(«, ¢)lesecond membre de cetle équation,
il vérifie la relation wg (0, ) = 0. Des résultats précédents on déduit
que @ vérifie une équation de la forme

(@)

(b) O(r.y)=w(u)+ N N [ dy Ma[n, v+ 2,(uw—1)],
J 2:,[, ‘»( i [ )]

o(u) étant une fonction arbitraire holomorphe dans le domaine (16)
et nulle ainsi que ses dérivées jusqu’a I'ordre » pour « =o0, My étant
formé & partir de w.g comme M & partir de .

Cette équation (b) est intégro-différentielle, car dans Mg appa-
raissent les dérivées ni‘mes de ®. Il est impossible, sauf dans les deux cas
traités par M. Volterra, de la réduire 4 une équation intégrale. Mais
cela n'a pas d’importance pour sa résolution; nous allons montrer,
en effet, qu’clle se comporte tout i fait comme une équation intégrale
et qu’elle admet une solution et une seule holomorphe dans (16), que
I'on obtient par approximations successives ('). 1l suffit de prendre

®(2, y) =2p O, (.x. )
0

avece
Dy(r,y) =w(u)
et
(17) d’p(‘r‘ J’) :Ele dn M‘l’]l—l[n’ ¢+ ai(” “"A)_I'
1 °

() Comme la solution de I'équation (B) du paragraphe 1.

La raison de ce fait est bien claire : I'équation (&) exprime @ en fonction de
ses dérivées nicmes, Mais en dérivant n fois cette équation on n’introduit pas de
nouvellesdérivées de @, de sorte qu’on obtient, pour déterminer les dérivées nitmes
de @, un systéme d'équations intégrales auxquelles s’applique la méthode des
approximations successives. Comparer aux formules (18).
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®, est ainsi exprimé au moyen des dérivées partielles de ®,_,. Mais
on a [formules (12)]

1

d" )

-+ “.'.N,a}‘j dn p.q,l,_,[n, v+a(e—mun)|
[}

(18)

a" q’p . .
T g = )1\,~a§"”u( dripg,_ [0, v + 2, (e —m)]

i (g=1,2, ..., n),

formules qui expriment les dérivées ni‘®* de @, en fonction de
celles de ®, ,. De ces formules (18) on déduit Dexistence d’un
nombre K indépendant de p, tel que, si les dérivées ni*m de d,_, sont

. o 0 _— —1 . . o g
limitées par K7 U;p ad ‘;, les dérivees n'*m de ®, soient limitées

par K+ 12— ly = T 2" 1l en résulte la convergence de séries formées par

dérivées nime des @, et enfin celle de la série des @, dont les termes
sont form¢s, 4 partir des termes des séries precedentes, par les inté-
grations exprimées par la formule (17).

Ainsi, quelle que soit la fonction w(ux) holomorphe dans (16),
I’équation (0) admet une solution holomorphe dans (16), solution
dont on prouvera sans peine l'unicité. Le passage de I'équation () &
’équation («) ne souffre aucune difficulté et nous obtenons ainsi
toutes les fonctions ®(w,y) et enfin toutes les fonctions (., )
permutables avec f(.z, y) et holomorphes dans (16). Elles d¢pendent

d’une fonction arbitraire @ ('—:—r) holomorphe dans (16), c’est-a-dire
(fin du n° 9) lorsque '

252

s étant le plus petit des nombres R et — o]

1)

:I

Comme toute fonction holomorphe dans le voisinage de x = o,
y = o, sera holomorphe dans un domaine tel que (16) correspondant
a une valeur de R assez petite, on peut encore interpréter comme suit
le résultat précédent :

Journ. de Math. (¢ série), tome L. — Fase. I, 1915, 7
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Soit f(«,y) une fonction holomorphe autour de z = y = o (ou de
tout autre point de la multiplicité 2 = y) ct d'un ordre déterminé
autour de ce point. Nous savons, d’aprés ce qui précede, déterminer
toutes les fonctions (v, y) holomorphes autour de ce point et permu-
tables avec /' (.¢, ¥).

III. — De quelques propriétés des fonctions permutables.

11. Les proprié¢tés que nous étudions dans ce numéro trouveront
leur application au Chapitre suivant,
En se reportanl & I'équation (b) on vérifie sans peine que :

La solution ®(.z, y) de I'équation (/) a le méme ordre que la fonc-
y—«

tion arbitraire & ( ) et, si # + 2+ ¢ est cet ordre (¢ "0), ona

q,(n+l+q\(',/., J.): m(ll+l-l-l/,’(o) = const.,

Pn+t+(p, ) désignant, comme au Chapitre 1 (n° 18), la déri-
vée (n + 1+ ¢)“me de ®(x,y) par rapport 4 y. La fonction ¢(.x, y)
correspondante est d’ordre (1+ ¢) ctl'on a

e (z, &) = 1+ (p, &) == const.

Ceci suppose que
S (@, x)y=—=1;

en effectuant en scns inverse le changement de variable (§ I, n° 3) qui
nous avait permis de réaliser cette dernicre égalité, on constate que,
dans le cas général, on a

[C,’a('” (.l‘, 'I.)]n+l

) L (2, )

= consl.,
la constante pouvant d’ailleurs prendre une valeur arbitraire.
Ce résultat généralise celui de M. Volterra, d’apréslequel, si /' (2, y)
est du premier ordre, on a
g(z, 2)
JS(x, &)

— counst,

Il trouvera son application au Chapitre suivant par la conséquence
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(que voici. Supposons que (# +1)=p(q+1), p ¢tant un entier. 1l
vient

Lo (s ) IP= K/ (2, w) (K =const.)

ct l'on en conclut aisément ('), en multipliant 3 par unc constante
convenable, que :

On peut toujours trouser une fonction 3(.x,y) d’ordre ¢ + 1 per-
mutable acec f(x,y) telle que

or (2, y) — flaw y)

soit d’ordre supéricura n + 1.

12. Un cas pacticulier important, particulicrement pour la théorie
de 'hérédité, est celui on la fonction f(.z, y) pour laquelle on résout
le probléme précédent ne dépend que de la différence y — .

Soit f(y — «) cette fonction. Les deux fonctions A(x, y) et k(x,y)
qui s’introduisent dans Péquation intégro-différentielle (@) sont aussi
de simples fonctions de y — . et telles de plus que

k(y —x)=(—0)"h(y—).

Si, tenant compte de cette relation, on forme les approximations
successives qui, au n° 40, nous ont servi a résoudre 'équation («), on
constate que toutes ces approximations sont nulles, sauf la premiére,

et I'on trouve
(e, y)=®» ('V — ')

2

Les fonctions permutables avec f(y — «)sont dela forme 3 (y — x)
et il est d’ailleurs bien évident qu’une fonction (uelconque de ce Lype
sera permutable avec f(y — ).

13. Les fonctions permutables avec f() — &) ainsi trouvées
jouissent de propriétés importantes qu’il est naturel de chercher a
¢tendre aux fonctions permutables les plus générales :

(') Se reporter aux remarques de la note 1 de la page 17. Chapitre [,
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I. Toutes les fonctions permutables avec f(y — ) sont permu-
tables entre elles.

Nous avons déja indiqué cette propriété pour les fonctions permu-
tables avec une fonction f(z,y) du premier ordre (n° 8). Au Cha-
pitre IV (n° 16) nous la retrouverons dans le cas général.

II. Une fonction permutable avec f( ¥ — x) et holomorphc autour
d’un point de la multiplicité ¥ = .r est holomorphe au voisinage de
tout point de cette multiplicité.

Clest I’extension de ce résultat que je veux présenter ici. Elle prend
la forme suivante :

Tutorime. — Soit, dans le plan oit nous représentons les deus
variables complexes x et y, un domaine ® simplement connexe tel
que la fonction f(x,y)(*)soit holomorphe autourde tout point y = x,,
T =iy, &, flant intéricur a ® ou sur sa frontiére. Toute fonction
permutable avec f(x, y) et holomorphe autour de x =a, y = a,
a étant un point intérieur a ®, est de méme holomorphe autour
de x =x,, y = x,, ¥, élant un point quelconque intéricur a ®.

Nous supposerons dans la démonstration que a soit l'origine o.
Soit donc (&, y) permutable avec f(x,y) et holomorphe autour de
de origine; la fonction ®(x, y) = f=(x,y) sera, d’aprés ce qui pré-
céde, donnée par la résolution de

B e@n =@+ TN [ Maln o+ ate—m)ldn
1 0

@ () ¢tant une fonction holomorphe autour de z = o.
Etant données les hypothéses faites sur la fonction f(x, y), nous
pouvons toujours choisir un nombre ¢ assez petit pour que cette fonc-

(') Nous prenons la fonction f(z, y)surlaquelle on ait effectué¢ le changement
de variables du n° 3, rendant ainsi égale a 1 la premiére dérivée non identi-
quement nulle pour x =y, et égale i zéro la dérivée suivante. 1l n’y a pas de
difficultés, on le verra au Chapitre suivant, a passer de la au cas général
(Chap. III, p. 56). 4
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tion soit holomorphe dans le domaine suivant :

(le point du plan complexe représentant ¢ est dans (® ou sur ®),
(a) || et |eaju|Zr, (J=1,2, ..., n),
lelzp,

r, ¢tant la plus courte distance ¢ a la frontiére du domaine ®. p étant
enfin choisi asscz petit pour que & (%) soit analytique dans le méme
domaine, je dis que les approximations successives qui servent a
résoudre (b) convergent dans le domaine A. Cette convergence sera
immédiate, si nous prouvons seulement qu’elles permettent, partant
d'un &, (x,y) défini dans A, d’en déduire un ®,(x,y) lui aussi
défini dans tout A; en d’autres termes, si elles nc nous font pas sortir
du domaine A.

Mais @,_,(«,y) étant donné, il faut pour former wy__ (u,¢) en
calculer les compositions avec A(x,y) et k(x,y). Ces compositions
peuvent s’effectuer en faisant décrire a £ le segment de droite Zy sans
que les couples de variables % et Zy sortent du domaine A: en effet
r+& E+y
IKER

tous les points du segment z, y, et en particulier , sont

intérieurs & ®, et I'on a de plus

vtk R ’e+yé"v—'l—2—l;

2
tout revient alors & démontrer des relations telles que

|8 —<]
2

t—=zx

et 7] P

;’,.v_ l)'-)-il;

c’est une conséquence des relations (A).
Pour former Mg, (u,¢) a partir de pg,_ (u,¢) il faut effectuer des

intégrations telles que
[ pw o
0

Or, quand « est donné, & peut prendre dans le plan toutes les valeurs
intérieures & ® et telles que |u| et |a;u|S ;. Cette condition définira
un certain domaine ®’ intérieur & @, qui, si p est pris assez petit, sera
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toujours connexe ('). Ce domaine conticnt 'origine et le point ¢, et

I'intégrale
[ nre
0

y est définie sans difficultés.
Reste enfinle calcul de I'intégrale

f M+, ¢+ ai(e—n)]dn
0

qui n’offre pas de difficultés si I'on fait décrire & v le segment de
droitc o, u :
¢+ o (0 —1)

reste dans @ et il est aisé de vérifier que
]'ﬂl et |9tj1)lé".»+a,vru——'r.i-

Le théoréme annoncé est ainsi démontré : il subsisterait si le
domaine ® était tracé sur une surface de Riemann,

1V. — Les fonctions permutables avec une fonction non analytique.

14. Nous avons supposé jusqu'a présent, tant pour simplifier que
pour avoir des énoncés directement comparables a ceux que nous
obtiendrons par d’autres procédés au Chapitre 1V, que la fonction
donnée et les fonctions cherchées é¢taient analytiques.

La méthode précédente peut s’appliquer & des cas un peu plus
étendus. L’analyticité est intervenue quand on a voulu résoudre
I’équation

n+1 n-+1
ot — (0t ST = ()

avec des conditions limites du type de Cauchy, par la formule

m(u)—i—f N:M[n. ¢ +o;(—mn)]du.
) Z"

(') Pourvu que ® soit un domaine simple, ce qui peut toujours étre le cas.
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Le lecteur se rendra compte que tous les résultats du paragraphe 11
subsistent si 'on suppose la fonction donnée f(w, v) définie lorsque

u réel et —a . ut+a,
et
v—u|iR, | ¢+ |ZR, |+ eu|ZR
avec
|alzR, jaia | 2R,

cette fonction étant analytique en ¢ et seulement dérivable jusqu’a un
certain ordre en u. Il faut fairc les mémes hypothéses sur la fonction
cherchée 3 (x,y).

13. Dans le cas ot la fonction f(x,y) n’est pas du type précédent
et est d’un ordre supérieur au second ('), le probléme de la recherche
desfonctions permutables présente des difficultés difficilement surmon-
tables. Sont-elles inhérentes au probléme posé, ou simplement 3 la
méthode employée? Je dois me contenter ici de poser la question.

CHAPITRE III.

COMPLEMENTS ET APPLICATIONS DE LA THEORIE PRECEDENTE.

[. — Etude des fonctions permutables avec f(z,y)
autour d’un point ou elle n’est d’aucun ordre.

1. Revenons sur les deux changements de variable indiqués au n° 6
du Chapitre précedent : I'équation

folr.y)=o flz, y)
est invariante, c’est-a-dire se transforme successivement en

Jioi(ry, 1) :;’t.}:n(‘”u Y1) j’ (;2('1719 y1)= 52 .;"z(éb'n 7))

(*) Cf. 18, p, 2.
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par les transformations

r=g(z) [r=grn)hi=gE)
(1) f.(xn)’:)=ivg’(w:)g'()’:)f(x,y),
o1 (2, 1) =EVE ()8 (1) 9(x, ¥)

et
o m(x,)
(2) Slzn r) =A@ oy
m(x,)

Pa2( gy Y1) = 91 (zy, yt)nl(‘)’,).

Pour que, la fonction f(x,y) étant d’ordre » + 1, la fonc-
tion f,(x,,y,) soit telle que

[‘J"fz(-l'n.}’t)] =, [d"“fz(xh}’:)
Yi=Xy

97} I P
il faut prendre, pour la relation entre x et «,,
o T+ o) 75 N
(1) oy = | [ a(x)] x avec a(x)= I}’F -

et pour valeur de m(x,)

1 [l)”*‘,!;_‘{liil] .
(2) m(x)=¢e"" oyt v

Autour d’un point £ =a, y = a tel que la fonction f(x,y) soit
d’un ordre n + 1 déterminé [ (a) 5 o] la transformation (1) est régu-
liére et inversable et les transformations précédentes raménent, comme
nous I'avions déja indiqué (Chap. 11, n° 6), la recherche des fonctions
permutables avec f'(:,y) i celle, effectuée au Chapitre précédent, des
fonctions permutables avec f,(x,, ¥, ).

On peut aller plus loin en appliquant les transformations précé-
dentes au théoréme du Chapitre II (n°13) : soit un domaine D simple-
ment connexe du plan complexe sur lequel nous représentons les va-
riables x et y, domaine évitantleszérosde e(ic) et pouvantlescontourner
pour venir se recouvrir lui-méme(mais nous le supposerons alors tracé
sur une surface de Riemann se ramifiant autour de ces zéros); par la
transformation (1) lui correspondra biunivoquement un domaine ®
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du plan complexe dans lequel nous représentons les variables .c, et y;
le théoréme du Chapitre II (n° 13) s'applique & cec domaine et nous
obtenons le résultat suivant : Toute fonction permutable avec f(x, y)
et holomorphe autour de « = a, y = a, a étant un pointdu domaine D,
est holomorphe autour de x = b, y = b, b étant un point quelconque
du domaine D. Puisque D peut étre quelconque, pourvu qu'il évite les
zéros de x(x), on peut encore dire :

Toute fonction analytique permutable avec f(x,y ) est holomorphe

autour de tout point x = a, y = a aulour duquel f(z,y) est d'un
ordre déterminé.

2. Pour que I'étude autour de la multiplicité y = . (') des fonctions
permutables avec f(x,y) soit terminée, il nous reste & ¢tudier les
mémes fonctions autour d’un point pour lequel f(ic,y) n’est pas d’un
ordre déterminé : nous supposerons quc ce point soit .z =y =o0 ct
que la premiére dérivéede f(, y) non identiquement nulle pourr =y

soit
[d'.___' f(x, }’)

dyn L =a(x) =22 (py+ P&+ paxi.. ),

Jy=x

a entier positif et non nul.
L’équation (1) a alors la forme

3

r—vm+l( -+ 2 )
Ty —=. Pot & 4 o ...

et définit une correspondance biunivoque, non plus entre le voisinage
de I'origine de deux plans, mais entre le voisinage del’origine de deux
surfaces de Riemann, & nombre fini de feuillets se ramifiant autour de
'origine. La fonction f, (z,, y,) admet alors les points critiques
x,=o0, et y,= o, et il en est de méme de la fonction f, (x,, y,) (*);

(') Cette multiplicité joue dans la théorie en qquestion un réle analogue a celui
que joue, dans la théorie du probléme de Cauchy (pour les équations aux déri-
vées partielles), la multiplicité qui porte les données aux limites.

(*) Pour qu'il n’y ait pas d’ambiguité dans la définition de f,(xy,y,) et
J2 (x4, 1) il faut partir d’une détermination de ces fonctions et la suivre par
contlinuité,

Journ. de Math. (7* série), tome 1. — Fase. I, 1915, 8
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cette derni¢re sera une fonction bien définie des points x, ct y, repré-
sentés non plus dans le plan, mais sur une surface de Riemann ayant
un point de ramification d’ordre infini autour de l'origine. 8i, par
exemple, f(«x, y) =ax + by avec, pour simplifier, @ + b =1, il vient

z = x?,
si_*_b 3 ¥ b :
) ar ax;+ 0y
Sy =050 fa, yo =
3y 211

On peut alore utiliser les formules du Chapitre précédent pour se
faire une idée de la singularité autour de Vorigine des fonctions per-
mutables avec f,(:x,, y,) etdonc avec f(x,y). Nous ne ferons pas
cette étude, car, et c’est la un point qui sera montré au Chapitre 1V
(n° 9), la méthode précédente donnerait une idée trés imparfaite ct
trop compliquée des singularités de ces fonctions.

3. Nous nous occuperons sculement du cas particulier le plus
simple : c’est celui ou, bien que I'origine soit un zéro de x («x), la
fonction f, (x,, ¥,) est une fonction holomorphe de z, et y, autour
de z, =0, y, = o. Cherchons d’abord i le caractériser.

On doit avoir alors
(3) Slrn )= [l pIVETE & (o) i)

m(y,)

b}

m (x,) étant analytique autour de I’origine, mais ayant d’ordinaire
cette origine pour point critique, la relation z = g (x,) étant la rela-
tion inverse de

= 2 (o T +...)  (ou 2= h(z)],
les fonctions f et f, étant fonctions holomorphes autour de l'origine

des variables qui y figurent et contenant respectivement en facteur
(y — z)* et (¥, — x,)". La fonction f, vérifie de plus les conditions

o i, vy )] . [0"“ 2(2y, }’1)] — 1
[ d)’l: " .\',:x‘-‘[, d)’{' ' .)'a=-":~o ( ).

(') Cette seconde condition n’a rien d'essentiel; on peut Loujours la réaliser
sans troubler V'analyticité de f, (z,, y;) en multipliant cette fonction par une
autre bien choisie.
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On peut remplacer (3 ) par

(3" Sz, y) ::ff(‘rhyl)\//ll(.l‘-)_—”’(y %%’

n () ayant, comme m (z, ), 'origine pour point critique et

o

M (z) = 2" vy + v +...).

l —
&'(z)
I2équation (3') entralne d'abord que a soit un multiple de n + 1.
Supposons en effet que non, 7{%7 + 1 est alors ¢gal a une fraction
irréductible % De (3') on tire
) n(x)z f(x,_y)___’
2 Selan, y) VR (2) K (y)

et la partie principale du second membre quand & et y sont tous deux
infiniment petits du méme ordre, partie principale qui s'éerit

(y —2)*p(z, y)

( 14 A o a
\)'ll—.l"l) P'::Vo xnn—q—l)yhn-r-ll

ne peut pas étre le quotient de deux fonctions de z et de y.

Il faut donc que a soit multiple de n + 1, soit a =k (n + 1),
k étant un entier positif (' ). On peut alors se donner arbitrairement
la fonction holomorphe £, (x,, y,) d’ordre n + 1 autour de I'origine
(¢f. note 1, page 58), et le changement de variable

Ty =T (Po+ E +. )

(ce qui détermine v, v,, ...).
On doit avoir
LA
S, y)=fo(@ y ) By (vt T+ ) (B9 )+

n(x)

n(y)’

f (&, y) étantholomorphe. Il en résulte immédiatement que n (z)est
de forme «™ n,(x), n,(x) étant holomorphe et telle que n, (0) > o, et

(') Le cas o1 & serait nul a déja fait 'objet du Chapitre précédent.
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l'indice = étant tel que les nombres —:- +wet g — = soient entiers et
positifs. On a finalement

no(.r)
ny( ) ’

(8) Sflx,y)=fo(@, y) 2BV (s+ v + .. ) (v +vy +...)

« et 3 étant deux entiers positifs quelconques dont la somme donne £.

Voici donc comment s’obtiendront toutes les fonctions f(x,y)
holomorphes telles que la fonction f,(x,, y,) correspondante soit,
elle aussi, holomorphe. 1! suffira de partir de toutes les fonctions
Sa(x,,y,) holomorphes et d’ordre n+ 1 autour de x,=y,=o
et d’y faire tous les changements de variables

2y = 2N (P + e 4.,

d’en déduire enfin f (x,y) par la formule (5); a et 3 étant deux
entiers positifs arbitraires dont la somme est k; n,(x), une fonction
holomorphe arbitraire non nulle pour x = o.

4. Les fonctions ¢(.r,y) permutables avec f (., y) s’obtiendront
en appliquant la formule (5) aux fonctions 3, («,, y,) permutables
avec f, («y, y,). lenrésulte que : Une fonction 3 (x,y) permutable
avec f («, y) et holomorphe autour d’un point & ==,y == de la
multiplicité x =y est holomorphe, non seulement autour de tous les
points de cette multiplicité, tels que f («x, y) y soit d’un ordre donné,
mats encore autour du point x = o,y = o.

#. Donnons une application simple des considérations précédentes:
les fonctions permutables avec I'unité sont de forme

o(y1—.ry)

en faisant le changement de variable ., = 4*+', on prouve que les
fonctions permutables avec «* y® (avec a + § = k) sont les fonctions

‘L.xy,'i 18] B+ px+P+1 ).

C'est un point qu’il est d'ailleurs aisé¢ de démontrer dircclement,
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Il. — Application & la résolution d’une équation intégrale.

6. La recherche, exposée au Chapitre précédent, des fonctions per-

mutables avec une fonction donnée permet de résoudre I'équation
intégrale

(E) br(a, y)=flz. y)

par rapport & l'inconnue § («, y). Cette résolution est trés impor-
tante, car elle permet d'introduire dans la théorie des fonctions per.

mutables le symbole \7 , etd’étendre ainsi a des relations implicites

intégrales du genre de celles envisagées au Chapitre I (§ 1) la théorie
de Puiseux (*).

Si la solution ¢ (ir, ¥) admet en facteur (y — x )Y, il est facile de se

rendre compte que ':}a" (i, ¥) admettra en facteur (y — x )P*P=" ().
Il faudra donc supposer que f (xz, y) ait en facteur (y — )", n+-1
¢tant un multiple de p. Nous ferons méme, d’abord, I’hypothése plus
restrictive suivante : f (i, y)est d’ordre n+ 1 multiple de p.

Le cas ol (n+ 1) = 2 et ol p = 2 a été traité par M. Volterra qui
a de plus montré (*) le licn qui existe en général entre la résolution
de '¢quation (E) et le probléme (ui nous a occupé au Chapitre 1I.
Voici, en utilisant les résultats de M. Volterra et les résultats démon-
tres au Chapitre 1T (§ 11), comment on peut résoudre ’équation (17)
quand son second membre f(«, ) est holomorphe.

7. Nous établirons que :

L’équation

(E) e, y)=f(oy),

(') Nous n’insisterons pas sur ce point de vue développé par M. Volterra
(¢f. Legons sur les fonctions de lignes, p. 178). H nous a suffi de montrer
Pintérét de Péquation (E).

(*) Cf. Chapitre 1, p. 17, note 1,

(*) Cf. Legons sur les fonctions de lignes, p, 170-178.
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S (x, y) étant holomorphe autour de x =y =o0 et d’ordre n—+ 1
multiple de p, admet autour de ce point p solutions holomorphes
et p seulement. Ces solutions se déduisent de Pune d’elles en la

multipliant par les p racines p*™* de l'unité. Elles sont d’ordre

I!+l__ +I
P g+

Il est tout d’abord clair que les solutions holomorphes seront
d’ordre "T-H =q+ 1.

Prouvons leur existence : d’aprés un résultat précédent (Chap. 11,
n° 11) nous pouvons trouver une fonction ¢ (i, y) permutable avec
f (x,v), dordre g + 1 et telle que

Sz, y)—q:"(w.y)

soit d’ordre au moins 2 + 2. L'équation en v (z, v)

(2, y) — ¢ (20 y) = 9P % (&, y)

aura alors une solution holomorphe et permutable avec 3 («,y)
(Chap. I, n° 10) et I'on pourra prendre pour solution de I’équa-
tion (E)

1(.'__.‘ )
(., y):a,[g; +Ii)c.p)'(+ p———-’-)-T——)-c;;(:’ +.. .J,

2:

«; étant I'une quelconque des racines p“™* de 'unité ().

(*) Remarquons que la théorie de I'équation (E) repose en derniére analyse
sur la formule (19) du Chapitre 11, du n° {1, grice & laquelle on pouvait
affirmer 'existence d'une fonction ¢ (z, y) permutable avec f (z, y) el telle que

Sz, y)— (;l' (x,y) soit au moins d'ordre n + 2. Jusqu'a présent cette formule
est démontrée comme conséquence de la recherche des fonctions permutables,
c’est-a-dire sous bien des restrictions. Nous la démontrerons au Chapitre 1V
(n° 3) directement, sans restrictions autres que I'existence de quelques dérivées.
Dés lors, toutes les fois que nous connaitrons, peu importe comment, une
fonction ¢ (xz, y) d’ordre q + v permutable avec f(a,y), nous pourrons tou-

jours, enla multipliant par une constante, faire en sorte que f(z,y) — o” (z, )
soit au moins d’ordre n + 2, c'est-d-dire résoudre ’équation (E),
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Prouvons enfin qu'il n’y a pas d’aulre solution : en d’autres termes
que, si P, et P, sont deux solutions de I'équation (E), on a

\!ﬁ: a,'l;dz.
On aura en effet
- *
Y —di=o.
d’ol, cn posant
d{l - aiqﬁ: ll‘ 15
(6) v, W,+¥W,.. V¥ +,. .+ V,W.. T, _=o

Cette équation entraine que I'un des ¥'; soit nul : sinon, en effet, le
développement de chacun d’eux considéré comme fonction de y,
développement effectué suivant les puissancesde y — .c, commencerait
par un terme dont le coefficicnt est une fonction non identiquement
nulle b; (x). Le développement analogue du premier membre de (6)
commencerait par un terme de coefficient

by(x) by(2)...bp(x)

(4 un facteur constant prés) non identiquement nul.

Remarquons cnfin que les solutions de I'équation (E) sont permu-
tables avec f (x, y): celarésulte de la formule donnant ces solutions.
On pourrait le démontrer directement.

8. La méthode précédente pourra s’appliquer quand on remplace
I’hypothése d’analyticité de f (x, y) par des hypothéses moins restric-
tives. Iin voici une autre, strictement limitée au cas ot f(x,y) est
analytique, qui nous sera utile dans I’étude de la solation ¢ (x,y)
autour d’un point o f(x, y) cesse d’étre d’ordre n + 1.

Ltudions I'équation (E) autour du point x = o, ¥ =o; f(x, y)
peut étre définie par une sérje

3 25 poce)

dont les coefficients f“(«) sont holomorphes. Nous chercherons a
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calculer § (&, y) par une série a coefficients holomorphes
g (=)
) G
v

La méthode que nous allons donner est donc analogue a celle du
Chapitre [ (n° 18) pour résoudre 1'équation de Volterra. 1l vient,
pour déterminer les J (), les équations

[¢(q)(x)]p=f(Pq+p—i)(x) (pg+p—1=n),
\ PLUD (2)]P=1 Ya+1) () 4+ @, | Y9 ()] = fPatr) (),

¢; elant un polynome par rapport a ¢, ¥+, . L@+i=" et leurs déri-
veées jusqu’a un certain ordre. La premiére équation donne

Yo (2) = /()

et les suivantes déterminent, par résolution d’équations du premier

degré,
D (z), YD (z). ..., W) (o).
Deux cas sont a distinguer :

1° f(x, y) estd’ordre n + 1 autour de x = o0, y = o. Alors /" (o)
est différent de zéro; {9 (o) aussi, 49 («) est holomorphe autour de

x =o et il en est de méme des {9+ (x) successives. La convergence
de la série

» ) .
2'(‘7_“”_) ) ()
7

peut s’établir directement. Elle est d’ailleurs une conséquence de
I'existence de p, et de p seulement, solutions holomorphes de I'équa-
tion (E), solutions pouvant s’obtenir a4 partir de I'une d’elles par
multiplication par les racines pie™ de I'unité.

2° f («x,y) n’est pas d'ordre (n+ 1) autour de x =0, y=o.
Alors f" (o) est nul et les fonctions 9+ () successives ne sont pas,
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en général, holomorphes : pas de solution holomorphe autour de
Porigine, du moins en général.

Dans des cas particuliers, pourtant, notre équation aura ses solu-
tions holomorphes, et notre méthode va nous permettre, comme au
Chapitre I, de caractériser ces cas: il faudra d’abord queles fonctions
i+ () déterminées par les relations (7) soient holomorphes. Le

développement
g Y (x) ;
ORI
"

satisfera alors formellement & P'équation (L). Il y satisfera aussi
effecticement ; la démonstration est la méme qu’au Chapitre I (n° 16).

Les p solutions de I'équation (LX) sont alors holomorphes autour de
£=o0,y=o0.

9. Nous venons de dire que dans le deuxiéme cas une solution
Y (z, y) de Péquation (E) ne sera en général pas holomorphe autour
de x =0, y = 0. Mais elle sera réguliére autour de tout point .« = «,
y=ua, a étant assez voisin de l'origine. Il est intéressant de se
demander ce qu’elle devient si le point @ tourne une fois autour de
'origine (') : on pourra, aprés le mouvement, retrouver la solution
dont on est parti, ou la méme solution multipli¢e par une racine pi'*
de 'unité. Ces différents cas sont faciles & distinguer : la premicre
¢quation (7) donne 4 () sousla forme

””

1'17(00+ a4,

r, ., . , .. ‘. v
5 tant irréductible et p’ un diviscur de p(p = p'k). 1l résulie des

formules (7) que les p solutions de I'équation (E) se divisent en
k systémes de p’ solutions se permutant entre elles dans le mou-
vement précédent.

L’étude compléte de lasingularité de § (., y) autourde x =y =o
est trés compliquée ; elle est en effet ¢troitement liée a celle de la

(1) En d'autres termes, si 'on fait tourner simultanément les deux points
x et y, maintenus trés voisins, autour de 'origine.

Journ. de Math. (5° série), tome I. — Fasc. I, 1915, 9
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singularité des functions permutables avec f (x, y) autour de l'ori-
gine. Nous nous contenterons de montrer I'ordre des difficultés qui
se présentent, dans un cas particulier oul’équation (E) peutse réduire
directement a unc équation intégrale, a laquelle s'applique la méthode
d’approximations successives.

11l. — Etude directe, dans un cas particulier, de Péquation (E).

10. Clest le cas particulicr ol I'équation est homogénc cn « et y.
Prenons, pour fixer les idées, 'équation du second degré

@ [ v e nd
. = ()'-— .l‘)[a;m + :\.xm -I({}V - .L’) “+.00 A,,,(y — .L')"'],

A,, A,..., A, élant des coclficients constants. En recherchant sa
solution sous la forme

> )
2,-4'“)(‘”)(),—[!11 ,

on s’apercoit [ formules (7)] que la fonction () est homogéne en .«

etdedegré ? — i.Onestdonc conduit a chercher directement ¢ («, y)

m
5 ¥V —
XU - ’
X

— N . . .
u(y 1) ¢tant une nouvelle fonction inconnue ’une wvariable.
£

sous la forme

L’équation (¢) s’écrit, en posant

y——x —l i—m —— -
x x 7
- 5 L jt—= _
[.r’u(‘r)x’(l+7)"u(r_::).rdtz()‘—.L‘)[-z‘"'-f-AM"“'(_,V—--1»')—*-...],
\Ao .

d’ou
m

>(l + o) ide = (14 Mt 4+ A ™)

v(’ u(‘:)u(i:_
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et, en dérivant une fois par rapport a ¢,

m ! R n oy
u(t)u(o)(l-f-t)’-f-fu(r)u’ ——')(1+7)’ dz
=lt4+ar 4. o (m+1)A "],

-
v

. —
On en conclut que « (o) st égal & 1 et, en posant ——

m
m

moat T
w(t) (1 + 1) +f u(f—:_—g)u'(r')_(l'—*'-f,?,—dr':(w 2A L +...),
Yoo T (+7) "
d’oti en divisant par (1 +¢)?, puis en dérivant par rapport a £, I'¢qua-
tion intégrale

(8) u'(f)[r+(n+t)‘%"']+["'<f::)"'(t)(.::’%ﬂ:G“)’

propre & déterminer la dérivéc «’ (¢). La fonction

G(l):g_t[_:-*-z:\,t—z...]
(r+1¢)°*

est une fonction connue.

11. L’équation (8) peut étre traitée par approximations successives
et il est aisé de montrer la convergence de ces approximations au
voisinage de = o; on en déduit la solution de I’équation () au voisi-
nage de tout point x = a, y = a, a ¢tant différent de zéro.

L’étude de la solution ¢ (., y) au voisinage de x = o, y = o néces-
site au contraire la connaissance de la fonction «'(¢) pour toutes les
valeurs de 7. Cette derniére étude est difficile, car, s'il est trés aisé
d’étudier les singularités des diverses approximations successives, on
n’est plusassuré, I'équation n’étant pas linéaire,que sa solution a pour
seules singularités celles de ces approximations successives : on ne peut
plus affirmer la convergence de la série des approximations succes-
sives, partout en dehors de leurs singularités; il y a méme bien des
chances pour que cette convergence n’ait pas lieu.
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CHAPITRE IV.

NOUVELLE ETUDE DES FONCTIONS PERMUTABLES AVEC UNE FONCTION DONNEE.

I. — But de ce Chapitre; un théordme sur les fonctions permutables.

1. Jai été conduit aux résultats exposés dans ce Chapitre, en
cherchant & répondre & diverses questions qui se posent & propos d'un
résultat trés simple, qui a joué son réle au Chapitre I (*).

Rappelonsd’abord cerésultat : soit (¢, ) une fonction holomorphe
dans un certain domaine, par excmple

(d) lz]2R, |y]SR,

ot son module est borné par le nombre M. Soit la série

(1) a, f(x.y)+ a,,/"i(.r,y) +.. a,,/""*‘(.z‘,y) +...3

les modules de ses différents termes sont respectivement inférieurs
aux termes de la série

—_ . n
el e e =2l

o] M+ | @, | M2 L2

de sorte que: Si la série

- ~n
(2) a°+a'ﬁ+"'+a"7z_!+"'
représente une fonction de s analytique autour de Uorigine, la
série (1) convergera pour «x et y situés dans le domaine (d) et de plus
suffisamment voisins, et elle représentera une fonction 3(x,y) per-
mutable avee f(x, y).

2. A ce point, il est naturel de se poser les questions suivantes:
réciproquement, peut-on obtenir toutes les fonctions permutables
avec f'(x, y) par des séries telles que (1)? Si c’estimpossible, quelles

(') Cf. Chapitre I, o3 et 6.
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N

sont les fonctions permutables avec f(:z, y) que ’on peut obtenir par
des séries telles que (1)?

L’étude de ces questions est trés simple dans un cas particulier qui
pourra donner une idée du cas général : prenons f (., y) =1, il vient
alors

II N ("yw x)n

fl+l(‘v’))_ _;:!_____,
et les fonctions permutables avec f(z, y) sont toutes les fonctions
&(y — ). Celles de ces fonctions qui sont analytiques, et celles-la
seulement, admettent des développements de la forme (1). Les autres
peuvent, si elles sont continues, se représenter comme séries conver-
gentes de polynomes symboliques
(3) y' [ f(e,») + otﬁ,"j’(x,)') et oci,"’il’*"(.v,y)];

n
1

c’est le théoréme méme de Weierstrass sur le développement en série
de polynomes d'une fonction continue.

L’étude des mémes questions dans le cas général, étude faite dans
ce Chapitre, nous conduira a4 une nouvelle mani¢re de répondre a la
(question suivante :

Etant donnée une fonction f(x,y) holomorphe autour de l’ori-
gine (x =o0,y =0), déterminer toules les fonctions holomorphes
autour de l’origine et permutables acec elle,

Elle nous fournira de plus des résultats importants ct trés simples
sur les fonctions permutables avec une fonction f(x,y) que nous
supposerons, et ce sera essentiel, analytique.

Remarquons enfin que nous aurons ainsi, pour ¢tudier les fonctions
permutables, deux méthodes, celle du Chapitre II et celle-ci: si elles
s'appliquent au méme probléine, ces deux méthodes s’y appliquent de
facon suffisamment différente pour ne pas faire double emploi et pour
mcriter d'étre étudiées toutes deux. Elles peuvent d’ailleurs se préter
un mutuelappui,comme nousen verrons un exempleau paragraphelll.

3. Voicl, d’abord, un théoréme sur les fonctions permutables qui
nous servira par la suite.
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TueortMe. — Si deux fonctions permutables f(x,y) et 3(xz,y)
admeltent respectivement en facteur exactement (y — x)* el
(¥ — )%, et st l'on pose

Sz, y)=(y—x) g(r,y)

e(z,y)=(y —x) h(x,y).
on a
[h(z, 2)}o+

W — const.

Nous avons déja démontré ce théoréme comme conséquence de la
recherche des fonctions permutables effectué¢e au Chapitre 1. Ici nous
procédons en sens inverse et sur le théoréme précédent, démontré
directement, nous baserons la recherche des fonctions permutables.

En voici la démonstration directe qui nécessite simplement 'exis-
tence etla continuité des premiéres dérivées de f'(wc, y) et o (x, y) (*).
On doit avoir

%) | f@veendi—[ sz s nd=o

d’ou, en dérivant p + 1 fois par rapport a y,

’l
{
2; «%’7[./(x,y) Pp—i (Y ¥) = 92, ) fp-i (3 ¥)]
’ M . )
+f L/ £) Opas (B 1) — 9(@, 3) frar (5 ¥)] i = o,

avec les notations abrégées

d*9(, _v),

(2, y)= d)’"

)k
Se(x, v)= u%.—,..f(lﬂ}')y

LR} :
d’ou, en faisant y =,

P . .
. . Ji-s di—s
(3) Zl 2.« C; gfs(x, x) (;T,_: |9p—iles 2)] — 95 (&, &) s [ fp-i(2, )] = 0.

(1) Cette démonstration est donc bien plus générale que celle du Chapitre 11;
nulle restriction relative a I'ordre ou a I'analylicité n’est nécessaire.
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Dans le cas qui nous occupe, les fonctions

Sz, x)y filz,x), ooy Sfau(r, &)

o(r,.2)y o(ryz), ... 9p(x, )
sont identiquement nulles, tandis que
Julz,2), ou(2, x)
ne sont pas identiquement nuiles. Alors la premiére équation (5) qui
ne soit pas vérifiée identiquement, correspond ap =a + b + 1 et s’écrit

(a+1)falr, .'I;‘)%?/,(.L‘, x) — (b +1)9,(r, .r)%fa(w, &Z)=o,

d’oll le résultat demandé

[os(x. x)]"+!

T ————— == const.

Lfa (e, 2))irt

Sia = b on en tire, A ¢tant une conslante,
9a( &y ) — A fu(x, r) =0,

et, si 6> a, il suffiva de prendrec X =o pour salisfaire 4 la méme
équation, d’ou le corollaire suivant, d'un grand intéréL pour la suite :

Sf(x.y) et 2(x, y) élant des fonctions permutables telles que la
premicre admetle exactement, la seconde awmoins, (v —x)* en fac-
teur, on peul loujours troucer une constante A ef une scule telle que

o(e, y) — 2 f(r,y)

admette aw moins (y —x) “*"' en facteuwr.

1i. — Les fonctions analytiques permutables avec une fonction
analytique f(r, y) telle que f(.r,.r) ne soit pas identiquement
nul.

4. Donnons d’abord une définition ; considérons un développement,
convergent ou non, peu importe dans ce numéro, procédant suivant
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les puissances positives de et y. Soit

L J L
) S S e
» q
0 [}

nous le désignerons par la notation abrégée /' (, y). Sion le compose
avec lui-méme 1, 2, ..., #« fois, on obtient des développements
analogues

./"*(w,y)- ./"’(w«y)» ceny f“*'(-r,y)

trés bien délinis. De plus, leur degré minimum total par rapport
dwetayva en croissant: si par exemple f(.r, y) commence par un

*
terme constant, f*(.r, y) commencera par des termes du premicr

degre,

»
f*(x, y) pardes termes du deuxiéme degré, cte. Soient alors
Qpy, A4y, Qy, ey @,

des nombres arbitraires, 'expression

(7) ay f(r ) +ay frla, 7)oy (e, p) +

représentera un développement analogue & (6), soit

x
N Y
(8) 2, 2, Cpu Y1
q
14 o !

0

Ceci résulte de ce que, d’aprés la remarque précédente, il n’entre dans
le développement (7) qu’un nombre fini de termes d’un degré déter-
miné, de termes en «'? y? par exemple.

Donnons-nous inversement un dé¢veloppement (8); il pourra
arriver qu'il se laisse mettre sous la forme (7). Si cela est, il sera bien
facile de le reconnaitre, du moins théoriquement, et les «, seront
déterminés de facon unique.

Derinimion. — Nous dirons de toute série (8) qui se laisse mettre

sous la forme (7), qu’elle est composée de f.

3. Soit une fonction f(x, y) holomorphe autour de v =0, y =o,
et telle que £ (i, ) ne soit pas identiquement nul.
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Nous allons déterminer, d’abord quant a leur forme, toutes les

fonctions holomorphes autour del’origine et permutables avec f(«x, y).
En effet:

[. Toute série des puissances de « ¢t de y convergente autour de
lorigine et composée de f(.x,y) représente une fonction 3(x,y)
répondant a la question.

Car si 5 (w, y) est une telle série, de forme

» »
af+ay fr4..  Fay fr .,
en ¢crivant que

»

=9/,

QO

J

on obtient certaines relations entre les a,, a,, ..., «,, ..., relations dont
chacune ne contient, d’aprés une remarque précédente, qu'un nombre
fini de ces ay, a,, ..., @,,.... Comme ces relations sont vérifiées iden-
tiquement quand les a,, «,, ..., @, sonten nombre fini non nuls, elles
sont identiquement vérifiées.

IT (Réciproque). Toute série des puissances de x et de y, repreé-

sentant une fonction 3 (x, y) holomorphe autour de lorigine et
permutable acee f(x, y), est composée de f.

Appliquons en effet le corollaire du n° 3. Les fonctions f(x, y),

'/“2(1', V)yeen f"'“ (€,y), ... admettent respectivement en facteur
(y—=2), (y—=)', ..., (y—2=), .... On peut donc trouver un
nombre aq, tel que

o(z,y)—ao f(x,¥)

admette au moins (y — x) en facteur, et généralement un nombre a,
tel que

W2, y)—ay f(2,¥) —...— an [+ (2, y)

admette au moins (y — «) **' en facteur. Mais alors cette différence
n’a pasde termeenx et y de degré inférieura n + 1. Il en est de méme
de la différence

#(2,) =3 @ Jr!(2,7).

Journ. de Math. (7* série), tome 1. — Fasc. I, 1915, 10
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C’est dire que cette derniére différence est identiquement nulle, ou
que 9(x, y) est composée de f(x, y).

Ainsi nous aurons toutes les fonclions 3(«, y) permutables avec
S(x,y) en formant tous les développements

2

0

obtenue en ordonnant la série (), converge aulour de lorigine.
Ceci n’entraine pas a priorila convergence delaséric (7). Nousallons
voir que si, en cherchant quelle condition ceci entraine pour a,,
Qyy eoey Ay o '

(7)

»
a, Jr+1(r, x),
r

tels que la série

6. Nous nous restreindrons d’abord, dans cette étude, au cas ou la
fonction f(x,y) est du premier ordre, et nous supposerons méme
que, par le changement de variable déja envisagé au Chapitre II, on
I’ait réduite sous une forme telle que

flz,a)=1.

. . e e . n!j”'”(x,y)
Dans un certain domaine de l'origine, les fonctions —————" seront
, . , (y —=)
holomorphes. C’est dire qu’elles admettront par exemple pour |z |/
et |y —x|SR, des développements convergents (séries entitres
de y—ux)
nlj’”"“(.z‘,y) _ . o
. 1

es g (x) ¢tant des fonctions holomorphes de « pour [x|Z /.
les g’ () ¢tant des fonctions hol phesde « p <

Nous aurons besoin de dé¢veloppements majorant les précédents,
c’est-a-dire de limites supéricures des

| g™ () |

Soit d’abord
Sla, yy=1 +Z‘”(y — ) g (@),

Nous pouvons toujours trouver p plus petit que R et tel qu'on ait,
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~.]

pour || S A,
& r)|< oo

Il est alors aisé de prouver le lemme suivant :

On peuat troucer un nombre positif atel que 2a < ¢ et tel que dans
le domaine

(D) EIFL R
on ail
] "u+l ’ "
(8) &(j}__(.f)"f‘—)zl—kz, (y =)y (2, ),

, 0

v, (@, ¥) élant une fonction de x et y analytique dans (D) et telle que

7" ()| <

o,,,
le développement (8) étant, puisqm; 2a <3, converérml dans 1.

Il suffit de prendre @ assez petit pour que le développement précé-
demment écrit de f(.z, y) vérifie les conditions du lemme(donc a<l %
eta< /z). Montrons en effet que si le lemme est vrai pourf"*'(w,y).

il est vrai pout‘j"'”(w,y). 1l vient

‘u+.". 2 -— ! .—(_‘E-_.—.—L)" S ;e YLK = s Y AN
S (.r,‘})_lj l n! ;”(3_”, 70 (L -.)] [Eop(.)"-.)'o/' (-:)] d:

les séries qu'on intégre étant absolument et uniformément conver-
gentes, on cn tire

ju«H(x V)_Z ,/n!f (-—.I:)"*/'(v— )q /I" (.l, ) ,u)( )d

. p\atprqel !
—_ () x) l""'”(l __.t)'[
T al

0

< /;’m[x* T+ [(y— o)) g [x+ t(y —x)]dt
(}’—-.L‘)"‘H . . ’
T (w0l ‘ +2. (y—x)"(n+1) 2 [ e (1 — eyt
p+raqg= ="

<y, e+ t(y—2)] g [x+t(y-—;c)jdt§.
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Reste a prouver que

b 1
y},"*“(x.y):(n+|) 2 f tu+i(|_¢)j
i+j=p 0

X Y x, x + t(y — 2)] g0 [« + t(y — )] dl

3 . . « 1 .
est en module inférieur & = dans le domaine D. Or
[}

n+1) (ll-’-l)!/] ! _‘_
w (“‘~J’)|<("+').Z ey Byl
i+j=p
n+1 1Ny (01!
n=4p o+ P"AZ. (n+p)!
11 faut prouver que . f—"
n1 g (e
(9) nrpr e (np)l
i+j=p

Si n= o cette inégalité est vraic, car on a au premier membre la somme
de p + 1 quantités inférieares ou égales i 1 divis¢e par p + 1. Sin>1,

clle est aussi vérifiée car la somme 2 contient un terme égal a 1 et
i+j=p

—; le premier membre de () est donc

p termes inférieurs ou égaux a

p+n
inféricur a
n 41 <|+ D >‘“: n+1 n-+2p
n—+p-1 n-—+p n+p+1 n4+p

Le lemme cst ainsi démontré.
- On peut alors, dans un domaine

(o lela
DN .
(0 |y — 2R,

avec a + R, < a, développer v, (., ) sous la forme
W)=Y (r— @) 7 (2);
L]

les y ', étant des fonctions de x analytiques dans (D’) et telles que

1 1 I

wph) — —_—
|/‘p,: (.Z‘)|< ‘O" l{‘, < Hil"‘"
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En ordonnant la série double ainsi obtenue suivant les puissances
de (y — ) on a un développement

] n-+1
= (J;—%i"’ =1 *}. (y =) g (),

et il résulte des inégalités précédentes que, pour

jz|sa,
ona
1

n) +l
()< l)-ﬁ,l,—' < 7’

r étantun nombre u'il est facile d’assigner. Nous avons ainsi le résultat
suivant :

Ona

n!f"*'(-",y) z, n
—_— 2 =4 =)l g (),
(y—a)" 2,‘/'('} ) S (.r)

il existe dewr nombres r et a tels que pour

i je|Sa
on ail

I
g ()< e

7. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat
suivant, qui vient compléter ceux du n° 8 :

Toute fonction (x,y), permutable avee f(x,y) et holomorphe
autour de x = o, y = o, peut s’éerire

(10) Q(x,y):aoj'(x.y)'+a,j’ﬁ(.zz.y)+...+a,t‘/""'+‘(.p,y)—+—.

lesag,ay, ..., a,,...clant arbitraires sous la seule restriction que la
série

=-n

<

a°+a|5+.-.+ﬂnm “+...

représente, autour de s = o, unc fonction holomorphe de s. La
série (10) est alors absolument convergente dans un certain domaine
autour de « = o,y = o.
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Faisons dans I’équation (10) « = o, il vient

. < > n-+i .
('l) Q(O’y)zzpdl’y,’:znanzl'_}"” /li"l’
[} 0 0

les d, élant certains coefficients, les £/ d'autres cocfficients tels que
' =g" (o).
%1, d’aprésle n° 5, la série du premier membre de (11) doit étre iden-

tiquement égale a celle obtenuc en ordonnant, suivant les puissances
de y, le second membre de la méme équation. Donc

N a
d,=— Zpn,
r z n!
n+i=p
ou
I‘

dp="8 3 et
& . i(p—ao!

Nous pouvons toujours, en supposant 7 assez pelit, admettre (ue

M

e ,

ld,|=
nous avons aussi, d’aprés le numiéro précédent
P s
; I
[ | <=
o

Les a, sont donc en module inférieurs aux a, définis par les relations

ﬂ,; M ﬂ;_,
(12) FL' 7 S‘«([)-l—t)' pr (p=o0,1,....%).

Mais des relations (12) on tire

b g 2'M
@=pl =

11 est clair alors que la série

N a,s’
2, 1
p:

représentera autour de ['origine unc fonction holomorphe de .
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Ainsia,, ¢, ..., a,, ... choisis, comme nous devons le faire aun° 3,
de facon que la série double

ey aryd,
obtenue en ordonnant la série
»
Za, S (),

représente 3(x, y), sont de plus tels que cette série

»
“-'alt/"+l(1'y)')

converge absolument et uniformément et représente donc effecti-
vement ¢ (.z, y). C'est le résultat annoncé. Il peut servirde réciproque
au résultat énoncé au n® I, et, réunissant dans un méme énoncé la
proposition directe et la réciproque, on peut dire :

THEOREME FONDAMENTAL. — On obtiendra toutes les fonctions analy-
tiques permutables avec f(x,y)en formant tous les développements

» »
ay f(z,y)+a, [} (e, y)+...4+a, f* ' (x,¥)+...,
les a,, a,, ..., a, élant sculement tels que la seérie

n
Sa, 2
"n!

converge.

8. Indiquons enfin deux propositions qui ne sont pas essentiel-
lement distinctes de la précédente et donten tout cas la démonstration
directe est trés simple, apreés les considérations du n° 6.

Si une série

) »
(1) 2a, [ (x,y)
est lelle gu’en ordonnant ses termes par rapport aux puissances de x
el de y on obtienne une série double £,3,c,, 2P y? convergente, celte
série (12) est absolument et uniformément convergente.

St une série

(12) 2"‘711 .;.'H"(""J/)

est convergente er un poinl x,, y, voisin de l'origine x = o, y = o,
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les a, sont tels que la série

i

-a -
"n!

converge et la série (12) converge pour tout le voisinaze de £ = o
& o p Ll )

y=0.

9. Le résultat fondamental du n° 7 semble limité au cas d’une fonc-
tion f(.z, y) telle que
(13) S, x) =1,

Mais comme le changement de variable employé pour réaliser cetle
égalité (13) ne modifie pas les nombres a, introduits au n° 5, le
théoréme fondamental subsiste pour toute fonction holomorphe f/(z, y)
autour d’un point x = a, y = a, ou elle est du premier ordre.

La restriction de l'ordre cst elle-méme sans importance. Soit
JS(x,y) homolorphe autour de . =a, y = a, quand le point du plan
complexe a est intérieur a unec aire A, et telle que f(«,.c) ne soit pas
identiquement nul. Elle est du premier ordre, sauf autour des points
de I'aire A qui vérifient I'équation

Sz, z)=1,

Ce sont des points isolés. Soit alors une fonction ¢ (,y) permutable
avec f(x, y) et analytique autour d’un point 2 = a, y = x intéricur &
'aire A. On pourra toujours supposer que « ne soil pas un zéro
de f(x,x). Mais alors on aura

(13) o (@, y) = Sa, fr+1(x, y),

les a, étant tels que

. st
Lau -—1

converge. La série (13) converge donc et représente 3 (x, y) au voisi-
nage de n'importe quel point x =f, y = § intérieur & l'aire A, et
méme auvoisinage des sérosde f(x, x). Cest, dans le cas particulier
ot f(x,x) n'est pas identiquement nul, et dans ce cas seulement,
un complément important au résultat du Chapitre II (n® 42) : Toute



FONCTIONS PERMUTABLES DE M. VOLTERRA. 81

Sfonction permutable avec f(x,y) et holomorphe autour d’un point
de la multiplicité y = x est holomorphe autour de tous les points de
cette multiplicité, y compris les séros de f(:, x).

On aurait pu faire I'étude des fonctions 3(z,y) au voisinage d'un
zérode f(.z,.c)parla méthode du Chapitre II, généralisée comme nous
I’avons briévement indiqué au Chapitre IIT (n°2): on est alors conduit
a définir les fonctions permutables par des approximations successives
qui ont des singularités autour de ce zéro, alors (que, d’aprés le résultat
précédent, les fonctions permutables elles-mémes n’en posscdent pas.
Ainsi, au moins dans ce cas, la méthode du Chapitre I1I (n° 2) donne
une idée trés imparfaite et trop complere de la nature analytique
des fonctions permutables avee f(.x,y ). C'est pourquoi nous ne nous
sommes pas attachés au développement de cette méthode.

10. Voici, enfin, des applications des considérations précédentes a
la résolution d’¢quations intégrales des deux types envisagés précé-
demment, c’est-a-dire

(14) YL=9
el
(15) ):"'::;),

o(2,y), Y(x,y), w(c,y) étant des fonclions connues ct y(x,y)
'inconnue.

Imaginons que 3, }, © soient holomorphes autour de z = «, y = «,
a ¢tant un point de I'aire (A) précédente ct qu'ils soient permutables
avee f(«,y). On pourra les représenter, quand .« ct y seront voisins
d’un point quelconque de ’aire (A) par les séries convergentes

:‘;(.r,y)':j"(xo%— a,f-;- ot,fz-l-. )
(16) (o y)=L"(Bo+ B0+ Bafr+...),
0 (2, 3)=J o+l ),
avec | pour que (14) et (15) aient des solutions|
a>b et ¢ multiple de n.

On pourra donc représenter y (., y) par des développements du méme
type, cux aussi convergents au voisinage de tout point du domaine (A):

Journ. de Math. (7° série), tome 1. — Fasc. I, 1915. 11
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ces développements étant obtenus, pour 1’équation (14) par quotient
des deux séries (16) et (17), pour I'équation (15) par l'extraction
d’une racine n'*™ de la séric (18).

Le résultat obtenu, bicn fait pour mettre en évidence I'importance
de la notion de permutabilit:, peut s’énoncer ainsi :

Si les données d'une équation (14) ou (15) sont analytiques et
permutables avec une fonction f(x,y) telle que f(x,x) ne soit pas
identiquement nul, la solution w’admet les points o& f(x, x) s'annule
que comme singularités apparentes.

Nous sommes en chacun de ces points dans les conditions étudices

au Chapitre I (n° 13).

l1l. — Les fonctions non analytiques permutables avec f(.r,y)
telle que f(.r,2) ne soit pas identiquement nul.

11. Nous utiliserons icisimultanément les méthodes du Chapitre 11
ct celles du paragraphe précédent. Commencons par quelques re-
marques préliminaires: Supposons qu'autour de 'origine f(r,x)=1(")
el posons

S0, ) = fuly).

\ 1

Nous aurons

avec
I
3
| /I,,' I < N
Remarquons d’autre part que nous avons démontré incidemment que :

St ¢(y) est une fonction holomorphe de y pour |y|Zr,, on peut
déterminer un nombre r, tel que (y) soit développable dans le

(') Cette supposition n’ayant, comme précédemment, pas d’influence sur les
résultats qui seront valables au voisinage de tout point y = x autour duquel
f(x,y) est du premier ordre. La restriction de I'ordre est maintenant essen-
tielle.
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domaine |y |Zr, en série absolument et uniformément convergente
(19) @ fo(Y) +a fi(y) +oo+an fa(y) +.. .

Il faudra en effet déterminer les «, par la condition d¢ja écrite

o
(n 7) © L ®
yn-ﬂ‘ ,
2 d,,xl‘zz a,,z : .
P n ¢ e
0 0 0

<M, nous avons

Mais si |9 (y)

M M

]d/'|<;ﬁ<ﬁ:"

en diminuant 7 si c'est nécessaire. Les calculs du n° 7 donnent alors
fa\"
|a,] << n! (7> M

et permettent dés lors d’affirmer la convergence de la série (19) dans
le domaine

P r
lylzm< re
On peut alors prouver que :

Si 3(y) est une fonction de la variable réelle y continue
pour —r, <y < +r,, on peul trouver un nombre r, et des con-
stantes a,’ tels que, dans le domaine —r, <y < +r,,on ait

2(0) = [ ful3) +oo o [p()]:

celle série étant absolument et uniforméement convergente.

Il suffit pour cela de prouver que I'on peut, par un polynome
en fo(y), f1(¥), ..., approcher de 9(y) 4 moins de ¢. C’est tout a

fait immédiat. On peut tout d’abord trouver un polynome ordinaire
eny, ¢(y), tel que
l?()’)—‘f(}’)l<§ pour — r,Sy s+ r,.

. ’ e T
Prenant alors 7,, nombre quelconque inférieur & -, on peut trouver,
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d’apreés le résultat précédent, une suite

’I

X, lny)

telle que, pour |v|<r, on ait

Nlem

’l

"r(‘)"z ”nfn(.)’) < =
[}

d’ot, pour — r,<yZ+r,

,l

@(y)—znﬂl.fn(}') <z €. Q.F. .

[}

12. 1l n’est plus difficile maintenant de démontrer le résultat
essentiel que nous avons en vue dans ce paragraphe.

Tueorine, — Toutes les fonctions 3(w,y) des variables réelles «
el y, définies et continues dans le voisinage de Uorigine et y étant
permulables avec f(x,y), sont déceloppables, dans le volsinage
de Uorigine, en série uniformément el absolument concergente de

type
(19) 2l 7) =3, [a"(%,7) + @l 1@, ) oo fro (2, 7)),

En effet, d’aprés les résultats du Chapitre 11 (n® 6), une fonc-
tion ¢(x,y) permutable avec f(x,y) peut étre caractérisée par ses
valeurs

¢(0. y)=w(y)

et est alors donnée par la formule
e
o(r, y)=&(y — ) +f w(n)L(n |z, y)da.

Toutrevient donc 4 démontrer le développement (19) ou I'on fait x=o;
mais c’est précisément ce que nous avons fait au numéro précédent.
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13. Insistons sur la signification des résultats ainsiobtenus. Toutes
les fonctions permutables avec I'unité sont de forme ¢(y — x), ce sont
les fonctions d'une variable y — .. Toutes les fonctions permutables
avec f(.x,y), fonctions dont I'ensemble dépend aussi d’une fonction
arbitraire, peuvent étre considérées comme généralisant les fonctions
d’une variable. Les propriétés démontrées dans les deux paragraphes
précédents ne font que généraliser les propriétés classiques des fonc-
tions d’une variable :

Toute fonction analytique d’une variable est développable en série
de Taylor.

Toute fonction continue d’une variable est développable en série de
polynomes.

Il est aisé de poursuivre plus loin l'analogie : nous allons montrer
que la théorie des polynomes de Tchebicheff s’étend sans difficultés.

14. Soient f(.r,y) et 9(x,y) deux fonctions permutables des
variables réelles = et y, définies et continues dans un domaine ®, par
exemple celui que nous avons couvert de hachures dans la figure

Fig. 5 bis.
ci-dessus. Essayons de représenter f(r, ), dans ce domaine, par un
polynome symbolique
Aof + Ay fra. .+ Ay frit
et formons la différence

y=¢—Aof—A,f3—...—A,,j"*‘.

La fonction |y |, continuc dans le domaine ®, y atteindra au moins une
fois son maximum m. Quand les coefficients A,, A,, ..., A, vont
varier, ce maximum sera une fonction

m(Ag Ay, ooy Ap).
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C’est une fonction continue, constamment positive si nous admettons,
ce qui n’est pas une restriction, que ¢ ne coincide pas avec 'une des
fonctions

Aof+ A S+ A

Cette fonction m(Ay, A,, ..., A,) aura donc une limite inféricure w
lorsque les nombres A,, A,, ..., A, prennent toutes les valeurs
possibles.

Reste & prouver que cette limite inférieure est effectivement atteinte.
Pour cela, nous remarquerons, comme dans la théorie ordinaire des
polynomes de Tchebicheff (*), que I'on a

pim(o,0,...,0)=max|o(zx,y)|=M;

nous pouvons donc, sans modifier le minimum, nous restreindre aux
polynomes pour lesquels on a

m<M.

Mais ces polynomes sont tels que les modules de leurs coefficients
soient bornés, car de

_ lo(e, ¥)— Agf— Ay fr—. .. | <M,
on tire
Ao+ A fr 4. | <aM.

Cela suffira 4 prouver que A,, A,, ... sont bornés supérieurement si
I'on peut trouver n + 1 systémes de valeurs de x et de y

Z1 Y1y Lalay ey XpVay TpsrrYnna

tels que le déterminant

. .
S
- -
S J2 fu-H
- *
Sowr San o S0

(*) Cf. Borew, Lecons sur la théorie des fonctions de variable réelle, p. 82
et suiv.
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ne soit pas nul. Les coefficients Ay, A, ..., A, peuvent alors s'obtenir
par résolution d’¢quations du premier degré & déterminant non nul et
a second membre borné par la quantité 2M; ils sont donc bornés.

Qu'il soit possible de trouver les (n + 1) systémes de valeurs de x
et de y, c'est une consé¢quence de la proposition immeédiate suivante : il
ne peut exister, quels que soient et i, unc relation de forme

Mof+M, [T +M, [+ =0

sans que l'on ait
My=M,=...= M,.

Le déterminant précédent peut en effet s’éerire
Mofi+ M, i My St o

M,, M,, ..., M, élant des constantes cn «, et y,. S'il n'existe pas de
systéme x,, y, tel qu'il soit différent de zéro, c'est que M, en parti-
culier sera nul. Mais c’est un déterminant de méme type & une ligne
de moins, etc.

Nous avons montré ainsi I'existence d’un polynome d’approximation.
On voit comme les raisonnements suivent pas a pas ceux de la théorie
ordinaire des polynomes de Tchebicheff.

IV. — Les fonctions permutables avec une fonction analytique /(.- )
admettant (y — )" en facteur.

15. Nous nous restrcignons de nouveau dans ce Chapitre a la
recherche des fonctions analytiques permutables avee f(x,y).

Prenons donc une fonction f(.c,y) quelconque holomorphe quand .
et y sont voisins d’un point @ intéricur & un domaine w du plan
complexe. Elle pourra avoir en facteur une puissance quelconque
de (y — «): soit (yy —wx)". Nous venons de traiter le cas de n = o;
si >0, lapremicre dérivée de f'non identiquement nulle pour y =«
sera

[ﬂ%’:’;ﬂ]y:x: a(x);

c'est une fonction de « holomorphe dans @ et pouvant y avoir des
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zéros isolés a, b, ¢, .... Résolvons alors I'équation

(1) i (2, y) = fla, ),

ce que nous savons faire. Nous déterminons ainsi une fonction holo-
morphe au voisinage de tout point « =y =a, « ¢tant un ‘point du
domaine ® ne coincidant pas avec @, b, ¢, .... Les fonctions permu-
tables avec £ (.z;, y) seront les mémes que les fonctions permutablesavec
(&, y). En cifet, il est d’abord évident que toute fonction permutable
avee Y (., y) le sera avec f(x, y); inverscment, si

". - - « * * -
o Jo=9/ ou  Yrlo=oggrtl
je dis que

oo

S
-G *
I

Qo

En effet, posons
LR . * 4 »
Yo—9y=7.

1l vient pour 7. Péquation
(3) ‘1"/"'}"*-'!’"—'“/:4:-*-...—+—'/.'l!;".‘;0.

d’ou I'on conclut que 7 est identiquement nul | ¢f. Chap. III (n* 6),
éq. (7)]-

Mais {(wx,x) n’est pas identiquement nul. Nous pouvons donc
appliquer & la recherche des fonctions permutables avec {(«, y) les
méthodes des paragraphes précédents et dire :

Toute fonction permulable acec f(x,y) et holomorphe awtour
d'un point de la multiplicité y = .« est holomorphe autour de tout
point de cette multiplicité, mis a part les séros de la premiére
dérivée de fnonidentiquement nulle pour x = y ; elle est donnée par
un développement

x

2 a, V(e y).
v

[

les coefficicnts a, élant tels que la série

2
<

Ya,

| [}

<

converge.
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Parmi les cons¢quences immédiates de cette forme des fonctions
permutables, citons le théoréme démontré par M. Vessiot (¢f.
Chap. II, n° 3) : « Deux fonctions permutables avec une méme
troisiéme sont permutables entre elles. » Mais nous supposons ici les
fonctions analytiques.

16. Un cas important & caractériser sera celui ot I'un des zéros,
a par exemple, serait un point régulier pour toutes les fonctions
permutables avec f(.x,y). Il sera pour cela nécessaire et suffisant
que la solution }(xz, y) de I’équation (1) soit holomorphe autour
de «x = y = a. Nous savons (Chap. 1II, n° 8) reconnaitre s'il en est
ainsi.

La condition est en effet nécessaire puisque Y(x, y) est l'unec
particulicre des fonctions cherchées, elle est suffisante d’aprés le
résultat du n° 9 sur les fonctions permutables avec une fonction
n’admettant pas ) — x en facteur.

17. Placons-nous dans le cas ou cette circonstance ne se produit
pasen a, a étant par exemple 'origine. Dans ce cas il existe des fonctions
permutables avec f(«, y) et non holomorphes autour dez =y =o :
que peut-on dire alors de celles des fonctions %(x, ) permutables
avec f(zx,y) qui sont holomorphes & I'origine ? Cette question est
bien dans l'ordre d’idées qui nous a occupé tout le long de ce
travail. '

Il est clair qu'il existe des fonctions 3(, y) holomorphes autour
de x =y = o; par exemple les fonctions

(3) "nf(x».}’) 'i'”ljs('t' .,V) ati .+a,,f."+'(.l‘, vy)'*' A

les nombres a,, a,, ..., a,, ... étant tels que Za, :7',' converge. La

formule (3) peut-elle inversement représenter toutes les fonctions
permutables avec f et holomorphes autour de I'origine? Clest la
question que nous allons étudier et qui se rapproche de celle a
laquelle nous avons consacré le début de ce Chapitre.

Dans le cas que nous allons étudier, I'équation

(1) (2, y) = flz, y)

Journ. de Math. (7* série), tome I. — Fasc. I, 1915. 12
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n’a pas de solution holomorphe autour de 'origine. Mais il pourra
arriver qu’une autre équation

(4) $P(a, y) = f2. )

ait unc solution holomorphe autour de I'origine. Nous remplacerons
alors la fonction f par la fonction }. De sorte que, dans I'étude
suivante, nous pourrons supposer, et c’cst essentiel, que :

A. Aucune équation telle que (4) v’a de solution holomorphe
autourde x =y = o.

18. Cherchons alors 4 démontrer que

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une série de Taylor
convergenle
2 cpyxP y

représente une fonction y(x, y) permutable avec f(xr,y) est qu'elle
sott composée de f(x,y).

Je crois ce résultat exact, sauf peut-étre dans des cas trés parti-
culiers; j'indiquerai plus loin des cas étendus dans lesquels on peut
le démontrer. Je vais prouver ici qu'il serait conséquence du résullat
suivant, auquel il est d’ailleurs tout 4 fait équivalent :

B. Toute équation en y(x,y)

f1¥(z, y) =Fy(x, y),

ot F («x,y) et fi(x,y) sont des fonctions holomorphes autour de
Dorigine et permutables avec f(x,y), admet, autour de Uorigine,
une solution holomorphe.

Soit, en effet, 5 (x, y) une fonction réguliére autour de x =y =o
et permutable avec f(z, y). Elle adinet au moins (y — x)" en facteur.
Si, en effet, elle admet seulement en facteur (y — x)? (p < n), la réso-
lution de 'équation

2=/

donnera une nouvelle fonction holomorphe }(x, ) permutable avec
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les précédentes et ayant en facteur (y — )7 (g < n). D'ou, sip>q
par exemple, une troisiéme fonction y telle que

bz =0
Toutes les fonctions ainsi obtenues sont, d’aprés I’hypothése B, holo-
morphes; I'exposantde (y — x) y va en décroissant. On pourra arriver

ainsi a une fonction holomorphe permutable avec f(x, y) et n’admet-
tant plus (y — x) en facteur, cela voudra dire (n° 10) que I’équation

SO (z,7) -_.f

admet une solution holomorphe, ce qui contredit A. Ou bien le
procédé s’arrétera; il faudra alors qu’a un moment donné deux des
fonctions, { et y par exemple, aient en facteur la méme puissance
de y — x, soit (y — «x)® : alors on ne pourra pas écrire 1'équation
suivante. Mais il est aisé de voir alors que n = ab +a — 1, a étant
un entier, et de prouver qu’en vertu de 'hypothése B 'équation

.
= f

admettrait une solution holomorphe autour de l'origine; ce (ui
contredit encore 'hypothése A.

La fonction ¢(x, y) admet donc au moins (¥ — x)" en facteur.
Mais alors, d’aprés le corollaire du n° 3, on peut trouver une con-
stante a, telle que

(L, y)— ay f(x, y)

admette au moins (y — .c)™' en facteur. Cette nouvelle fonction

admettra au moins (y — ,c)***! en facteur, sinon on en déduirait, par
résolution de

S1 =9,
unc fonction holomorphe permutable avec f et admettant moins

de (y —x)" en facteur. On pourra donc trouver une nouvelle con-
stante a, telle que

'?(‘l"}’)"aof(l‘a .y)_alfz('l.vy)

admette en facteur an moins (y — x)**+*, Mais cette différence aura
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alors au moins () — «)*"** en facteur et ainsi de suite. Le lecteur
s’est déja apercu que la démonstration se développe toute paralléle
a celle que nous avons donnée pour n = o, & cela prés qu'il a fallu
admettre la proposition B.

19. II faut étudier cette proposition B. Je n’ai pu, ni démontrer en

général que :

B'. Toute équation

-

Sid=

S «

1y

lelle que f, et 9, soicnt holomorphes autour de x =y = o et per-
' . .

mutables, a une solution holomorphe; ni donner des exemples du

contraire. Je me contente de faire observer que la proposition B’ serait

une conséquence de la suivante :

C. Une fonction analytique, permutable avec une fonction holo-
morphe autour de Uorigine x =y = o ¢t qui admet, au voisinage
de celte origine, les seules multiplicités de ramification x = o
ely = o, est lout a fait réguliére autour de © =y = o.

C entraine bien B’, car la solution .}/ de I'équation j:.',}::l:‘,
admet, d’aprés les résultats du Chapitre I, les seules ramifi-
cationsx = o ety = o.

Or, si par les méthodes que j’ai rapidement indiquées au Cha-
pitre I1I, on pousse, un peu plus que nous ne I'avons fait, ’¢tude de la
singularité autour de z =y =o des fonctions permutables avec
S(xz,y), on se rendra compte que la proposition C est vraie, au
moins en général.

20. Laissant de coté la démonstration de B’, nous allons considérer
un cas étendu ou cetle proposition est vraie, et ol I’on peut affirmer,
par conséquent, le théoréme de la page go.

Considérons la dérivée

=42

1=fn(xv .Z'),
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elle admet un développement de forme
P (14 ayx + o2+, . ),

p étant un entier positif. Le cas ol p est nul a ét¢ étudi¢ déja et
n’offre pas de difficultés. Nous allons démontrer le théoréme de la
page go dans le cas ol p et n + 1 sont premiers entre cux : nous
montrerons en effet que dans ces conditions une fonction holomorphe
permutable avec f(x,y) doit admettre en facteur (y —x) a unc
puissance ¢gale & un multiple de 2 + 1 moins t; et c’est la la consé-
quence de la proposition B qui nous a servi & prouver le théoréme de
la page go.

Soit, en effet, %(«x, y) permutable avec f(.z,y), admettant en
facteur (y —- x)* et telle que

‘()u' T, - ..
on doit avoir (¢f. n° 3)

[Qu‘ (.l'. ‘2‘) ]n—H

{fulx, 2)]*+

p(n-+1)=p(n+r),

— const.,
d’ou

et, comme p el 2 + 1 sonl premiers entre eux, on en tire

(n'+1)=A(n+1).

A ¢tant entier. Clest le résultat annonceé.
Sans qu'il soit besoin d’insister, on voit qu’on pourra démontrer
le théoréme de la page 9@ dans des cas de plus en plus étendus.

21. Lorsque le théoréme de la page go est vrai, toutes les fonc-
tions (x, y) holomorphes autour de x = o0, y = o et permutables
avec f(«, y)s’obtiennent en prenant tous les développements

- * *
af+afr+afi+.. . 4+a frH+...,

les constantes a,, a,, ..., a, étant arbitraires sous la seule restriction
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que la série

ZC,,,,.’):"_)"’

converge. Précisons la condition ainsi imposée & ces constantes.

Soit (i, ¥) la fonction, non réguliére autour de l'origine, telle
que

(2, )= fla, r).

Autour d’un point x =y = «, distinct de l'origine, mais voisin, on a

. o(z, y)=Sa, $** (2, ),
la série
o, 5
K
convergeant. Mais nécessairement

Ap=%pu+p+ny

de sorte que ces a, doivent étre tels que la séric

ap:pn+p+n ap ap

(1) (prn~-p+n)! ot (pn+p+n)!

converge. Cette condition est d’ailleurs la condition nécessaire et
suffisante imposée aux a@,: je dis en effet qu’elle entrainc la conver-
gence absolue et uniforme, autour de x = y = o, de la série

(2) : Sa, fre(a, ).

Faisons en effet varier x ct y dans le domaine suivant : ils sont tous

cl

C
Fig. 5 ter.

deux intérieurs 4 un petit cercle C’ de rayon 3 dont le centre décrit
un cercle C de centre l'origine et de rayon r. Dans un tel domaine,
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si le rayon ¢ est assez petit, la série (2) converge, car ses termes sont
en modules inférieurs a ceux de la série

2’{ a l I)_—_——__L'_I”_"_‘fi_" Nen+prast
Pl(pn+p-+n)!

N étant un maximum de (.z, y). Or, on peut écrire la série (2)
9! Vv — p)Pntp+n ] xZ, .
(2') j;fv ) NEN2

I,(x, ¥) étant holomorphe quand « et y sont voisins de zé¢ro; IL,(.z, ¥)
. ' o ey i
est, lorsque z et y restent dans le domaine précédent, limité par 7,

R étant un nombre bien choisi. Il est alors facile de trouver un déve-

loppement majorant 1I,(«, ) au voisinage de I'origine; car si x est le
centre du cercle C’, on a

M, (z, y)=2(y — =) lI,,,(x),
1T, () étant une fonction de x réguliére dans et sur le cercle C et

inférieure & —— puisque le développement précédent converge dans
prll p q pp p

et sur C'. La fonction I, () est donc majorée dans C par

T
R”p"(l-—;)

Re 7y _z)
- >

Il n’en faut pas plus pour affirmer la convergence absolue et uniforme
autour de l'origine de (2') ou de (2).

etI,(x,y) par

22. Une remarque pour terminer. Nous avons été amené, dans ce
qui précéde, a étudier la convergence des séries

Sa, fri (2, y)

généralisant, dans notre théorie, les séries de puissances d’une variable.
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Il n’est pas plus difficile d’étudier la convergence des séries généra-
lisant, dans notre théorie, les séries des puissances de plusicurs
variables : cette étude conduira & déterminer les hypothéses les plus
geénerales qu'on puisse faire sur les cocflicients d'une série déter-
minant une équation intégrale du type (a’) envisagé au Cha-
pitre I (p. 10), pour que cette équation intégrale ait un sens. Ces
hypothéses sont & peu prés celles que nous avons faites au n° 6 de ce
Chapitre; en tout cas, la méthode de M. Volterra donnée au Cha-
pitre I s’appliquera toujours.

V. — Conclusion.

23. Toutes les équations étudiées précédemment rentrent dans
la classe générale des équations qu’on peut former a partir de
fonctions inconnues et de fonctions connues par des additions et des
compositions. Nous avons développé, pour leur résolution, deux meé-
thodes principales : la premiére consiste & les réduire 4 une ¢quation
résoluble par approximations successives, cette réduction ¢tant toute
réalisée (Chap. I, équations des paragraphes I et 1) ou s’obtenant
par dérivation [ équation de Volterra de premicre espéce, ¢quation (¢)
du Chapitre IIT] et par changement d’inconnue (Chap. I1). La seconde
méthode consiste a rechercher la solution sous la forme

. S(y—x)P I (x).

Les méthodes de ce Chapitre appartiennent a ce second type.

24. Ces deux catégories de méthodes s’appliquent a toute équation
de la classe précédente : c’est ainsi que M. Volterra a appliqué les
méthodes du Chapitre Il aux équations

fi9—ofs=F,
o étant inconnue, f, et f, deux fonctions connues du premier ordre,
F une fonction connue d’ordre supérieur ('). Cette équation admet

(*) Cours fait & I'Université de Rome en 1912-1913. 1l serait aisé, aprés les
développements du Chapitre 11, de passer a des cas plus généraux.
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une scule solution lorsque
file, 2) 7 fo( 2, r);

elle admet (comme [|'équation }'(p:-_q,f) une infinité de solutions
dépendant d’une fonction arbitraire si f, (x, x) =f,(x, x). Cet
exemple aidera & comprendre que les deux équations principales

® Jo = F,

(2) fo—sf=o

sont respcctivement types de deux grandes catégories d’équations de
la classe précédente : la solution des équations de la premiére caté-
gorie étant déterminée, celle des autres dépendent de fonctions
arbitraires. La distinction des deux classes est trés aisée si l'on
emploie la deuxiéme mnéthode rappelée au n° 22 : les équations du
type (1) étant telles que, pour déterminer les I, () successifs, on ait a
résoudre des équations algébriques, les équations du type (2) telles
que pour déterminer les II,(x) on ait & résoudre des équations diff¢-
rentielles,

Remarquons enfin que la multiplicité y = jouera, pour les
équations de cette classe les plus générales, le méme réle essentiel
que pour les équations particuliéres que nous avons étudiées : les
solutions de ces équations y seront réguliéres, sauf en des points
fixes jouant le role des points o f(x,y) casse d*étre d’'un ordre
déterminé. o 7.,

P

- D O — - s
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