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Sur le signe de la partie réelle des racines d’une équation

algébrique;

P

5o

mu LIENARD v CHIPART.

INTRODUCTION.

1. Dans les recherches de Physique mathématique ou de Mécanique
il arrive fréquemment qu’on ait & résoudre le probléme d’ Algébre dont
voici I'énoncé, et qui a été le point de départ de cette étude:

Etantdonnéc une équation algébrique é coeflicients riels, trouver
les conditions pour que ses racinessoientde la forme —XK*+ 5y —1,
K étant essentiellement différent de séro et 3 pouvant prendre une
valeur quelconque, zéro compris.

Prenons comme exemple I'étude de la stabilité : en appliquant
les procédés classiques de la méthode des pelits mouvements nous
aboutirons, d’ordinaire, & l'intégration d’unc équation dilférentielle
linéaire a coefficients constants. Soit donc

d" u drty

do"(‘l‘t—n" +Cll-;{—t—lzj+...+anll:0(l)

une telle équation et soit
flz)=aq2"+ a2z '+...+a,=o0

son équation caractéristique. Toutes les fois queles racines de f(x)=o0

satisferont aux conditions ¢nonccées plus haut, I'intégrale générale de

I'équation linéaive sans second membre tendra vers zéro pour { = o,

quelles que soient les constantes d’intégration, et le mouvement sera
Journ. de Math. (6« série), tome X, — Fase. IV, 1914, 38
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stable ; réciproquement, lorsque ces conditions ne sont pas remplies,
il y aura instabilité (*).

Les recherches enlreprises pour résoudre ce premier probléme nous
ont amenés & aborderle probléme plus général consistant & déterminer
combien une équation posséde de racines dont la partic réelle ait un
signe donné. '

Avant d’énoncer les résultals auxquels nous sommes parvenus,
commengons par définir les locutions dont nous ferons constamment
usage.

2. Dirnirons. — 1° Quantités pseudo-positives et pseudo-néga-
tives. -- Pour abréger le langage, nous appellerons quantité pseudo-

positive toute quantité réelle positive ou imaginaire & partie réelle
positive. Une définition analogue s’appliqueraaux grandeurs pseudo-
négatives. Aveccette terminologie, les racines d’une ¢quation pourront
se classer en qualre catégories : racines pscudo-posilives, pseudo-
négatives, nulles, purement imaginaires.

2° Formes quadratiques 0(X,, X,, ..., X,,), 0,(Y,, Y,, ...),
T (5, 54, .., 5,) associées a U équation f(x)=o0. — Soit '¢qualion

J(@)=9(2*) +zd(2?) =0,

dans laquelle nous mettons en évidence les termes de méme parité.

Les racines nulles et purement imaginaires font partie du groupe
de racines communes aux équations f(x) = o, f(— «) = o, en sorte
que les problémes posés au d¢but conduisent naturellement a étudier
le résultant des deux équations

o(z)=0, Y(a)=o.

Pour former ce résultant, employons la méthode de Bezout. Si
nous désignons par 7= 2m ou n=12m +1 le degré de f(x), l'une
au moins des deux équations 3 = o0, 'L = o est de degré met 'on sait

(*) Nous admettons, bien entendu, que F'application de la théorie des pelits
mouvements est légitime. C'est 1a une discussion que nous n’aborderons pas,
I'objet de notre Mémoire étant d'é¢tudier une question ressorlissant a la théorie
des équations algébriques et dont il était intéressant de rappeler Forigine,
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que le résultant R de Bezoul est un déterminant symétrique de
degré m. Désignons par 0(X,, X,, ..., X,,) la forme quadratique
dont R est le discriminant. Cette fonction, dont nous préciserons plus
loin le mode de formation, sera par définition la forme quadratique
associce a I'¢équation f= o.

Pour délinir la fonction ©,(Y,, Y., ...), nous opérerons de méme
sur I’équation

Silz)=zf(r) =z @(a?) + 22 (2?).

Par définition, @, sera la forme cuadratiqque ® associée a I’équation
/. = 0.

Enfin la fonction T'(3,, 5., ..., 3,) sera définie par I’égalité
t 29 y ~n o]
(') T(*’"h :‘2) °~'75n):‘—0(:2’ 347 ey :2111)'4' @l(zh Z;,, 0-')'

Nous cn donnerons tout & 'hcure une autre définition plus directe.

3. Ces préliminaires posés, nous sommes en mesure d’¢énoncet les
résaltats principaux de ce Mémoire. Nous nous bornerons toutefois,
pour ne pas allonger cette Introduction, & donner deux critéria aux-
quels on reconnaitra qu’une équation satisfait aux conditions du
probléme de stabilité,

Premier crrrérion. — Pour que les racines de f = o soient pseudo-
négatives, il faut et il suffit que la forme quadratique T soit définie
positive, autrement dil soit une somme de n carrés posilifs indé-

pendants ().

Comme conséquence de ’égalit¢ (1), le critérium peut encore

s'énoncer en disant que lesformes @ et @, doivent étre définies posi-
tives.

Deuxieme crrrérion. — Pour que les racines de f=o soient
pseudo-négatives, il faut ct il suffit que la forme quadratique © soil

(') On rappelle qu'une forme quadratique a n variables n’est dite définie que
si elle ne peut pas saunuler pour un systéme réel de valeurs des variables autre
que o, 0, ..., 0. Par exemple, la forme (z,+ x,)>+ 2} est définie positive,
tandis que la forme (2, + x,)? n'est pas définie,
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deﬁn/,ci positive el que l.c polynome o(x) soit complel et ait tous ses
coeflicients de méme signe que le coefficient du terme de plus haut

degré de f(z).

Un énoncé analogue s’obtiendrait en utilisant la forme 0, et le
polynome 4.

De ces deux critéria, il est manifeste qu’on devra, dans les applica-
tions, donner la préférence au dernier qui conduit a des calculs plus
simples. Cependant, comine I'introduction de la forme quadratique T
dans cctte théorie facilite la démonstration de certaines propositions,
il a paru préférable de commencer par établiv les propriétés de cette
forme T.

4. la premiéreet laseconde Partic de ce Mémoire seront consacrées
a4 la démonstration des deux criléria énoncés ci-dessus et 4 I'étude des
propriétés correspondantes des formes T et 6. Nous mentionnerons
succinctement dans la troisieme Partie les considérations auxquelles
nous avions tout d'abord recours pour établir le second critérium.
L’ordre que nous avons adopté, en vue de faciliter P'exposition,
différe en effet complétement de 'ordre dans lequel ont éLé trouvées
les diverses propositions et nous avons pensé qu’il n’était pas sans
intérét d’indiquer comment nous avions été amenés & introduire dans
cette étude les formes quadratiques 0, 6, et T.

La rédaction de ce travail était terminée quand nous avons eu
connaissance de recherches sur le méme sujet publiées par Routh dans
son Treatise on the stability of a given state of motion et résumdées
dans les Advanced rigid Dynamics du méme auteur.

Routh (') aborde successivement le probléme par deux méthodes
entiérement distinctes.

La premiére méthode utilise ’équation aux sommes des racines
deux a deux; elle conduit & I'énoncé suivant :

Pour qu'une équation ait toutes ses racines de la forme

—R By,

(') Routn, A4 treatise on the stabilily of a given state of motion (London,
1877) et Advanced rigid Dynamics, § 256-307, 6° édition, 1go7.
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il faul et il suffit que I'équation proposée et I’ équation aux sommes
des racines deux a deux soient complétes ef ne présentent que des
permanences.

Cette proposition, retrouvée indépendamment par I'un de nous ('),

a le défaut de fournir n + n(——’ig-—-———') inégalités, alors qu'il résulte mani-

festement de la nature du probléme que les conditions distinctes sont
en nombre n; et d’ailleurs, pour peu que le degré del’équation s'éléve,
la formation de I'équation aux sommes et la recherche des conditions
surabondantes deviennent des plus malaisées.

Pareilles défectuosités ne subsistent plus dans la seconde méthode
de Routh. L’auteur applique la formule classique de Cauchy

1 f1(3)

BELN VI

qui fait connaitre le nombre p de racines comprises a I'intérieur du
contour C et il raméne la solution du probléme 4 une succession
d’opérations analogues & celles qui donnent la suite des polynomes de
Sturm. Il forme de cette fagon (n + 1) polynomes, dont les degrés sont
respectivement n, n — 1, ..., o et il démontre que la condition néces-
saire et suffisante de stabilit¢ est que la suite formée par les coeffi-
cients des termes de plus haut degré de ces polynomes ne présente
que des permanences (*).

La méthode de Routh se préte admirablement & I'étude des équa-
tions numeériques, et cela pour la raison suivante : pour exprimer que
la forme quadratique T est définie positive, nous devons écrire n inéga-
lités

Py(ag @1 ..., ay) > o, Py> o, ceny P.>o,
lesP,, P,, ..., P, désignant des polynomes dont le mode de formation
est classique.

Au contraire, la méthode de Routh fournit » inégalités

Sl(ao,(lh...,an)>0, Sz>0, ceey S,,>0.

(V) Journal de Mathématiques spéciales, avril et mai 1g11.
(?) D’une maniére générale le nombre de permanences (variations) est égal
au nombre de racines pseudo-négatives (posilives) de 'équation.
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[Les premiers membres de ces inégalités ne sont autres que certains
produits des polynomes P.

Tant qu'il s’agit d’équalions numeériques, peu importe qu’on abou-
tisse aux polynomes P> ou & leurs produits S et la supériorité de la
méthode de Routh dans ce cas est incontestable. Mais il en est tout
aulrement dés qu'il devient nécessaire d’¢tudicr U'influence de para-
metres variables. Si I'on voulait en effet appliquer aux équations
littérales la mcthode de Routh, il serait nécessaire de passer des pro-
duits S aux polynomes P au moyen de divisions laboricuses et I'on
aboutirait de cette fagon au premier critérium, c’est-a-dire 4 un résul-
tat trés inférieur sous le rapport de la simplicité au second critérium
qui ne découle pas de I'analyse de Routh et que nous croyons nouveau.
Aussi, n’avons-nous pas pensé que les résultats obtenus par le savant
mécanicien anglais fussent de nature & enlever tout intérét a notre
travail. D’unc part, nous avons ahordeé la questlion sous un jour entié-
rement différent, et il est toujours utile de considérerles divers aspects
d’un méme probléme. D’autre part, les problemes de stabilit¢ abou-
tissent en général & des équations littérales, et pour ce motif on trou-
vera avantage a leur appliquer le second critérium.

Dans une quatriéme Partie nous ¢tablirons sommairement les
propositions qui permettent de passer de I’énoncé fourni par la
méthode de Routh & 'énoncé d’apparence trés différente que nous
avons donné sous le nom de premier critérium.

PREMIERE PARTIE.

PROPRIETES DE LA FORME QUADRATIQUE T. PREMIER CRITERIUM.

8. Polynome G (x, y) associé¢ au polynome f(x). — Soitle poly-
nome
flz)=a,2" +a 2" '+ .. + a,.

Formons le polynome G(x, y) symétrique en & et y

S(2) fly)—J(—==) f(—¥)
2(x 4+ y) ’

(1) G(z, y)=

Ce polynome est de degré n — 1 par rapport & = et y pris séparé-
ment. Nous 'appellerons le polynome G (i, y) associ¢ a f(x).
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Exemples: 1° (%) = a,z + «,,

Glr. v lawx+a)(ay +a) —(ar—a)(ay—a)
(J).))f 2L+ 7)

=Qya;

2° flw)=a,2* +a,x + a,,
G(z, y) =apa,zy + aja,;
3° f(z) =a*w(x*); on Lrouve
G(z, y)=o.
6. Forme quadratique T(z,, 34 ..., z,) admetiant G(z,y)

comme polynome générateur. — Multiplions le polynome G (z, y)
par le produit zy, nous obtenons 'expression

2y Gz, y) =X Ayl (1Ze, BZn).

Daus cette expression, remplacons z® yP par z,3g, nous oblenons la

forme quadratique & 7 variables (')
T(3 8ay ovny 2y = X /\:“:ﬁ.

Le polynome G (i, y), qui est loujours symétrique en « et y, cst,
par définition, le polynome générateur de la forme quadratique T.

Lorsque G sera le polynome associé & f(.x), la fonction T portera
¢galement le nom de forme quadratique associce a f(x).

ixemples: 1° f(iw) = a,x + a,; on a lrouvé

Glw. y) = asa, vl T(3,) = a,a,s%;

2° f(x)=a,2*+ a, x + a,,

G(z, y)=a,a,x) + a,a,, T(zy, 32) =aya,5} + a0, 5%

30 f(x) = uto(c?),

= 0.

7. Relation entre les formes quadratiques admetiant comme
polynomes générateurs G(u,y) et 2(x)z(y)G(x,y). — Soit

(') La multiplication de G par .z a seulement pour but d"obtenir pour les 5
des indices variant de v a n et non de o & n — 1.
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T' (5}, 5, ...)la forme quadratique admettant G(z, y) comme poly-
nome générateur, et soit 9(x)= o« +Bx+...-~Az’ un polynome
quelconque. La forme quadratique T(s,, 5, ...) admettant
¢(x)9(y)G(w,y) comme polynome générateur s’obtient en effec-

!

tuant dans T'(5}, s,, ...) la substitution linéaire (2)

g si=as 4+ Pay ..+ Ao,

.........................................

Pour démontrer ce résultat, appliquons les régles du calcul symbo-
; y
lique données au n°® 6. Ecrivons

zy G(z, y) =X Aay’,

ce qui entraine par définition

Il
| 24
g
(%]

(3, 5, ...)

Nous aurons

2y 9(2)9(y) G e, y) =N elo(x) " 91))
=X A[ax?+ B et d @ ) oy o Ay

De cette égalité résulte la formule
T(51, 50 )= EA[as,+ P50+ o A3 (a5, 4o+ ks,
qutl établit la proposition.

8. Formules de décomposition pourles polynomes G etles formes
quadratiques T. — Soit

S(x) = ji(x) [i(2);

ona
G(x )__.fz(-l')./.z(-”)f:(.V)f'z(.)’)_fl(—"3)./‘2(‘—‘”),/.1(—y)f‘:(_}’)
hY)= 2(L =+ ¥)
_ L)L) = i(=a) fil—y)
= [i(— &) ful— y) & T 7)

2(2) fo — fol—2) fo(—
+ i) S DL Z LR ),
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c’est-a-dire

G(z, y)=Lo(—=2) (=) Gi(2, ) + [i(2) fi(¥) Ge (2, y),
G, et G, désignant les polynomes G associésa f, et f,. A une formule
de multiplication pour f correspond donc une formule d’addition
pour G.

Plus généralement, considérons le produit de facteurs

Sy == fi(®e) fa(®). .. fo(2).

Ecrivous
o (d)=fo(—x) fo(— )it fr (—&),
(e)y=fi(+2)fs(—x) .. fr (— @),
() Z () fos b2 fim (= ). fy (),
(@) = Sy B ol ) er oo fon (),

On vérifiera facilement l'identité

(3) Gz, =021 (1) Gi(z, ¥) + ¢2(2) 92 ( ¥) Go( 2, ) ++ ..
+0p(2) 9, () Gp(2, ¥).

Passons maintenant aux formes quadratiques T, T,, T,, ..., T
associées aux polynomes f, f,, f., ..., f, et soient

14

T="T(s, 5 ...»3) Ti=T(5, 35, ...), T.=Ty(s], 55 ...),
Appliquons aux divers termes de I'identité (3) la régle générale
donnéc aun® 7, et nous obtiendrons la formule de récurrence
h

(4) T(s1, 52, oo0y 50) = Tl(alsl+ﬁls2+“-v“152+(3133+-~-a -)
+ Ta(aes 4+ Basat.ovy @aSe+PBosg .oy o00)

+ Tp(aps14 Bpsate vy &pSat+Ppsgteny . o)

9. Premiére application. — Soit le polynome
Sy = (24 &) (2 +25) ... (24 1),

décomposé en facteurs lin¢aires et dont le coefficient de «” est supposé
égal a I'unité (multiplier un polynome par A équivaut a multiplier

Journ. de Math. (6° séric), tome X. — Fasc. IV, 1g14. 39
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par A? sa forme quadratique associée, ce qui n’influe pas surles signes
de la décomposition en carrés). Choisissons comme f,, fi, ..., fa
ces n facteurs linéaires et appliquons les formules de décomposi-
tion (3) et (4). Nous obtenons les relations suivantes (') :

Gi(z, y) ==, Gy=ay, sy Gu(z, y) = 2n,

o () = (X=X (B —Z5) e e viiiin i (2 — zn)s
() =(Z4 X ) (X —T3)eeriieniiiiniiii i, (v —z,),
3y ‘_ ....................... OIS ,
@[(‘Z‘)*—(x+xl)(x+$2)' (4 i) (@ Tirl) (v —vn),
Pu(Z) =(Z+2))(T+Ta)eeeriiin i (z+®p_y);
G, y) = 219:1(%) 91 () + X3 92(2) 92(¥) ++ . .+ 20 04 () 90 ()
n
(6) T (5, 54y ++«y 5n) :2x,~(z,,+ bizp_y 4.0 Lz + myz3,)?,

t

en écrivant
pi(z) ="+ bx" . .+ Lz +my

La décomposition de T en une somme de » carrés est donc réalisée.
Cette décomposition va nous permetire de démontrer que le discrimi-
nant A de cette forme quadratique & 72 variables a pour valeur

(7) A=z, ..z, [l—[(.z,-+x/,.)] (i k).

On a en effet, d’aprés la formule (6),
A=az2,...2,D%,
D, désignant le module de la substitution
1 b ¢ ..o omy
1 b, ¢ my

(8) D= 0P

1 b, ¢, ... m,

(') On remarque, dans I'application qui est faite de la formule de décomposi-
tion (3), qu'on a changé le signe de certains polynomes ¢, modification sans
influence sur le résultat final.
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D, est un polynome en %, ,, ...,&, qui est divisible par x;+ x,
quels que soient 7 et k. Eneffet, on peut écrire identiquement

1 [)1 Cy v ll CP]

O A N D)

(9) D/z =

. 1L

. Ty " e o e

n Cu eee Uy Cp,,(-‘l')

._
&~ .

Or, en supposant, pour fixer les idées, i <k, les polynomes g,,
G2y +evy Op—y |formules (5)] sont divisibles par = — a4, tandis que les
polynomes @\, Gira ...y 9, sont divisibles par i« + «;. Tous les poly-
nomes ¢ s’annulent donc en faisant z = z,= —x;, ct il en est de
méme de D, d’apreés(g). Le polynome D, s’annulant pour «;+ x,=o0
est divisible par a;+ z; et par suite par II(x; + ).

On peut donc écrire

(10) D= A ] [(zi+ 2.
1

, e , R{n—I1
A, désigne une constante, car D, et IT sont tous deux de degré d l)

€N Tyy Lyy vovy Lpe
Montrons qu'on a A,=1. A cet effet, faisons z,=o0, ce qui
entraine m, = my=...=m, ,=o. L’équation (10) prend la forme

—1
Do=A,mzy... 25 I I (x; 4 2,.),
1

tandis que '¢quation (8) devient

1 ﬁl e )‘l 1 ﬁ' e )\1
Do=m,| + cov iv i | =@ Ty Zpy| o e ces oe R
I ie""’ e )\”_1 1 ﬁn—i cee An_g

les coefficients B, ¥, ..., A désignant ce que deviennent les coeffi-
cients b, ¢, ..., { dans 'hypothése x, = o.

D’autre part, 'application des formules (8) et (10) au polynome
(z4+2)y vy (2 + X, ) de degré n — 1 donne

I ﬁ| coe Al n—1
. =A1L-11—[(xt'+ ZL).
1

D, = i
1 6,1_1 I
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I.a comparaison de ces divers résultats donne
Ap=Ap=A = .= A,

La valeur commune de tous les cocfficients A est I'unité, comme le
montre le calcul direct de A,. On a donc en définitive

2

n
A=x2y...x, I I(\Z'i+AT/.')
1

Il résulte immédiatement de 14 la proposition suivante :

Turorine 1. — Si f(x)=o0 r’a pas de racine commune avec
f(—x)=o0, sa forme associde T est une somme de n carrés indé-
pendants.

n effet, si f'(«) et f(— «) n'ont pas de racine commune, on a
n

Xy Xo .o Xy FO, I I(x,-—i—.z‘,‘.);fo.

1

Le discriminant-A est différent de zéro et par suite Ja forme T est
une somme de » carrés indépendants.

10. Dcuxiéme application. — Décomposons & présent ’équation
en facteurs réels du premier et du second degré :

s@ =@+ [+ pz+y.
On n*‘ouvé l

G (z,y)=oy, Gy (2, 1) == at, v, Gi(z, y) = a;;

Gin=L1xy + L1715 Gi+z(1‘7y):p~:@’.)’+ﬁz}’2, ceesy
d’ou
(11) T(), 5y vy 50) = &, P+ 03P} ... &, P}

3 Q2 By Qi
+B1y1 R} + By RE ...t

Les P, Q, R désignent des formes linéaires en 5, 5,, ..., 5, a coeffi-
cients réels.
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De la formule (11) résulte le théoréme suivant :

Tugontnr L. — Si f(x) =0 u’a pas de racine commune avec
S(—mz)=o0, les racines pscudo-négatives cl pscudo-posilives
de f(x) sont respectivement en méme nombre que les carrés
positifs et négalifs indépeundants de sa forme associce T

Dans le cas général, I’énoncé précédent reste valable, avec cette
restriction que la forme associée T ne contient aucun carré
correspondant aux racines apparienant auxr groupes = o
ou £ o =xpi (x#o0).

La premicre partie du théoréme est la conséquence de la formule
de décomposition (11) : si f(«) et f(—-x) n'ont pas de racine com-
mune, la forme associ¢e T est une somme de n carrés indépendants
(théoreme I, n°Y) et la formule (11) établit une décomposition en
une somme de 2 carrés réels.

On peut supposer que les trinomes x* + B2 + y ont tous leurs ra-
cines imaginaires, sinon on les décomposcrait en facteurs réels du
premier degré. Les coefficients v sont alors positifs.

Au facteur réel du premicr degré (« + «) correspond le carré «P?
qui est de signe contraire 4 la racine réelle — .

Au facteur réel du deuxi¢me degré z*+ fa +y correspond la
somme des carrés 8 Q* + fyR?, qui sont tous deux de signe contraire

a— %, partic réelle des deux racines imaginaires du trinome.

Ces remarques justifient I'énoncé de la premiére partie. La corres-
pondance entre les signes des carrés de T et les racines, établie pour
un mode particulier de décomposition en carrés de la forme T, sub-
siste pour tout autre mode de décomposition en vertu du théoréme
connu sous le nom de loi d’inertie.

Passons & la scconde partie du théoréme. Si f(x)et f(— x) ont

des racines communes, on peut ¢erire
fz) =zt w(2?) f'(2),

J'(x) étant un polynome de degré »’ qui n’a pas de racine commune
avec f'(— ). Le facteur z*o (x?) est le plus grand commun diviseur

de f(x)etde f(— ).
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Désignons par G(z,y) et G'(x,y) les polynomes G associés
a f(w)et f'(x)etpar T(5,,5,,...,5,), T'(5}, 24, ..., 5,) les formes
quadratiques correspondantes. L’application de la formulc de décom-
position (3) ou plus simplement un calcul direct donne

G(z, y) = artw(2®) yro(y?) G'(x, ¥)-
Soit done

xtw(a?) = aat+ Babri+., . .+ Aet ",

Appliquons la régle donnée au n° 7 : T(s,, 5,,...,5,) s'oblient cn
effectuant sur T'(s}, 5,, ..., 5,,) la substitution lin¢aire

ﬁ-’ — ~ el
Si=asp Bt v ASp s
~l—
(12) 5, = ASppgtenennn e I S X- PP
.............. e et ey
-’ —
= - + A5,.

Les seconds membres des égalités (12) sont des fonctions des s
linéairement indépendantes, quelles que soient les quantités e, f, ..., A
qui ne sont pas toutes nulles.

Les formes T et T’ contiennent donc les mémes nombres de carrés
indépendants et de méme signe. Ces carrés correspondent aux racines
de /' (x), puisque f'(x) n'a plus de racine commune avec jf'(— ).

La forme quadratique T a donc (» — n’) carrés déficients corres-
pondant aux racines de z*z(z?). Ces racines sont, soit nulles, soit
purement imaginaires, soit pseudo-positives et négatives, mais dans
ce cas elles constituent des groupes de la forme == o [provenant des
racines réelles positives de w(x)] ou encore = a==fi (2=40) prove-
nant des racines imaginaires conjuguées de w(«). Au contraire, les
racines de f'(x) ne peuvent former de tels groupes, car f'(x) ne
serait plus premier avec f'(— x). L'absence dansla forme T de carrés
correspondant aux seules racines pseudo-positives ou pseudo-néga-
tives qui appartiennent 4 des groupes ==o ou == o == i est donc
établie.

Prexier critérion. — Pour que U'équation f(x) = o n’ait que des
racines pseudo-négatives, il faut et il suffit que la forme associée T
soit définie positive.
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La condition est nécessaire : toutes les racines étant pseudo-
négatives, deux racines ne peuvent donner une somme nulle, le
polynome f(x) est premier avec f(— x), et T est une somme
de n carrés indépendants qui sont tous positifs.

La condition est suffisante, car, si elle est remplie, I'équation admet
n racines pseudo-négatives, c'est-a-dire que toutes les racines le sont.

11. Transformation des conditions. Introduction des poly-
nomes I(x, y), F\(x, y) associés a f(x), et des formes quadra-
liques associées © et O@,. — Mettons en évidence dans f'(x) les termes
de méme parité :

f(@) =o(a?) +z §(a?).

Portant cette valeur dans 1'égalité (1), nous obtenons la nouvelle
formule
9(a*) +xg(2%) 9(y)—y $(¥")
o(2") —z (") ¢(r*) +yd(¥*)
2(x+y)
z () o (") +yo@) V()
& 4y

G(z, y)=

Cette formule peut de nouveau se transformer : multiplions haut et
bas par (y — ), il vient

e (=) —9 (=) P(y?) L 2eE) () —ate(y?) §(2)

G(‘T’y):xy y‘.’__wﬁ yz__x'z

ce que nous écrirons
(13) G(z, y) =y F(a*, y*) + Fi(2% p?),

en désignant par F(z, y) et F, (x, y)les deux polynomes symétriques
en x et y définis par les égalités

(14) F(x, y) = e (¥) \P(J:,),:i(x) Y,
(4 F(x, y) = Yyir) ‘?(*”J)/:zq’(l') o).

Si I'on pose n=2m ou n=-2m+1, le polynome F est de
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degré m —1 et le polynome I, de degré m —1 ou m, suivant la pa-
rité de n.

On reconnait dans I'(«, ) le polynome générateur du résultant
de o =0, { = o, tel que ledonne la méthode de Bezout (*).

¢=0, » Llelq

Parcillement, I, (x, ) sera le polynome générateur du résullant
de 0o, = o, ¥, =0, 0, et, étant d¢finis par les relations

1 y Y1 y 1 P

Silz) =y (#?) + a9 (%) = 2 f(2) =22 §(2*) + 2 o(a?),
d’ou
o1(@) =y (r), bi(e) =o(2).

Nous désignerons par O et O, les formes quadratiques admettant
F(x, y)etF,(x, y) comme polynomes générateurs, ce qu’expriment
les égalités

zyF (z, y) =X BaryB, 0 (X, Xa, .0y Xp) = X B XoXg;
zy Fi(x, y)=2X Cxry8, 0,(Y, Y, ...) =2X2CY,Yg.

Pour simplifier le langage, nous dirons que G(w,y), I(x, y),
F,(x, y) sont les polynomes G, F, I, associés & f(x).

De méme, T(Z,,Z,,...),0(X,,X,,...), 0,(Y,,Y,,...) seront les
formes quadratiques T, 0, @, associées a f(x).

Il résulte de la relation (12) que la forme T s’exprime en fonction
de © et O, conformément a la formule

(13) T(s10 32 0y 30) = 0(55, 55, vy Sam) = 0y(51, 33, 000)

annoncée au n° 2.

T ne contient donc aucun terme Z,Zg ou « ct 3 soient de parité
différente.

12. Nouvel cénoncé du premier critérium. — L'identité (13)
permet d’énoncer comme suit le premicr critérium :

Pour que les racines de f = o soient pseudo-négatives, il faut et
ilsuffit que les formes @ et O, soient définies positives.

(') L’introduction des polynomes F(z, y) dans la théorie de I'élimination
est due a Gauchy (voir n° 13, 3°).



SIGNE DE LA PARTIE REELLE DES RACINES D'UNE EQUATION. 307
Et pareillement :
Pour que les racines de f= o soient pseudo-positives, il faut et
i suffit que ® et O, soient définies négatives.
Exemples et applications. — 1° f(z)=a,r+a,, o(x)=a,,
V(z)y=a,:
Q,y— xra,a
F(z,y)=o, F,(x,y)::'—t—"—y'—:—x—"—r'-:aoa.,
0 =o, 0,=a,a, Y3.
2° fr)=am*+a,x+a,, o(x)=a,x+a,, Y(z)=a,:

. WY 4 @) ay— (Qyv + a,)a
[‘(xr.?'):( ny ) 11, (xo - l:(‘oalv Fx(xa)’):“laza

®:a0a1X§, @l:(’lasz.l!.

3 f(x) =a,2* + a,2* + ayx + a,, o(x) = &, + a,,
4’("6> = Ay Hay

0 = (a,a,— aya;) X2, O, =a,a;Yi+2ay0; Y, Yo+ aya, Y2.

- Pour que toutes les racines de f(x) soient pseudo-négatives, il faut
et il suffit que O et O, soient définies positives, ce qu’expriment les
inégalités
a,A; daodg

a;Qy— a,a; >0, > o, a,a, > 0.

aya; ya,

La seconde inégalité s’écrit @ a,(a,a, — a,a,) > o, de sorte que
le systéme des trois inégalités se réduit au suivant :
el

ayAy— (LyA3 > 0, a,a, > o, a,a; > 0,

4° Donnons encore les expressions de 0 et O, pour 'équation du
1
quatriéme degre f () = a,2' + a,2* + a,2* + a,x + a,

0= (araz— a,a,) X3+ 2aya; X, X, + a,a, X2,

O =a,a,Yi+ 20,0, Y2Yi4 (a,a,— apa;) Y.

Nous savons maintenant comment les signes des parties reelles des
racines d’un polynome f(x)influent sur les signes dela décomposition
Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. IV, 1911, 40
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en carrés de la fomre T =0(Z,, Z,, ..., Zy,) +0,(Z,, Z;, ...). 1l
serait intéressant de savoir comment ils influent séparément sur les
signes des carrés de @ et @,. C’est la question que nous allons examiner
dans la deuxiéme Partie.

DEUXIEME PARTIE.

PROPRIETES DES FORMES O, O, SECOND CRITERIUM,

A3. Préliminaires. Résultan! de Bezoul. Formes quadratiques.
— Soient ¢(x)= o0, y(x)=o0 deux équations dont I'une au moins
est de degré m, l'autre étant de degré m'Sm.

On sait qu’on peut appliquer de deux maniéres différentes la m¢-
thode de Bezout au calcul du résultant R de ces deux équations.

D’habitude on étudie séparément le cas m’=m et le cas m' < m.
Pour m' = m le résultant est mis sous forme de déterminant symé-
trique. Pour m'<m on modifie la méthode en vue de réaliser
certaines simplifications dans le calcul de R, mais la symétrie a
disparu. Le second procédé, qu'on se contente généralement de men-
tionner, consiste 4 considérer le cas m'= m comme le cas général, et
a y ramener le cas m’ < m en se contentant d’annuler les termes de
degré m, m —1, ..., m'+ 1 dans l'une des équations; tous les rai-
sonnements donnés dans le cas m’ = m restent en effet applicables
avec m’' < m. Dans le cas actuel, nous devons nécessairement recourir
a4 la seconde méthode, qui est seule susceptible de fournir R sous
forme de discriminant d’une forme quadratique. Rappelons, dans cet
ordre d'idées, les énoncés des théorémes que nous avons a utiliser
dans cette étude.

Ecrivons comme suit les développements des deux polynomes :

o) =Apz - A2 .+ Ay,

W) =Bpam+ B, 2™ "+... .+ B,

Par hypothése, 'un au moins des deux coefficients A,,, B,, est dif-
ferent de zéro. Formons le systéme des m polynomes de Bezout I,
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n ~
Foy ooy Iy

Fi(z) = (Apa"'+A 2"+ .+ A)Y(2)
—(Bzm 14+ B, 2" +...+ By) ¢(x),
Fo(z) = (Apax” 4. ..., + Ag) Y (x)
— (Bt ool -+ By) o (),

Fm—l(x) = (A,x—+ Ay) LP(«") —(Bpz+ B, 1) (?(x)a
F,,,(.Z’) = A, L!J(.Z')——B,,,(?(x).

Ces polynomes sont de degré (7 — 1) au plus; nous écrirons

Fi(z) =¢] +ciz +...+cfam,
Fo(z) =e¢) + el +...+ cPram,

N — pl 2 . L —
F,(x)=c¢), +ca+...4+ cham!,

Ceci posé, voici les résultats qui seront utilisés plus loin :
1° En premier lien, le déterminant
ey .ol
R=
1

N i
(’IIL ce ('I/l

est symctrique. On a
c&: cg.

»” La condilion nécessaire et suffisante pour que 4 =o0, L =o
n’admettent aucune racine commune est

R=o.
3° Soit I'équation de degré »

S(@)=az"+ax" '+ +a,=c(2?)+xzb(x?) =0
(n=2m ou nrn=2am-1).

L’un des deux polynomes ¢ et {, celui qui contient un terme en «,,
est nécessairement de degré m, et I'autre de degré au plus égal & m.

Par définition, le polynome générateur du résultant de ¢(x) = o,
{(z) = o s’exprime au moyen de 'égalité

F(r,y)= ‘?(.y-)\P(Q’? : i(x) (,!J(')/),
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ce qu'on peut encore écrire

F(z,y)= kl)(:z:)w o

y——.‘l‘

Effectuons les divisions par (y — #); nous obtiendrons la formule

Z

yw

F(z,y)=F (z)4+-yFy(x) +...4+y"1F,(z).

Autrement dit, les polynomes de Bezout sont les coefficients du
développement de IF(x, y) suivant les puissances croissantes de y.

Remplacons dans F(z, y) les F¥,, I, ..., F,, par leurs expressions
explicitées, et nous obtenons I'égalité

xyF(.r,y):chx“yf’:chx“yﬁ (1Za, BZm).

Par conséquent, la forme quadratique 0(X,,X,,...,X,), dont
F(x, y) est le polynome générateur, aura pour expression

@(Xl’ X21 DR Xm) = ZCEXO‘X@;
d’oti ce théoréme (Cauchy) :

Le discriminant de la forme quadratique © associée au poly-
nome f(x)=qg(x*)+ xb(x?) n'est autre que le résultant de
Bezout relatif aux deux équations o(x) = o, $(x) = o.

4° Pour que les équations © = o, Y = o admeltent k racines com-
munes, il fautel il suffitque la forme quadratique 0(X,,X.,,...,X,,)
soit une somme de (m — k) carrés indépendants. Le discrimi-
nant R de O est alors nul, ainsi que tous ses mincurs jusqu'a
Lordre k exclu, mais U'un au moins des mineurs d’ordre k est dif-
Jférent de séro. En particulier, on a cerlainement

0*R

Montrons d’abord que si les polynomes ¢ et { ont / racines com-
munes, la forme quadratique © est une somme de (m — k) carrés
indépendants.

Soit w(x)=a+ Bx+...+ Az +2* le plus grand commun
diviseur de 3 et . On aura

o(z) =w () ¢'(2),

Y(x) =w(x)d' (z).
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I’un des polynomes ¢’ ou { scra de degré m — k, 'autre de degré
¢gal ou inférieur & m — k. Ecrivons

S(z)=w(a?) f'(2),

et soient I, ), I¥(iz, ) les polynomes F associés 4 f(x) et f' ().
On aura

! - 2) ! Vie)—o (z)d
Fz,y) = ‘?()’)V(x‘)_i(f) V() ::zis(x)m(y)(‘g (Ny (‘?—— z () (y)

=w(z)w(y)F(xy),

et par application des régles données aun® 7, on passera de la forme
quadratique O'(X',...,X],_,) associ¢e a4 f” a la forme quadratique
0(X,, X,, ..., X,,) associ¢e & f, en effecluant la substitution linéaire

/

l
R
e
+

X, =X+ 8X,+. ..+ 2AXe+ Xirns
(1) X; ....... -+ 7.X/‘-+( -+ Xk+2,

= L, G “+ X,

Ces m — I formes linéaires en X sont indépendantes, car le déter-
minant . d’ordre m — k formé par les coefficients de X;,.,, X;.a, .. -,
X, se réduit & sa diagonale principale et a pour valeur 1. Il résulie
de liv que les formes quadratiques (X, X,, ..., X,,) et 0'(X}, X}, ...)
contiennentle méme nombre de carrés indépendants et ce nombre est
égal & sn— I puisque ¢’ = 0, §’ = o n’ont pas de racine commune.

La théorie classique des formes quadratiques nous apprend par
suite que le discriminant It est nul, ainsi que tous ses mineurs jusqu’a
Pordre (& — 1) inclus, et que 'un au moins des mineurs d’ordre k est
différent de zéro. Reste & montrer qu'il en est effectivement ainsi pour

le mineur
J*R
dcl det. . .dck

A cet effet, nous observerons que ce mineur, formé avec les élé-
ments des (/72 — k) derniéres lignes ct des (m — k) derniéres colonnes
de R, n’est autre que le discriminant d’une certaine forme quadra-
tique O & (m — k) variables obtenue en annulant X,, X,, ..., X, dans
la forme quadratique ©. Pour obtenir 9, il nous suffira donc de faire
X, =X, =...=X;= o dans les équations (1), et ces équations ainsi
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modifiées définissent une substitution dont le module est égal & .,
c’est-a-dire & 'unité. On a donc

R =R'p*=R'x=o €. Q. F. D
deloel. . ocf — =R S E D
Il peut se faire qu'il n'y ait pas d’autre mineur d'ordre & différent
de zéro : c’est, par exemple, ce qui se produira lorsque le facteur
commun aux polynomes f et 9 se réduira & «*.
On démontrerait de méme la formule plus générale
9E+P R PR

1 3.2 TP — a1 2 p?
dei Ocy .. .dciih ™ dci dclr. .. oc)

formule qui nous sera utile plus tard.

Nous avons en définitive établi la proposition directe. La réciproque
en découle par voie d’exclusion, car les polynomes @ et J ne peuvent
avoir que 1, 2, ..., (m — 1) ou m racines communes, et nous venons
de voir que ©® comprend (m —1), (m — 2), ..., 1 ou zéro carrés
indépendants.

Le théoréme établi conduit & considérer les polynomes ¢ et
comme ayant 7 racines communes lorsque 'un de ces polynomes est
identiquement nul. On peut d’ailleurs effectivement considérer le
polynome nul comme contenant en facteur I'autre polynome non
nul.

14. Equations vérifiant la condition R # o. — Dans la premiére
Partie, nous avons eu a nous occuper spécialement des équations
f(x)=o n’admettant pas de racine commune avec f(— x)=o0. Les
équations que nous aurons a considérer particuliérement sont d’un
type un peu plus général : elles pourront admettre la racine
simple « = o, et seront seulement caractérisées par la condition de ne
pas admettre de groupe de deux racines x’, ” dont la somme «’ + x”
soit nulle. Montrons que cette condition est R = o.

Supposons, en effet, l'existence de deux racines a’, z” telles
que '+ z"= o0, on aura

flz) = (2?) f(2).
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Mettant en évidence dans f et f” les termes de méme parité
fl@)y=09(z*) +2(2?), [fl(2)=¢'(2)+z (2?),
nous obtiendrons
o(@)=w(x)e' (), Y(v)=w(z)y(2),

ce qui démontre que © = o, } = o ont au moins une racine commune
et (ue, par suite, ona R = o.

Démontrons a présent la réciproque. Lorsque R = o0, deux cas
peuvent se présenter (n° 43, 4°) : ou bienI'un des deux polynomes ¢
et { est identiquement nul, ou bien ces deux polynomes existent et ont
au moins un facteur linéaire commun. Dans tous les cas, on aura

S(z)=w(2?) /' (),

et f(x) a deux racines égales ct de signe contraire.

Par conséquent, R == o représente la condition nécessaire et suffi-
sante pour que f(x) n’admette pas de groupe dec deux racines ', "
dont la somme '+ " soit nulle.

15. Tugorine 1. — Lorsque léquation f(x)= o admet une
racine réelle au plus, sa forme associce O est définie positive ou
définie négative suivant que les racines imaginaires sont loules
pseudo-négalives ou loutes pseudo-positives.

Lorsque I’équation est de degré pair et n’a par suile aucune racine
réelle, cette proposition n’est qu'un cas particulier de I'énoncé¢ douné
aun°®12.

Supposons maintenant ’équation de degré impair. Mettons en évi-
dence la racine réelle «, nous écrirons

f(@) = (z—a) f'(x) = g(a) + 2 d(a?),

J' n’ayant que des racines imaginaires. Supposons-les, par exemple,
pseudo-négatives.

Dans cette hypothése, I'équation f(z) n’admet, quel que soit «,
aucun couple de racines dont la somme soit nulle; par conséquent, le
résultant R{a) des équations ¢ = o, 4 = o0 ne s’annule pour aucune
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valeur de . Comme c’est une fonction continue de @, il garde un signe
constant et, par suite, la forme quadratique @associée a f(z) conserve
les mémes nombres de carrés positifs et négatifs quand e varie de — o
a + w.

Pour déterminer la nature de @, supposons o <o. Il résulte de
'énoncé du n® 12 que O est définie positive. Elle 'est donc dans tous
les cas.

On démontrerait de méme que O est définic négative lorsque les
acines de f'() sont pseudo-positives.

16. Tuiorime IV. — Lorsqu’unc équation vérifiant la condi-
tion R =0 admet une racine réelle au plus, los carrés positifs el
négatifs de sa forme associde O sont respectivement en méme
nombre que les couples de racines imaginaires pseudo-négatives el
pscudo-positives.

Pour établir ce théoréme, nous allons rechercher comment varie le
nombre des carrés positifs de ® lorsqu’on modifie contintment les
parties réelles des racines.

Choisissons comme ¢quation initiale 'équation

flx)=apx”+... .+ a,= o(x*) + x P (x?) (n=2mou2m—+1)

qui est supposée vérifier les conditions du théoréme IV, et dont
les 2m racines imaginaires sont pseudo-négatives. Il résulte du théo-
réme 111 que sa forme associ¢e @ est une somme de » carrés positifs
indépendants.
Soient
oy =Py, o= B ..., a, =B,

les m couples de racines imaginaires, rangés dans un ordre quel-
conque. Plusieurs des quantités o pourront éire égales entre clles,
mais nous supposerons en premier lieu que les 3 sont tous différents.

Laissons les 8 conslants, faisons varier o, depuis sa valeur négative
initiale jusqu'a la valeur — o, : tant que ¢, est différent de zéro, le
eé¢sultant Rde 7 et de § reste différent de zéro. Lorsque «, passe par la
valeur zéro, un carré de O et un seul s’annule. En effet, pour a, = o,
on i

Sflz)= (2?4 50) /" (2),
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J'(z) n’admettant aucun couple de racines dont la somme soit nalle.
Par conséquent, si P'on écrit f'(x) = ¢'(x*) + x'(x*), les équa-
tions ¢’ = 0, J'= o n’onl pas de racine commune, et les équations

o(z)y=(z+pB)o(z)=0, Y(z)=(a+F)¢(z)=0

admettent une racine commune et une seule, d’ott résulte (n° 13, 4°)
pour O un carré déficient ct un seul.

En résum¢, le passage de e, par la valeur zéro modifie d'unc unité,
tout au plus, le nombre de carrés positifs. Montrons que ce nombre
diminue cffectivement d’une unité. A cet effet, faisons varier o, de-
puis «, jusqu’a — o, &, depuis o, jusqu’a — o, et ainsi de suite.

I’équation & laquelle nous aboutirons finalement aura 2 couples de
racines imaginaires pscudo-positives, cl par applicalion du théo-
reme Ill, sa forme associée © sera une somme de v carrés négatifs
indépendants. De la résulte que le passage de chaque quantité o par la
valeur zéro diminue d’une unité le nombre de carrés positifs de 0,

Le théoréme est donc démontré lorscue les 8 sont tous dilférents;
Iotendons-le au cas ot plusicurs 8 sont égaux entre cux.

Soit f(«) = o une ¢quation vérifiant la condition R = o et admel-
tant 2p racines imaginaires pseudo-négatives, 2¢ racines imaginaires
pseudo-positives et une racineréelle au plus.

Considérons I'un des groupes de racines ayant méme partic imagi-
naire ; soient

oy =B84, ek Bi, ..., o, EBL

Parmi les a,, ¢, ..., @,, 11 n'existe pas de groupe o/, «” dont la
somme ¢’ 4 «” = 0, sinon le résultant R scrait nul. Déterminons un
intervalle 8'<<8 < §” contenant {8, mais nc contenant pas de coeffi-
cient B, afférent aux autres racines de I’équation; choisissons, dans
cet intervalle, des nombres B,, B,, .... B, tous différents ct faisons
varier contintiment les vacines o, == 3i, «, = fi, ..., «, == i depuis
ces valeurs initiales jusqu’aux valeurs

&y =+ 51 l‘, O(t_yj: 62 l', ey a,-i— B,»l’.

Opérons successivement de méme pour tous les autres groupes de
racines ayant méme partic imaginaire. Finalement, nous aboutirons

Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. 1V, 1914. [II
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4 une équation f’(x )= o, admettant 2p racines imaginaires pseudo-
négatives et 2¢ racines imaginaires pseudo-positives, comme 1’équa-
tion proposée f(x) = o. Les formes quadratiques @ associées a f(x)
et ' («) sont de méme nature, puisque le résultant R ne s’est jamais
annulé au cours de ces transformations ct, par application de la pre-
miére partie de la démonstration, @ est une somme de p carrds
positifs et de ¢ carrés négatifs indépendants. Le théoréme se trouve
donc établi dans toute sa généralité.

17. Etudions a présent I'équation la plus générale qui vérifie la
condition R = o et, & cet effet, commencons par délinir ce que nous
entendrons par l’expression « rang d’une racine réelle » de V'équa-
tion.

Soient x,, &,, ..., «, les racines réelles de f(z). Cette équation
vérifie par hypothése la condition R =£ o, etil n’y a pas deux racines
réelles qui soient égales et de signe contraire. Nous supposerons les
racines réelles rangées par ordre de grandeur croissant des valcurs

absolues :
EZANEA A SR e

chaque racine multiple étant répétée un nombre de fois égal & son
degré de multiplicité. Par définition, le nombre p représentera le
rang de la racine z,,.

Soit, par exemple,

F(x)=(z+2)(z 1) zx(x—3)(22+2 +4)
qui vérifie R 5£ o. Nous formerons la suite
0 —1 —1 —2 —92 —9 43 +3,

et nous dirons que ’équation posséde : trois racines négatives de
rang pair, & savoir —1, — 2, — 2} une racine positive de rang pair, &
savoir 3.

18. Tuiortme V. — Lorsque f(x) == o vérifie la condition R+ o,
le nombre des carrés posttifs de O est égal au nombre des couples de
racines imaginaires pseudo-négatives de I’équation, augmenie du
nombre des racines réelles négatives de rang pair.
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De méme, le nombre de carrés négatifs de O est égal au nombre
des couples de racines imaginaires pseudo-positives de I'équation,
augmenlté du nombre de racines réclles positives de rang pair.

Soient «, #+=1if,, a,==7p, les couples de racines imaginaires; x,,
%4y « ., &, les racines réclles rangées par ordre de grandeur croissant
des valeurs absolues.

IFaisons varier la racine x, depuis x, jusqu'a x, par valeurs réelles,
puis passons par continuité de la racine double x, au couple de ra-
cines imaginaires «, == v/, le nombre positif y étant choisi inférieuraun
plus petit des nombres B. Pendant cette transformation, la condi-
tion R£ 0 a été constamment vérifiée, car I’égalité 2’'+2”=o0 n’a
été satisfaite & aucun instant. Par conséquent la nature de ® n’a pas
été modifice.

Opérons de méme sur le groupe z,, x, de maniére & aboutir 4 un
couple de racines imaginaires «, == 8¢, ¢ étant positif et inférieur a v,
ct ainsi de suite. Nous transformerons finalement /() en un poly-
nome de méme degré f7(x) vérifiant les conditions du théorémelV,
et dont la forme associée @ est de méme nature que @. Comptons les
couples de racines imaginaires de f’(x), nous obtenons :

1° Les couples de racines imaginaires de f(x);

2° p couples de racines imaginaires pseudo-négatives, en désignant
par p le nombre de racines négatives contenues dans la suite x,,
Lgy Ly oo o’

3° ¢ couples de racines imaginaires pseudo-positives, en désignant
par ¢ le nombre de racines positives contenues dans la méme suite.

Appliquant Ie théoréme IV & I'équation f'(x) = o, nous en dédui-
sons le théoréme V.

19. 11 est facile de modifier’énoncé du théoréme V pour le rendre
applicable au cas ou R serait nul :

Tueorive Va. — Le nombre des carrés positifs de O est égal au
nombre des couples de racines imaginaires pscudo-négatives de
Uéquation, augmenté du nombre des racines négatives de rang
pair.
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De méme, le nombre des carrés négatifs de 0 est égal aunombre
des couples de racines imaginaires pseudo-positives de I'équation,
augmenié du nombre des racines réelles positives de rang pair.

Toutefois, si Uéquation admet des groupes de racines de la
forme ==« ou == o == Bi(a £ o), il ne doit étre tenu compte ni des
uns ni des autres dans le décompie des nombres des divers genres
de racines.

Le nouvel énoncé conduit aux mémes résultats que I'ancien dans le
cas oit R o. Siau contraire R est nul, on a vu (n” 13, 4°) qu'on
peut poser

S(@)y=w(2?) f'(2),

S/ () n’admeltant plus de groupes de racines telles que &'+ 2" = o.
w(x*) peut contenir x en facteur, mais sculement & une puissance
paire.

En écrivant

f(@)y=e¢(@)+zd(a?), [fl(@)=09'(2?)+x{(a?),
on aura
e(r)=w(2)¢(2), Y(z)=w(2)}(2).
Désignant par IF(x,y) et I(z,y) les polynomes I' associés a
JS(x)=o0, f'(x)=o,il vicndra

(D(" L.b( _'(,9( )'( 1 ( 4
o(v) x;'£$ it y):m(x)w(y)r('“f}’)

F(x, )’) =

La répétition de raisonnements déja faits plusicurs fois montre
alors que les formes @ et @' associées & f(w) et [’ («) contiennent e
méme nombre de carrés indépendants ct que ces carrés sont de méme
signe. Nous voyons ainsi que la décomposition de @ en carrés ne
donne d’indication que sur les racines de f'(x), & I'exclusion des
racines == « et == o == £ provenant du polynome & (z*).

La forme quadratique 0, donne lieu & un énoncé analogue 4 celui
du théoréme Ve, sauf que le mot pair doit éire remplacé par le
mot mpair.

La forme 0, est en effet associée & I'équation f,(z) = zf(x) =0
comme O l'cst & f(ic) = o, et 'adjonction de la racine réelle z =o
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transforme toules les racines réelles de rang impair de /(%) en
racines de rang pair pour f.

20. Nous sommes mainlenant en mesure d’aborder la démonstra-
tion du second critérium, relatif aux équations ayant toutes leurs
racines pseudo-négatives.

SECOND CRITERIUN. — Soil le polynome a coefficients réels

Sy = ayz"+ a,2" "+ ap=o(2?) + 2 Y(2?).

Pour que les racines de [= o soienl pseudo-négatives, il faul ct
il suffit que la forme quadratique O soit définie positive et que le
polynome o(x) ait tous scs coefficients du méme signe que a,.

Les conditions sont nécessaires : Tout d’abord nous avons démontré
(n° 12) que O devait étre définie positive. En second lieu décompo-
sons f(x) cn un produit de facteurs réels du premier et du deuxiéme
degré

S(z)=a,M(x+ a)l(2*+ Bz + 7).

Lorsque toutes les racines sont pseudo-négatives, les e, ﬁ, Y sont
tous positifs, et, par conséquent, le polynome f(x) est complet eta
tous ses cocfficients du méme signe que a,. Pareille propriété est
vérifiée @ fortiori par o(x).

Les conditions sont suffisantes : En premier lieu, la forme 8 étant
définie positive, le polynome f(x) vérilie la condition R =< o, et il
résulte du théoréme V que I'équation ne peut posséder de racines
imaginaires pseudo-positives. Pour démontrer qu’elle ne peut pos-
séder de racines réelles positives, faisons a présent intervenir les con-
ditions relatives & o(z);nous allons montrer que I'existence de racines
positives conduirait & une contradiction.

A cet effet, désignons par z la plus grande racine positive et prou-
vons que la forme quadratique®@(X,, X,, ..., X,,) serait négative pour
les valeurs particuliéres

X,=1, X, =2, X;=1, ceey X,, = y2mne,

¢ P (=) —o(a)h() 4,

Soit, comme précédemment, I'(x,y) = —
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polynome générateur de ®. On a, par définition,

O(r, w, vty ..., ¥ D=F(«? *)= lim o (y)v(=) —-cp(x)l})(.y),

r=y=u y—x
c’est-a-dire
O(1, w2, ub, ...) :Cp’(u'z)q)(uj)— Cp(ltz)(})'(ltg),

ce qu’on peut encore écrire
O =4 (u?) (o () + ud (u?)],

cn tenant compte de égalité o(u?) + w(u*) = f(u) =o.
Faisons & présent intervenir la condition que (=) a tous ses coef-
ficients de méme signe que a,. Ceci entrainc

o 0{t?) >0
ou
a,g(u?) <o,

cn utilisant & nouveau la condition f(u) =o.
Comme, d’autre part, « est la plus grande racine de /' (z), on a

a f'(u)2o,

ad(u?) 4+ 2agufo (1?) + ud'(u?)]Zo

c’est-a-dire

et, a fortiort,
a[¢'(w?) + ud' (¢*)| >0,

d’ou
00, uu, ...)<o,

ce qui est contraire & I'hypothése. Le critérium est donc démontré.

Un critérium analogue s’obtient en utilisant, avec la forme @, le
polynome ¢ et le coefficient a, au lieu de ¢ et ¢,. La démonstration
est la méme, sauf que « devrait représenter la plus petite racine et
non la plus grande.

On peut enfin remplacer © par 8, 4 condition de permuter le réle
de ¢ et de .

21. Applications. Conduite des calculs. — L’application des
théorémes qu’on vient d’établir nécessite la détermination du signe
des carrés indépendants des formes quadratiques @ et @,. Tant qu'il
s'agit d’équations numériques de faible degré, on peut procéder effec-
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tivement & la décomposition en carrés; mais, dans la majorité des cas,
il est préférable de recourir & un théoréme que nous allons rappeler et
qui n’exige que le calcul des discriminants R et R, et de mineurs de
ces déterminants.

Soit une forme quadratique ® & m variables

0= ECBXNXﬁ.

o

Considérons la suite formée par le discriminant R de © et des déri-
vées successives de ce discriminant :

()R 2R d/n. R

e i
dc}”  dcjdct dc| dci ... dcyy

(2) R,

Les termes de cette suite sont des mineurs symétriques de R, ct le
dernier terme est égal & 1.
Le théoréme annoncé est le suivant :

1° Lorsque la forme O cst définie positive, tous les termes de la
suite sont positifs.
2° D’une maniére générale, lorsque R, gzl{;, -+ sont différents
1
de zéro, le nombre de carrés positifs indépendants de © est égal au
nombre de permanences de la suite (2) et les carrés négatifs sont en
nombre égal aux variations (Williamson).

Ces résultats classiques se rattachent a la formule de décompo-
sition
O(X1, Xy, o0y Xp) =6, X3 65} Xy + X)) +oot g (0, Xy 0, Xp 4.0+ X0 )2,

lagquelle formule suppose que O(X,,...,X,), 6(0,X,,...,X,.), ...,
0(o,0,...,0, X,,)contiennent respectivement m, (m—1),(m —2), ...,

2, 1 carrés indépendants, autrement dit que les quantités R, gg{, etc.
1

sont différentes de zéro.

Inversement, si ces conditions sont remplies, la décomposition
donnée par la formule précédente est possible et d’une seule maniére,
et les coefficients des carrés sont donnés par les formules d’Hermite

JR 9" 'R

£€y...8n=R, €283 .0 Ep= o> ceey En=" ~————m
dc; del. .. depny
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“n divisant ces équations deux & deux, on aura les valeurs de ¢,
€, ... etil est évident qu’on obtiendra pour les ¢ autant de nombres
positifs que la suite (2) présente de permanences.

On a supposé qu’on prenait les dérivées successivement par rapport
ac,ch ..., Cr. Enprincipe, on peut intervertir a volonté 'ordre des
dérivations. Cependant I'ordre des dérivations peut cesser d’étre in-
différent lorsque des termes de la suite sont nuls. La démonstration
precédente tombe du reste en défaut dans ce cas, et il nous faut entrer
dans quelques explications complémentaires.

Plusieurs ¢ventualilés peuvent se produire :

1° En premicr lieu, la forme quadratique © peut se réduire & unc
somme de (m — £) carrés indépendants. Les & premiers termes de la
suite sont alors nuls.

Si la forme quadratique O ¢tait du type le plus général, il convien-
drait de former tous les mineurs d'ordre k, et de s’assurcr que l'un
de ces mineurs est différent de zéro. Ce calcul cst inutile avec les
formes quadratiques particuliéres que nous avons a ¢tudier, car on a
démontréaun® 13, 4°, que O jouit de celte propriété remarquable que

0 R . C o .
Seroer . Jer oSt certaincment différent de zéro lorsque les
c,d¢, ... C/:.

carrés indépendants sont en nombre (12 — k). Enformantles dérivées
de R dans 'ordre naturel, on est donc assuré que le nombre des carrés

déficients est égal au nombre des premiers termes nuls rencontrés.
Soit donc

9"
k k41 m e
(3) DER, DECR, ..., DR (D“r)c;...dc;;:)

le mineur

la suite des dérivées successives de R, qui débute par le terme DR
différent de zéro. Si tous les termes de cette suite sont différents de
zéro, on pourra appliquer a la forme © la régle précédemment
¢noncée : les carrés positifs et négalifs de @ seront respectivement en
méme nombre que les permanences ct variations de la suite (3). Glest
ce qui résulte de la formule générale

kPR IR
3 ap — 7 3 ’
dey oci ... ocith T oct de? ... ey

qui a é1é donnée au n° 13, 4°.
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Lie cas ou plusieurs termes de la suite (3), a 'exclusion du premier,
sont nuls va faire I'objet des 2° et 3°.

2 Plusieurs termes non conséeutifs de la suite (3) sont nuls.

Chaque terme nul est donc encadré par deux termes différents de
zéro. Dans ce cas, la suite (3) posséde les proprictés d’une suite
de Starm : les deux termes (ui encadrent un terme nul sont de signes
contraires. C'est ce qui résalte de la formule classique

IR _ g (b,
deddei T ol dei Jci

Un raisonnement par continnité permetira alors d’éLablir que ce
terme nul doit étre compté comme formant une permanence ct unc
variation avec les deux termes (qui le comprennent.

Pour démontrer cctle propriété, commengons par discuter le cas
particulier ot 'on a R £ o. Remplagons 1'équation

a2+ "4 L@y T= 0,
par P’équation plus générale
(a4 )2+ (@) + o)) 2" '+, .+ (a,+a,) =0,

dans laquelle les % sont arbitraires. Nous pourrons déterminer un
domaine || <e¢, & Pintéricur duquel les termes de la suite R,
DR, ..., D" 'k qui sont différents de zéro quand on annule tous
les o, gardent un signe constant. Quant aux Llermes qui s'annulent
pour les & = o, ils pourront également s"annuler sur cerlaines lignes
ou surfaces passant par U'origine « = o, mais il existera certaincment
unc infinité de points de ce domaine auxquels correspondra une suite
compléte R, DR, ..., D' R. Pour s’en assurer il suflit de remarquer
que les D*R sont des polynomes cn «,, @, .. ., @, qui ne peuvent étre
identiquement nuls. Effeclivement, nous avons démontié plus haut
qu’a toute équation f(x)= o, n’admetiant que des racines pseudo-
négatives, correspondait une forme quadratique 0 définie positive, et
par conséquent une suile compléte R, DR, ..., D"-'R. A tous ces
points correspondent également des formes © de mémc nature, car
R garde un signe constant. Raisonnant alors sur unc de ces formes
quadratiques ©, nous en concluons le résultat énoncé : Quel que soit
le signe pris par un terme de la suile qui s’annule pour @ = o, ce lerme

Journ. de Math. (6 série), tome X. — Fasc. IV, 1q14. 42
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formera une permanence et une variation avec les deux termes non
nuls qui le comprennent.

Ce résultat s'étend au cas plus général ot @ est une somme
de (m—UF) carrés indépendants, comme il résulte des formules du
n° 13, 4°:
f(z)=mw(z?)f'(2), o(z)y=oa+ Pz +...+ 2k,

O(Xy, Xy, .. .) =0 (X}, X, .. ),
9k+P R orR’

= .
dcyde ... dcftn  deit dct ... ey

(4)

Ne modifions pas le facteur = (x?), mais, comme nous l'avions fait
plus haut pour f(«), remplacons f'(x) par la forme plus générale

(@ + oty )" 4 (a+ o) 2 (G g Hhy i)

Les formules (4) restent constamment vraies, el comme f'(x)
satisfait & la condition R’s£ 0 comme f(«x) satisfaisait tout a I'heure &
la condition R = o, la généralisation est immédiate.

Nos raisonnements supposent les dérivées prises successivement
par rapport a ¢, ¢3, ..., ;.. Les explications données au 1° montrent
que, si R = o0, on doit suivre 'ordre naturel jusqu’a la premiére dé-
rivée non nulle rencontrée, mais & partir de ce moment il est indiflé-
rent d’effectuer les dérivations dans un ordre quelconque, & condition
que les dérivées obtenues soient différentes de zéro, de telle sorte
qu’il n’y ait pas d’ambiguité possible surle décompte des permanences
et des variations.

Par continuité, il en sera encore de méme lorsqu’il n'y a pas deux
dérivées nulles de suite, chaque terme nul compris entre deux dérivées
non nulles de signe contraire devant encore étre considéré comme
formant avec les deux dérivées qui l'encadrent une permanence et une
variation.

3° Plusieurs termes consécutifs de la suite (3)

DiR, DR, ..., D»—iR, 1
sont nuls.
D*R doit se calculer par la formule

R

DR oo .
dci et ... oc¢f
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Montrons que dans le calcul des termes qui suivent D*R, on peut
choisir I'ordre des nouvelles dérivations a effectuer, de telle maniére
que la circonstance 3° ne se produise pas.

.. JA . ..
Soient,en effet, A et A' = pre deux termes consécultifs de la suite (3).
. o
Ecrivons
¢k ... cf % ... ocy
AI/ = .e o .o A’
¢h .. ocm %,

Supposons A :;é o et A'=o. Développons

r=s=m
A=ctA + 2 eh e A,

reEs=-+1

A” désignant un mineur du premier ordre de A’.

Puisque A'=o0 et A 5~ 0, c’esl que I'un au moins de ces mineurs A”
est différent de zéro. Or on sait que,lorsqu’un mineur non symétrique
d'un déterminant symétrique A’ est différent de zéro, il existe au moins
94’
dcs
mineur. Prenons les dérivées dans l'ordre ¢, c}...cici... et nous
serons assurés que le terme A’ se trouvera compris entre deux termes
différents de zéro.

En définitive, dans I'hypothése R =0, on formera d’abord les
dérivées dans I'ordre naturel, ce qui fournira sans ambiguité le mineur
principal. A partir de ce moment, il pourra étre nécessaire de changer
Pordre des dérivations afin d’éviter la formation de termes consé-
cutifs nuls. La suite obtenue fera connaitre le nombre de carrés
positifs et négatifs de la forme 0.

un mineur symétrique qui est aussi différent de zéro. Soit ce

- 22, Formation des discriminants R et R,. -— Soient

CP(.’L‘) = Amxm"" Am—vxm—l +..o+ AO,
Y(2)=Bz"+ B, yam1+...4+ B,

les deux polynomes dont il s’agit de former le résultant de Bezout. On
démontre aisément que ce résultant, tel qu’il a été défini au n° 15, est
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donné par Ia formule

A, Ao ... A, B, B, ... Bt
—By, ~B, ... — B, A, A Ll Ay
A, Ay ... A ) o By ... B,
R=jl -8B, —B, ... —B,, o [X| o A, ... Apa ||
A, ) o .. ... o B,
—B,, o e e ) 0 .. ... 0 A,

le produit de ces deux matrices s'cffectnant par colonnes verticales,
conformément aux régles connues du produit de deux déterminants.

Le¢ déterminant R ainsi formé est symétrique; on calculera seule—
ment les termes ¢, pour lesquelles o> @, en désignant respective-
ment par o el § les rangs des colonnes de la premicre et de la seconde
matrice qui servent & former le terme cf.

Exemple. — Conditions nécessaires et suffisantes pour que 'équa-
lion du septiéme degré ait toutes ses racines pseudo-négatives. Soit

J(2)y=apr’ 4 a 2%+ ..+ a,.
Ecrivons f(«) = o(#?) + ) (#*), nous aurons

o(r) = a2+ a3 2° + @& + a;= A2 +. ..+ Ay,
Y(2) =@y 2’ + a.2* + a,x + a5 = Byz* 4. ..+ B,

et, par suite,

as a, a, a, a, a,
—a, —a, —a, a, ag a,
a, a, 0 a a,
R= <
—ay, —a, 0 a, a
a, 0 0 s
—a, 0 0 . ay
A5y — M0y Ty llg— Ly (1 a,ag— a,a,

Ayg— Ao 7 Ayl — s = Qg — oAy Q1 A, — Ay A5 |y

il

dyAg— Ay, G a,— A, Ay Ay— Qg A3

et les condilions pour que équation du septiéme degré ait toutes ses
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racines pseudo-négatives s’énoncent

JdR J*R
R > o, a—(':—z2~>0, m >o,
a,a >0, a,a; > o, a,as>o, Ay@7;> 0

. IR JR ) . .
nous avons remplacé 5= par - dont l'expression est plus simple ).
1 2

23. Dans I'étude des questions de stabilité d’'un mouvement défini
par une équation linéaire & coefficients constants, on aura & exprimer
non seulement qu'il y a amortissement, mais encore que 'amortisse-
ment s’effectue avec une rapidité suffisante. Iin d’autres termes, il faut
que les racines de 'équation caracléristique

flx)=apx+...+a,—=o0
"
soient de la forme — k*+ By —1, k? étant supérieur & un nombre
positif donné /. Ce probléme se raméne au précédent, car, en posant
x= — [+ 3, on devra écrirc que les racines de lI'équation en
z: f(—!+ 3)=o0 sont pseudo-négatives. Il faudra donc remplacer,
dans les équations de condition, les coefficients a,, a,,, etc. par les

quantités £ (— 1), f'(— 1), j—w—%—';—l), etc.

TROISIEME PARTIE.

NOTES COMPLEMENTAIRES.

24. Dans la seconde Partie de ce Mémoire, nous avons subordonné
la démonstration du second critérium & la discussion du polynome
G(z,y) étudié dans la premiére Partie. L'introduction de ce poly-
nome au début du Mémoire, incontestablement avantageuse au point
de vue didactique, peut paraitre artificielle, et de fait nous n'avons
été conduits a le considérer qu’aprés avoir achevé I'étude du second
critérium et approfondi les propriétés des formes quadratiques@et ©,.
Il n’est donc pas hors de propos d’insister davantage sur la proposition
suivante qui a été le point de départ de toute cette étude.
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Tueorime VI. — La forme quadratique @ associée a f(x) est
définie positive ou définie négative suivant que les racines de f(x)
sont toules pseudo-négatives ou pseudo-postiives.

Ce cas particulier du premier critérium constitue le seul emprunt
qui ait été fait & la premiére Partie du Mémoire quand il s’est agi
d’établir la démonstration du second critérium. Pour établir ce théo-
réme, nous avions eu primitivement recours & deux procédés diffé-
rents : le premier fait appel & la continuité des racines des équations
algébriques, tandis que le second utilise des formules de récurrence
vérifiées par les formes © et ©,. Nous allons exposer ces deux
procédés.

25. Premier procédeé de démonstration du théoréme VI. — Soit
I'équation & coefficients réels

f@y=az"+ayz" ' 4. ..+ ap=0

dont nous supposerons le cocfficient @, constant, les autres pouvant
prendre des valeurs arbitraircs. On sait que les racines de f(x) =o
sont des fonctions continues des coeflicients @,, @, ..., a, et récipro-
quement.

Soit D, le domaine des points |a,,a,,...,a,| tel que I’équation
f(z) = o ne posséde que des racines pseudo-négatives. Montrons que
ce domaine est d’un seul tenant.

Ecrivons  cet effet le tableau

24, Lay very Tay

’

! !
Xy, Xy ..., X,

des racines de deux équations f(z) = o, f'(x) = o qui n’admettent,
par hypothése, que des racines pseudo-négatives. Nous disposerons
en téte de chaque suite les couples de racines imaginaires conjuguées.
Soient alors

~ ”

Zyy B9y ..y Zn

des quantités qui varient & partir des valeurs initiales (2, Zy,..., %)
pour aboutir aux valeurs («,x,,...,x,). Nous pouvons effectuer le
passage des valeurs initiales aux valeurs finales, de telle sorte quela
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partie réelle de chaque variable z garde un signe constant. Cela est
¢vident quand x, et @, sont rtels, ou encore quand , et x,,, sont
imaginaires, conjugués en méme temps que x, et 7, ,. Reste a étudier
le cas o des racines réelles # correspondent 4 des racines imagi-
naires i’ (ou inversement). Supposons par exemple z, et x,,, réels,
tandis qu'on a x|, =wa+ i et z,  =o—fi. On fera varier z,
et 5,,, depuis x, et ,,, jusqu’a o, ct ensuile on dédoublera la racine
double & en deux racines a + i et o — Bi.

Dans ces transformations continues, les coefficients a,, a,, ..., a,
gardent des valcurs réelles et la chaine de points | a,, a,,...,a,] se
trouve enti¢rement contenue dans le domaine D, car les quantités z
restent constamment pscudo-négatives comme le sont les racines x
etx'.

l.e méme raisonnement est applicable & tout domaine D, tel que
Péquation de degré n posséde pracines pseudo-positiveset (n — p ) ra-
cines pscudo-négatives. Tous ces domaines sont d’un seul tenant.

Mettons en évidence dans f(«) les termes de méme pariteé

S(x)=o(x?) + x ¢ (x?) (n=2m ou 2m-1),

et soit O(X,,X,,...,X,) la forme quadratique @ associée & f(x).
C’est une fonction & m variables, ctil résulte du n° 43 que le discri-
minant R de cette forme est différent de zéro lorsque toutes les racines
dc f(x)sont pscudo-négatives. On en conclut que, dans le domaine D,
toutes les formes quadratliques © sont des sommes de m carrés indé-
pendants et comporlent le méme nombre m’ de carrés positifs. 1l
s'agit de démontrer qu’on a m’ = m et, a cet effet, il suffira de vérifier
le théoréme pour une équation particuli¢re de chaque degré.
Tout d'abord, le théoréme est vrai pour =1 et n =12, caron a
n=1, flz)=ax +a, m=o, 0 —o,

n=z2, f(z)=ayx*+ ayz + a,, m=r, 0 =a,a,X?.
Démontrons (ue, si le théoréme est vrai pour n, on peut former une
équation particuliere de degré n + 2, vérifiant la méme propriété.
Voici deux solutions de ce probléme :

Premiére solution. — Prenons
S (x)y=(az*+fx+7y)f(z);
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f(x) vérifie par hypothése le théoréme VI. On a
S(2)y=¢' () + 2 (2*) = (a2’ + Pz +7)[¢(2*) + 2 (2?)],
d’ou
o (x)=(ax +y)o(z) +Bz(z),
V(zg)=(ar+y)d(z)+B o(x).
Faisons a = 1, ¥ = B? et montrons qu’on peut choisir § positif suf-

fisamment petit pour que la forme @'(X,, X,, ..., Xp,,) soit définie
positive.

Remplacant ¢’ et ' par leurs valeurs dans 'expression du poly-
nome I'(x,y) générateur de @', il vient
Pz, y) =2y P2, y) +Bo(z)o(y) + AR+ B+ CBY

A, B, C désignant des polynomes en « et y, dont nous n’aurons pas
besoin de connaitre I'expression. On a donc la formule de récurrence

@,(Xh Xza . -»xm-H) = 6’(X“ LR ] xm—H) -+ Alf)g‘f‘ B,ﬁs+ Clﬁ,';
en désignant par 6 la forme quadratique
§=0(Xy, Xy ..o, Xorer) + BP2

Sans insister sur les détails d’'une démonstration rigoureuse, on se
rend compte que pour B > o la forme 6" est définie positive et qu'on
peut choisir B suffisamment petit pour que @ ait tous ses carrés de
méme signe que ceux de (', & la seule condition que les quantités X,
X,, ...y X,u.y nesoient pas toutes nulles. Dans ces conditions, le poly-
nome f’(x) dedegré n + 2 satisfera bien au théoréme VI.

Deuxiéme solution. — Choisissons a«, B, y de telle sorte que
(2 = 2y et prenons, par exemple,

f@)=(ate 2+ 1) f(o).

En utilisant les formules de récurrence relatives a ¢’ et J' on
trouve

+29(2) 6(y) + = [9(x) + L) 1[6 () + 4],
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d’ol, par application des régles du caleul symbolique,
OI(XU Xz, °--,Xm-+-|) - %O(Xh x'za ey xm) +®(X2’ Xa, ey Xm—H) -+ ';‘P2+5Q2‘

La forme @ cst positive et ne peut s’annuler qu’en faisant
X, =X,=...=X,,, = o. Elle est donc définie positive.

Une démonstration analogue s’applique au cas ot les racines
de f(x) sont toutes pseudo-positives. Il suffit de changer le signe
de B. La forme O est alors définie négative.

La proposition qui fait I'objet du théoréme VI est donc établie; et
comme ce résultat était le seul dont nous ayons tiré parti dans la
d¢monstration du théoréme V, n° 18, cette démonstration est rendue
indépendante du premicr critérium.

26. Montrons & présent que, inverscment, le premier critérium est
un corollaire immédiat du théoreme V :

Soit f(x) = o une ¢quation n’ayant pas de racine commune avec
f (- «) =o. Considérons les deux équations

f(zy=o0, [filz)=z/(z)=o,

et désignons par @ ¢l O, les formes quadratiques © associées a f(x)
et f,(x). Ges équations jouissent toutes deux de la propriété de
n’admettre aucun groupe de racines ayant pour expression
*+a ou a=xfi(a£0). On peul donc leur appliquer le théo-
réme V, et comme les racines réelles de rang impair de f(x) sont
racines de rang pair de f, (), on en conclut que les carrés positifs et
négatifs de la forme quadratique

0(Xy, Xoy o0, X)) +04(Y, Yy, . 00)

sont respectivement en méme nombre que les racines pseudo-positives
et pseudo-négatives de f(x).

Cette proposition comprend comme cas particulier le premier
critérium.

Telle est la marche ui a été cffectivement suivie dans I’étude des
propriétés des formes quadratiques 0, ©, et T. Quant & I'idée d’intro-
duire des formes quadratiques, elle a été suggérée par la remarque

Journ. de Wath, (6° série), tome X. — Fasc. IV, 1914. 43



332 LIENARD ET CHIPART.

suivante, ¢noncée dans un précédent travail (*) : Soit D le résultant
de Sylvester, relatif aux polynomesq(z) et ¢(z) (*). Pour les cing
premiers degrés il a été vérifié que, pour @, > o, le déterminant D et
tous ses mineurs sont positifs lorsque les racines de f = o sont toutes
pseudo-négatives (?).

Or, le discriminant d’une forme quadratique positive a aussi tous
ses mineurs symétriques positifs, et ce rapprochement de propriétés
a suggére I'idée d’introduire dans la question les formes quadratiques.
En substituant au résultant de Sylvester le résultant de Bezout, de
maniére & avoir un déterminant symétrique, nous avons été conduits
a étudier la forme quadratique ©. Nous venons de voir comment s’est
imposce 'introduction de la forme 0, et enfin de la forme T.

Ayant reconnu l'intérét de cette forme quadratique

T=0(X|, Xy, ..., X)) +-0(Y, Y, ...),
la question s’est posée de trouver le polynome générateur G(x,y) de

cette forme T. Le probléme comporte autant de solutions qu'on peut
établir de lois de correspondance entre les suites

le X?v LS Xm; Yh Y‘la
et
A/

On a fait choix de la solution
X,:Zz, XQ:-" Zg, ooy X,,L: sz,
Y, =7, Y, =7, ces
qui conduit, pour le polynome générateur, 4 la forme simple

L@V ) ~F=2) [ (= )
EEN)

G(z, y)==ay F(2*,y*) + Fi (2%, p*) =

Ainsi se trouve justifiée I'introduction, au début de la théorie, du
polynome G qui vérifie les formules de récurrence (3) et (4) données
aun°® 8.

Lignaro, Journal de Mathématiques spéciales, mai 1911,
Pour la définition de ce résultant, se reporter au n° 29,
On suppose. dans cet énoncé, que a, est positif,

"
(*)
*)



SIGNE DE LA PARTIE REELLE DES RACINES D'UNE EqQuAaTION. 333

27. Second procédé de démonstration du théoréme V1. — 1l
consiste & utiliser des formules de multiplication auxquelles satisfont
les polynomes F et F, et qui s’établissent comme celles relatives aux
polynomes G.

Soient les polynomes

S(z)=/[" ()" (2) = ¢(2?) + z Y (x?),
Sz =d () +zd(a?), [fl(2)=¢"(2%) +ay(2*).
L’identification donne
¢(x) =0 (2) " (z2) + 2 (z) " (2), b(z)=0o' ()Y () + ¢"(2)§/ (x).

Désignons par I, I, I les polynomes F associés a4 f, f, f";
par I,, IV, F; les polynomes F, associés & £, /7, f”, autrement dit les
polynomes F associé¢s a f, =« f, f,=xf, fi=zf".

Calculons FetI', :

o) Y|
o(x) ()
y—a
o' (M) (M) +r V()Y (y) o (MDY () + " () V()
_ 1@ e(z)+xy(z)d(2) 9'(2)¢'(2) +¢"(z) ¥ (2) |
y—x
=9"(2)¢"(y) F'(2, y) + ¢'(2) ¢'(y) F'(, ¥)
+ " ()" () Fi (2 y) -+ (2§ (9) Fi(z, 9)-

F(z,y)=

De méme :

Fi(z,y)=0¢"(2) 0" (y) F (2, y) + ¢ (2) o' (7) F (2, y)

+ay ' (z) Y (p) F (2. y) + 2y d () (y) F' (2 7).
Posons

o () =A+ A +. .., ¢"(2) =Cy+Cyr+...,
V(z)=B;+B,e+..., Y'(2) =D+ Dy +.. .,

et désignons par 0, 0, 0"; @,, 0, 0, les formes qui admettent F,
F,FF,, I, F,, comme polynomes générateurs. L’application du
calcul symbolique défini aux n° 6, 7 conduit aux formules

O(Xyy Xgy .. )= O (CX,+ CoXyt. .o, G X G Xy 4.00)
40" (A X A Xam oy A Xy Ay Ns.. L)
+ 0! (D, X, 4+ DyXy4. .., D, Xy+ Dy Xs+.. )
4 0 (B Xy 4+ By Xy oy By Xy By Xy .. )
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et

0,(Y,Y,,...) = O0.(CY,+GCYo+..., 0 Y, +CY,+..
@ (ALY, 4+ AgYodn ., A Y- ALY
+0 (DY, + Dy Ys+. .., DYDY, ...
+0" (B Y.+ B, Yy +..., B, Y, + B, Y, +...).

e

Ces formules fournissent un nouveau procédé¢ de démonstration du
théoréme VI, indépendant de toute considération relative 4 la conti-
nuité des racines. A cet effet, nous allons montrer que, si Iéqua-
tion f=o0 a toutes ses racines pseudo-négatives, les formes 0 et 0,
associées a f sont définies positives.

En effet, nous avons déja vu que, dans celle hypothéese, le discri-
minant de © est différent de zéro. Il en est de méme pour 0,, car
Péquation f, = xf(«x)=o0 n’a qu'une racine nulle et partage avec
f=o la propriété de ne pas admettre de groupe de racines z', x”
telles que 2’ + 2" = o.

D’autre part, les formules précédentes montrentavec ¢vidence que,
si le théoréme est vrai pour /' et f*, il est vrai pour le polynome
S =S /" 1l suffit donc de le vérifier pour les deux premiers degrés,

ce qui se fait immédiatement cn se reportant aux valeurs données
au n° 12,

28. Sur la condition R > o. — Les développements qui précédent
ont mis en évidence la supériorité du second critérium au point de
vue de la simplicité, la moitié des conditions que donne ce critérium
se réduisant & la forme simple a,@;>> 0. Peut-on aller plus loin daps
la voie de la simplification? A cet égard, nous allons montrer que la
condition de degré le plus élevé, a savoir

R>o,

est irréductible et ne peut étre remplacée par aucune autre de degré
inférieur.
Soit I'équation générale

fle)=apx"+ ayz"1+...+a,==o0,

dans laquelle @, est supposé constant. Nous considérerons, pour la
commodité du langage, les coefficients a,, a,, ..., a, comme les coor-
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données d'un point M d'un hyperespace & n dimensions, et nous
donnerons les noms de surfaces et de lignes & des multiplicités a(n — )
et (n — 2) dimensions.

Soient D,, Dy, ..., D,, ..., D, les régions de I'hyperespace ol
Iéquation f(x)=o0 admet o,1,..., p, ..., n racines pseudo-
positives. Nous avons démontré¢ précédemment que ces régions sont
d’un seul tenant. Cherchons 4 présent les équations des surfaces qui
séparent ces (1 + 1) régions.

Lorsqu’on modific les racines d’'une facon continue, les coeffi-
cients a,, @,, ..., @, varient d’une fagon continuc et réciproquement.
Le point figuratif M(a,, @,, . .., ,) d'une équationf(w) = o ne peut
donc passer d'unc région & une autre sans qu'une racine réelle s’an-
nule ou qu’une racine imaginaire devienne purcment imaginaire.
Etudions successivement ces deux cas :

1° Lorsqu'unec racine s’annule, il vient @, = o} et réciproquement,
st a, passe du posilif au négatif, le nombre de racines positives change
de parit¢. La totalité du plan @,=o0 forme donc limite de ré-
gionsD,,D,, ..., D,.

2° Lorsqu’une racine devient purement imaginaire, on a

J(z) = (24 (2) f'(z).
Posant
S(@)=9o(z®) +zy(2?), [fl(x)=0'(2?)+x'(2?),
on en conclut

o(z)=(z+f) o' (z), Y(2):=(z+p) (),

et, par conséquent, les ¢quations ¢ =o, = o0 ont une racine com-
mune. Elles n’en ont qu'une seule si () n’admet pas d’autre groupe
de racines purement imaginaires ou telles que #’'+ 2" =o0. Cela
entraine

IR
(I) R = o, (70—1 # 0.

Mais la réciproque n’est pas vraie. Tout point de la surface R =o

. JR ) . . < .
vérifiant del 3 o n'est pas nécessairement limite de régions D, et D3
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en effet, les conditions (1) entrainent

@) =(x+7)9(2),  Y(@)=(z+7) ¥ (2),

o’ et §' n’ayant pas de racine commune. Il en résulte que y estréel,
mais cette quantité réelle peut étre positive, nulle ou négative, et il
correspond aux valenrs négalives de y une certaine nappe X de la sur-
face R = o, laquelle nappe n’est pas limite séparative des régions D,

Désignons par S le reste de la surface R, c¢’est-a-dire [a nappe y>o.
Tout point de cette nappe forme limite séparative, car aux environs
de ce point I'équation f(x)= o admettra deux racines infiniment

voisines de y/ —¥, c’est-d-dire telles que
e (1+n)y—y,

avec ¢ ety infiniment petits et de signes quelconques. Le point M pas-
sera donc d’une région D, 4 une région contigué D, lorsque ¢ passera

du positif au négatif.

. . aR . .
Enfin,sil'ona R =o, 3aT = 0, tous les mineurs du premier ordre
1

de R sont nuls et, par suite, il en est de méme pour les dérivées

partielles
OB OR . oW
0a1 ’ (?02 ’ " ddn ’

Le point M est un point multiple de la surface R = o. Des points
de cette nature forment des lignes singuliéres dont il n’est pas néces-
saire d’étudier ici les propriétés. Il nous suffit de remarquer que ni la
nappe X, ni les lignes singuli¢res ne peuvent pénétrer dans les
régions D, et D,, car, dans ces régions, 'équation f(x)=o n’admet
pas de racine commune avec f(— z) =o0, et par suite g =oet y =o
n’ont pas de racine commune.

Etudions & présent la forme quadratique ©. Son discriminant est
égal a R et elle contient i variables en désignant par 2m ou2m + 1

le degré de f(x). Pour R=£o0, la forme @ est décomposable en m
1 . 1 [ r
carrés indépendants; pour R = o, %c::- s 0, un carré s’annule et par

n
conséquent la surface R(a,, a,, ..., @,) = o divise 'espace en m + 1
régions auxquelles correspondent o, 1, 2, ..., m carrés positifs pour 0.
A ce nouveau point de vue, les nappes S et T de la surface R inter-
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viennent en totalité comme limites de régions, landis que le plan
@, = o n’intervient pas. On se rend compte a présent que la surface
Z = o doit figurer comme un lieu de points pour lesquels les regles
générales tombent en défaut, et 'on se rend compte en méme temps
de la raison pour laquelle la condition R > o est irréductible : la
région D,, ol doit se trouver le point figuratif M(a,, a, ..., a,)
lorsque toutes les racines sont pseudo-négaltives, est limitée par les

surfaces
aya, =0, R =o.

Les deux conditions a,a, > o et R > o seraient donc suffisantes si
le plan @, et la surface R ne se coupaient plusicurs fois en divisant
l'espace en plusieurs régions Dy, D', D, ...; et c'est pour fixer le
choix de la région D, qu’interviennent les n — 2 conditions addition-
nelles données par les deux critéres.

Précisons ces considérations par un exemple :

Soit la lemniscate

Sz, y) = (224 y1) = @ (at—yt) =,

qui, jointe 4 'axe des z, divise le plan en six régions A, B, C, D,
E, F.

B O A »
N
F

Pour exprimer que le point (z, y) se trouve dans la région E, il
suffit des deux inégalités

flz,y)>0  (y>o0).

S’agit-il au contraire d’exprimer que ce point se trouve dans la
région A, il faut écrire trois in¢galités, savoir :

1° Les deux inégalités
Sz y) <o (y>o),

qui sont vérifiées par les deux régions A et B.
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2° Une derniére condition qui sera, par exemple, & > o, mais qui
pourrait tout aussi bien s'¢crire @ +y >0 ou ax — y*>o et d’une
fagon générale ¢ (x, y) > o0, la courbe 9 =o0 devant seulcment étre
choisie de telle sorte qu’elle ne pénétre pas dans les régions A ct B et
qu’elle laisse ces deux régions de part et d’autre.

Mais, quelle que soit la troisiéme condition, les deux premiéres sont
irréductibles.

QUATRIEME PARTIE.

COMPARAISON AVEC LA METHODE DE ROUTH.

29. Commencons par ¢noncer les relations ui exislent entre les
résultants R, R, de Bezout et le résultant D que fournit la méthode
de Sylvester appliquée aux deux polynomes ¢ et ¢. Pour ne pas
grossir démesurément le texte de ce travail, nous nous borncrons a de
bréves indications.

Soit I'équation

fl@)=az"+a, 2" +. ..+ ay,=o(x*) + z2 §(2?).

Enrangeant dans un ordre convenable les lignes du résultant de
Sylvester, on peut mettre ce résultant sous la forme

P o o
A dy A, . eee...
a, dy . ...

D= Ay Ay . e .

L J

e e e e e . o

O veunn. . Qe ay

0O 0O .. O @pyjen .eer Opey

Le déterminant D est d'ordre » — 1 et sa diagonale principale est
égale d a,, a,, ..., a,_,. Nous désignerons par A, le mineur constitué
par les p premiéres lignes et colonnes de D. On aura donc A,_, =D,
puisque D est d’ordre n — 1.
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Par analogie nous désignerons par A, le déterminant

(o]
o
D
4,= :
(o]
O ... O Qu_gm <o Qua Qy

" On a évidemment A, = «,D. Le déterminant A, n’est autre que le
résultant de Sylvester relatif aux polynomes ¢, (x) et 4, (x) définis par
I'identité '

zf(z)=/[f1(x) =91 (2*) +z Yi(2*).

Distinguons deux cas suivant la parité de n:
1°n=2m+ 1. On a les formules

JR 2R Jam-1R
R=D=4,_, 50—} =Ap, =4, d?:—m

deTocE =4

Pour ne pas compliquer I'écriture, esquissons la démonstration
dans le cas particulier n = 7, (m = 3).

Ona
(l, a; s aq
a, a, a, dg
o a, a3 a;| ay
D = AG: °
0O a, Qy, a,| ag [}]
0 a, as a; a;
0 a, a, a, a;
Multiplions D par le déterminant w. (*)
1 o o — a,
0 o o a;
o|]1 O o) — Qy | — Ay 3
[J. = —=aj
olo o o a, a;
o 1 —a, —a|—a,
o o a a, as

(*) Cf. les expressions de D et ¢ avec celles des matrices du n° 22 dont le
produit donne le résultant R de Bezout,

Journ. de Math. (6¢ série), tome X. — Fase. IV, 1914. [I[l
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Effectuons I’opération par colonnes verticales :

a o0 o 0 0 0
a, ay o (o] o o
a, a, a o 0 0
{J.AG.-"‘_ ’
@ A; a3 Q1Q,— Qa3 Qi a,— Qyay ayQg— Qyay
a; ag; a1Q,— Qyay Q30— Qg+ Ay Ag— Ay Ay A3 Qg ~- As A4
0 a; aja;— a,ay a3aq— Qs ay asa;— a,aq
] .
c'est-a-dire
a o o
ajBd¢=|a; a; o |xR=a’R
a, a; f
ou
Ar,-—: R.

L’égalit¢ A, = g;RT se démontrerait de méme en supprimant : dans A,
1

les deux derniéres lignes et les deux derniéres colonnes; dans ., les
deux premiéres lignes, la premiére et la derniére colonne, et ainsi de
suite. La démonstration est générale.

2° n=2m. On a les formules

R=a,A R A IR A =
=a,4,_,, dc:v_ 083 (’C; dc:-—‘ 0&n—5y veey dC}.-.dsz:} —— Yo S

Enfin le second résultant R, de Bezout vérifie des relations ana-
logues, & savoir :

1° Pour n = 2m + 1, la suite formée par R, et ses dérivées succes-
sives par rapport aux éléments de la diagonale principale s’éerit :

ao A,“ aoAn—2s ey aoA’, J.
2° Pour n = 2 m, cette suite devient
Ana An—?s ey Az» I.

Rapprochant ces résultats, nous voyons que les deux suites formées
par les dérivées successives de R et de R, s'écrivent : -

1, A'n AA, As, “ ey
1, @l ayA; alds, ...

()
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Les derniers termes de ces deux suitessont A, et @,4,_, quand n est
pair, et 4,_, et @,4, quand » est impair.

30. Ce sontces relations qui vont permettre de ramener les résul-
tats obtenus par Routh aux propositions démontrées dans la premiére
Partie. Pour abréger, bornons-nous au cas ou toutes les quantités A,
Ay, ..., A, sont différentes de zéro. Dans ce cas, les suites (1) sont
complétes, les formes quadratiques ® et ©, possédent le nombre maxi-
mum de carrés indépendants ct les carrés positifs et négatifs de @
et de @, sont respectivement en méme nombre que les permanences et
les variations des deux suites (1).

Transformons cet énoncé; deux nombres o, 3 forment une perma-
nence ou une variation suivant que leur produit of est positif ou
négatif. Donc le nombre total des permanences (variations) des deux

suites est égal au nombre de termes positifs (négatifs) des deux
suites
A, A4, A8, ...,
ad,, alAd;, aijlbsb;, ..,

c’est-a-dire au nombre de termes positifs (négatifs) de la suite unique

aoAi, Ag, Ai A;, AzAL- AaAB, ey An~2An'
Ce nombre est d’autre part égal, pour une raison analogue a celle

donnée ci-dessus, au nombre de permanences (variations) de la
)
suite
A A A A, A
(2) ao, A“ 2 3 3 n—1 n

LY YA VO VNG Wiy

En résumé, 'énoncé du théoréme II (n° 10) peut étre mis sous la
forme suivante :

Tukoreye Ila. — Lorsque tous les A sont différents de zéro, le
nombre de racines pseudo-négatives (pseudo-positives) d’une équa-
tion algébrigue & coefficients réels est égal au nombre de perma-
nences (variations) de la suite
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On remarquera qu’on a

A
Ay=ay, =G

31. Méthode de Routh.— Par application du théoréme de Cauchy
le nombre de racines pseudo-négatives d'une équation

Fy=f(z+yV=1)=aps"+a;3"'+.. .+ a,=o

est ¢gal a la valeur de l'intégrale

1 (f1(5) . S
21“. j.(z) dn (l--—- l),
évaluée le long d’un contour formé par 'axe des y et par une demi-
circonférence de rayon infini situé du cdté des  négatifs.

Désignons par f(y) et f,(¥) les deux polynomes

fo(y):aoyn — @yl @y
A =agy—ayie...

[Ces deux polynomes sont en valeur absolue égaux respectivement &

o(— y*) et y4(—»*) ou inversement.]
Nous obtiendrons pour valeur prise par f(z) en un point de l'axe
Oy:
SE) =Ly = {fo(y) = ifi(y)]=i"p e

L'intégrale étendue & I'axe Oy a donc pour valeur
| ¢
EA(P.

Ap est la variation de l'argument ¢ lorsque y varie de —oo
a + .

Pour calcualer A9, il est nécessuaire de connaitre ’ordre dans lequel
se succédent les racines des deux équations fo(y) =oet f,(y)=o, et
a cet effet Routh effectue sur les polynomes £, et f, les opérations de
la recherche du plus grand commun diviseur et parvient au résultat
suivant
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Tuiorime bE Routa. -~ Soit

Jo =fi Q —fu
Ji =/ Q. —fa,
fll.—a:fn—i Qn—i _fm

’algorithme du plus grand commun diviseur; le nombre des racines
pseudo-négatives ( pseudo-positives) de f(x) est égal au nombre des
permanences (variations) de la suite formée par les coefficients des
termes de plus haut degré en 'y dans les polynomes fy, fiy .oy far

32. Comparaison entre le théoréme de Routh et le théoréme 11 a.
— L’identité de l'énoncé du théoréme 11 @ avec le théoréme de Routh
va résulter de la démonstration du théoréme suivant :

Les coefficients de Routh sont respectivement égaux aux (ermes
de la suite (2).

Pour faciliter la démonstration nous allons modifier les notations et
écrire
Hly)=agy® —azy"t+aiy" ..,
Hh(y)=aly—'—aiy" 3 +....

Nous avons ajouté un second indice o aux coefficients de f, et un
indice 1 aux coefficients de f,. De méme nous poserons

) =ay——atyi.,
P =y i—agy it

Effectuons les opérations de la recherche du plus grand commun
diviseur, il vient

foly)= j—;;.yf,m — (),

ce qui fournit les formules d'identification
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Considérons maintenant le déterminant A,, :

1 i 1
al ay af ... o
0 0 0
ay a) al ... .
— 1 1
A,=| o a! a}
0 .. .. .. oay

On ne modifie pas la valeur de A, ¢n ajoutant aux ¢léments de cha-
cune des lignes de rang pair les éléments de la ligne de rang impair

(1]
qui la précéde immédiatement, multipliés par — g%, et cette transfor-
i

mation n’altére pas non plus la valeur des mineurs A,, 4,, ..., A,_,.
Or, aprés cette modification, les éléments d’une ligne de rang pair

deviennent
o, al, a!, ai,

De la résulte la formule
a; a; a;

1
a, a;

<

Le nouveau déterminant est formé avec les coefficients de f, et f,
de la méme maniére que A, ¢tait formé avec ceux de f, et f,. Nous
pourrons effectuer sur ce nouveau déterminant une transformation
analogue qui mettra en évidence le facteur &} multiplié par une fonc-
tion des coeflicients de f, et f,, etc. De proche en proche nous arri-
vons ainsi & la relation

— a'a?ad n
A,=alalal...al

Pareillement, la transformation s’appliquera aux mineurs A, et

conduira a la formule
A,=ala}...al.

De ces formules résultent les égalités

A
al=A,, al= - Q= 2=, cees aj{:a—l,
n—|

ce qui démontre le théoréme.
A la vérité, Routh conduit les calculs de larecherche du plus grand
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commun diviseur d'une maniére un peu différente de celle que nous
venons d'indiquer pour les besoins de I'identification. A chaque divi-
sion, Routh introduit un facteur positif choisi de maniére a éviter les
coefficients fractionnaires. T.es calculs sont ainsi simplifiés tant qu'il
s’agit d’équations numériques, mais cet avantage disparail dans le cas
des équations littérales. '

La série des restes f,, f3, ..., [ estcompléte lorsque les quantités A
sont toutes différentes de zéro. Dans le cas conlraire, la série pourra
comprendre moins de n — 1 termes, soit parce que f, et f, auront un
plus grand commun diviseur, soit parce que le degré des restes
s’abaissera de plus d’une unité & chaque opération. Nous renverrons
au Mémoire de Routh pour I'examen des modifications & apporter & la
méthode lorsque ces circonstances se produisent. C’est surtout dans
ces cas que se manifeste la supériorité de la méthode de Routh
appliquée aux équations numériques.

33. Correspondance de nos résullais et de ceux; d’Hermite. —
Soient F'(z) =0 une équation & coefficients imaginaires, F, (s) le
polynome obtenu en changeant 7 en —7 dans tous les coefficients
de IV (z). Hermite considere le polynome réel symétrique en z et z’

B Fy(s) = F(3) Fo(2)

! -~
53— 5

H (s, 5) =

et démontre que la décomposition en carrés de la forme quadratique
associée donne les signes des cocfficients de i des racines de F (z).
Soit f(x) =¢(x*) +x¢(x?)=0 une équation & coefficients
réels. Pour appliquer le théoréme d’Hermile a la détermination du
signe de la partie réelle des racines de f(x), il suffit de considérer
I'équation
F(3)=f(—iz)=0o(—s?)—izd(—3z*)=o0,

car les racines f(— iz) sont celles de f(x) multipliées par Z. On
trouve alors, tous calculs faits, pour la fonction H (s, 2) correspon-
dant

H(z’,z)=_25'¢(~5'2)@(—52 — ‘P(—Bﬁ)(p(—;’z)

T
-

[ 1
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que nous écrirons, en multipliant haut et bas, par 5’ + z,

H(s'3) _ 4= s (= 5 55 T9(— 32 o(= 2 — (= ) o (= 5] = 3 (= ) 9 (=2

2 3 -2

—_—3

Comparons a la fonction G (z, y)

G(x, y) = () fly)—=f(—=2) f(—=y) _xd(z?) o(y?) +y Y(y?) o(zh)
'Y= 2(xz+y) - z+y

Multipliant haut et bas par  — y, on peut encore écrire

G(a,y) = L HLDEA + 2y 81N (J:); Y o (7] + @ Y o ()

H(s', 3)
2

On passe de I’expression de G(z, y) a celle!'de — en chan-

geant pour les puissances paires de x, 2*” en (— 5*)? et pour les puis-
sances impaires, xz*”*' en z(— 5*)?, et dc méme pour y et z’. On
passera donc de la forme T(Z,, Z,, ...) associée a G (z, y) & la forme

(s, 3)
2

quadratique associée & — en changeant

er 7429 Z3~ Z'/n Z;

a9

ZG! Zh
en
le ZZ’ '“st “—'Zh Ziia ZG» —“Z'I‘)

Le changement de signe de quélques variables n’ayant pas d'in-
fluence sur la décomposition en carrés, la correspondance des résultats
est établie.

Larégle de correspondance donnée ci-dessus entre les & et z ou entre
les y et 3’ peut du reste se justifier en faisant les remarques suivantes :

1° L’application de cette régle de correspondance séparément aux
4 * . l‘l
numérateurs et aux dénominateurs de — - et de G permute les

numeérateurs 'un dans 'autre et de méme pour les dénominateurs.

2° [l revient au méme d’effectuer la modification séparément sur le
numérateur et le dénominateur ou de 'opérer sur le quotient Q aprés
division effectuée. Cela tient 4 ce que le dénominateur z* -- y* ne
contient que des puissances paires de z et de y et qu’en multipliant Q
par #* — ¥*, les exposants de « et ;y gardent I'un et 'autre la méme

_ parité.
——p—



