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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU TYPE PARABOLIQUE. 105

Sur les cquatwns wux dérivées partielles du type
‘ ﬁ&r'abol/(/uv (suite);
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CHAPITRE IV.

EQUATIONg SINGULIERES.
Etant donnée I'équation

(E) %-&-a%-{—b%—i-c:—kf:o,

nous avons supposé jusqu'ici (') que, dans la région & ol nous I'envi-
sagions, le coefficient b gardait un signe constant sans s’annuler et
restait d'ailleurs fini. Etudions maintcnant le cas ol b s’annule dans R
le long d’une ligne L, dont nous pourrons préciser plus tard la
nature; pour le moment, supposons que L n’admette pas de tangente
caractéristique, & moins d'étre elle-méme caractéristique : nous
aurons donc & examiner deux genres d’équations, que nous appelons
équations singulicres.

63. Reépucrion A use roRME canoNigue. — D’aprés ce que nous venons
de dire, il y a deux cas & envisager. .

1. L Wesi ni caractéristique ni langente & une caracteristique. —

(*) Voir, pour les Chapitres I, 1l et 1IL (§ 1 i 62), le Jouraal de Mathéma-
tiques de 1913. Le lecteur est prié de se reporter & ce premier Mémoire pour
les notations s'il y a lieu et, d'une facon générale, pour tout ce qui concerne
les paragraphes 1 a 62. Voir dans I'Introduction p. 313 ce qui a rapport aux
Chapitres IV et V.
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106 M. GEVREY.

Supposons que L. ne soit coupée qu’en un point par les caractérisliques,
¢l soit & = ¢ () son équation. Nous prenons le coefficient b sous la
forme

(1) b=—[wx—e(y)]"B(x,y)
cn supposant lout d’abord gue p soit un nambre entier positif. La
fonction B garde, dans la région & envisagée, un signe constant,

qu'on peut toujours choisir positif. Kn prenant une nouvelle
variable #’, au licu de x, I’équation devient

0*s (da'\?® ' oz’ I,Bd.z'" J3
5:&(:)7 N 7R i G 2idr vl b v

—(x——cp)l’Bg—} +c3+ f=o.

Déterminons la fonction z’ de x et de y par la condition

<o.x'>2__ [z =9 B(zy)

dx | — x'p

et, pour cela, posons

P2
2|z’ |7

p+2

ar /)
=| [ lo—o¢lVBda
14

(y)

pxz optb
=|z—o| 2ft‘3\/B[cp+t(w——qo),y]dt.
0

Désignant par w 'intégrale de cette formule, il nous suffira donc de
prendre

2
—_—

o= (ZE2)" fe— o [0 (e, P,

2

et I'équation (E) deviendra

0*s , 05 s
— 2= ra = s "= o.
dx? ay o7 +/f
L’hypothése de p entier, que nous avons faite, n’est nullement
essentielle. Si, d’'une maniére générale, nous avions écrit b sous la
forme
b==x|r—o(y)*B(x,yx) (o positif quelconque),

le signe == signifiant que 6 peut ou non changer de signe quand on
traverse la ligne L (mais garde un signe constant d’'un méme coté),
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nous aurions trouvé

L]

#'= (22 e [ (e, )

Nous obtenons, en définitive, 2’ en fonction de x d’une maniére
univogue. Ia transformation fait correspondre a L une portion de Oy,
et elle est méme biunivoque pour les points situés suffisamment prés
de L de part et d’autre. La fonction o (y) est supposée dérivable.

Iin supprimant les accents, nous avons donc réduit I'équation 4 la
forme

w 0z Jz s . .
(U) o—xs—-x!' —o—j—}-a%-}-c..%—f_o,
ou
Pz 035 0s
! — + L et = 3 —
(") dw2_'lx| 0y+adw+c~+f_o.

Dans tout ce qui concerne ce genre d’équations singuliéres, nous les
envisagerons sous la forme (¢). Tout ce que nous dirons du cas oz P
est pair s'appliquera sans modification, sauf mention expresse, au
cas oli, dans I’équation (1), on prend le signe + de chague cété de Oy;
et tout ce que nous dirons du cas oi p est impair s’appliquera au cas
ou, dans |'équation (1’), on prend le signe + & droite de Oy et le
signe — a gauche ().

JI. L est caractéristigue. — Dans ce cas, nous supposons que le
coefficient b a la forme (avec ¢ = 1)
b=cyrB(a,y) ou b==x|y|*B(=z,y),

et un changement de variable analogue & celui du paragraphe 17 nous
conduit 4 la forme

- s ds ds
»/ 1 —_— ~ —_
() 0zt %z sy!")y Fes4f=o,

(*) Quand p est pair, le changement de variable que nous avons utilisé au
paragraphe 17 ne peut servirici, car il n’est pas biunivoque, et il introduit un
péle dans les coefficients,
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Jy serait

ou a une forme analogue, dans laquelle le coefficient de

=+ |y |*, avec la méme remarque que plus haut ().
Il résulte de la que les deux types les plus simples, rentrant dans

les formes (&) et (&), sont

- s 03 - Js 03
&) Fm—ery=o (&) Gm—ery=r
- )? 5 ' - iz 93
=) 52 —ar s =S, () =g =@,

I, — Cas ou la ligne singuliére n’est pas caractéristique.

Nous commencons donc par I'étude de I'équation («).

64. SoLUTION FONDAMENTALE. — Si nous posons s=ux, avec
¢ = p + 2, ’équation devient
«)9:+ ! 1Js ! ()::_0 (9= p+2)
Js? qg/)s ds  qisdy I=p2

¢quation d’un type étudié par M. Kepinsky ( Math. Annalen, t. 1.XI),
qui a envisagé

(2) : -;4-—~———:0

La solution fondamentale de I’équation (2) est

sm+1 _”._v+f>‘ \/; )
3 e y=Nnpg—m —
(3) y—n)y™ ¢ Em G (L) (t 2"1‘),_1’ ’

G,, étant I'intégrale générale de ’équation de Bessel

2 2
aG 1 dG (l—’%)G:O,

Tt T

c’est-a-dire G, = AJ, + BJ_,, la lettre J désignant la fonction de
Bessel classique, en supposant m = o.

(') La notation ¢ n'a pas ici le méme sens que la notation Z=, car nous sup-
posons que ¢ ne change pas quand on traverse Oz (woir § 69).
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La fonction (3) est solution de (2) en s, y et de I'adjointe en g, 7;
en revenant aux variables primitives, on aurait une solution de (¢),
mais il faudrait diviser par 7' pour avoir une solution de I'adjointe.

Ayant ainsi prévu la forme de la solution, nous opérons synthéti-
(quement en posant '

) xi — ot f';"" ¥ (zt)?
UG, 02, y) = —b ¢ PO 1(f = ——2s)
G Gy S f/'(}’—w)*]’

et, portant dans (¢), nous trouvons alors que I vérifie 'équation

lﬂ-i—- 1+l fl'—'———l-—o
PIE q)d) -

(est une ¢quation qui dérive de I'équation de Bessel, et dont la solu-
1
tion est de la forme AL (0) + BO 7T ,(0), ActB étant des constantes

] . Y . Y
et I,,(0) désignant la fonction

ot (k N7
L (9) :2 L! l'(/n)—i— ) = Jlg(Zf‘\/”(?)
k=o ) ,\/j)
Nous obtenons donc en délinitive comme solution fondamentale,
valable dans tout le plan,
xy+Ey

—————— ‘rz‘“

Ugnsa,y)=e 70w A —25 _jy+B8—L——1 (9)
1= - 1
(y—m) " (y—m) 7 7
Appelons U, et U, les deux fonctions ainsi introduites, de sorte

que U= AU, + BU, : U est solution de la proposce et de I’adjointe :
soit en z, y, de

d%s o 93 —o:
. ot T gy T
e de 02 J
u . Ui
~= 4 P —=— = 0,
0E? T dn

Nous allons avoir 4 distinguer deux cas, suivant la parité de p. Sup-
posons tout d’abord que p soit pair.
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s
dy
positif, le contour portant les données a la méme disposition que les
contours (C), envisagés dans 1'étude de I’dquation o5 = o (premier
Mémoire, p. 307 et § 1). Si ce contour est tout entier d'un méme
coté de Oy, on cst ramené¢ évidemment aux problémes résolus au

65. FormuLt ronvameNtALE. — Le coefficient de —= n’élant jamais

I'ig. 15.
B, Y 8,
M,\ P,y Py M,
T M;
{
‘ Ay e A, ¥

Chapitre 1I. Mais en utilisant la solution fondamentale U, le résultat
auquel nous parviendrons sera indépendant de la situation de (C).

En opérant comme il a été dit au paragraphe 41, nous trouvons
(fig. 15) par la formule de Riemann (ou de Green)

LA .
5 Usdp = eUs (g ) g+ (UG =% ) dn.

— -5
w M Ay A MY, 0§ Je

Pour évaluer la limite du premier membre quand la caractéristique
M/, M, d’ordonnée y — ¢, tend vers M, M,, ¢’est-a-dire quand ¢ tend
vers zéro, nous utiliserons la valeur asymptotique de 1,,(9), qui est

e2 T

()~ —= S (4>0).

2v‘1; 2’"4+1

. . | 1
Si nous posons ¢ = 27, donc m = - = —, nous avons sur M' M,
) 1
q 2r -

r+1

2

9:[(_@]2, 1y (6)~ (ar)

4ric 2\/—1;

D’oti la valeur asymptotique du premier terme U, de la solution fon-

1
p
€

zf
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damentale
1

i Al
, 2r 1 — ——
U~ 20 )

\/ — e EH
2\/T¢ -
AR

Si nous supposons I’ entre M, et M,, tous les éléments de I'inté-
grale envisagée tendent vers zéro, sauf au voisinage des points
P(z,y)etP'(—w,y), du moins si ce dernier point est entre M,
et M,. Suivant un raisonnement classique, (ue nous ne reproduirons

M,

pas, la partie de l'intégrale f qui contient U, aura donc pour
M)

limite, en ce qui concerne le point P (en supposant z > o),

1
l+7 -l _tar—gns

( 1

A s(z,y)lim —-—p—_—_—le TV e g,

_,\/ E=0x 4 -
Velzg| *

Si nous posons " = a” + 2rv/e¢, l'intégrale précédente devient

2](—‘—) ’ e dt,
X

h étant choisi de telle sorte que % soil aussi voisin de zn qu’on le veut.

Quand ¢ tend vers zéro, les limites d’intégration deviennent — »
et 4+ %, et nous obtenons, au total,

1+t 1+l
en P A(2r) "s(=x, y), en P’ —A(2r) "s(—a,y).

Un calcul tout a fait analogue nous donnerait, pour la partie conte-
1

nant U,, une limite égale a B(2r) " *[s(x, y) + 5(— @, DI
Si donc nous prenons

(4) A.:B::,-;-(zr)—l—":
nous obtenons en définitive la formule fondamentale

Jds _oU
5 s(x, y)= P U (&, . ,n)d dn,
() ()= B0 s 226w g+( - 0;) ,
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valable quand I’ est entre M, et M,, c’est-i-dire & U'intérieur de 8 ('),
(C,) désignant la partie de (C) située au-dessous de la caractéristique
d’ordonnée y. Si le contour était situé d’'un méme coté de Oy, il suffi-
rait de prendre un seul des termes de la solution fondamentale, cn
ayant soin de doubler son coefficient; dans ce cas, comme dans le pré-
cédent, il peut se faire qu'une partie de (C)soit formée par un segment
de Oy. Mais, en définitive, la formule est valable quel que soit (C),
satisfaisant aux mémes conditions que dans le paragraphe 1.

Si nous avions supposé P sur le contour méme, nous aurions lrouve

A [ 1 M *
la méme formule, au facteur 5 prés dans le premier membre, & la con-

dition toutefois de faire sur 'arc contenant P I'hypothése (3) (§1).
Drailleurs, si nous faisons sur la fonction X (y) les mémes hypo-

. . ; U
théses que dans le paragraphe £ et si, en posant V(&, n; z,y) = (T)Z’

nous envisageons les intégrales
Y y

-So:f ULX(n), 05 2, y]o(n) dn, ~3=f VEX(n), 3 2, y]g(n) dn.
0 0

nous pouvons établir pour 5 une limilation analogue & la formule (6)
(§ 2) et ainsi obtenir, par la méme voie que dans ce paragraphe,
P, étant un point de l'arc x = X(y), la formule de discontinuilé (*)

. A+B
lim (8p— 3p,) == 2F
r—yr, 2

el
7 To(Py).

(') 1l est manifeste, en effet, que I'hypolhése 2 > o faite plus haut n'a servi
qu’a simplifier les notations. Mais nous avons supposé P’ dans S : s’il est a I'ex-
térieur, il n'y a pas dans le calcul de terme z(— x, y), et le résultat est le méme.
Si P’ est sur (C), les termes relatifs a P/ n'ont pas les valeurs indiquées, mais ils
se détruisent a cause de A = B. Si P est sur Oy, U, =o, el la deuxiéme inté-
grale seule intervient; mais comme, sur Oy, 5 (—x, y) =5(x, ), le résultat
final est toujours le méme. Donc, la formule est valable quel que soit P dans S,

2~ -
La méthode employée est d’ailleurs applicable a Péquation g;i; — |z g}:, =o,
non seulement, d’aprés ce que nous avons déja dit (§ 63), pour o> o0, mais
encore pour —1<<a<o, Cest-a-dire 1<<g<<2 (avec discontinuité de la
dérivée seconde sur Oy). Pour —2<<aZ—1, un examen spécial serait
nécessaire.

(%) Si P, est sur Oy, il faut supposer A =B dans la formule; celle-ci convient
donc a tous les cas si A et B ont les valeurs (4).
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66. Prosrimes aux Limres. — La formule de discontinuité nous
permet d’obtenir la solution prenant des valeurs données sur un con-
tour (C) coupant ou non Oy. Nous ne voulons pas reproduire & ce
sujet des détails de calculs analogues & ceux qu’on rencoptre dans
I'étude de Péquation de la chaleur. Indiquons simplement la marche,
qui est d’ailleurs tout & fait semblable & celle dont nous avons parlé
dans le premier Chapitre. Désignant toujours par @, @,, @ les
données sur A,B,, A,B,, A A,, et supposant A, A, sur Oz, nous
formerons tout d’abord la fonction

E@uy)zjﬂlnao;gyym@)@.

les notations ayant la méme signification qu’au paragraphe & et les
constantes de U ayant les valeurs (4). Puis, nous poserons

¥ Y
:—:=f VIXi(n), n; &, y]oi(n)dn +f VI[Xa(n). 05 2y y]ga(n) cla;

5 prend les valeurs données sur A, A, : nous avons donc & écrire que =
se réduit & ®;(y) sur A;B,, ce qui nous donnera un systeme d’équations
intégrales de deuxiéme espéce ('). Les autres problémes aux limites
se traitent comme nous avons dit au paragraphe 3 : d’une maniére
générale, on exprime z par une somme d’intégrales 5, et 3 (*).

Unicité. — Sinous posons = = u(l* — «*), 'équation (=) devient

) 2 [dPu , du e
(l—x)(w—x'(j-;)—ﬁx% 20 = 0.

Si / estsuffisamment grand, nous sommes donc dans les conditions

(') Du type de Vorrerra [Le contour satisfaisant 4 la condition (1'), § 3.
(?) Si larc A, B,, par exemple, est constitué entiérement par une portionde Oy,
on utilisera des intégrales de la forme
3] ; — ! z T s
J = T e an, —E e TITg(n) du,
0

. 1—-;; Py l+7
(y—m) (y—mn)
tout a fait analogues aux intégrales 3, et 3 da paragraphe 2, pour lesquelles
g =2 (en supposant AM sur Oy).

Journ. de Math. (6* série), tome X. — Fasc. 1I, 1914. 15
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envisagées au paragraphe 18 (¢ < o) et par suite # ne peut admettre ni
maximum positif, ni minimum négatif, propre ou impropre, relative-
ment aux valeurs prises en tout point d'ordonnée inférieure ou
égale. De 1a résulte, par le raisonnement habituel, [’unicité d’une
solution de I'équation (e), ou méme (¢,), prenant des valeurs données
sur un contour 2 continu simple, formant avec toute caractéristique
qui le coupe un ou plusieurs contours fermés ; la solution est supposée
réguliére 4 l'intérieur du contour ainsi formé et continue sur €.
Dr’ailleurs, ce que nous venons de dire est vrai pour toute équation (1<)
(p- 105) sibZoet cSo (c¢f. Picarn, Analyse, t. 11, p. 35, 2° éd.).

Dés lors, P étant un point intérieur au contour <, si M est le maxi-
mum d’une solution s de (¢) sur la partie de ¢ située au-dessous
de la caractéristique passant par P, on a stirement 5,5 M. Si, en effel,
dans’hypothése contraire, on avait z,= M, > M, sur tout rayon vecteur
issu de P il existerait au moins un pointot s =N, avec M <N < M ;
et le lieu de ce point serait un contour &', sur lequel z serait constant,
ce qui est impossible, puisque la seule solution de (¢) réalisant cc fait
est la constante N. Ceci montre I'impossibilité d’un maximum propre
relativement aux points d’ordonnée inférieure ou égale.

Le théoréeme du paragraphe 25 sur les séries des solutions est donc

vrai pour I'équation (e), d’'aprés les considérations précédentes.

~ 67. La roncrion Z, sorution bE L'iguation (e, ) — La formule fon-
damentale relative 4 ’équation
ozx*

- 0%z 03
(er) | —ar 5 =S y)

ne différe de la formule (5) que par la présence, dans le second
membre, de I'intégrale double (S, désignant le domaine M, A, A, M,)

#a. )=~ [ [0 052 9) /6 0 dzatn

Ceci nous conduit & supposer que cette intégrale, o les cons-
tantes A et B de U ont taujours les valeurs (4 ), est solution de I’équa-
tion (e, ). La méthode i suivre pour le démontrer serait analogue a celle
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qui a ét¢ utilisée pour I'équation de la chalcur. Nous allons tout
d’abord montrer I'existence de lintégrale Z ct de I'intégrale .

= jf, S n)dédn

Supposons, pour lixer les idées, .z > o et envisageons I'intégrale (en
supprimant I'indice S,) f f | U,| % ety Or, on peat écrire (')

Vi
I[,,,(O)|<(K ‘““;.,T_H
o] *
Donc (en posanl toujours ¢ = 2r'),
L | I
Ty —a) ,.[Ed,n

[

f[lUldédn<(K)ff vy —n |~”;’|;l:l,

i‘ntégrale qui a parfaitement un sens, si & ne peut s’annuler, c’est- a-dn"e
si l'aire envisagce n’est pas traverséc par Oy Dans le cas ot & peut

S dnnulcr, remarquons que nous pouvons écrire
\/ml
|s,<o )| <) T

()
ourvu que (*)« < 1+ :) =+ -—- Dol
P I = N Y
=gy
ety —v . ,
NI |d,d0\(|\)/f d | 1= d diy.
—_— 20
(y— n) T
Nous pouvons prendre (puisque ¢ Z 2)
—'—<za§-l-, c'est-a-dire L <20~
gt o 7 7
(') Cect résulte de la valeur asymptotique de 1,. La notation (K) désigne
: voir § 2, note (*). '

tout coefficient numérique fini :
(?) Car a sera alors inférieur & I'exposant de & dans le denommateur de la

valeur asymptotique de I, =1,.
9 2r
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et alors 'exposant de (y — ) sera inférieur & unet'exposant de |25
sera positif ou nul.
Donc, l'intégrale @ un sens el, quand « tend vers zéro, elle tend

vers zéro. Si nous prenons « = ;’—’ = ,1], le changement de variable
& — =21ty — 7 montre aisément que l'intégrale est < (K)y‘f
quel que soit .
Quant affl U, | d%dy, un raisonnement tout & fait analogue nous
donne les mémes conclusions.
T . N aU,
Etudions maintenant 'intégrale f f ‘ —
dx

d%dy. Remarquant que

dl/ll 6

-—(zé—-) = 1,4, (9), nous avons
aU, 1 __’:’_L‘L ) s (i)
ot WS NSNS E 0 ] S 1+ )6 .
oz l+—c [Q }/ g(y—mn) "—I Py —n) I'-/-+1]

(y—mn) '
U . . .
%—x-‘ se décompose donc en ¢rois termes : voyons le premier. On se rend
compte aisément que I'intégrale

. ; __xTE
V= [ [ T i
{4 = 7
(y—mn) 7

a un sens si z et § ne s’annulent pas. Pour élucider le cas ou ils
peuvent s’annuler, envisageons tout d’abord la partie de l'aire située
a droite de Oy (en supposant x >>o0) et partageons-la en deux
régions | et 2 par la verticale d’abscisse 2. Dans la bande |

qui contient P(«, y), nous avons oS = : ZS2, el la formule (5'), avec

o= ;7 nous permet d’écrire notre intégrale

)"

En posant E’_—:w”—l—tq\/y——'q pour zS§S2z, nous obtenons

lr’—-c'
'-‘.' (ar— r/l\——'.)

_VTE ~ VI o 7= "“1d;dn<(K)ff —————dE dn.

.-_.1,) /

3]s

., . Y dn * edt .
une intégrale comparable & f f i) qui a
0 \/)’—*‘ﬂ 0 =7

(& + gy —m)
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un sens, mémc si « tend vers zéro. D’autre part, dans la partie
de la région 1 o l'on a oS%Sw, linégalité facile a vérifier
(22 —5Y — a"S(2"— 1) (2" — %") nous permet d’obtenir une inteé-
grale de comparaison analogue 4 la précédente.
Pour la région 2 restante, dans laquelle £2 22, nous avons, en
prenant o = o, une intégrale dont le module est plus petit que
. - 1524

(K)f/ 2 : e—’/”"‘md& dn<(K)f./.___§___‘.e—l/’ly~'n'
14 =
(y—)

By
L —3"e

q

avec A =1— 2", puisque 5Z2x. Or, cette intégrale a un sens.
On opérerait de méme pour la région située ¢ gauche de Oy.
Donc, l'intégrale J a un sens, méme quand x tend vers zéro;
quand y tend vers zéro, on établit sans peine qu’elle est infiniment

petite d’ordre —- LI est facile également de voir que cette intégrale est

continue pour z = o : il suffit, pour s’en convaincre, de partager l’aire
en deux parties par une caractéristique voisine de M, M,; Pintégrale
relative & la partie inférieure est évidemment continue pour z = o
et autre, d’aprés ce que nous venons de voir, peut étre rendue aussi
petite qu’on le veut, ce qui suffit & établir la continuité.

Les mémes conclusions s’appliquent aux deux autres termes de la

e QU L _
dérivée o5 il est inutile de reproduire ici des calculs analogues aux
précédents.

T * (19U
Quant a Pintégr: 2
Juant 4 lmml,blale T

difficulté. Nous obtenons en définitive des intégrales qui sont des
fonctions continues de x, y : leurs valeurs pour x = o sont

d% dy, son étude ne présente aucune

/ . - 4] , ’
Z(Oa }’) =B /i . j 1 l Le r,-(y-—‘q)f(é’ n) déd‘fl,
r(l '—"q“ sv(y_ n) U]
R
)7, A Vg TS A
-:}‘_2_'(0’ y)= 2f =f(2,n) dEdn.

ar

l‘(x+$) Sy(),__,n)“‘?

[ ’ Z . 4 .
Les dérivées 22, % ne peuvent se calculer par la régle de Leibniz :
dx? dy
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les mémes raisonnements que dans le cas de I'équation de la chaleur
s'appliquent ici, avec cette différence cependant que les points
P(x,¥) et P'(— x,y) jouent le méme réle. Dans les conditions
d’existence de ces dérivées, relatives &4 f (x, y), s'introduiront les
courbes ¢ ayant pour équation : ([§— |« |)* =X (y — 0) ou, cc qui
revient au méme, les paraboles envisagées aux pard,t.,raphcs 8ct9,
car si les conditions (A) soni supposées réalistes pour les paraboles,
elles le sont pour les courbes c, et réciproquement. Nous obtiendrons
donc les mémes conditions d’existence, mais relalives & la fois aux
points P et P’.

En décomposant l'intégrale Z en deux autres 7, et Z,, corres-
pondant & U, et U, (Z = Z, + Z,), nous Lrouverons alors

PLy 0y ’+,3, - T ’
T =Ag | f(z, y)—f(—x. p)]
27, 0L,

S o =B LS )+ f= ]

d’oti, en prenant pour A et B les valeurs (4) ¢t additionnant,

dx?

L
—_ .l'/'@; :f(.l/', _)’).

T " W,
Nous avons vu plus haut que les limitations de Z et :’—w étaient res-

: 1
pectivement del’ordre de y7 et y7. Nous possédons par suite lous les

éléments pour former une fonction de Green et appliquer aux équa-
tions

s ds Iz Nz - !).. (
R A AR R AN CRN S

la méthode des approximations successives. Les théorémes relatifs
aux séries de solutions et ses applications aux conlours présentant
des singularités (§ 25 eL 26) subsistent ici sans modifications.

68. LTubE DU €AS OU p EST INPAIL : PROBLEME DU RACCORDEMENT, —
Les formules obtenues jusqu’ici en supposant p pair sont vraies éga-
lement, quandp est impair, pour un contour (C) situé d’un méme
cdté de Oy et pouvant méme comprendre une portion de cette droite :
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si (C) est a droite de Oy, il devra étre ouvert vers le haut, et vers le
has au contraire s'il est @ gauche. Pour un contour coupant Oy, il se

pose un probléme d'un genre tout & fait spécial, et que nous appelons
le probléme du raccordemerit.

Envisageons le contourde la figure 16 : nous pouvons le considérer
Fig. 16,

1

R’ K7}

comme résultant de la juxtaposition des contours yABRety’A'B'R’,
it intérienr desquels une solution de I'équation (¢) est déterminée par
Ins valeurs qu’elle prend au hord. Pour que deux solutions = et 5’
relatives & ces deux contours constituent une seule et méme solution
réguliére, il fandra que les valeurs de z, 5" et de leurs dérivées pre-
miéres se raccordent sur la portion AA’ de I'axe des y, commune aux
deux contours.

Le probléme consiste donc & délerminer les waleurs que doit
prendre = sur AA’ pour qu'il en soit ainsi, et cela en fonction des
valcurs données sur ABC, A’B'C’. Si nous connaissons, de plus, les
valeurs de z et ' sur CR et A’y, C'R’et Ay’ — ces valeurs formant
un prolongement continu des précédentes & partir des points C et A,
C’et A —, nous pourrons ainsi construire une solution réguliére a
lintéricur d’une bande ouverte dans les deux sens.

Une premiére méthode pour arriver & ce résultat consisterait a
opérer de la facon suivante : @ et @' étant les ordonnées de A et A/, la
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formule fondamentale appliquée au contour PABN et au point P nous
donne (en posant toujours ¢ = p + 2)

(6) q""'%l‘(l--(;) (0. )

Uz (0, 1)
: ! D? ’ I - Jdz d
= "'f —-‘—"jd‘ﬁ -+ g tuy s df + <412 i ;;2) dn,
a ( d

3 ,n)‘ 7 AN

u, désignant la fonction
3l

! .’4/’()‘—1‘;

(6) uy(E 03 7) = ————g €
(y—m)

. V1o e 0z .
Si 'on peut ehmmerles valeurs de 5o sur BC, on formera une relation

entre 5 (0, ) et (o ). Opérant de méme pourle contour PA'B'N’,

on trouvera une denx1eme relation entre 3’ (0, ) et 0—7 (o,y). Identi-

fiant les valeurs de (0, y) et z'(0, ), on aura une relation vérifiée

- )5 . :

par la valeur commune de :—i;(o,y) et :—,-T-(o,y). Mais, comme il
5 s

faudrait ensuite s’assurer du raccordement de -3—;/ et %5;, nons allons

opérer un pen differemment en réalisant tout d’abogd le raccor-
dement des deux dérivées de s et 5'. Tinvisageons la fonction

- &4

- u £ 0 — .______C'—e—’/"(.’ —~h),
/ 1\ ’y 14‘1
(y—m) 7

formée en dérivant U, par rapport & x et faisant x = o. C’est une solu-
tion de I'équation adjointe et nous pouvons appliquer la formule de
Riemann au domaine pABn~ : il vient

B
(8) f ga- zu,,dé___f fa- 'll1~llc+f ~(0,n)d/,
g

.7‘”' 4
; Jds _Jdu
+£ Er—2u,z df+ (u, o 02’) dn.

y étant 'ordonnée de PN, y — ¢ celle de pr. Une intégration par
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parties nous donne

n n & 5
(8) f ot de= =L - [ 4 '/"'j“ d,
P l/ /p sl/ S
Y~ o\ g - y—-s (Oa )
f Sloayda "):_l:’l =f/[———-—-——'(°' "),_]') - r]f ——-—-——dn.
© (y=m)y (y—=m)" ] “ (y -

Remarquons que nous pouvons toujours supposcr les valeurs 5 (o, @)
el 5(o, @), c’est-d-dire 3, et 5, nulles : il suffit pour cela de prendre
comme fonction inconnue, au lieu de 5 clle-méme, la fonction 5 — ¢,
¢ ¢tant la fonction linéaire en y, solution de (e),

P Gk ¥ [V L |-
T 4 q(g—1).
Si, maintenant, nous faisons lendre ¢ vers zéro, il n'y a aucune

difficulté & calculer Ja limite de la derniére intégrale dela formule (8);
d’autre part, les parlies infinies se détruisent et il vient

21\ 03
(9) //'/l(r/>—~ 0,¥)

Js (0,n)
) s N v
":_’// '),‘_Td'/l -4—] E’/"’u,ydc’ﬂ-(u,g:_,,fﬁ/_'\)d,,
a — ):/. ABN ()Q Jé

(r
I est facile d’obtenir une formule ne contenant pas les valeurs
de % sur BN. En cffet, on peat déterminer o (s, y) telle que la fonction
Jdx ]

, JU
“'(i-’ﬂtj’):‘/ l[E, 5 X(s), 5] o(s, y)ds,
n
solution de I'équation adjointe nulle sur PN ct sur AP, prenne sur BN
la méme valeur que u, : il suftit de résoudre une équation intégrale
(voir § 66). Par suite, en utilisant dans les calculs précédents Ja fonc-
tion &, — w au licu de «,, on trouve une relation de la forme

(10) f/”F( ),)L( 1))
Vo (0,7)

:_,,/ 2 tn— [ 5 0mi ) 5(0,) dn - F (),
(y =y
Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. 1I, 1914. 16
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F(y) étant une fonction connuc, renfermant les données sur ABC.
Une méthode toute semblable appliquée au contour AA’B'C' nous
donne une relation analogue :

(10") ( )()w(o ¥)

1)

Les valeurs des deux dérivées premicres de s et 5 devanl coincider
sur Oy, les premiers membres des formules (10) et (10") sont iden-
liques et, en égalant les seconds membres ct posant

(0, )tlr)—j 0‘;( 0,0;y)3(0,n)dn+F(y).

b

—_ 0)7

33()
SJ d’ (0,5, y)ds pour n<y
qj(y’ [j(yu")':o]’

'f d(;£ (0,81 ¥)ds pour n>y

il vient facilement, aprés une intégration par parties,

(11) f léf() )Y 4 ————

@ élant une fonction connue (¢® =1 — F,). Cette équalion est une
équation de I'redholm de premicre espice : la partie § du noyau est
continue quand y et v appartiennent & 'intervalle (a, a') ct la partie
infinie change de signe quand % traverse la valeur y. Quanta @, si
nous voulons que cetle fonction soit continue aux bornes, il faudra

]wn)rfn-d’(y) o=, m),
(y =7

ds as' . s .. .
supposer que == et —— extsient en A et A’ afin qu’une intégration par

parties permette de faire dlsparaltre le pole qui s’introduit pour
B
y = a ety = a' dans les intégrales f [formule (8)] et f .
Si ’équation (11) admet une solution, nous en dedulrons aisément

ds ds' oY , .
la valeur commune de 9z ¢t 5= sur Oy par Pune ou l'autre des équa-

tions (10) et (10'); quant & 5, on l'obtiendra par une intégration en
écrivant que cette fonction s’annule en A, et elle sannulera alors cer-
nement en A’: cecirésultera de la somparaison des équations utilisées.
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Maisil nous faut montrer que le noyau de l’équation (11) est fermé.
Si, en effet, il n’en était pas ainsi, 'équation intégrale sans second
membre admettrait une solution continue non nulle; il existerait donc
une solution z,, ré guli¢re a Uintérieur du contour fermé ABCA'B/C/A,

nullesur ABCet A’B'C". Sil'on suppose BC et B'C' tels que % existe

sur ces arcs [ce qui aura lieu s’ils satisfont & la condition (T') § 3,
5, s'annulant sur cux|, on peut écrire, pour le domaine envisagé,

_ J%z, 03, _
o= [ (= Gp) e
A .G . . \2
:—.if xl’zﬁdx———-l‘/ x"sf,(lx——jf(g;‘-’) dx dy.
2 2, Jax

Les trois termes qque nous venons d’écrire, ¢tant négatifs ou nuls, doivent

v I} . 0z .
par conséquent s’évanouir. Donc —== o dans le domaine, 5, = o sur le

bord, et par suite 5,==0. Le noyau est donc bien fermé.
“n appliquant le raisonnement au cas ot les courbes BC, B'C’ s'éloi-

gnent & linfini, on verrait ¢galement que le noyau simple est

1
(y—m)"
Jermé. D’ailleurs, pour démontrer ce point, il suffirait d’utiliser la for-

mule (g) et la formule analogue pour A A’ B’ (Y, sans calculer la fonc-

tion w. De méme la formule (6) montrerait que le noyau :

f——
|y —mnl
est aussi fermé. D’aprés ce que nous avons dit plus haut [§ 63, équa-

tion (1”) et p. 112 en note |, nous pouvons donc énoncer le résultat sui-
vant : les noyaux de la forme D_—ETF (oA, e=*1), 0l ¢
peut ou non changer de signe pour y =1, sont des noyauz fermés
(pour A= ;, il faudrait utiliser I'équation &5 = o et son adjointe).
Le théoréme de M. Picard donne la condition de résolution de

Péquation (11): il y aurait la sans doute un point 4 approfondir.

L’étude du raccordement pour I’équation (e,) & second membre
est tout & fait analogue : la fonction @ seule a changeé.

On peut également se proposer de résoudre le probléme du raccor-
dement pour un contour fermé coupant Oy. Si AB ou A’B’ se ré-
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duisent & un point, un examen spécial est nécessaire : il conviendrait
d’envisager des séries de solutions comme au paragraphe 23,

II. — Cas o la ligne singuliére est caractéristique.

Nous allons donner quelques indications sommaires sur les équa-
tions du type (&) indiqué dans le paragraphe 63.

69. Sorution ronpauentartk. — IEnvisageons tout d’abord I'é¢qua-

£ \
W ramene

tion (¢'), p. 108; le changement de variable y' =

cette équation & la forme ¢z = o, pour p = 1.

La solution fondamentale est donc :
_ =t (-
pel—d — A
UL, 132, y) = ——eee—e vel 7).
€ &
\/ .n/r~l - yb—1

Dans le cas ol1 p =1, celte solulion est

_ (41"-3’;)"

[I:<E‘;Z> .(,' ‘,’3\";5‘
n

L’introduction du nombre ¢ = ==1 a ici une grande importance :
envisageons, en effet, lc cas de p = 1, par exemple, et soient les ¢qua-
tions

|-

._....._*__—

1 0% Ju
— = o,
¥ ox? Jdy

F(s)= — =— — — == 0, Fi(u)=

dont la seconde est 'adjointe de la premiére. Pour I"équation § = o,
le contour portant les données doit étre ouvert vers le haut s'il est
au-dessus de Oy, vers le bas s'il est au-dessous; c’est 'inverse qui a
lieu pour I’équation &, = o, de sorte qu’on peut se proposer de calculer
une solution de &, =o0 de part et d’awtre de Ox, le contour total
portant les données étant fermé et coupant Ox.

Examinons tout d'abord 1’équation §(z) == o et proposons-nous de
voir ce qui se passe quand le contour (C) est limité inférieurement
par Ox. Sinous envisageons les équations §=o et §, = o, la formule
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Jondamentale est ici, pour un point intérieur (fig. 17),

_(.1'-~E)’

el

- s X ds  a@x—E\ d
ayms(z, y) = ()i 1) e TN |sdi+ [ — AL
(cy) n coaf—

<

(C') étant un contour limité inférieurement par une caractéristique
A’ A} voisine de O et d’ordonnée B, et (C,) la partic de ce contour
située au-dessous de la caractéristique d’ordonnée y.

Si @ tend vers zéro, 'ensemble des intégrales qui figurent dans le

Fig. 17.
( P tiry) ’
MI ey, e, M2
i/ yda:
o A, I Gsp, ©

seccond membre conscrve un sens, mais l'intégrale relative &4 AjA}
; . . . ds .

tend vers séro. Ceci suppose, il est vrai, que 5 ¢riste sur le contour.

Mais nous pouvons choisiv un contour intérieur a4 (C) et sur lequel

~

Js . .
55 existera, par exemple un contour rectangulaire m,a, @, m, conte-
v 2 2

. . .. OF

nant le point P, si P est suffisamment voisin de Ox; cependant, "7

peut admettre une diseontinuité en «, et a,, mais I’ensemble des inté-
E . . .,

grales portant sur —— doit avoir un sens, car toutes les autres quantités

qui figurent dans la formule ont une limite quand § tend vers zéro.
On pourrait d'ailleurs, en formant la fonction de Green, faive dispa-
raitre les termes en 0—;, mais, pour ne pas allonger cet exposé, nous

allons supposer que g;; exisle en a, el a, : disons simplement que
cette hypothése n'est nullement indispensable (voir p. 126 en note).

Posons alors 5 = 5"+ 5,3 5 sera nul en ¢, eta, (d'abscisses x, et x,),
si z, désigne la fonction linéaire en , solution de I'équation (¢'), et
coincidant avec les données en «, et a,. Nous trouvons alors, en déri-



126 M. GEVREY.

vant la formule fondamentale appliquée & 3’ ¢t au contour m, a, @, m,,

(=)t

1
95’ h v\" 1 9 sl J35' T — T dn
- —_—— s —_— ~ 0 —_ — — Y
(12) 2\/E0$(x,)’)—* [ (J‘n> dz| ¢ g Y K
I\—
. n

-+ une aulre intégrale relative & a,m,.
Si I % conti d
i Ton suppose 5= continue en @, sur @, m,, on peut prendre y assez
. (}3’ ():a’ \ Y .
petit pour que o= (z,, y) = 5=(i,,0) + {, avec | {| < e. Substituons
dans (12) et remarquons qu'un changement de variable immeédiat
nous donne

=y )2

1
y , —-n—2 ' ’.Z 3
f <J;.l> ¢ }\'ﬂ d"'"'n
0 n N
I
2n-11‘ —_—
Y 21 © _,.1 2 (Il >
:< ) [ e tdi—=_____\___ 2/

&€ — & A (x—x, )1/1:71" '

On déduit de la (ici n = 1,2) que les intégrales portant sur 5" et {

.. , Js’
ont une limite nulle quand y tend vers zéro, ct que 5 tend vers

1 [ 05 a5 NETII /
5 [ﬂ (%1,0) + 5=(%:,0)| = const. i l'intérieur de a,a,; 5'(x,0),
fonction linéaire entre a, et a,, continue et nulle en «, ct ,, est donc

identiquement nulle. Par suite 5 se réduit a z, sur Ox (').

Ce résultat est vrai pour toutes les équations (¢') et nous pouvons

(') On peut aussi démontrer cela, sans utiliser la fonction de Green, en sup-
Js . . .
posant 3:- continue en a, seulement : il suffit d’appliquer la formule fondamen-
z

tale & P et & son symétrique par rapport & m, et de retrancher, pour voir que z’

tend vers zéro avec y. Quant a la fonction de Green, elle permettrait d'avoir 3/

—1 ,0G JdG
sous la forme — 3 i dn : or, pour calculer 75'
2 \/71' may 4 agng

s il suffit de rem-

placer, dans les formules (1’) et (1) du premier Mémoire (p. 466), y —n
; d; {s . X
et y—s par {‘% et .L’_-.?, dn et ds par -_nﬂ et‘?- On constate alors sans difficulté

que ' tend vers zéro, quand P tend vers O, sans avoir d’hypothéses & faire

<
sur ——-

ox
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¢noncer la propriété suivante : si une solution de Uéquation

g_s._g P.()_z.—o
dzr gy =

réguliére d’un certain cété de O, se réduit sur Ox @ une fonction
continue, celle-ci ne peut étre que linéaire.

70. Prosuiyes aux Livmees. — S p est pair, le contour portant
les données pourra traverser Ox : supposons par exemple ¢ =+ 1,
le contour sera alors ouvert vers le haut. Nous pourrons résoudre le
probléme aux limites pour la partie du contour située au-dessous
de Ox. Sur Oz méme, la solution se réduit & une fonction linéaire qui

1] L ' 1 dz 3
se déduit immeédiatement des valeurs connues de s <ou P suivant le

probléme) en A, ct A,. Pour le contour formé par A A, et la partie

de (C) située au-dessus de Oz, nous aurons un nouveau probléme
aux limites. Les valeurs prises par la solution au-dessus de Ox sont
donc indépendantes des valeurs prises au-dessous; d’ailleurs on se
rend compte sans peine que leur ensemble constitue une solution
réguliére, pourvu que les données constituent une fonction de y déri-
vable en A, et A, (le contour étant supposé non tangent & Ox).

Si p est impair et ¢ = — 1, on pourra constituer une solution régu-
liére & l'intéricur d’une bhande ouverte dans les deux sens, toujours
avec laméme condition en A, et A, : cette solution sera constituée par
’ensemble de deux solutions relatives 4 deux contours accolés sui-
vant Oz; ils peuvent d’ailleurs ne pas rencontrer Ox aux mémes
points, si les valeurs des données et de leurs dérivées en ces points
sont convenablement choisies.

Enfin si p est impair et ¢ = + 1, les deux conlours séparés par Ox
s’ouvrent l’un vers ['autre : leur ensemble peut constituer un contour
Sfermé coupant Ox en A, et A,. On voit alors gu’on pourra résoudre
pour le contour total un véritable probléme de Dirichlet; la valeur
de la solution sur Oz s’obtiendra par interpolation linéaire enlre les
valeurs prises en A, et A,. Ce contour pourra admeltre des tangentes
horizontales aux points le plus haut et le plus bas, d’aprés ce que nous
avons vu dans le Chapitre II.
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Ces reésultats s’étendent & I'équation
- 9*s 0s
(€,) W—E)”’a;:f(x,y)

et & I'équation générale (&) (§ 63, 11). En ce qui concerne (¢)), I'inté-
grale double formée avec la solution fondamentale n’aura de sens
que si f(x, 0) =0, en supposant de plus un certain mode de conti-
nuité, par exemple |f|<Ky* on K|¢y|'-*, pour y voisin de
zéro. Si f(x, 0)=£ 0, on posera 5 =135+ 3,, 5, élant solution de
4284
du?
certain cété de Ox et continue sur Oz, se réduit sur Ox & une
solution de Uéquation

= f(=, 0). En définitive toute solution de (&), réguli¢re d'un

25 s
dz? + a(z, 0)';7;:' +c¢(z,0)5 + f(x,0)=o.
III. — Nature des solutions.

Il est manifeste que, dans toute région non traversée par Oy, les
solutions réguliéres de I’¢quation (e), ¢tudiée dans la section 1, sont
par rapport & I'ensemble (%, y) des fonclions analytiques en z ct
d’espéce 3¢ en y. Cecl résulte de ce que nous avons vu dans le Cha-
pitre ITIL (*). Supposons maintenant que la région envisagée soil Lra-
versée par Oy et étudions la nature de la solution sur Oy.

(1) Voir § £3, pages 4471 et suivantes. Il convient d'ailleurs de modifier légé-
rement la démonstration donnée a cet endroit : elle ne serait rigoureuse que si
()n+1z

W, dont on veut

% contient

I'on avait @ == o, car, si a o0, la dérivée

. . . e . . , . . da .
précisément obtenir la limitation, Par suite, i la dérivée e est d'espéce I

en y, le changement d'inconnue indiqué au paragraphe 17 permet de ramener
'équation (&) a la forme 65=cz + f, ¢ el f élant d’espéce IC en y, et la

. . . . da . .
démonstration s’applique. Mais si oz n’est pas une fonclion 3¢, il faut supposer

. 0"z gn+is
T PURT . .
les limitations de la page 441, ligne 10, élablies pou 3o et 95y el rem-
as 423, du ‘ u

s ] la démonstration, —=2 par ——= et — par ——; ¢
placer, dans la suite de la dé e I 0z dy ' 0z p ():cdy’ e
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(.1, -

g )2 3 ds
7, ! e e . el —— v QY D -
l. Etupe pE L EQUATION It o S O QUAND P EST PAIR. I ROBLEME

pk Caveny. — Examinons d’abord le cas ol p ¢st pair ct figurons un
contour rectangulaire compris dans la région étudiée ct Lraversé
par Oy. Si nous appliquons & ce contour la formule (5), p. 111, nous

obtenons, cn supposant A, A, sur Oz et y =y, (OA =~/ OA, =)

&
e 1Vdg

1

] —+1
(13) 2//1_*/l‘<1—;'/>:(0,y)=f -
— o
Ng

U
"

Y C-_-’I.“f"viT ds 0s A
_+_f —_— - [T)Z(l’ n) — 0 (—la"l)J dn
(y—mn) 7
y lll——-] __.._M_.
+f —e POz, n)+5(~— L,n)] dn.
Cogr—ay

Orceciestune fonction scde y pouro << y =y, carcesintégrales sont
analogues & celles qu'on rencontre dans I'étude de 'équation de la
chaleur ('). Il en résulte que 5 est bicn une fonction % de y dans
loute la région et il suffit de dériver la formule (5) par rapport a =,
avant de I'appliquer 4 un point de I'axe des ), pour démontrer que

dz . .
T est aussi une fonction je.

Nous concluons de la que 5 est analytique en x dans toute la région :
sans doute il serait facile de le constater sur la formule (5), mais nous
allons le voir ici en cherchant & résoudre le probléme de Cauchy pour

Paxe des y. Soit, sur Oy, z(o,y)=10(y) et -do—; (0, ¥) =¢(y).

()II—'rlz ()IL+:?;

d).u—o-l et ()Jz‘d]"’"”

qui conduit a la limitalion commune de Avec cette modifica-

. c e , Ou d*u
tion, la formule (g9) donne une limitation commune & =— et

dy  dzdy
du

sant |« et ’—-—' < [U], ce qui est conforme a I'application que nous en faisons.

»y en suppo-

ox
Je reviendrai d’ailleurs sur ces questions dans un prochain Mémoire, dévelop-
pement de la Note parue aux Comptes rendus du 8 décembre 1913, Dans cette
Note sont définies les fonctions de classe donnée : les fonctions 3 sont les
Jfonctions de classe 2,
(') Nous supposons ici, et dans toul ce (ui va suivre, p entier.

Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. II, 1g14. 17
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Posons
B T T e al-TT: ‘il ST

Portant dans (¢), nous oblenons pour déterminer les s,

5=, H=1, 5,== 0, Cey By == 0,
(p+1)(p+2)3pra= 5, (p+2)(p+3)spa=3),
Sp+e == 0y sees Sap+s— O, (2p +3)(2p =4 1) 32pri== 5 1

(2p +0) (2p 4+ 5)33p45=5ppyy, -

<n posant toujours p + 2 = ¢, nous Lrouvons ainsi

o 1 ko

T =0 g (2 — 1) 2 e (g —1 ) kg Ay’
) ; @y
Shg41 =

G(q+ 1) 2qg(ag +1). kg (kg +1) d*’
Srgen=o0(h=2,3, ..., q—1).

On peut donc écrire

N 1 e x dtl
(14) ~-2u;’~'/f! l(f/~l)(2f/—')---</"f/~')TLYT_I'(I/+')-~-(/-‘I/+!)W._'

k=0
Si 9 et 4 sont des fonctions 3¢y, c’est-a-dire si 'on a

dro

i

et ayk [RG

Iﬂ M (24)!

on voil immédiatement que la séric entiére (14) sera convergente

q*R
pour]x|<(/—_/'—

Réciproquement, toute solution 3, analylique en.z dans le domaine de

1
7 . . .
) : on a donc bien une fonction analytique de .

7

, . o s .
—_— { 2 . « S .
x=o0 ('), se réduit sur Oy, ainsi que 35 & une fonction 3¢ : la

démonstration serait immeédiate. Dans le cas o 'on suppose que ¢
et ¢ sont analytiques, on conslate que 3 est une fonction entiére
enz d’ordre S q (ona|z| e,

Ce qui précéde montre également que la condilion nécessaire et

(') Par exemple, les intégrales de la formule (13) |voir § 48, deuxiéme note] :
ceci constitue un moyen de montrer que ce sont des fonctions JC en y.
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suffisante, pour qieune solution définie d’ un coté de Oy soit prolon-
geable awe dela, est qu’elle prenne sur Oy des valears constituant
une fonction 3¢ (cf. 3 87).

Mais les raisonnements précédents (sauf en ce qui concerne le pro-
bléme de Cauchy) ne s’appliquent plus au cas ol p est impair.

72. Cas ou p st ineair. — Soit 3 une solution réguliére de I'équa-
tion (¢) (p impair) dans une végion & traversée par Oy, A et A’ deux
points sur Oy et dans &, et ot I'on peut supposer 5 nulle; nous allons
montrer que s est une fonction I sur AA’.

n effet, prenons un contour tel que cclui de la figure 16, p. 119,
situé¢ dans la végion & (nous pouvons méme ici supposer que les
arcs BC, B'C’ sonL des segments de droites paralléles a Oy). Si
nous appliquons la formule (9) au contour A’ABC et la formule
analogue au contour AA’B’C’ ¢t si nous égalons les seconds membres,
nous trouvons unc équation de la forme

“0z(0.n) do o
I J 1 F(.
(y—mn)'

F ¢{tant une fonction qui se compose de termes tout 4 fait analogues &
ceux qui figurent dans 'équation (13); c’est donc une fonction 3¢ d&
Cintéricur de Vintervalle (a, a”) (les dérivées cessent d’exister pour
les bornes). Puisque s sannule en A et A, I'équation peut s’éerire

%f _EL‘ZLIL)_I(/.,,:F(;/), Four f i"'(ol"."l‘)T(l"I:]“l(y),

(y — (y—ma)

«a

I, étant une nouvelle fonction 3. Or on peut toujours déterminer une
e e
T T
égale & 5 sur AB, A’C, nulle sar AA’ et analytique en w, y autour
de tout point intérieur & AA’. Envisageons alors la fonction v

fonction ¢(i¢, y) — par exemple une solution de

(l:)) ;(;Z', )) :':f M)Iéln’

o
(y—m=)!
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avec 5, = 5 — ¢ (3, s’annule sur AB, A’C). Nous avons

J9? ) “ o s i) p 00 (2, L
D;g'—x‘l'%:—f [ v;jo)_ ‘(()an n)] an l:(p(m’y)’
a (y-—'[])'l

Nous voyons donc que ¢ est une solution d’une équation (¢,) &
second membre, et cette solution se réduit sur Oy i I¥, (y), c’est-
a-dire 4 une fonction j¢. Or la formule analogue & (9), appliquée &
une équation (e,) 4 second membre d’espice 3¢ en y, montre que,
quand une solution se réduit sur Oy & unc fonction 3¢, il en est de
méme de sa dérivée par rapport & x, le deuxiéme membre de la
formule (9) étant alors une telle fonction. Or, le second membre @
de l’equanon en { est analylique en « et aussi en y autour des points
intérieursa AA’. 1l résulte alors des paragraphes 71 et 73 [solution du
probléme de Cauchy par les formules (14) et (16)] que, {(z, ) et %
prenant sur Oy des valeurs définissant des fonctions 3¢, { sera une
fonciion analyiique de x dans le voisinage de Oy.

Montrons qu'il en sera de méme pour z,. Ainsi nous sommes
ramenés 4 la propriété suivanle : si, dans I'équation (x5), { est une
fonction holomorphe de x dans un certain domaine pour les valeurs
de y comprises entre a et a’, 5, jouit de la méme propriété. Soit, en
effet, une courbe fermée I' tracée dans le domaine de la variable «,

nous aurons
fc(z, 7) d —fdaf 2 g

— )"

Mais le deuxiéme membre peut s’écrire

[ ——-@——j;ﬂ(c,n)d*—-o
(r—mn)!

1
Or (¥ — ) 7 estun noyau ferme : done, quelle que soit T,
/l:sxz,n)dz:o, (anZa’)

et, d'apres la réciproque du théoréme de Cauchy, =, est analytique
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dans les mémes conditions que {. Mais alors, ¢ étant analytique en -
au voisinage dex = o, 5 l'est aussi et par suite (§ 71) se réduit sur Oy
a une fonction 3¢ de ) : nous pouvons donc énoncer le méme théoréme
qu'd la fin du paragraphe 71.

75. Lrove be 1'EQUATION g—”f - :L'/’g—;- = f(x,y). — Envisageons
maintenant l’équation?e,) avec second membre f (z, y) d'espéce 3¢
en y ct supposons d’abord p pair. La solution Z (§ 67) est fonction 3t
en tout point e.ctéricura Oy, car ceci résulte du paragraphe §5. Sur Oy
méme, clle se réduit & une fonction e, car pour « = o nous obtenons,
a un facteur prés, la fonction

1
3

1 _——

‘ ¢ /'u)-_.‘f‘)f(g’ n)(]:' dn’

S, -
"y —al

v

dont les dérivées, par rapport & y, se calculent par la méme méthode
que celle que nous avons déja suivie au paragraphe 83, ce qui permet
aistment de voir que cette fonction est d’espéce 3¢ ().

Nous pouvons ¢galement nous proposer, p étant cette fois un entier
positif quelconque, de calculer la solution de '¢quation qui s’annule
sur Oy, ainsi que sa dérivée par rappor! a x. Supposons tout
d’abord que f soit, ainsi que =, développable par la formule de Mac
Laurin

S=fot+fix+ frxt+. ..,

les / é1ant fonctions de y. Le procédé d’identification déja suivi dans
le paragraphe 71 nous donne ici, en posant toujours p + 2 = ¢,

Sy=%1=0, 25,= [}, R g(7 + V3p=Sy—1,
(‘/+')(f/+2)‘3r/+2:5l~3+ft/a sy
(7\9 +h +l)()\q+h +2):).1/-0-/14-2=;§A,/+l,‘+‘ﬁ.4/+h (/l:O, I ooy (/_')'

Si nous explicitons les = en fonction des f et si nous réunissons dans
la série les termes contenant les dérivées d’ordre A des fonctions f

(1) 1 pourrait se faire que, 5 étant une fonctien ¥y, R tende vers zéro, puis
éprouve une discontinuité pour 2= o. Cela n’est pas, comme nous le verrons
par la suite.
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par rapport & y, il vient

Vi
t2.(g+n0)(g+2)...(hg-+1)(Ay -+ 2)

'Tft()')
2.3...(Ag+2)(hg +3)

xhg+2

-+

21
+
q(g+1).. (7\+|)//|(7\+|)(/+||
" fi0
* (r+10)(r+2)... (A +r-1)(hg +r -+ 2)

Nous avons d’ailleurs.

S =

97+ f(o, ¥).
rlodzrdyt

)

de sorte que le terme envisagé peut s’écrire, » variant de o & »,

2hg+2 Z o .’l‘"f,‘.")

ghet r!<r+|>< I'+l>( r+1>. ( ra\ (re2 A2
" 7 P+ p 2—}--——(/ 2+ 7 > 7 >..(\/,-}_ 7 )

I
e 22?,_./;)‘) < 2D 0() 1‘< 2)P( 1)
= 02 ) 3142 B N PY
g | i l<l.+l~i—,+') 1(7.+|—+- )
i \ q

/

[.es deux derniers facteurs sont B (fiq“—’, A+ 1> B ('—%-’-, A+ :>

et notre terme s’écrit, en explicitant les B,
( L)
(l——?)(l—l x9 [ 1——1[72/—1 xS g7 ’) ()"'/f(o ')’
7t |;\|‘z 2 1 da” dyh

La somme 2 (r variant de o 4 ) est un développement de Taylor
.

et, sommant par rapport i A, nous trouvons en définitive

2 1 At e . ) 1 1,32
Zo: f—;f f E [(l .‘>((lz t)-T’_l' |*,1||_ s lt'/ ' dl <0t/ A )_)_dsdl
9 J, Jy =L q . . )y




EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU TYPE PARABOLIQUE. 135

EN7 g\7
et, en posant/ = (—r-) ) § = 7))’
: ; TN '(.v"-—':ﬁ”)(':ﬁ”—'&"’)]"'d’f( ) g
(16) Z, ::U[ (l:,/o 2‘ E PZED Dy
3 .
ou encore, par un changement dans I'ordre d'intégration,

" ())f(C‘» 7) - »
> 1o = — =i oy (2, ¢) e,
(16') 0= Z o e D

en posant
(w1 — g1 @1— )|
@/(L,C)-‘ |)\‘l / [ ,,”1 dvl.
Sous cette forme, la solution est facile & vérilier : on trouve en effet

d / PP f(z, y)_'_f zd“‘f & 1)(’%:};& 4)(,

()[40 01+l /( p
()_y _/ 2- dyri1 co,(.t £)dz;

d’ott
dJ*/., d/An_ﬁ S (P o, d’“f &) .
(17) 73—7* /)V =/ }’)‘*‘f > \ dx: — &t ‘?).) dy+t de.
Il suffit donc de vérifier que
0'2 -
o 201 ot

Au lieu d’établir directement l'identité (18), supposons que nous
ayons vérifié les A identités précédentes et prenons £ = x* y**, n étant
un nombre entier positif quelconque : les calculs que nous avons
faits formellement sont alors certainement valables et la solution est
bien représentée par la formule (16), quel que soil ~. Il en résulte
que, d’aprés la formule (17), on a certainement, tous les autres
termes de I'intégrale du second membre étant nuls par hypothése,

(i LI
{(h+1) !/ (d—;;:‘ — xq‘zclo)\) tndé = o,
A !

pour » entier et positif. Or la parenthése est un polynome homogéne et
de degré (A +1)g —1enx et, de la forme E Ay x™E¥, de sorte qu'on
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aura en intégrant

-
2 A'[L xmauﬁ nelf — ‘l;().4-l)q+lL2 /\l" =o,
A - Pt n 41

quel que soit n enticr ct posilif, ct par suite quel que soit n. Ceci
exige (& cause des poles) que tous les coefficients A, soient nuls, c’est-
D)+1
dz?
au cas de A = o, la relation est démontrée quel que soit .
Avec la formule (16) ou (16'), nous n’avons plus d’hypothése
a faire sur la nature de f relativement & la variable 2. Nous voyons
sans péine que, st f est une fonction Je, en y pour |z | < p, la séric
sera convergente pour {2 | inférieur au plus petit des deux nombres ¢

a-dire que — 27*gy=0. Ce raisonnement s’appliquant aussi

TR\ ., ) o . ,
et (7—4—-) et la solution Z, sera elle-méme une fonction 3¢ : il suffirait

de reproduire ici un calcul analogue & celui que nous avons déja
fait (§ 88). Pareillement, cette formule donne le moyen de déter-
miner par approximations successives la solution du probléme de
Caucliy pour I'équation

g—é —x":;—;,zaz;—; +cs+f,
quand les données, supposées d’espéce e, sont portées par un scgment
de Oy. 1l suffit de ramener ces données & zéro, absolument comme
nous 'avons déja fait plus haut (§ 86). En ce qui concerne 1'équa-
tion (e, ), la solution du prohléme de Cauchy s’obtient cn ajoutant les
formules (14) et (16) : elle est analytique en z si f 'est.

Ce que nous venons de faire ne préjuge rien sur la nature da nombre
entier positif p. Comme nous avons trouvé une solution de l'équa-
tion (e,) qui est une fonction ¢, il en résulte que toutes les solutions
réguliéres sont de celle nature, quel que soit le nombre entier
positif p, puisque cette propriété est vraie pour I'équation (¢ ).

74. Enxoxcr bE QUELQUES RESULtATS. -~ Les calculs précédents et le
probléme du raccordement, que nous traiterons dans le paragraphe 79,
nous fournissent les éléments nécessaires a la démonstration des pro-
priétés suivantes, que je me borne 4 énoncer. Ltant donnée I'équa-
tion (), ot p est entier, et une solution 5, réguliére dans une région &
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pouvant étre traversée par Oy : 1°si les coefficients sont dans la
région A ou bien analytiques en x, ou bien d’espéce 3¢ en y, 5 sera ou
bien analytique en ., ou bien d’espéce 7 en y; 2°si les coefficients
sont analytiques en y et si s prend sur deux segments C,, C,, paral-
leles & Oy, une succession de valeurs analytiques en y, z sera analy-
tique en y, sur tout segment de caractéristique limité par G, et C,.
Méme théoréme pour P'analyticité en z et ¥, C, et C, pouvant alors
¢élre des arcs analytiques; 3° quand les coefficients sont d’espéce
en y, la condition nécessaire et suffisante pour que s soit prolongeable
au deld de Oy est que 5 (o, y) soit d'espéce 3¢ en y.

11 serait facile de déduire de la des propriéiés relatives 4 I'équation
générale, dans laquelle / peut s’annuler le long de courbes 2 = ¢ (i)
quelconques (pour ce qui concerne I’analyticité en «), ou d’espéce 3¢
(pour ce qui concerne I'espéce 3¢ et pour le prolongement en ), ou
analytiques (pour ce qui concerne 'analyticité en z et y).

Nous n’avons pas parlé jusqu’ici des solutions des équations (7).
Remarquons que les solutions régulicres de I'équation (') ne sont
pas en geéncral des fonctions 3¢ pour les points situés sur Ouw.
Cependant, si 5 est une fonction % en deux points A, A, de O,
cette solution sera une fonction ¥ dans la région commune au
domaine, ot 3 est régulitre, et & la bande comprise entre les paral-
Ieles & Oy menées par les deux points A, et A,.

Des remarques analogues s’appliquent & l'équation (/). Pour
cette équation, d'ailleurs, les théortmes relatifs & I'analyticit¢ par
rapport & « ou y subsistent sans modifications.

CHAPITRE V.

LA SOLUTION FONDAMENTALE ET SES APPLICATIONS,

I. — Equations du type normal,
Etant donnée I'équation (E) (p. 105) avec f = o, c’est-a-dire

9%z Js Jds
ol — — — ~ —
')‘r._,-.‘—adx—i—bdy—i—c-_—o (b<o),

M. Hadamard a formé sa solution fondamentale (Comptes rendus,

" Journ. de Math. (6* série), tome X. — Fasc. II, 1414, 18
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1" mai 1g11) en ramenant cette équation a la forme (voir § 17)

0%s 3
-dx—z-—(-j;vcz.

Outre les hypothéses de dérivabilité que ceci exige, le procédé de
réduction est spécial au cas de deux variables ('). Nous allons faire
’extension de la méthode de M. Hadamard au cas général.

73. SOLUTION FONDAMENTALE DE L'EQUATION A DEUX VARIABLES. — Remar-
quons tout d’abord que, 'équation (E) étant donnée, la solution
fondamentale que nous devons utiliser est celle defl’équation adjointe.
Nous aurons donc, en supposant () mise sous la forme normale
(§ 17), les deux équations
-()—2—5—2&+a—0i+cz + f=o.
dz?  Jdy ox
Pu  Ju  dau
oz 9y ox

F(s) =

Fi(u)= -+ cu == 0.

Envisageons ces équations dans une région &, ol leurs coefficients
sont supposés continus, et admettons, pour plus de simplicité (hypo-
thése nullement indispensable), que & soit définie par x,Zx<x,,
v,Sy<y,. Pour former la solution fondamentale U (%, n; #, ¥), solu-
tion de ¢, = o en %, v, nous allons suivre 'ingénieuse méthode indi-
quée par M. Hadamard. Opérant par approzimalions successives,
nous poserons

. (r=%)1

UO(E’ n; . }') = ——-——-—,_y____.ne—‘&.r~'ﬁ)

et d’une facon générale, & partirde n =1 (*),

’

(s—%»

1 Y ry da(S,l)U,,_4(s,t;x,y) I o
Un(&,n; 2, -_'-—'—"',-f d‘f [" . +cU,,_] e s,
(E ny & J’) o/ N s ()S 1 \/[.__.n

les points P(z, ) et TI(§, 1) étant situés dans & et tels que n <y.

(*) Mais il va sans dire qu’il sera avantageux de I’employer chaque fois que la
chose sera possible.

(?) Ceci revient en somme a considérer la solution fondamentale cherchée U
comme solution d’une équation intégrale qui s’écrit immédialement,
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Or nous pouvons écrire, en désignant par m,, m, des points variables
d’abscisses x,, x, el m un point du domaine d'intégration,

WY
Un= == [ a(m) Upey(mi, P) Ug(H m) dt
2y y )

— —-—':f a(my) U,y (my, P)YUg(H, m,y)dt
2y,

~l~—-—/ (lt/ { 0U U, (1, m) “+c(m)Uy(, m) n—1(m,P)ds.
"\/T ; o5

Le terme U, (que le leclteur est pri¢ d’écrire) est bien défini
uand P ct 1T sont distincts et, si « = &, il tend vers zéro avec y — .
Il s’agit de voir comment se comporte ce terme quand « — & et y — )
lendent simullanement vers zéro. Soit |a| << A, |¢| < C : les inté-
grales simples restent finies; la partie qui contient ¢ ne présente
aucune difficulté car elle est limitée par

U, (9 L, 1) _ —
(// dsdt < (K)WVy —n,

d’upl:és les formules (23") et (24'), § 8 (intégrales [',,,,).; enfin la partie
de l'intégrale double portant sur ¢ admet comme limitation

N R P R
o dt/ | ' £l ~e =10 gs,
aymJy x (y—t)2(L—mn)?

intégrale toujours finie, d’aprés les mémes formules.
U, est donc toujoursﬁni et par suite U,, qui se compose d’intégrales
des types 3, (§ 2), I o) I,, portant sur des fonctions bornées, est une

fonction continue dans & et tend vers zéro avec y — 1. De méme pour
les termes suivants, et il résulte de ce que nous avons vu, dans le
Chapitre II, que les approximations convergent et que la série
U=U,+ U, +U,+ ... représente une solution de 'équation ¢, = o,
en supposani bien cntendu que les coefficients satisfassent aux
conditions (A) (§ 9). Nous pouvons donc mettre U sous la forme
U=U,+V, V étant une fonction hornée pour tous les poinis P
et I de &, méme voisins, continue el lendant vers ce'ro avec y — 1,
sauf pour £ = . Si donc on intégre | V| par rapport a &, Vintégrale
s'annule avec yy — v, méme si 'intervalle contient la valeur x.
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76. APPLICATION AUX PROBLEMES AUX LIMITES. — lStant données les
équations § = o et §, = o, appliquons la formule de Ricmann a l'inté-
grale

| [1udtzm— s AUy dida

et au domaine limité par un contour (C) et la caractéristique M| M,
et situé¢ dans & (voir fig. 1, § 1 ou fig. 15, p. 110). Il vient

(1) f Us dg_f ( % _ ‘f}f+au )dv;+U dc+/fod¢m,
W} WA, A M
M,
Us dz_._f U.,.dg+f Vsdi
' o

Quand M, M, tend vers M, M,, la derniére intégrale tend vers zéro,
comme nous l’avons déja dit. Donc (§ 1), la limite du premier membre
de (1) est 2y 5 (1, ¥) \/Ez(w,y) ou zéro suivant que M est &
'intérieur de (C), sur (C) ou a 'extérieur de (C). D’ot la formule

\/_

Vr >..(.t y)~—ff ( > udU—}—aU)d/H—U dc-i-/foa’uln
©)

(C,) et S, désignant les portions de (C) et de S situées au-dessous de la
caractéristique d’ordonnée y. Dés lors, siI'on forme par la méthode des
approximations successives une fonction H, solution de §, = o en &, 7,
égale & U(%, 9; z,y) sur C, ct C, et nulle sur M,M,, la fonction
G = U — H sera une fonction de Green relativement au contour (C).

En appliquant la formule dec Riemann a cette fonction, il vient,
pour un point (z, y) intérieur,

zﬁ:(x,y):/—z%—?dn%—Gsdé +fij'd'{dv,.
(€y) = 8y

Il resterait & vérifier cette solulion, car ceci nous montre simplement
que, si la solution prenant sur (C) des valeurs données existe, elle est
donnée par cette formule. Mais nous savons par ailleurs que cette
solution existe, quand a, c, f satisfont aux conditions (A). Par suite,
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la formule que nous venons de trouver représente bien la solution
, . . . i * , ,
cherchée. En particulier, la fonction —T_f/Gfdgdn représente la

2VT Sy

solution de ¥ = o, nulle au bord (').

Il est & remarquer que cette méthode exige deux opérations :
1° Calcul de la solution fondamentale, indépendant du contour;
2* Caleul de la fonction de Green pour un contour donné, indé-
pendant des données. Ce dernier calcul sc fait par les méthodes du
Chapitre 11 et exige le calcul de la fonction de Green pour ¢5 = o et
la résolution d’unc ¢quation intégrale.

D’autre part, la méthode employée plus haut au paragraphe 22
n’exige qu'un calcul analoguc au deuxiéme calcul que nous venons
d’indiquer, mais ce calcul »aric avec les données. 11 peut donc y
avoir avantage, suivant les cas, & employer I'une ou I'autre méthode.

77. SOLUTION FONDAMENTALE DES EQUATIONS A PLUS DE DEUX VARIABLES.
— Le procédé que nous avons suivi pour former la solution fonda-
mentale réussit également dans le cas ot le nombre des variables est
supérieur a deuzx. Envisageons, par excmple, dans le cas de (rois
variables, les deux équations

3(3) B A P R +ou+ f=
T =S T g T 9y T M on T ® U, S =0
= e e du  dau da,u

“+ —_——— —

()l‘l" -+ ()Lé ())’ o ()Tz- -+ cu — 0.

Fy(u) =
Supposons que la région &, oit nous voulons former la solution, soit
située & l'intérieur d’une surface X, ouverte vers les y positifs et
négatifs (par exemple un cylindre) et soient ¥, , la portion de £ com-
prise entre les plans caractéristiques de cote y et v, V, , le volume
limité par ces plans et par X, ,. Nous effectuerons alors les opérations

(') Moyennant des hypothéses trés simples sur la nature des coefficients de
'équation a l'infini, on peut former une solution fondamentale valable dans
tout le plan, ce qui permettra d’obtenir la solution prenant des valeurs données
sur une caractéristique donnée.

Au sujet de la fonction de Green, remarquons enfin que la formule de
Riemann nous donnerait aisément une relation d’échange entre la fonction de
Green de I'équation et celle de son adjointe.



142 M. GEVREY.

suivantes :
. =it ()

y“__.ne TG :l.z'n(“yl))-u\

— da,(m)U,_ (m,P)|  0a,C,_, : )
U ",' ff;/v‘ [ 0.5'1 - dSﬂ +CU'L"1_ UO(]l’m)d'zmy

m étant le point (s, $,, ¢) et /0, I'élément de volume corres-
pondant.

Le méme procédé quinous a servi dans le plan nous donne une inté-
grale double étenduc & la surface X, , el une intégrale triple

U u U
/”_fff‘ [,(m) o "‘)+ R U-IU,,_.‘(m,l’)c{Q,,,.

Si nous portons notre altention sur le premier terme U, nous
voyons tout d’abord que nous pouvons supposer, pour l’objet que
nous avons en vue, que les points P et II ne sont pas tous deux sur X, ,
et alors 'intégrale de surface, qu’il est inutile d’¢crire, est comparable
a une intégraleI, , (§ 8) et reste finie : elle tend vers zéro avec y —.

Appelons J, Pintégrale triple (2), lorsque n =1, et posons

Us (&, Ny Ty Ty YY) =

d'ol (&) — &)+ (xy— &) =1, (br— 51 )+ (La—s2)* =%,
ou -
(53— @)+ (S0— Z0)? % (r — p)P

oo .
Remarquant que |3, — s,|

|al|<A|7|a2|<Ag,ic|<(:,

Z,—s.| sont g, on a donc, si

Hi<

O I oy e
\) - e WI=n) =0 dQ,,
t—n)~ t-—T._,V-[

L’emploi de coordonnées semi-polaires d'origine Il nous donne

: S o2 —_ll'—-p"

Or, p et 0 étant des nombres positifs, avec o< H <1, el & une
variable Zo, on peut écrire «?¢=* < (K)e-%("). Par suite, en appli-

(") En effet I'expression o e=(1=0% reste finie quel que soit o > o.
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quant cette remarque & la premiére exponentielle, il vient

Al PRI (]Pl “._915
IJ||<(K)f dt <A,+A2+C)/ ¢~ T=m T Ty =11 dlp,
n Yy —tWi—n\Vt—u 0
(K)

A,+}\9 . .
2 + C < —=L., et si nous partageons le
Viea <\/t-'n, P 8

domaine d’intégration en quatre parlies par les droites 5 =
y+n
2

Or on a évidemment

r
- et
2

t= » nous obtenons quatre intégrales analogues, dont l'une

est (')

Y+

s

Yo

IR
iy - 2
_—‘n

2 ,] + Opt , _ 2
f f <(l\) L————f __(li_. e"o(/——-‘ll-(lp< ___('_1-\__)=(, Wiy ="t
n ? Y i ‘—n'n \/‘y—'ﬂ

et les trois autres admettent la méme limitation. En définitive

On déduit de la que U, reste fini quelle que soit la position des
points P et IT, et tous les autres termes sont continus ct tendent vers
zéro avec y — 1, méme si z —% tend vers zéro. De plus, la série
U,+ U,+ U,~+ ... converge el représente donc une solution U de
I'équation adjointe, ‘qu’on peut mettre sous la forme U=U,+V,

V étant une fonction telle que l'intégrale / f [V |de dn tende vers
L
séro avec y — 1, quel que soit le domaine d’intégration D : ceci

résulte de la limitation de U,. On en déduit immédiatement la for-
mule fondamentale relative 4 une solution de 1’équation §(z) == o.

Si nous appliquons 4 Vintégrale [ [ [ [ug(z)— 34,(1)|dQ la
.. . "Y

marche suivie au paragraphe 33, en remplacant u par U et tenant
compte de la propriété de V, il vient, pour un point P(z,, «,,y)

(') En remarquant que, dans le domaine d'intégration que nous allons envi-

sager, on a r-—p>~ eten utilisant les propriétés des intégrales I,, (§ 8).
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intérieur 4 (S) et avec les notations du paragraphe 35,

3 (2. :L,,y)._.—ff (U(—),i—— :’U—i—a,U:) dE, d

-}-(U(—);—UQE-E—U Us \)clntl — Usdi, dz,
Jz 7

+f//U/‘(_,,¢,, n) déy dzy dn

‘ I‘)_‘___ oU 158 da
f ; o an +[a,cos(n, v ) +a,cos{n.a,)]Usidadn

+jj Us di, d, +/fof(_,._,, ydz, dzs i,

les intégrales de surface étant prises sur le coLé intérieur.

Si la section inférieure S, ne se réduit pas & un point, nous pourrons
calculer une forction de Green, qui nous donnera la solution sous la
forme

s{x, xg, y)-ff Iadn—&—f fG,d,,(/,,-*—[/ G/'(l ydzo .

Si I'on avait applique la formule fondamentale & un point situé
sur £ ou extérieur, on aurait trouvé comme facteur dans le premier
membre 27 ou o.

II. — Equations singuliéres.

Le calcul de la solution fondamentale, lorsque la ligne singuliére
est une caractéristique, Oz par exemple, présente peu de difficulté,
méme dans une région contenant cette ligne comme frontiére ou & son
intérieur. Nous nous occuperons seulement des équations (&) et,
pour simplifier les calculs, nous supposerons ici que nous ayons
ramen¢, par un changement d’inconnue, les équations & la forme

<

5 Jds d2u du
m—x/’;;-;—czﬁ—f:o, v,(u)~d——2+x -— +cu=o0.

Il

78. CaLcuL b L SOLUTION FONDAMENTALE. — Dans le calcul qui va
suivre, nous supposerons le domaine donné quelconque si p est pair;
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si p est impair, ce domaine sera situé tout entier d’'un méme cété
de Oy et pourra admettre cette droite comme frontiére.

Envisageons la fonction U du paragraphe 64, et posons [A et
B ayant les valeurs données par la formule (4) de la page 111}

3y U,=0, U= c(s, ) U(E,n;s, ) Oo(s, Ly, y)dsde. ..,

Sy

U_/lszi c(s,t)U(Z-;,n;s,t)U,,_,(s,t;.ry)dsdt,
S)’V)

S, étant la région du domaine donné limitée par les caracté-
ristiques d’ordonnée y et . Tous ces termes tendent vers zéro

avec y — 1), si 5= £. Etudions U, : il résulte de ce que nous avons vu
dans le paragraphe 67, qu’on peut écrire

e b Qi lEe
[UI<(K)(y—=m) e o0r=m (g=2r=p+2);

si donc la région S, , est finie, on voit que U, est de I'ordre de

(y — n)ﬂ+J au plus. On peut donner une limitation plus précise.
Désignons, en effet, par P’, II' les points symétriques de P (w,y)
et II(%,n) par rapport & Oy, au cas ol ces points appartiennent au
domaine d’intégration : supposons = et £ positifs, c’est-a-dire, en
somme, appelons P et Il ceux des quatre points qui sont a droite
de Oy. Menons les paralléles 4 Oy équidistantes de P et I, P’ et IT" :
avec Oy, elles partagent le domaine d’intégration en quatre régions.
Soit R celle qui est le plus & droite et supposons qu'elle con-
tienne P (z,y) : U'intégrale correspondante sera limitée par

(§F—.rT)8

_ (ar—Ery? ¥y 0
(Kye ) == / dt 1f e 7r—11 g,
o/ 1-=Jy 3
" [(y—8(—m) 17=

Opérant comme pour P'intégrale J (p. 116), il nous suffira d’envi-
sager la partie de R oul'on a sZ et d’y poser

) st— " =qgo\Jy —¢ (s20)
et par suite
1

! v
ldsdt) =2y =1 (2" +qoy5 =) ' |dode|< (K) L= doar).
|-

c 9
Journ. de Math. (6 série), tome X. — Fasc. II, 1914. 19
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L’intégrale correspondante admet donc comme limitation

arbr )3 far—§ra

IS R it ik Y —(L
(Kye VT f a < (K) e Y T
-2 —_ -
! (y—-t)l '/(L—'{;)1 q (y—mn) ¥

et les autres intégrales se limitent de la méme fagon (ici le domaine
d’intégration peut étre une bande indéfinie, ¢ restant fini).

Or ceci reste fini si p =1, ou si p est <1 et alors non entier;
si p> 1, la singularité pour x=£§, y = est d’ordre moins élevé
que dans le terme précédent et, en poursuivant la série d’approxi-
mations, on arrive & des termes finis el conlinus constituant une
série convergente U. Ici encore nous pouvons écrire U=TU +V,

I'intégrale f "I V| dk tendant vers zéro avec y — v. Dot la formule
fondamenléz’le M

z(x,y) = . <ﬁg—g - z%%) dn +Er Uz dE +jm‘/s;ﬁfd£ dn.

79. APPLICATION AU PROBLEME DU RACCORDEMENT. — Ktant données
les deux équations § = o et §, = o, dans lesquelles nous supposons p
impair, on peut se proposer de traiter pour une solution de I’¢quation
§ = o le probléme du raccordement, traité dans le paragraphe 68 dans
le cas o c==0. Nous allons indiquer briévement comment on peut
résoudre cette question.

Si I'on veut employer la premiére méthode indiquée au para-
graphe 68, nous effectuerons les approximations (3) du paragraphe 78
en partant de U, = u,[u, étant la fonction définie par la formule (6'),
p- 120] et en remplagant U par U,, second terme de la solution fonda-
mentale U. Nous obtiendrons ainsi une solution fondamentale particu-
Iy
08
alors la formule de Riemann & D'intégrale ff[ﬁﬁ(z) — z¢,(u,)|dS

et au domaine ABNP (fig.16), ce qui nous donnera une formule ana-
logue 4 la formule (6), dans laquelle nous pourrons faire disparattre

soit nulle pour £ = o. Nous appliquerons

liere u,(§,7;y), telle que

() Tout ceci s’applique aussi aux équations (1’) du paragraphe 63.



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU TYPE PARABOLIQUE. 147

ds
. % . : . o
fonction auxiliaire. Nous obtiendrons, en définitive, une équation

le terme en 55, dans l'intégrale relative & BN, par l'emploi d’une

- J5
intégrale en — (o0, 7).
g dE( y 1)
Si, au contraire, nous voulons employer la deuxi¢éme méthode,
T Jds . .
c'est-a-dire calculcrd—y-(o,y), nous partirons, dans les approxima-

tions (3) du paragraphe 78, de U, = u, [formule (7), p. 120] et nous
remplacerons U par U,, premier terme de U. Nous formerons ainsi
la solution u, de I’adjointe, nulle pour £ = o, et nous pourrons ensuite
appliquer la formule de Riemann au domaine ABnp ; mais alors il fau-
dra porterson attention sur la transformation de l'intégrale en z(0,7):

rye P . .« 1 N
'élément différentiel sera encore ici de I'ordre de ———— . Aprés
1+ =
(y—m) 7
» sur BN, nous arriverons encore a une

9

. . . ’ s . 19t .
équation intégrale en I (0, 1), analogue & I'équation (11).

avoir éliminé le terme en

Pour démontrer que le noyau est ferm¢, nous utiliserons l'intégrale
(étendue au domaine limité par C’BCB’)

2. z \
ff;(,(%% —-x/’(())—;l+czo>dxd)'
:ff[-—(-d—ﬁ)!—i—czg]dxdy——if xfz} dx = o,
dz 2Jacwnc

3, €tant une solution réguliére de 1’équation

0’z ds

9 x 7}; + ¢5=0,
nulle sur ABC, A'B’C’. Mais ici, pour pouvoir tenir le méme raison-
nement que dans le paragraphe 68 et montrer que z, est identiquement
nulle, nous sommes obligés de faire I'hypothése que ¢ est négatif ou
nul. On peut cependant supposer ¢ de signe quelconque, a condition
que le contour n’ait pas une trop grande largeur, en utilisant le méme
artifice que dans le type elliptique (voir Picaro, Aralyse, 2¢ édition,
t. II, p. 24). Le noyau sera fermé pour tout contour tel que la somme

des valeurs maxima de PN et de PN’ (fig. 16) soit inférieure a —%,

C étant le maximum de | c|.
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1. Observations sur le Chapitre 1V. — les problémes traités dans les
Sections I et III de ce Chapitre (formule fondamentale, probléme du raccor-
dement, probléme de Cauchy) deviennent des problémes relatifs a I'équation de

0%z 3 , s 3
la chaleur ds = oy g;; = o, quand I'exposant p a la valeur zéro, c’est-a-dire
quand ¢ = 2. Il est facile de vérifier que les formules générales se réduisent
bien, pour ¢ = 2, & celles qui figurent dans les Chapitres précédents.

Envisageons, par exemple, la solution fondamentale U de la page 109: on
conslate aisément que ' [\/@[, (0)+1 (6)] =0, d'ou il résulte que, si A

2

N (a—E

et B ont les valeurs (4) [p. 111], U se réduit & [4n(y —m)] 2e *U-1 et par
suite la formule (5) devient la formule fondamentale (a) du paragraphe 1.
De méme, dans la solution (16) ou (16’) du probléme de Cauchy [p.135],

-1
2

. 0
faisons ¢ = 2. En remarquant que ¢ et T)% s'annulent pour z—=¢, la for-

mule (18) montre immédiatement par voie de récurrence que, pour g =2,

(z — E)z).—«-l R L. ; |
oz E) = Giaol et 'on retrouve ainsi la formule (12) (§ 55).
II. Observations sur le Chapitre V. — Dans la formation de la solution

fondamentale U, pour I’espace par exemple (p. 142), le terme U, se décompose
en une inltégrale double et une intégrale triple. On peut également supposer
que U, soit représenté par l'intégrale triple seule, car la décomposition
inverse montre que la solution U= XU, ainsi formée est bien solution de
i (u)=o0 (p. 141).

Indiquons ici également un procédé de limitation plus précis que celui que
nous avons utilisé p. 139 et 143. Plagons-nous dans le cas de I'espace et posons
p= Ar,t —4= (¥ —m): on constate alors que

Pz (p—")2 _ 72 [ ()‘___ }1)2] _ r2 R
4(t—n)+4(y—t)_/|(y—n) H"p(l—-#) 4(y~m+v'

En prenant comme variables d'intégration p et v dans la derniére intégrale de

la page 142, on arrive aisément a la limitation (a, B, y étant des nombres
positifs)

6’. 7,.2
i (s e+ )

et 'on opérerait de méme pour U,.

En appliquant cette méthode a Véquation du—+cu=o, on constate que
U=U,elithnmnn -1 avec |H| <G, C étant le maximum de | ¢|; si I’on rem-
place H par G, on obtient la solution fondamentale de du + Cu=o.

—————D P E———



