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ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU TYPE PARABOLIQUE. Ιθ5 

Sur les équations aux dérivées partielles du type 

/■ v ·'···' jiàrnùolique (suite ) ; 

PAU MÂURICE GEVREV. 

CHAPITRE IV. 

ÉQUATIONS SINGULIÈRES. 

Etant donnée l'équation 

(L) Λ? +ate + bùï+c*+f-0' 

nous avons supposé jusqu'ici (1 ) que, dans la région ta où nous l'envi-
sagions, le coefficient b gatdait un signe constant sans s'annuler et 
restait d'ailleurs fini. Étudions maintenant le cas où b s'annule danstK 
le long d'une ligne L, dont nous pourrons préciser plus tard la 
nature; pour le moment, supposons que L n'admette pas de tangente 
caractéristique, à moins d'être elle-même caractéristique : nous 
aurons donc à examiner deux genres d'équations, que nous appelons 
équations singulières. 

05. RÉDUCTION Λ UNE FORME CANONIQUE. — D'après ce que nous venons 
de dire, il y a deux cas à envisager. 

I. L n'est ni caractéristique ni tangente à une caractéristique. — 

(') Voir, pour les Chapitres I, II et III (§ 1 à 62), le Journal de Mathéma-
tiques de 1913. Le lecteur est prié de se reporter à ce premier Mémoire pour 
les notations s'il y a lieu et, d'une façon générale, pour tout ce qui concerne 
les paragraphes 1 à 62. Voir dans l'Introduction p. 313 ce qui a rapport aux 
Chapitres IV et V. 

Joum. de Math. (6e série), tome X.— Fasc. II, igi4· '4 



ΐοβ M. GEVREY. 

Supposons que L ne soit coupée qu'en un point par les caractéristiques, 
et soit χ = <p (y) son équation. Nous prenons le coefficient b sous la 
forme 
(i) — cp(.x)]''B(.t·, y), 

en supposant tout d'abord que ρ soit un nombre entier positif. La 
fonction J3 garde, dans la région Λ envisagée, un signe constant, 
qu'on peut toujours choisir positif. En prenant une nouvelle 
variable a?', au lieu de a?, l'équation devient 

O'z/Ox'V Γ Pce' àx1 . ,n13àx''\ùz 

— (x — φ)/' Β cz -h- / = ο. 

Déterminons la fonction x' de a? et dey par la condition 

/«te'V 1> —φ {γ)γκ(χ,γ) 

et, pour cela, posons 

~~\J \X~ 9\*\/&άχ =\x — o\ 2 J l* + t(x — y), y] dt. 

Désignant par i)t> l'intégrale de cette formule, il nous suffira donc de 
prendre 

12 ! ar/=^£±iY [¿?_<p(/)][i«,(^ v)]^, 

et l'équation (E) deviendra 

-T—7, — χ Ι' -Τ he -τ—f + c' Ζ + /' — Ο. 

L'hypothèse de ρ entier, que nous avons faite, n'est nullement 
essentielle. Si, d'une manière générale, nous avions écrit b sous la 
forme 

b —de \x — tp(y)|aB(^,j) (a positif quelconque), 

le signe db signiliant que b peut ou non changer de signe quand on 
traverse la ligne L (mais garde un signe constant d'un même côté), 
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nous aurions trouvé 

*' = r>r—<Ρ(.7 MIX**, j)]aH"2· 

Nous obtenons, en définitive, x' en fonction de χ d'une manière 
univoque. La transformation fait correspondre à L une portion de Οy, 
et elle est même biunivoque pour les points situés suffisamment près 
de L de part et d'autre. La fonction © (y) est supposée dérivable. 

En supprimant les accents, nous avons donc réduit l'équation à la 
forme 

ϋ?--χρ àï+adï+c*+/=o' 

ou 

<■'> s?-'*1*âï + adï+cz*--f=0· 

Dans tout ce qui concerne ce genre d'équations singulières, nous les 
envisagerons sous la forme (ΰ). Tout ce que nous dirons du cas où ρ 
esl pair s'appliquera sans modification, sauf mention expresse, au 
cas où, dans l'équation (T), on prend le signe -+- de chaque côté de Ογ\ 
et tout ce que nous dirons du cas où ρ est impair s'appliquera au cas 
où, dans l'équation (T), on prend le signe -h à droite de 0/ et le 
signe — à gauche ('). 

IL L est caractéristique. — Dans ce cas, nous supposons que le 
coefficient b a la forme (avec ε = ± i) 

B = S, Y Β (Λ·,/) OU B~± |J|AB(^,/), 

et un changement de variable analogue à celui du paragraphe 17 nous 
conduit à la forme 

M+a3Z-t:)rP4P + e* + / = 0> 

(α) Quand ρ est pair, le changement de variable que nous avons utilisé au 
paragraphe 17 ne peut servir ici, car il n'est pas biunivoque, et il introduit un 
pôle dans les coefficients, 
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ou à une forme analogue, dans laquelle le coefficient de ^ serait 

— Iy Γ» avec même remarque que plus haut (1 ). 
Il résulte de là que les deux types les plus simples, rentrant dans 

les formes (&) et (ΰ'), sont 

ί~\ /- ν (Γ-Ζ ÔZ 

(«|) Ί^ί-χΙ'%=^χ>?')> («'■) r )-

I. — Cas où la ligne singulière n'est pas caractéristique. 

Nous commençons donc par l'étude de l'équation (e). 

(14. SOLUTION FONDAMENTALE. — Si nous posons s = x'f, avec 
q = p-\- 2, l'équation devient 

Ù"-Z ( I \ I ÔZ I ÔZ 

équation d'un type étudié par M. Kepinsky (Mailt. Annalen, t. LXI), 
qui a envisagé 

(2) —— H î — = O. 

La solution fondamentale de l'équation (2) est 

10 s",+1 -,iiî / ,/77 \ (3) ¡7=^ '-f-O.(t) (Ç = -'»^J 

G
m
 étant l'intégrale générale de l'équation de Bessel 

à2 G 1 dG ( m2\n 

c'est-à-dire G
m
 = A J

TO
 + BJL

W
, la lettre J désignant la fonction de 

Bessel classique, en supposant m^= o. 

(') La notation ε n'a pas ici Je même sens que la notation ±, car nous sup-
posons que ε ne cliange pas quand on traverse Ox· (voir § 69). 
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La fonction (3) est solution de (2) en s, y et de l'adjointe en σ, η; 
en revenant aux variables primitives, on aurait une solution de (e), 
mais il faudrait diviser par ξ/;+ι pour avoir une solution de l'adjointe. 

Ayant ainsi prévu la forme de la solution, nous opérons synthéti-
quement en posant 

υ £,n;.r,v = Ê 5- e '/'(>-0)1(0) g- < Ο 1, 

et, portant dans (e), nous trouvons alors que I vérifie l'équation 

,dn / iNrfl . 

C'est une équation qui dérive de l'équation de Bessel, et dont la solu-

tion est de la forme AI, (0) ■+■ BO ''Τ ,(0), A et 13 étant des constantes 

et ï
/n

(0) désignant la fonction 

1 } jU /.· ! Γ ( m + /,· -h I ) " ( 

Nous obtenons donc en définitive comme solution fondamentale, 
valable dans tout le plan, 

= e \ £ξ_.—lî ^ ^ , I ,(9)1. 

Appelons U, et U2 les deux fonctions ainsi introduites, de sorte 
que U = AU, 4- BU.., : U est solution de la proposée et de l'adjointe : 
soit en x, y, de 

ôxl 7 Or ° ' 
en ξ, η, de 

d2 u .. Ou 

Nous allons avoir à distinguer deux cas, suivant la parité dep. Sup-
posons tout d'abord que ρ soit pair. 
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6i5. FORMULE FONDAMENTALE. — Le coefficient de ^ n'étant jamais 

positif, le contour portant les données a la même disposition que les 
contours (C), envisagés dans l'étude de l'équation 0^ = 0 (premier 
Mémoire, p. et § 1). Si ce contour est tout entier d'un même 
coté de Oy, on est ramené évidemment aux problèmes résolus au 

Fig, i5. 

ιβ· * /*' 

MiV "/Mi 

A, 0 A, ® 

Chapitre II. Mais en utilisant la solution fondamentale U, le résultat 
auquel nous parviendrons sera indépendant de la situation de (C). 

En opérant comme il a été dit au paragraphe 1, nous trouvons 
{fig. i5) par la formule de Riemann (ou de Green) 

Χ"
ν

"··
,=

Χ,.../
0

*
ιί

"«
+

(
0
«-'?)

Λ
· 

Pour évaluer la limite du premier membre quand la caractéristique 
Μ',Μ'

2
, d'ordonnée / — ε, tend vers M,M

a
, c'est-à-dire quand ε tend 

vers zéro, nous utiliserons la valeur asymptotique de ϊ,,,(θ), qui est 

I η(θ)ηυ— (θ>0). 

Si nous posons q = 2/*, donc m = l- = nous avons sur M', M!, 

6=Γ£!η·, :-ï&. 

D'où la valeur asymptotique du premier terme U, de la solution fon-
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damentale 

2 ν7:2 — 

Si nous supposons Ρ entre M, et My, tous les éléments de l'inté-
grale envisagée tendent vers zéro, sauf au voisinage des points 
Ρ (a?,y) et P'( — x,/), du moins si ce dernier point est entre M, 
et M

a
. Suivant un raisonnement classique, que nous ne reproduirons 

qui contient U, aura donc pour 

limite, en ce qui concerne le point Ρ (en supposant χ >o), 

A- ζy) lim I — e de. 

Si nous posons ξΓ = xr -+- 2rsfit, l'intégrale précédente devient 

2/(έ) " e~"dt> 

h étant choisi de telle sorte que ^ soit aussi voisin de un qu'on le veut. 

Quand ε tend vers zéro, les limites d'intégration deviennent — oo 
et -h 00, et nous obtenons, au total, 

en Ρ Α(2γ) ' z(oc, y), en Ρ' — A(2/·) ' z(—χ, y). 

Un calcul tout à fait analogue nous donnerait, pour la partie conte-

nant U
2

, une limite égale à B(2r) ' \z(x, γ)z(—x, y)]. 
Si donc nous prenons 

(4) A = B = -(ar) "=-7 

nous obtenons en définitive la formule fondamentale 

(5) jf ξρϋ(ξ, ·η;χ,γ)ζ{'ξ,·η)(ί'ξ+ (lJ~ — 
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valable quand Ρ est entre M, et M
2
, c'est-à-dire à l'intérieur de S ('), 

(Cr) désignant la partie de (C) située au-dessous de la caractéristique 
d'ordonnée y. Si le contour était situé d'un même côté de Oy, il suffi-
rait de prendre un seul des termes de la solution fondamentale, en 
ayant soin de doubler son coefficient; dans ce cas, comme dans le pré-
cédent, il peut se faire qu'une partie de (C) soit formée par un segment 
de O y. Mais, en définitive, la formule est valable quel que soit(C), 
satisfaisant aux mêmes conditions que dans le paragraphe 1. 

Si nous avions supposé Ρ sur le contour même, nous aurions trouvé 

la même formule, au facteur ^ près dans le premier membre, à la con-

dition toutefois de faire sur l'arc contenant Ρ l'hypothcse (3) (§ 1). 
D'ailleurs, si nous faisons sur la fonction X(y) les mêmes hypo-

thèses que dans le paragraphe 2 et si, en posant V(ξ, η ; χ, y) ·= ̂  > 
nous envisageons les intégrales 

f ϋ[Χ(η), η; χ, * — f V [X(v)), η ; χ, y] » (η) dr„ 

nous pouvons établir pour une limitation analogue à la formule (G) 
(§ 2) et ainsi obtenir, par la même voie que dans ce paragraphe, 
P

0
 étant un point de l'arc χ = X(y), la formule de discontinuité (-) 

lim (3P— -·>ρ0) =z± q ^ (P„). 

(') 11 est manifeste, en eil'et, que l'hypothèse χ > ο faite plus haut n'a servi 
qu'à simplifier les notations. Mais nous avons supposé P' dans S : s'il est à l'ex-
térieur, il n'y a pas dans le calcul de terme z(— -a?, y), et le résultaL est le même. 
Si P' est sur (G), les termes relatifs à P' n'ont pas les valeurs indiquées, mais ils 
se détruisent à cause de A = B. Si P est sur Or, U, — o. et la deuxième inté-
grale seule intervient; mais comme, sur Oy, .s (—χ, y) ζ (x

y
y), le résultat 

final est toujours le même. Donc, la formule est valable quel que soit P dans S. 

La méthode employée est d'ailleurs applicable à l'équation — \χ\Λ—~ο, 

non seulement, d'après ce que nous avons déjà dit (§ 63), pour χ. > ο, mais 
encore pour —ι < « < o, c'est-à-dire ι <y<2 (avec discontinuité de la 
dérivée seconde sur Oy). Pour —2<.x.l—i, un examen spécial serait 
nécessaire. 

(2) Si P0 est sur Oy, il faut supposer A=B dans la formule; celle-ci convient 
donc à tous les cas si A et Β ont les valeurs (4). 
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66. PROBLÈMES AUX LIMITES. — La formule de discontinuité nous 
permet d'obtenir la solution prenant des valeurs données sur un con-
tour (G) coupant ou non Οχ. Nous ne voulons pas reproduire à ce 
sujet des détails de calculs analogues à ceux qu'on rencoptre dans 
l'étude de l'équation de la chaleur. Indiquons simplement la marche, 
qui est d'ailleurs tout à fait semblable à celle dont nous avons parlé 
dans le premier Chapitre. Désignant toujours par Φ,, Φ

2
, Φ les 

données sur A,B,, A2B2, A,Aa, et supposant A,A
2
 sur O#, nous 

formerons tout d'abord la fonction 

IJ(H, ο; x, ν)Φ0(ξ)ί/ξ. 

les notations ayant la même signification qu'au paragraphe et les 
constantes de IJ ayant les valeurs (4). Puis, nous poserons 

i —5= f VfX^Yi), Yj; .r, y]©i(n)rfnH- Γ V [Χ
2
(η ), r, ; .r, y] φ,(γ) ) dv\ ; 

j prend les valeurs données sur A, Aa : nous avons donc à écrire que s 
se réduit à Φ,·(/) sur A/B,·, ce qui nous donnera un système d'équations 
intégrales de deuxième espèce ('). Les autres problèmes aux limites 
se traitent comme nous avons dit au paragraphe 5 : d'une manière 
générale, on exprime ζ par une somme d'intégrales 3

0
 et -τ (2). 

Unicité. — Si nous posons ζ — u(l'J — x'J), l'équation (r) devient 

(l'— {w - * Ty) - 4 ~ = "■ 

Si / est suffisamment grand, nous sommes donc dans les conditions 

(') Du type de VOLTERRA [Le contour satisfaisant à la condition (Γ), § 3 (. 

('-) Si l'arc A, B,, par exemple, est constitué entièrement par une portion de Ο y, 
on utilisera des intégrales de la forme 

Ι -e //My~r"9(n)ciri, / re dn, 

tout à fait analogues aux intégrales 50 et 3 du paragraphe 2, pour lesquelles 
q — 2 (en supposant AM sur Oy). 

Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. II, 1914· 
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envisagées au paragraphe 18 (c < o) et par suite u ne peut admettre ni 
maximum positif, ni minimum négatif, propre ou impropre, relative-
ment aux valeurs prises en tout point d'ordonnée inférieure ou 
égale. De là résulte, par le raisonnement habituel, Vunicité d'une 
solution de l'équation (e), ou même («,), prenant des valeurs données 
sur un contour 3 continu simple, formant avec toute caractéristique 
qui le coupe un ou plusieurs contours fermés; la solution est supposée 
régulière à l'intérieur du contour ainsi formé et continue sur C. 
D'ailleurs, ce que nous venons de dire est vrai pour toute équation (h) 
(p. io5) si b<o et Ο (cf. PICARD, Analyse, t. II, p. 33, 2e éd.). 

Dès lors, Ρ étant un point intérieur au contour 0, si M est le maxi-
mum d'une solution ζ de (e) sur la partie de a située au-dessous 
dé la caractéristique passant par P, on a sûrement zvS M. Si, en effet, 
dans l'hypothèse contraire, on avaitsP=M,> M, sur tout rayon vecteur 
issu de Ρ il existerait au moins un point où s =■ N, avec M < Ν < M, ; 
et le lieu de ce point serait un contour β', sur lequel ζ serait constant, 
ce qui est impossible, puisque la seule solution de (e) réalisant ce fait 
est la constante N. Ceci montre l'impossibilité d'un maximum, propre 
relativement aux points d'ordonnée inférieure ou égale. 

Le théorème du paragraphe 28 sur les séries des solutions est donc 
vrai pour l'équation (e), d'après les considérations précédentes. 

67. LA FONCTION Z, SOLUTION DR L'ÉQUATION (V, ) — La formule fon-
damentale relative à l'équation 

Gi) 4)2 z dz Op~xl'àŸ 

ne diffère de la formule (3) que par la présence, dans le second 
membre, de l'intégrale double (Sr désignant le domaine M,A,A

2
M

a
) 

j ϋ(ξ, νi;#, y)/(ξ, η)<*ξί/ϊ]. 

Ceci nous conduit à supposer que cette intégrale, où les cons-
tantes A et Β de U ont toujours les valeurs (4), est solution de l'équa-
tion (<?, ). La méthode à suivre pour le démontrer serait analogue à celle 



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU TYPE PARABOLIQUE. Il5 

qui a été utilisée pour l'équation de la chaleur. Nous allons tout 
d'abord montrer l'existence de l'intégrale Ζ cl de l'intégrale 

-y X ^ ^ 

Supposons, pour fixer les idées, χ > ο et envisageons l'intégrale (en 

supprimant l'indice S
y
) If I LJ, |</ξ <l(\. Or, on peut écrire ( ' ) 

ΙΜ*)Κ(Κ)-Λξπ· 

Donc (en posant toujours a = 2/ ), 

yy ι υ,Μξ Ai < < K>yyyy^yiA^, 

intégrale quia parfaitement un sens, si ξ ne peut s'annuler, c'est-à-dire 
si l'aire envisagée n'est pas traversée par Oy. Dans le cas où ζ peut 
s'annuler, remarquons que nous pouvons écrire 

Ο') M*) <<κ) V 

pourvu que (=) α -+■ '-) = j + -· D'où 

yyI U,| ΑΑ><(Κ.)ff-JL·':dldii. 

Nous pouvons prendre (puisque q > 2) 

— <2«S) c est-a-dire -<2«„~) 

(') Ceci résulte de la valeur asymplotique.de I,„. La notation (K.) désigne 
tout coefficient numérique fini : voir § 2, note (*). 

(*) Car a sera alors inférieur à l'exposant de Θ dans le dénominateur de la 

valeur asymptotique de b — I, . 
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et alors l'exposant de (γ — η) sera inférieur à an et l'exposant de \χξ j 
sera positif ou nul. 

Donc, l'intégrale a un sens et, quand χ tend vers zéro, elle tend 
vers zéro. Si nous prenons α = ~ == γ le changement de variable 

xr— | ξ |r= 2 ri s/y — η montre aisément que l'intégrale est < (K)/v 

quel que soit x. 

Quant à//|U,|d\dr\, un raisonnement tout à fait analogue nous 

donne les mêmes conclusions. 
Etudions maintenant l'intégrale J J | ̂  didr\. Remarquant que 

"dQ = U((i), nous avons 

dx L 7(r—«) = J-' 

se décompose donc en trois termes : voyons le premier. On se rend 

compte aisément que l'intégrale 

J=/ / 1 -e </*>>-*> ξ ltC(èdri 

a un sens si χ et ζ ne s'annulent pas. Pour élucider le cas ou ils 
peuvent s'annuler, envisageons tout d'abord la partie de l'aire située 
à droite de Οy (en supposant χ > ο) et partageons-la en deux 
régions I et 2 par la verticale d'abscisse ix. Dans la bande I 
qui contient Ρ (χ, y), nous avons et la formule (5'), avec 

α s= nous permet d'écrire notre intégrale 

Wjf lfé" «K>/i" tST* *" 

En posant ί' = xr-+- Iq \y — η pour χί ξ ί ιχ, nous obtenons 

une intégrale comparable a / , ' _ I — > qui a 
(#''-+· tqyy — ·η ) 
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un sens, même si χ tend vers zéro. D'autre part, dans la partie 
de la région I où l'on a ο^ζ^χ·, l'inégalité facile à vérifier 
(2.7; — %)r ~ xr<('2r — i)(œr — %r) nous permet d'obtenir une inté-
grale de comparaison analogue à la précédente. 

Pour la région 2 restante, dans laquelle ξ =2#, nous avons, en 
prenant α = ο, une intégrale dont le module est plus petit que 

(K)/ / 2 re 'riy-^d£d-n<{K) / / S re v'ir-V 

avec λ = ι — 2*r, puisque ξ^2.x. Or, cette intégrale a un sens. 
Ο11 opérerait de même pour la région située à gauche de Οy. 
Donc, l'intégrale J a un sens, même quand χ tend vers zéro; 

quand/ tend vers zéro, on établit sans peine qu'elle est infiniment 
petite d'ordre 11 est facile également de voir que cette intégrale est 
continue pour χ = ο : il suffit, pour s'en convaincre, de partager l'aire 
en deux parties par une caractéristique voisine de M, M

2
; l'intégrale 

relative à la partie inférieure est évidemment continue pour χ = ο 
et l'autre, d'après ce que nous venons de voir, peut être rendue aussi 
petite qu'on le veut, ce qui suffit à établir la continuité. 

Les mêmes conclusions s'appliquent aux deux autres termes de la 
dérivée il est inutile de reproduire ici des calculs analogues aux 
précédents. 

Quanta l'intégrale J'J |-^f d&d^ son étude ne présente aucune 

difficulté. Nous obtenons en définitive des intégrales qui sont des 
fonctions continues de χ, / : leurs valeurs pour χ = ο sont 

Z(o,/) = Β —rl—ί ( ! Te ''~-{r ^/{ξ,^ίΐςάτ,, 

(WJ t ï A /' Γ le 1"·'-'^ 

Les dérivées ^ ne peuvent se calculer par la règle de Leibniz : 
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les mêmes raisonnements que dans le cas de l'équation de la chaleur 
s'appliquent ici, avec cette différence cependant que les points 
Ρ (χ,y) et P'(—-r,y) jouent le même râle. Dans les conditions 
d'existence de ces dérivées, relatives à f (oc> y), s'introduiront les 
courbes c ayant pour équation : (| ξ \r — | χ |')2 = λ (y — η) ou, ce qui 
revient au même, les paraboles envisagées aux paragraphes 8 et 9, 
car si les conditions (A) sont supposées réalisées pour les paraboles, 
elles le sont pour les courbes c, et réciproquement. Nous obtiendrons 
donc les mêmes conditions d'existence, mais relatives à la fois aux 
points Ρ et Ρ'. 

En décomposant l'intégrale Z en deux autres Z, et Za, corres-
pondant à U, et U

2
 (Z = Z, -h Z2), nous trouverons alors 

u.& iy ~ q 

~~x" ë ~B q ' y'y^; 

d'où, en prenant pour A et 13 les valeurs (4) et additionnant, 

52?—ί"'37 = /<Λ·^>· 

Nous avons vu plus haut que les limitations de Z et ̂  étaient res-

pectivement de l'ordre dey7 et y7. Nous possédons par suite tous les 
éléments pour former une fonction de Green et appliquer aux équa-
tions 

—- — χ'' — — a h c z -f- /, -t-t — ;vp-r- — /( .r, r, s, — 

la méthode des approximations successives. Les théorèmes relatifs 
aux séries de solutions et ses applications aux contours présentant 
des singularités (§ 25 et 26) subsistent ici sans modifications. 

68. ETUDE DU CAS OU Ρ EST IMPAIR : PROBLÈME DU RACCORDEMENT. — 

Les formules obtenues jusqu'ici en supposant ρ pair sont vraies éga-
lement, quand ρ est impair, pour un contour (C) situé d'un même 
côté de Ο y et pouvant même comprendre une portion de cette droite : 
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si (C) est à droite de Ο y, il devra être ouvert vers le haut, et vers le 
has au contraire s'il est à gauche. Pour un contour coupant Oy, il se 
pose un problème d'un genre tout à fait spécial, et que nous appelons 
le problème du, raccordement. 

Envisageons le contour de la figure tG : nous pouvons le considérer 

Pi g. i'>. 

f * 

N'i p IN 

A A Β 

f\\< 

comme résultant de la juxtaposition des contours yABRety'A'B'R', 
à l'intérieur desquels une solution de l'équation (e) est déterminée par 
les valeurs qu'elle prend au bord. Pour que deux solutions ζ et ζ 
relatives à ces deux contours constituent une seule et même solution 
régulière, il faudra que les valeurs de ζ, z' et de leurs dérivées pre-
mières se raccordent sur la portion A A' de l'axe des y, commune aux 
deux contours. 

Le problème consiste donc à déterminer les valeurs que doit 
prendre ζ sur AA' pour qu'il en soit ainsi, et cela en fonction des 
valeurs données sur ABC, A'B'C. Si nous connaissons, de plus, les 
valeurs de ζ et z' sur CR et A'y, C'IV et Ay' — ces valeurs formant 
un prolongement continu des précédentes à partir des points C et A', 
C et A — , nous pourrons ainsi construire une solution régulière à 
Γ intérieur d'une bande ouverte dans les deux sens. 

Une première méthode pour arriver à ce résultat consisterait à 
opérer de la façon suivante : a et a! étant les ordonnées de A et A', la 
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formule fondamentale appliquée au contour PABN et au point Ρ nous 
donne (en posant toujours q = ρ ■+■ a) 

(6) q '/o,y) 

/».v ^(°'^) η / ùz ôu ν 

w
2
 désignant la fonction 

(6') «j(ç, η;ν)— j—fi? 

Si Ton peut éliminer les valeurs de ~ sur BC, on formera une relation 

entre ζ (ο, y) et ^;(
0

?JK)· Opérantde même pour le contour PA'B'N', 

on trouvera une deuxième relation entre z' (o,y) et yy,{^,y)· Identi-

fiant les valeurs de z(o,y) et z'(o,y), on aura une relation vérifiée 

par la valeur commune de ~^(°·>γ)
 et

 ^(°>/)· Mais, comme il 

faudrait ensuite s'assurer du raccordement de -X- et nous allons 

opérer un peu différemment en réalisant tout d'aboçd le raccor-
dement des deux dérivées de r et z'. Envisageons la fonction 

(7) «iU»*i;y) = ïc' ''*(·Γ-r',. 

formée en dérivant U, par rapport à a? et faisant# = o. C'est une solu-
tion de l'équation adjointe et nous pouvons appliquer la formule de 
Riemann au domaine /?AB/i : il vient 

(8) f f"li-'u,zdi+ f A°<Y')dr· 

11 C" +„ ■> ir ( ÙZ du¡ c 

y étant l'ordonnée de PN, y — ε celle de pu. Une intégration par 
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parties nous donne 

(8') rV,«.5dÎ=-^î[-]»+ fie 

f'"'î|Ml* ' ;(Μ),Γ-,Γ ν/ι(°''%,. 

Remarquons que nous pouvons toujours supposer les valeurs z(o, a) 
el 5(0, a'), c'est-à-dire ζ

λ
 et z

y
, nulles : il suffit pour cela de prendre 

comme fonction inconnue, au lieu de ζ elle-même, la fonction ζ — ζ, 
ζ étant la fonction linéaire en y, solution de (c), 

ζ = ζ
Α
+Λχ] Zx\y-a+ . . 

Si, maintenant, nous faisons tendre ε vers zéro, il n'y a aucune 
difficulté à calculer la limite de la dernière intégrale de la formule (8'); 
d'autre part, les parties infinies se détruisent et il vient 

I Λ» ν * dc-) 

— η\ ρ dfi / C,1 ί/ι C ί/ς -+-(// j -ρ- Ζ —ρ- ) d'(]. 

11 est facile d'obtenir une formule ne contenant pas les valeurs 
dc ~ sur I3N. En effet, on peut déterminer φ (s, y) telle que la fonction 

(ξ. ·0 ; y) = J [ξ, Tj ; X(s), .s J 0{s, y)cls, 

solution de l'équation adjointe nulle sur PN et sur AP, prenne sur BN 
la même valeur que w, : il suffit de résoudre une équation intégrale 
(?;oi/*§ 66). Par suite, en utilisant dans les calculs précédents la fonc-
tion ut — w au lieu de on trouve une relation de la forme 

<ιο) dz q/ 

~ — η f — ïdn — f j(o/o;j);(o,O)à + F(j), 

Joura. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. II, 1914. '6 
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F(y) étant une fonction connue, renfermant les données sur ABC. 
Une méthode toute semblable appliquée au contour AA'B'C' nous 

donne une relation analogue : 

(,0,)
 ^

r
G)^

(0,r) 

— (] f l- T~{o,-n)dn~i ~"(ο,η;j)-(o,r,)r/·/) -1-lMy). 

Les valeurs des deux dérivées premières de ζ et z' devant coïncider 
sur Oy, les premiers membres des formules (10) et (io') sont iden-
tiques et, en égalant les seconds membres et posant 

qHyrc) — 
J ^ v ;Pour *<y 

J s·, y) ds pour -(]>y 
[^(/,/) =oj, 

il vient facilement, après une intégration par parties, 

0») f UOvo)H ' j φ(7))ί/νί=Φ(^) | φ(η) = ~(o, r,) , 

Φ étant une fonction connue (<?Φ = F — F,). Cette équation est une 
équation de Fredholm de première espèce : la partie § du noyau est 
continue quand y et η appartiennent à l'intervalle (a, a') et la partie 
infinie change de signe quand η traverse la valeur y. Quant à Φ , si 
nous voulons que cette fonction soit continue aux bornes, il faudra 

supposer que ~ et ~ existent en A et A', afin qu'une intégration par 

parties permette de faire disparaître le pôle qui s'introduit pour 

y = a et y — a' dans les intégrales i [formule (8)| et / · 

Si l'équation (ι i) admet une solution, nous en déduirons aisément 

la valeur commune de ̂  eL ̂  sur Ο y par l'une ou l'autre des équa-

tions (io) et (io'); quant à z, on l'obtiendra par une intégration en 
écrivant que cette fonction s'annule en A, et elle s'annulera alors cer-
nement en A' : ceci résultera de la eomparaison des équations utilisées. 
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Mais il nous faut montrer que le noyau de l'équation (ι i) est fermé. 
Si, en effet, il n'en était pas ainsi, l'équation intégrale sans second 
membre admettrait une solution continue non nulle; il existerait donc 
une solution s0, régulière à l'intérieur du contour fermé ABCA'B'C'A, 

nulle sur ABC et A'B'C'. Si l'on suppose BC et B'C tels que ^—existe 

sur ces arcs [ce qui aura lieu s'ils satisfont à la condition (Γ) § 5, 
v

0
 s'annulant sur eux], on peut écrire, pour le domaine envisagé, 

3°= f í í fe - x" èri dx cly 

= ijf s>
a
\d*-Jf^'dxd,. 

Les trois termes que nous venons d'écrire, étant négatifs ou nuls, doivent 

par conséquent s'évanouir. Donc ~ — ο dans le domaine, s0 = ο sur le 

bord, et par suite s0
=o. Le noyau est donc bien fermé. 

En appliquant le raisonnement au cas où les courbes BC, B'C7 s'éloi-

gnent à l'infini, on verrait également que le noyau simple x-—r est 

fermé. D'ailleurs, pour démontrer ce point, il suffirait d'utiliser la for-
mule (9) et la formule analogue pour A A'B'C, sans calculer la fonc-

tion w. De même la formule ((>) montrerait que le noyau 

est aussi fermé. D'après ce que nous avons dit plus haut [§ 65, équa-
tion (1') et p. 112 en note], nous pouvons donc énoncer le résultat sui-

vant : les noyaux de la forme j—-—ρ (ο < λ < ι, ε = ± 1), où ε 

peut ou non changer de signe poury = η, sont des noyaux fermés 

^pour λ = ^ il faudrait utiliser l'équation 8s = ο et son adjointe^. 

Le théorème de M. Picard donne la condition de résolution de 
l'équation (11): il y aurait là sans doute un point à approfondir. 

L'étude du raccordement pour l'équation (e,) à second membre 
est tout à fait analogue : la fonction Φ seule a changé. 

On peut également se proposer de résoudre le problème du raccor-
dement pour un contour fermé coupant O/. Si AB ou A'B' se ré-
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(luisent à un point, un examen spécial est nécessaire : il conviendrait 
d'envisager des séries de solutions comme au paragraphe 2«>. 

II. — Cas où la ligne singulière est caractéristique. 

Nous allons donner quelques indications sommaires sur les équa-
tions du type (£') indiqué dans le paragraphe 65. 

69. SOLUTION FONDAMENTALE. — Envisageons tout d'abord l'équa-

tion (e), p. 108; le changement de variable y' = ramène 

cette équation à la forme oz = o, pour ρ φ ι. 
La solution fondamentale est donc 

U(£, -r\\x,y)—— ' —e yi-1), 

Dans le cas où ρ = τ, cette solution est 

C (.r-lY* i 3 y £. ^ A 

L'introduction du nombre ε = ± ι a ici une grande importance : 
envisageons, en effet, le cas de ρ = ι, par exemple, et soient les équa-
tions 

J(z)=3--— 5— — °( ^1 ( u) ΞΞ - ■— H- — = °, 

dont la seconde est l'adjointe de la première. Pour l'équation § = o, 
le contour portant les données doit être ouvert vers le haut s'il est 
au-dessus.de Oy, vers le bas s'il est au-dessous; c'est l'inverse qui a 
lieu pour l'équation $

x
 = o, de sorte qu'on peut se proposer de calculer 

une solution de = o de pari et d'autre de Ox, le contour total 
portant les données étant fermé et coupant ΟΛ\ 

Examinons tout d'abord l'équation §{z) — o et proposons-nous de 
voir ce qui se passe quand le contour (G) est limité inférieurement 
par Ox. Si nous envisageons les équations #=o et §

x
 = o, la formule 
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fondamentale est ici, pour un point intérieur (fig- 17), 

ji-g. 17)j| 5 , (riv1,, 

(C) étant un contour limité inférieurement par une caractéristique 
A'( À'2 voisine de Ο χ et d'ordonnée β, et (C^,) la partie de ce contour 
située au-dessous de la caractéristique d'ordonnée y. 

Si β tend vers zéro, l'ensemble des intégrales qui figurent dans le 

Eig. 17. 

.. ι ρ ' I 
Γ nht ni.. 

Aj f ———— ~j^% 
° Α, αι 

second membre conserve un sens, mais l'intégrale relative à A', A!, 
tend vers zéro. Ceci suppose, il est vrai, que ~ existe sur le contour. 
Mais nous pouvons choisir un contour intérieur à (C) et sur lequel 

~ existera, par exemple un contour rectangulaire m^a
K

a.
1
m

2
 conte-

nant le point P, si Ρ est suffisamment voisin de Ox-, cependant, ̂  

peut admettre une discontinuité en at et a2i
 mais l'ensemble des inté-

grales portant sur ̂  doit avoir un sens, car toutes les autres quantités 

qui figurent dans la formule ont une limite quand β tend vers zéro. 
On pourrait d'ailleurs, en formant la fonction de Green, faire dispa-

raître les termes en mais, pour ne pas allonger cet exposé, nous 

allons supposer que existe en et a.
2

 : disons simplement que 

cette hypothèse η est nullement indispensable (voir p. 126 en note). 
Posons alors 3 = ζ' Λ- s0 ; s sera nul en a

%
 eta

2
 (d'abscisses x

{
 et #

2
), 

si s0
 désigne la fonction linéaire en a?, solution de l'équation (c'), et 

coïncidant avec les données en at et a2. Nous trouvons alors, en déri-
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vant la formule fondamentale appliquée à z' et au contour m{ α, aam^ 

3 (12) ?. Ô_ de 

-h une autre intégrale relative à a2m2. 

Si l'on suppose ^ continue en a, sur a, m,, on peut prendre y assez 

petit pour que j) = °) + ί» avec I £| < ε· Substituons 

dans (12) et remarquons qu'un changement de variable immédiat 
nous donne 

IW"· '«f 

( r, \ 2/1-1 /»» 3 22/l_ir in— -j 

On déduit de là (ici η =. ι ,2) que les intégrales portant sur z' et ζ 

ont une limite nulle quand y tend vers zéro, et que ^ lend vers 

2 — const· a l'intérieur de α,α
2

; z'(x, o), 

fonction linéaire entre at et «2, continue et nulle en a{
 et a

2
, est donc 

identiquement nulle. Par suite s se réduit à z
0
 sur Ox ('). 

Ce résultat est vrai pour toutes les équations (<?') et nous pouvons 

(') On peut aussi démontrer cela, sans utiliser la fonction de Green, en sup-

posant— continue en a, seulement : il suffit d'appliquer la formule fondamen-

tale à Ρ et à son symétrique par rapport à m
2
 et de retrancher, pour voir que z' 

tend vers zéro avec y. Quant à la fonction de Green, elle permettrait d'avoir z' 

sous la forme —- f dri : or, pour calculer il suffit de rem-

placer, dans les formules (i') et (1") du premier Mémoire (p. ^66),/—η 

et η —s par — et J'-» d-(\ et ds par — et — · On constate alors sans difficulté 

que z' tend vers zéro, quand Ρ tend vers Ox, sans avoir d'hypothèses à faire 

sur — · 
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énoncer la propriété suivante : si une solution de l'équation 

dx1· ~~ ày~°' 

régulière d'un certain côté de O#, se réduit sur Ox à une fonction 
continue, celle-ci ne peut être que linéaire. 

70. PROBLÈMES AUX LIMITES. — Si ρ est pair, le contour portant 
les données pourra traverser Οχ : supposons par exemple ε = -t- τ, 
le contour sera alors ouvert vers le haut. Nous pourrons résoudre le 
problème aux limites pour la partie du contour située au-dessous 
de Ο a;. Sur O# rncme, la solution se réduit à une fonction linéaire qui 

se déduit immédiatement des valeurs connues de ζ l ou suivant le 

problème^ en A, et A
2

. Pour le contour formé par A, A
3
 et la partie 

de (C) située au-dessus de Ο χ, nous aurons un nouveau problème 
aux limites. Les valeurs prises par la solution au-dessus de Ox sont 
donc indépendantes des valeurs prises au-dessous ; d'ailleurs on se 
rend compte sans peine que leur ensemble constitue une solution 
régulière, pourvu que les données constituent une fonction dey déri-
vable en A, et A, (le contour étant supposé non tangent à Ox). 

Si ρ est impair et ε = — ι, on pourra constituer une solution régu-
lière à l'intérieur d'une bande ouverte dans les deux sens, toujours 
avec la môme condition en A, et A2 : cette solution sera constituée par 
l'ensemble de deux solutions relatives à deux contours accolés sui-
vant Ox\ ils peuvent d'ailleurs ne pas rencontrer 0.r aux mêmes 
points, si les valeurs des données et de leurs dérivées en ces points 
sont convenablement choisies. 

Enfin si ρ est impair et ε = 4-1, les deux contours séparés par Ο χ 
s'ouvrent l'un vers l'autre : leur ensemble peut constituer un contour 
fermé coupant Ο χ en A, et Aa. On voit alors qu'on pourra résoudre 
pour le contour total un véritable problème de Dirichlet; la valeur 
de la solution sur Ox s'obtiendra par interpolation liîièaire entre les 
valeurs prises en A, et Aa. Ce contour pourra admettre des tangentes 
horizontales aux points le plus haut et le plus bas, d'après ce que nous 
avons vu dans le Chapitre II. 
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Ces résultats s'étendent à l'équation 

/ / \ ζ H d« », , 

et à l'équation générale (c1) (§63, II). En cequiconcerne (ci), l'inté-
grale double formée avec la solution fondamentale n'aura de sens 
que si / (a?, ο) = o, en supposant de plus un certain mode de conti-
nuité, par exemple |/|<Kj* ou pour y voisin de 
zéro. Si f(x, o) ~=j=· o, on posera 5 = 5'-4--0, étant solution de 
x, o). En définitive toute solution de (c1), régulière d^un 
certain côté de Ox et continue sur Ox, se réduit sur Ox à une 
solution de l'équation 

^ + α(.r, o)~ + c(x,o)z+f(x, o) = o. 

III. — Nature des solutions. 

Il est manifeste que, dans toute région non traversée par O y, les 
solutions régulières de l'équation (e), étudiée dans la section l, sont 
par rapport à l'ensemble (x,y) des fonctions analytiques en χ el 
d'espèce 3C en y. Ceci résulte de ce que nous avons vu dans le Cha-
pitre III('). Supposons maintenant que la région envisagée soit tra-
versée par O y et étudions la nature de la solution sur O y. 

(!) Voir § Î3, pages 44* suivantes. Il convient d'ailleurs de modifier légè-
rement la démonstration donnée à cet endroit : elle ne serait rigoureuse que si 

l'on avait a == 0, car, sia^o, la dérivée contient -——-, dont on veut 

précisément obtenir la limitation. Par suite, si la dérivée — est d'espèce 3C 

en y, le changement d'inconnue indiqué au paragraphe 17 permet de ramener 
l'équation (£) à la forme ôz=cz + /, c et / étant d'espèce 3C en y, et la 

démonstration s'applique. Mais si — n'est pas une fonction 3C, il faut supposer 

les limitations de la page 44r■> ligne 10, établies pour et „ et· rem-

placer, dans la suite de la demonstration, —— par -5—r— et -r- par ———, ce 
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71. ÉTUDE DE L'ÉQUATION ■— — X
P

^ —
 0

 QUAND Ρ EST PAIR. PROBLÈME 

DE CAUUIIY. — Examinons d'abord le cas où ρ est pair et figurons un 
contour rectangulaire compris dans la région étudiée et traversé 
par Oy. Si nous appliquons à ce contour la formule (5), p. m, nous 
obtenons, en supposant Λ, A, sur O.x· et y:'.)·, (OA, = — /, OA, = /) 

(i3) 2q '/Γ^ι — y) =j yyq6' η*χ<% 

+J Ι df* ,η) ~ ?)F (—/,η) dri 

·+■ Γ
 ίΗ

 '
 o

_ , g *,fi)]d-n. 

7(J — fi) '' 

Or ceci est une fonction JC dey pour ο <y <y,, car ces intégrales sont 
analogues à celles qu'on rencontre dans l'étude de l'équation de la 
chaleur ('). Il en résulte que ζ est bien une fonction χ de y dans 
toute ία région et il suffit de dériver la formule (5) par rapport à 
avant de l'appliquer à un point de l'axe des y, pour démontrer que 
~ est aussi une fonction 3e. 

Nous concluons de là que ζ est analytique en χ dans toute la région : 
sans doute il serait facile de le constater sur la formule (5), mais nous 
allons le voir ici en cherchant à résoudre le problème de Cauchy pour 

l'axe des y. Soit, sur Ο y, 2(0 ,y) = y(y) et ^ (o,y) = ψ (y). 

qui conduit â la limitation commune de et ·;—. ■ » Avec cette modifica-

tion, la formule (q) donne uue limitation commune à ~ et y ■U-·, en supno-

sant | u | et < [U], ce qui est conforme à l'application que nous en faisons. 

Je reviendrai d'ailleurs sur ces questions dans un prochain Mémoire, dévelop-
pement de la Note parue aux Comptes rendus du 8 décembre 1913. Dans cette 
Note sont définies les fonctions de classe donnée les fonctions 3C sont les 
fonctions declasse 2. 

(l) Nous supposons ici, et dans tout ce qui va suivre,/? entier. 

Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. II, 1914. *7 
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Posons 
ν " s„ H- ζ ι ·Ζ· -J- ΖχΧ2 -f-. . .. 

Portant dans (e), nous obtenons pour déterminer les zp, 

-0 — -1 — Ψ» *2 · · · 1 Zp-i-l — e, 
(p "+■ 0 (P 3 ) 5/M-2 5(l ) (/> + ) (p + ^ ) -/H- 3 51 ί 

s,,
+lt

=o, .î
2>)+3

=o, (ap + 3) (a/? H- .î)Si/M-v— ~V2< 
(2y> 4-4) (ap + 5)5 2/i+S — 5/;-)-:{) 

En posant toujours ρ ί = q, nous trouvons ainsi 

~ ( V — ι ) <]< ( « Ί ~ ' ) a Ί · · - ( /"/ —1 ) />"7 '(y/,: ' 

-/. 7-1-1 — <7 ( <7 -+- 1 ) · 27(27 + , ).. . kq ( /ivy -t- ι J r/r7' ' 

skv+A= o (h — 2, 3, .. .. 7 — 1). 

On peut donc écrire 

" — 2dqkk\ [_(// — i)(2<7 — 1)...{/>(/—1) cl y'·' ' (7-h 1 ).. .(/.y/ -t- t ) //y'· 

*S7 φ ί?/ ψ sont des fondions X,
t
, c'est-à-dire si l'on a 

c/y7·" c/y7·' ^ ll7t ' 

on voit immédiatement que la série entière (i/|) sera convergente 

pour 1071 < (-7—) ' · on a donc bien une fonction analytique de x. 

Réciproquement, toute solution z, analytique eux- dans le domaine de 

07 = 0 ('), se réduit sur Ο y, ainsi que à une fonction X : la 

démonstration serait immédiate. Dans le cas où l'on suppose que φ 
et ψ sont analytiques, on constate que ζ est une fonction entière 
en χ d'ordre < q (on a | r | < cA| 'l7). 

Ce qui précède montre également que la condition nécessaire et 

(') Par exemple, les intégrales de la formule (13) | voir § 43, d euxième note] : 
ceci constitue un moyen de montrer que ce sont des fonctions X en y. 
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suffisante
 ) pour qu une solution définie d'un eôtè de Ο y soil prolon-

gable au delà, est qu'elle prenne sur Ο y des valeurs constituant 
une fonction 3C ( cf. G 87). 

Mais les raisonnements précédents (sauf en ce qui concerne le pro-
blème de Cauchy) ne s'appliquent plus au cas où ρ est impair. 

72. CAS OU ρ EST IMPAIR. — Soit ζ une solution régulière de l'équa-
tion (e) (ρ impair) dans une région a traversée par Ο y, A et A/ deux 
points sur Ο y et dans A, et où l'on peut supposer ~ nulle; nous allons 
montrer que ζ est une fonction ^ sur A A'. 

En effet, prenons un contour tel que celui de la figure 16, p. 119, 
situé dans la région A (nous pouvons même ici supposer que les 
arcs BC, B'C' sont des segments de droites parallèles à Ο y). Si 
nous appliquons la formule (9) au contour A'ABC et la formule 
analogue au contour A A'B'C et si nous égalons les seconds membres, 
nous trouvons une équation de la forme 

(y-·*)" 

F étant une fonction qui se compose de termes tout à fait analogues à 
ceux qui figurent dans l'équation (i3); c'est donc une fonction JC à 
l'intérieur de l'intervalle («, a,') (les dérivées cessent d'exister poul-
ies bornes). Puisque ζ s'annule en A et A', l'équation peut s'écrire 

— / -yh — F (y), don / 

(y — -n)' {y — 'cy 

F, étant une nouvelle fonction je. Or on peut toujours déterminer une 

fonction e(./?, y) — par exemple une solution de —, — ~ = ο —, 

égale à ζ sur AB, A'C, nulle sur A A' et analytique en x
t
 y autour 

de tout point intérieur à A A'. Envisageons alors la fonction 

(i5) ζ{χ, y) = f ' n\clf], 

" (r—nf 
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avec s, =* ζ — Ρ (s, s'annule sur AB, A'C). Nous avons 

(y— n)1 dy q d2v (! I dn 

Nous voyons donc que ζ est une solution d'une équation (<?,) à 
second membre, et cette solution se réduit sur Οy h F, (y), c'est-
à-dire à une fonction je. Or la formule analogue à (9), appliquée à 
une équation (e

t
 ) à second membre d'espèce Je en y, montre que, 

quand une solution se réduit sur Oy à une fonction je, il en est de 
même de sa dérivée par rapport à a?, le deuxième membre de la 
formule (9) étant alors une telle fonction. Or, le second membre Φ 
de l'équation en ζ est analytique en χ et aussi en y autour des points 
intérieurs à AA'. Il résulte alors des paragraphes 71 et 73 [solution du 

problème de Cauchy par les formules (14) et (16)] que, ζ (a?, y) et ^ 
prenant sur Oy des valeurs définissant des fonctions Je, ζ sera une 
fonction analytique de χ dans le voisinage de Oy. 

Montrons qu'il en sera de même pour z
{

. Ainsi nous sommes 
ramenés à la propriété suivante : si, dans l'équation (15), ζ est une 
fonction holomorphe de χ dans un certain domaine pour les valeurs 
dey comprises entre a et a', s, jouit de la même propriété. Soit, en 
effet, une courbe fermée Γ tracée dans le domaine de la variable a.·, 
nous aurons 

Γζ(·Ε, r)cl?=fdïf du = o. 
(7 — -η)1 

Mais le deuxième membre peut s'écrire 

f — 7 f 5|(ξ, fi)dt = o. 

Or (y — η) q est un noyau fermé : donc, quelle que soit Γ, 

J -s,(ξ, f])ciEr=o, (a^-o^a') 

et, d'après la réciproque du théorème de Cauchy, est analytique 
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dans les mêmes conditions que ζ. Mais alors, ν étant analytique en χ 
au voisinage de.x· = ο, ζ l'est aussi et par suite (§ 71)se réduit sur Oy 
à une fonction 3Z de y : nous pouvons donc énoncer le même théorème 
qu'à la fin du paragraphe 71. 

75. ETUDE DE L'ÉQUATION ~ — x1' = f(x, y). — Envisageons 

maintenant l'équation (e,) avec second membre f (x, y) d'espèce 3C 
en y et supposons d'abord ρ pair. La solution Ζ (§ 67) est fonction X 
en tout point extérieur Oy, car ceci résulte d u paragraphe «55. Sur Oy 
même, elle se réduit à une fonction ae, car pour χ — ο nous obtenons, 
à un facteur près, la fonction 

fy 5 e Ί"1 v ~r> '/(i, ·/! ) cil dr,, 

dont les dérivées, par rapport à y, se calculent par la même méthode 
que celle que nous avons déjà suivie ail paragraphe 55, ce qui permet 
aisément de voir que cette fonction est d'espèce χ ( ' ). 

Nous pouvons également nous proposer, ρ étant celte fois un entier 
positif quelconque, de calculer la solution de l'équation qui s'annule 
sur G y, ainsi que sa dérivée par rapport à x. Supposons tout 
d'abord que / soit, ainsi que z, dcveloppnble par la formule de Mac 
Laurin 

/ = /o + /i® + /s«! + ·.·» 

les f étant fonctions de y. Le procédé d'identification déjà suivi dans 
le paragraphe 71 nous donne ici, en posant toujours ρ -f- 2 = q, 

-0 — -1 — 2 0
2—fd-, ···> Ç ( 7 0 Zq+-l //—1< 

(</"+* ' ) ( 7 2 ) C'/+2 — Z 2 /'/' * · · > 
{\q 4-h ->r i) Çkq + h -+■ ι) — cL/-t-/i "+" />.</-+ // (à — °? ι ·> · · · ι (1 —1 )· 

Si nous explicitons les ζ en fonction des f et si nous réunissons dans 
la série les termes contenant les dérivées d'ordre λ des fonctions f 

(') Il pourrait se faire que, ζ étant une fonctien 3Cr, R tende vers zéro, puis 
éprouve une discontinuité pour χ — ο. Cela n'est pas, comme nous le verrons 
par la suite. 
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par rapport ày, il vient 

} ι .'λ. {η + ι) (7+ 2) . . . (λ 7 -Η ι ) ( λ i/ -h ·.>.) 

2.3...(X<7 + a)(Xy + 3) 

.................. 

7(<7 ■+- ' ) · · · (λ -i- 07I.U -+- ι)7 + ι] 

( /' -Η ι ) ( /' + ο. ).. . ( ~kq + /* -+-1 ) ( Ί\ί/ -+- r -+- 2 ) 

......................... 

Nous avons d'ailleurs 

rû)— 1 ^+λ/(ο ,y). 

de sorte que le terme envisagé peut s'écrire, r variant de ο à oo, 

^-{ΎΚ·*Ψ)(»Ψ)Α**ΨΗΨ)··^Ψ) 

-κ,τ(ψ)η>.+,> 

Les deux derniers facteurs sont Β A
 *) ® ('~ïy~'

 Λ
 ') 

et notre terme s'écrit, en explicitant les B, 

Γ1 Γ1 Γ(ι — ·0(ι—ι rf7-1 7; -1 y (x s7^) d/,-|-'//(o, y ï 

La somme ̂  (r variant de ο à oo) est un développement de Taylor 
/· 

et, sommant par rapport à λ, nous trouvons en définitive 

z,= £î f f' y Γ
( 1
 -

J
 ) ' ', - ' >*Ί

λ
 - JL· i -

11
 β -

1
 ̂  '' -

r
· -

r
 1 rf» rf< 
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et, en posant t. = I > s = ̂ J > 

<'6> '-=/ */. 2τΜ—^—J ^ ' 

ou encore, par un changement dans l'ordre d'intégration, 

5 (iß') /*r H. 2 y) Oÿ>. 

en posant 

?>.(-, 0 = -!^^ I ^3 J "<■ 

Sous cette forme, la solution est facile à vérifier : on trouve en effet 

ÂF=A"'r)+J, f rfi· 

à* n , . /"*' V ·ν ) à~ ) J-

d où 

(17) d2 xn = J (x,y) +(λ + 1 ) 1 jf 

11 suffit donc de vérifier que 

(.X)d2 qY +1 x 

Au lieu d'établir directement l'identité (ifi), supposons que nous 
ayons vérifié les λ identités précédentes et prenons f=x'lyl+i, η étant 
un nombre miliar positif quelconque : les calculs que nous avons 
faits formellement sont alors certainement valables et la solution est 
bien représentée par la formule (ifi), quel que soit η. Il en résulte 
que, d'après la formule (17), on a certainement, tous les autres 
termes de l'intégrale du second membre étant nuls par hypothèse, 

(λ + 1 ) 1 jf X'1 de = ο. 

pour η entier et positif. Or la parenthèse est un polynome homogène et 
de degré (λ -j- 1) q — 1 en χ et ξ, de la forme ̂  Αμ^'ξ11, de sorte qu'on 
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aura en integrant 

J* ^ Α
(Λ

Λ?"
ι

ξΙ'·+ιι(Ιξ — α,·(*λ+ι)7+«·^ —" ~ °' 

quel que soit η entier et positif, et par suite quel que soit n. Ceci 
exige (à cause des pôles) que tous les coefficients A„ soient nuls, c'est-
à-dire que — .χ·7~2!ρ),= ο. Ce raisonnement s'appliquant aussi 
au cas de λ = ο, la relation est démontrée quel que soit λ. 

Avec la formule (16) ou (i6'), nous n'avons plus d'hypothèse 
à faire sur la nature de f relativement à la variable x. Nous voyons 
sans peine que, si f est une fonction 0eK en y pour \ x | <[ p, la série 
sera convergente pour |a?| inférieur au plus petit des deux nombres ρ 

et (Ι*)1 et la solution Z0 sera elle-même une fonction 3C : il suffirait 

de reproduire ici un calcul analogue à celui que nous avons déjà 
fait (§ 33). Pareillement, cette formule donne le moyen de déter-
miner par approximations successives la solution du problème de 
Cauchy pour l'équation 

J&-xPTy=a7
x

+CZ+f< 

quand les données, supposées d'espèce 0e, sont portées par un segment 
de Oy. Il suffit de ramener ces données à zéro, absolument comme 
nous l'avons déjà fait plus haut (§ 36). En ce qui concerne l'équa-
tion (e

{
), la solution du problème de Cauchy s'obtient en ajoutant les 

formules (i/j) et (16) : elle est analytique en χ si/ l'est. 
Ce que nous venons de faire ne préjuge rien sur la nature du nombre 

entier positif p. Comme nous avons trouvé une solution de l'équa-
tion (e, ) qui est une fonction 0€, il en résulte que toutes les solutions 
régulières sont de cette nature, quel que soit le nombre entier 
positif ρ, puisque cette propriété est vraie pour l'équation (e). 

74. ÉNONCÉ DE QUELQUES RÉSULTATS. — Les calculs précédents et le 
problème du raccordement, que nous traiterons dans le paragraphe 79, 
nous fournissent les éléments nécessaires à la démonstration des pro-
priétés suivantes, que je me borne à énoncer. Etant donnée l'équa-
tion (c), où ρ est entier, et une solution s, régulière dans une région & 
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pouvant être traversée par O y : i° si les coefficients sont dans la 
région Λ ou bien analytiques en x, ou bien d'espèce 7C en y, s sera ou 
bien analytique en ■/;, ou bien d'espèce ,7e en y; 20 si les coefficients 
sont analytiques en y et si 3 prend sur deux segments C

n
 C

2
, paral-

lèles à G y, une succession de valeurs analytiques en y, s sera analy-
tique en y, sur tout segment de caractéristique limité par C, et C

3
. 

Même théorème pour l'analyticité en χ et y, C, et C
2
 pouvant alors 

être des arcs analytiques; 3° quand les coefficients sont d'espèce TC 

en y, la condition nécessaire et suffisante pour que ^ soit prolongeable 
au delà de Oy est que £ (o, y) soit d'espèce Te en y. 

Il serait facile de déduire de là des propriétés relatives à l'équation 
générale, dans laquelle b peut s'annuler le long de courbes χ = φ (y) 
quelconques (pour ce qui concerne l'analyticité en x), ou d'espèce TC 

(pour ce qui concerne l'espèce 7C et pour le prolongement en y), ou 
analytiques (pour ce qui concerne l'analyticité en χ ety). 

Nous n'avons pas parlé jusqu'ici des solutions des équations {C). 
Remarquons que les solutions régulières de l'équation (c') ne sont 
pas en général des fondions 7C pour les points situés sur 0.x*. 
Cependant, si c est une fonction Te en deux points A,, A2

 de Ox, 
cette solution sera une fonction Te dans la région commune au 
domaine, où ^ est régulière, et à la bande comprise entre les paral-
lèles à Oy menées par les deux points A, et A2. 

Des remarques analogues s'appliquent à l'équation (c'). Pour 
cette équation, d'ailleurs, les théorèmes relatifs à l'analyticité par 
rapport à χ ou y subsistent sans modifications. 

CHAPITRE Y. 

LA SOLUTION FONDAMENTALE ET SES APPLICATIONS. 

I, — Équations du type normal. 

Étant donnée l'équation (Ε) (p. io5) avec f = o, c'est-à-dire 

(t) ô^-ha-Ài + % + c''=:0 (i<0)· 

M. Hadamard a formé sa solution fondamentale (Comptes rendus, 
Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. II, njiq. ^ 
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Ier mai .1911) en ramenant cette équation à la forme (voir § 17) 

àx* ây ~~ CS' 

Outre les hypothèses de dérivabilité que ceci exige, le procédé de 
réduction est spécial au cas de deux variables ('). Nous allons faire 
l'extension de la méthode de M. Hadamard au cas général. 

7S. SOLUTION FONDAMENTALE DE L'ÉQUATION A DEUX VAIUADLKS. — Remar-
quons tout d'abord que, l'équation (E) étant donnée, la solution 
fondamentale que nous devons utiliser est celle dejl'équation adjointe. 
Nous aurons donc, en supposant (E) mise sous la forme normale 
(§ 17), les deux équations 

éF (5) = -r— h Cl — H CI f ~ o. 

■,'(u)=à^ + dï~dï' + c" =0· 

Envisageons ces équations dans une région &, où leurs coefficients 
sont supposés continus, et admettons, pour plus de simplicité (hypo-
thèse nullement indispensable), que Λ soit définie par χ

{
<χ<χ.

2
, 

y
t
<y<y

2
. Pour formerla solution fondamentale U (ξ, η; x, y), solu-

tion de i
K
 — ο en ζ, η, nous allons suivre l'ingénieuse méthode indi-

quée par M. Hadamard. Opérant par approximations successives, 
nous poserons 

Po(ï,-n;x.y)= , -.e r>>, 

et d'une façon générale, à partir de η = ι (-), 

π ,y ν 1 ΓΥ j r'T da(s, t) E„_, (5, t\ x,y) "1 1 - ■!-

les points Ρ(x,y) et Π(ξ, η) étant situés dans Λ et tels que η <jy. 

(' ) Mais il va sans dire qu'il sera avantageux de l'employer chaque fois que la 
chose sera possible. 

(2) Ceci revient en somme à considérer la solution fondamentale cherchée U 
comme solution d'une équation intégrale qui s'écrit immédiatement. 
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Or nous pouvons écrire, en désignant par m
n m2

 des points variables 
d'abscisses x

n
 x

2
 et m un point du domaine d'intégration, 

U„— ~f a{m
t
) U„_,(M|, Ρ) υ

0
(Π, m

x
)dt 

7= f a(/n
2
) U

/t
_! (/M

s
, Ρ) U

0
(fl, m

t
)dl 

+ 1 ja(m) °
υ

°
{
^

 m) 4- c(m) U
0
(Π, m) U,V)d.s. 

Le terme LJ, (que le lecteur est prié d'écrire) est bien défini 
quand Ρ et Π sont distincts et, si χ φ ξ, il tend vers zéro avec y — η. 
Il s'agit de voir comment se comporte ce terme quand χ — \ et y — η 
tendent simultanément vers zéro. Soit |a|<A, |c|<C : les inté-
grales simples restent finies; la partie qui contient c ne présente 
aucune difficulté car elle est limitée par 

c f f yi ds dt <( κ 

d'après les formules (s.jf) et ('2.V)> § 8 (intégrales \ enfin la partie 
de l'intégrale double portant sur a admet comme limitation 

-4= f dt f ' !Te 

intégrale toujours finie, d'après les mêmes formules. 
U, est donc toujours fini et par suite U

2
, qui se compose d'intégrales 

des types a, (§ 2), I
0l

, I
l3

 portant sur des fonctions bornées, est une 
fonction continue dans Λ et tend vers zéro avec y — η. De même pour 
les termes suivants, et il résulte de ce que nous avons vu, dans le 
Chapitre II, que les approximations convergent et que la série 
U = U

0
 -l· U, +-U..+ ... représente une solution de l'équation = o, 

en supposariL bien entendu que les coefficients satisfassent aux 
conditions (A) (§ i)). Nous pouvons donc mettre U sous la forme 
U = U

e
H-V, V étant une fonction bornée pour tous les points Ρ 

et II de même voisins, continue et tendant vers zéro avec y — η, 
sauf pour ξ = χ. Si donc on intègre |V| par rapport à ξ, l'intégrale 
s'annule avec y — η, même si l'intervalle contient la valeur x. 
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76. APPLICATION AUX PROBLÈMES AUX LIMITES. — Etant données les 
équations ê = ο et ,f, = o, appliquons la formule de Ricmann à l'inté-
grale 

ff jûrf[ï(|,Yl)]-5(£.M)#,(U)j^rfn 

et au domaine limité par un contour (C) et la caractéristique M', M', 
et situé dans Λ (voirfig. ι, § 1 ou fig. i5, p. no). Il vient 

(i) j (v^-z^+aUz^dy + Vzdc + j'j'vfdcdr,. 

Or 

/ \]sdc= U 0zdi+ Vzdl. 

Quand M', IVU tend vers M, M2, la dernière intégrale tend vers zéro, 
comme nous Pavons déjà dit. Donc (§ I ), la limite du premier membre 
de (i) est isjr: y), \/τ.ζ(χ,γ) ou zéro suivant que M est à 
l'intérieur de (C), sur (C) ou à l'extérieur de (C). D'où la formule 

fir L(x,y)= j'j* - z^ -h aVz^j dn ^ υ Ζ di -H j'Jv/didn. 

(C,) et Sj, désignant les portions de (C) et de S situées au-dessous de la 
caractéristique d'ordonnée y. Dès lors, si l'on forme par la méthode des 
approximations successives une fonction H, solution de = ο en ξ,·/}, 
égale à U ($, η; χ,y) sur G, et C

2
 et nulle sur M,M3, la fonction 

G = U —H sera une fonction de Green relativement au contour (C). 
En appliquant la formule de Riemann à cette fonction, il vient, 

pour un point (χ, y) intérieur, 

2 fi ζ {χ. y) — f — ζ β d-n-h G ζ di-\- J*j* G fd'l d-fi. 

Il resterait à vérifier cette solution, car ceci nous montre simplement 
que, si la solution prenant sur (C) des valeurs données existe, elle est 
donnée par cette formule. Mais nous savons par ailleurs que cette 
solution existe, quand a, c, /satisfont aux conditions (A). Par suite, 
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la formule que nous venons de trouver représente bien la solution 
cherchée. En particulier, la fonction —— I j GfdÇdn représente la 

solution de $ = o, nulle au bord (1 ). 
Il est à remarquer que cette méthode exige deux opérations : 

i° Calcul de la solution fondamentale, indépendant du contour; 
2° Calcul de la fonction de Green pour un contour donné, indé-
pendant des données. Ce dernier calcul se fait par les méthodes du 
Chapitre II et exige le calcul de la fonction de Green pour S ζ = o et 
la résolution d'une équation intégrale. 

D'autre part, la méthode employée plus haut au paragraphe 22 
n'exige qu'un calcul analogue au deuxième calcul que nous venons 
d'indiquer, mais ce calcul varie avec les données. Il peut donc y 
avoir avantage, suivant les cas, à employer l'une ou l'autre méthode. 

77. SOLUTION FONDAMENTAL!·: DES ÉQUATIONS A PLUS DE DEUX VARIABLES. 

— Le procédé que nous avons suivi pour former la solution fonda-
mentale réussit également dans le cas où le nombre des variables est 
supérieur à deux. Envisageons, par exemple, dans le cas de trois 
variables, les deux équations 

s, . à'1 ζ à2 ζ à ζ ôz à ζ . 

■h ( U) ΞΞ — + - 5— r-— -4- eu - o. 

Supposons que la région Λ, où nous voulons former la solution, soit 
située à l'intérieur d'une surface Σ, ouverte vers les y positifs et 
négatifs (par exemple un cylindre) et soient Σ^η la portion de Σ com-
prise entre les plans caractéristiques de cote y et η, \y>η

 le volume 
limité par ces plans et par Σγ>ν Nous effectuerons alors les opérations 

(!) Moyennant des hypothèses très simples sur la nature des coefficients de 
l'équation à l'infini, on peut former une solution fondamentale valable dans 
tout le plan, ce qui permettra d'obtenir la solution prenant des valeurs données 
sur une caractéristique donnée. 

Au sujet de la fonction de Green, remarquons enfin que la formule de 
Riemann nous donnerait aisément une relation d'échange entre la fonction de 
Green de l'équation et celle de son adjointe. 
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suivantes : 

υη(ξι, Cj, Yî; -r,. ^2,y) — e ϋ.»·~η< =υβ(Π,Ρ) 

".=£/[-d[n'(m] ";"'<,"'1>>l-àa'^y +6·υ„-,|u,(ii,«<)rfiî„„ 

m étant Je point .s2, l) et dÙ
m
 l'élément de volume corres-

pondant. 
Le même procédé qui nous a servi dans le plan nous donne une inté-

grale double étendue à la surface Σ/ιη et une intégrale triple 

<*) jzfff [μ»0 dU°(
rf
"' m) + + cU„j »„-,(/», I >)dQ,„. 

Si nous portons notre attention sur le premier terme U,, nous 
voyons tout d'abord que nous pouvons supposer, pour l'objet que 
nous avons en vue, que les points Ρ et Π ne sont pas tous deux sur Σ>ιΤ| 

et alors l'intégrale de surface, qu'il est inutile d'écrire, est comparable 
à une intégrale IM (§ 8) et reste finie : elle tend vers zéro avec y — η. 

Appelons J, l'intégrale triple (2), lorsque η = ι, et posons 

(χ'ι — ξι )2 -+- (vT
2
 — £

2
 )- — r2, (ξ, — .ν, y -1- (ξ» — Si)'1 — p% 

d'où 
(s,— xx )

2-|- (.v,— x2yl(r~ ρ y. 

Remarquant que |ξ, — s,| et \Z2 — s-
2

\ sont <p, on a donc, si 
1«. I < A,, |a

3
|< A

2
, | C | < C, 

1 ·'■1 <£///„, I >^+ + À] 7=7·" 

L'emploi de coordonnées semi-polaires d'origine II nous donne 

ι I κ I f dt /-"[-(Α, + ΑΟρ -

Or, ρ et 0 étant des nombres positifs, avec ο<θ<ι, et α une 
variable >0, on peut écrire a/,0-a<(K.)c~ea('). Par suite, en appli-

(1 ) lin effet l'expression reste finie quel que soit α >» o. 
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quant cette remarque à la première exponentielle, il vient 

| J, | <(K) Γ dt fàl±£i+c\ Γ e ><<-»> ur-» 

Or on a évidemment Al H- C < -I==> et si nous partageons le 

domaine d'intégration en quatre parties par les droites ρ = et 

j — ïLÎ-2, nous obtenons quatre intégrales analogues, dont l'une 

est (1) 

/ / < (ΙΫ) / e vz-vrfpc-i^i-e "".' -ν, 

et les trois autres admettent la même limitation. En définitive 

iu,i<-4iLe v-V 

On déduit de là que U
2
 rente fini quelle que soit la position des 

points Ρ et Π, et tous les autres termes sont continus et tendent vers 
zéro avec γ—η, même si χ — ξ tend vers zéro. De plus, la série 
U

0
 -H U, H- U

2
 4- ... converge et représente donc une solution U de 

l'équation adjointe, qu'on peut mettre sous la forme U = U0-t-Y, 

V étant une fonction telle que l'intégrale J j" |V| dcdr\ tende vers 

zéro avec y — η, quel que soit le domaine d'intégration D : ceci 
résulte de la limitation de U,. On en déduit immédiatement la for-
mule fondamentale relative à une solution de l'équation §(z) — o. 

Si nous appliquons à l'intégrale j* j"J \u$(z) — dil la 

marche suivie au paragraphe 35, en remplaçant u par U et tenant 
compte de la propriété de Y, il vient, pour un point P(#,, x^y) 

(') En remarquant que, dans le domaine d'intégration que nous allons envi-

sager, on a r — ρ > -> et en utilisant les propriétés des intégrales \pq (§ 8). 
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intérieur à (S) et avec les notations du paragraphe 55, 

4π 3 (a?,. y ) = —^^ — ζ — 4- n, U cj d'i, di\ 

-H ("lj ^ -H U ̂  ί/η r/;, - IJ c </ξ, r/;, 

+Jjf Vf (il, il, Ό ) d'ti d'i·, dn 

— —J"-4-[«,cos(n, .r, )-+-(/., cos («.2V)] U ~ | did(, 

+ ff 11 w/ï.rf-.-H iffU/(?i· ï„n)dli (t-.liri, 

les intégrales de surface étant prises sur le coté intérieur. 
Si la section inférieure S

0
 ne se réduit pas à un point, nous pourrons 

calculer une fonction de Green, qui nous donnera la solution sous la 
forme 

4rs(.r,, x^y) ~ J
dfï

-+- J f
Gz

 dl
A

dl,-\- j* j jG / di
K
dl

A
 dr,. 

Si l1on avait appliqué la formule fondamentale à un point situé 
sur Σ ou extérieur, on aurait trouvé comme facteur dans le premier 
membre 2- ou o. 

II. — Équations singulières. 

Le calcul de la solution fondamentale, lorsque la ligne singulière 
est une caractéristique, Ox par exemple, présente peu de difficulté, 
même dans une région contenant cette ligne comme frontière ou à son 
intérieur. Nous nous occuperons seulement des équations (ΰ) et, 
pour simplifier les calculs, nous supposerons ici que nous ayons 
ramené, par un changement d'inconnue, les équations à la forme 

x d2~ ôz * à2u du 

78. CALCUL DE LA SOLUTION FONDAMENTALE. — Dans le calcul qui va 
suivre, nous supposerons le domaine donné quelconque si ρ est pair; 
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si ρ est impair, ce domaine sera situé tout entier d'un même côté 
de Ο y et pourra admettre cette droite comme frontière. 

Envisageons la fonction U du paragraphe 64, et posons [A et 
Β ayant les valeurs données par la formule (4) de la page m] 

(3) U
0
=U, Uί c(s, t) ϋ(ξ, ν); s, t) U

0
(.s,/; x,y)dsdt.. 

U
 n

 —j J 01-* ( ζ» ϋ) 0 ι ( ^5 ) ds dt, 

S
r
^ étant la région du domaine donné limitée par les caracté-

ristiques d'ordonnée y et η. Tous ces termes tendent vers zéro 
avecy — η, si χ φ ξ. Étudions U, : il résulte de ce que nous avons vu 
dans le paragraphe 67, qu'on peut écrire 

|U|<(K)(y —η) ie '/' (·>'-*)) — ir =z ρ + 2) ; 

si donc la région Syi„ est finie, on voit que U, est de l'ordre de 

(y — yl) '' au plus. On peut donner une limitation plus précise. 
Désignons, en effet, par Ρ', Π' les points symétriques de Ρ (oc,y) 
et Π(ξ, η ) par rapport à Ο y, au cas où ces points appartiennent au 
domaine d'intégration : supposons a? et ξ positifs, c'est-à-dire, en 
somme, appelons Ρ et II ceux des quatre points qui sont à droite 
de O/. Menons les parallèles à Ο y équidistantes de Ρ et Π, P' et IT : 
avec Oy, elles partagent le domaine d'intégration en quatre régions. 
Soit R celle qui est le plus à droite et supposons qu'elle con-
tienne Ρ (χ, y) : l'intégrale correspondante sera limitée par 

(K)e / - r / e '/■<y-t]ds. 

Opérant comme pour l'intégrale J (p. 116), il nous suffira d'envi-
sager la partie de R où l'on a s>x et d'y poser 

ar~ xr~qo \Jy — t (σ = ο) 
et par suite 

| ds dt | = 2 \/y — t {xr -\-qa\jy — /)'" ' | dadt |< (K) — ^-| dadt ). 

Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. II, 1914. *9 
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L'intégrale correspondante admet donc comme limitation 

1 (y — t)1 ï{t—ri)1 'I {y— m)' V 

et les autres intégrales se limitent de la même façon (ici le domaine 
d'intégration peut être une bande indéfinie, c restant fini). 

Or ceci reste fini si ρ = ι, ou si ρ est < ι et alors non entier; 
si i, la singularité pour α? = ξ, y=r\ est d'ordre moins élevé 
que dans le terme précédent et, en poursuivant la série d'approxi-
mations, on arrive à des termes finis et continus constituant une 
série convergente U. Ici encore nous pouvons écrire U = U-t-V, 

\Υ\άζ tendant vers zéro avec y — y). D'où la formule 

fondamentale (*) 

, (u I ~ * w) « +/X «m <*· 

79. APPLICATION AU PROBLÊME DU RACCORDEMENT. — Étant données 
les deux équations § = ο et §

h
 = o, dans lesquelles nous supposons ρ 

impair, on peut se proposer de traiter pour une solution de l'équation 
§ = ο le problème du raccordement, traité dans le paragraphe 68 dans 
le cas où c = o. Nous allons indiquer brièvement comment on peut 
résoudre cette question. 

Si l'on veut employer la première méthode indiquée au para-
graphe 68, nous effectuerons les approximations (3 ) du paragraphe 78 
en partant de L)0= u

2
[u

2
 étant la fonction définie par la formule (6'), 

p. 120] et en remplaçant U par U2, second terme de la solution fonda-
mentale U. Nous obtiendrons ainsi une solution fondamentale particu-

lière Μ
2
(ξ, η ;y), telle que ̂  soit nulle pour ξ = o. Nous appliquerons 

alors la formule de Riemann à l'intégrale J j*[w2 §{z) — .s^,(w2)JdS 

et au domaine ABNP {fig. 16), ce qui nous donnera une formule ana-
logue à la formule (6), dans laquelle nous pourrons faire disparaître 

(*) Tout ceci s'applique aussi aux équations (i') du paragraphe 63. 
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le terme en dans l'intégrale relative à BN, par l'emploi d'une 
fonction auxiliaire. Nous obtiendrons, en définitive, une équation 
intégrale en ̂  (ο, η ). 
Si, au contraire, nous voulons employer la deuxième méthode, 

c'est-à-dire calculer ̂ (o, y), nous partirons, dans les approxima-

tions (3) du paragraphe 78, de U
0
 = u

K
 [formule (7), p. 120] et nous 

remplacerons U par Un
 premier terme de U. Nous formerons ainsi 

la solution a, de l'adjointe, nulle pour ξ == ο, et nous pourrons ensuite 
appliquer la formule de Riemann au domaine ABnp ; mais alors il fau-
dra porter son attention sur la transformation de l'intégrale en z(o, η) : 

l'élément différentiel sera encore ici de l'ordre de ,· Après 

avoir éliminé le terme en sur BN, nous arriverons encore à une 

équation intégrale en ^(o, η), analogue à l'équation (n). 
Pour démontrer que le noyau est fermé, nous utiliserons l'intégrale 

(étendue au domaine limité par C'BC B') 

f +c-o) dxdy 

=ff[^&'+e'î]*dr-U
ur

+
k
.
e

x,Mld*=0' 

z
0 étant une solution régulière de l'équation 

7— Χ — H cΖ = Ο, 

nulle sur ABC, A'B'C. Mais ici, pour pouvoir tenir le même raison-
nement que dans le paragraphe 68 et montrer que z0 est identiquement 
nulle, nous sommes obligés de faire l'hypothèse que c est négatif ou 
nul. On peut cependant supposer c de signe quelconque, à condition 
que le contour n'ait pas une trop grande largeur, en utilisant le même 
artifice que dans le type elliptique (voir PICARD, Analyse, 2

E édition, 
t. II, p. 24). Le noyau sera fermé pour tout contour tel que la somme 
des valeurs maxima de PN et de PN' (fig- 16) soit inférieure à ~L> 

C étant le maximum de | c |. 
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I. Observations sur le Chapitre IV. — Les problèmes traités dans les 
Sections I et III de ce Chapitre (formule fondamentale, problème du raccor-
dement, problème de Cauchy) deviennent des problèmes relatifs à l'équation de 

la chaleur δζ Ξ quand l'exposant ρ a la valeur zéro, c'est-à-dire 

quand q — 2. Il est facile de vérifier que les formules générales se réduisent 
bien, pour q — 2, à celles qui figurent dans les Chapitres précédents. 

Envisageons, par exemple, la solution fondamentale U de la page 109: on 
constate aisément que sjit |V^i (®) "+* "· 1 (^)J ~

 e2y
^> d'où résulte que, si A 

et Β ont les valeurs (4 ) [p. 11 r], U se réduit à [ 4π(y — v))] 2 e *0—m et par 
suite la formule (5) devient la formule fondamentale (a) du paragraphe 1. 

De même, dans la solution (16) ou (16') du problème de Cauchy [p. i35], 

faisons q = 2. En remarquant que φι et s'annulent pour = la for-

mule (18) montre immédiatement par voie de récurrence que, pour</r=:2, 

= —r—=;—1—η— et l'on retrouve ainsi la formule (12) (S 55). 

II. Observations sur le Chapitre V. — Dans la formation de la solution 
fondamentale U, pour J'espace par exemple (p. 1/42), le terme U„ se décompose 
en une intégrale double et une intégrale triple. On peut également supposer 
que U„ soit représenté par Γ intégrale triple seule, car la décomposition 
inverse montre que la solution U = SU,, ainsi formée est bien solution de 
£ι(α) = ο (p. ι/μ). 

Indiquons ici également un procédé de limitation plus précis que celui que 
nous avons utilisé p. i3g et 143. Plaçons-nous dans le cas de l'espace et posons 
ρ = λ/-, t —r/ = — ν)) : on constate alors que 

p* , (p —r)2 _ >Λ Γ (*- μ)2Ί _ V2 

En prenant comme variables d'intégration pi et ν dans la dernière intégrale de 
la page 142, on arrive aisément à la limitation (α, β, y étant des nombres 
positifs) 

lu.KvF^u.i« ßr V .5 y-n 

et l'on opérerait de même pour U2. 
En appliquant cette méthode à l'équation ôu-+- cu=z o, on constate que 

U — \]
0

βΗΚ,*;*.χ)ΐϊ-ιΐ), avec | H| <C, C étant le maximum de | c| ; si l'on rem-
place H par C, on obtient la solution fondamentale de àu -f C u = o. 


