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SUR LE DIAMAGNETISME. 89 

Sur Le diamagnétisme ; 

PAR PIERRE DUHEM. 

V /INTRODUCTION. 

L'étude thermodynamique des corps diamagnétiques a suscité un 
certain nombre de paradoxes embarrassants. 

Dés 1888, nous avions annoncé que, lorsque l'équilibre magnétique 
est établi sur un corps diamagnétique placé en présence d'un aimant 
permanent, le potentiel interne du système n'est pas toujours un 
minimum; nous avions attiré l'attention sur quelques conséquences 
étranges qui paraissaient découler de cette proposition. 

En 1889, M. J. Parker montrait qu'à l'aide d'un corps diamagné-
tique, on peut réaliser un cycle isothermique fermé durant lequel 
les actions extérieures effectuent un travail négatif, tandis qu'une 
proposition bien connue de Clausius exigerait que ce travail fût nul 
ou positif. 

En 1889, à la suite du travail de M. Parker, nous reprenions 
la proposition que nous avions établie l'année précédente et nous 
en tirions ce corollaire que, sur un corps diamagnétique, l'équi-
libre magnétique pourrait être instable; nous étions amenés, par là, à 
penser que l'existence de corps diamagnétiques est une impossibilité 
physique; nous proposions de reprendre une supposition due à 
Faraday et à Edmond Becquerel : le diamagnétisme serait une 
apparence qu'offrent certains corps moins magnétiques que le milieu 
où ils sont plongés. 

Quelques semaines avant la publication de notre note, dans une 
lettre à E. Cesàro, lettre dont, alors, nous ignorions l'existence, 
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Ε. Beltrami formulait cette proposition, qui n'est d'ailleurs pas 
exacte : L'équilibre d'aimantation sur un corps diamagnétique 
correspond toujours à un maximum du potentiel interne. De cette 
proposition il déduisait, au sujet de l'instabilité de l'équilibre diama-
gnctique et de l'impossibilité du diamagnétisme véritable, des consé-
quences semblables de tout point à celles que nous allions formuler 
peu de jours après. 

Ces diverses recherches semblaient concourir à cette conséquence, 
importante au point de vue de la Physique : Le diamagnétisme ne 
peut se rencontrer dans la nature; pour expliquer le diamagnétisme 
apparent, il est nécessaire de recourir à l'hypothèse de Faraday et 
d'Edmond Becquerel. 

Or, aujourd'hui, nous croyons pouvoir affirmer que toutes les 
objections élevées contre l'existence des corps diamagnétiques repo-
saient sur un fondement dénué de solidité; les déductions qui parais-
saient les justifier se rattachaient toutes à une manière incorrecte de 
raisonner sur le magnétisme; on pensait pouvoir traiter du mouve-
ment du magnétisme sur un corps en faisant abstraction des courants 
électriques dont ce corps est le siège; c'était, assurément, une suppo-
sition illégitime; tout raisonnement correct sur le mouvement du 
magnétisme (et les problèmes de stabilité d'équilibre sont des pro-
blèmes de mouvement) exige qu'on recoure aux lois de l'Electrody-
namique et de l'Électromagnétisme; l'emploi de ces lois a tôt fait de 
montrer l'inexactitude des raisonnements qui prétendaient s'en 
passer, et de faire évanouir les propositions paradoxales auxquelles 
ces raisonnements avaient conduit. 

Le présent travail a pour objet de prouver ce que nous venons 
d'énoncer. 

CHAPITRE I. 

L'INSTABILITÉ DÛ DIAMAGNÉTISME. DÉDUITE DE LA CONSIDÉRATION 

DU POTENTIEL INTERNE. 

1. Soient : 

(#, ,y,, z,) un point d'un corps aimanté ; 
A,, Β,, C, les composantes de l'aimantation en ce point; 
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ί/σ, un élément de volume entourant ce point; 
(x,y, z) un point quelconque de l'espace; 
/· la distance mutuelle des deux points (a?,y, z), (x

n
yn 

La fonction potentielle magnétique au point (χ, γ, ζ) est la 
quantité 

(0 V(*.y,,)=f{/L
l3
£ +B

13
£ +C

I3
^)dto,. 

où l'intégration s'étend au volume entier du corps aimanté que l'on 
considère. 

Considérons un espace en tout point (x,y,z) duquel des corps 
immuables, extérieurs à cet espace, engendrent un champ magnétique 
de composantes données L, M, N. En cet espace, plaçons un corps 
susceptible de s'aimanter. Ce corps sera dit parfaitement doux si 
l'aimantation qu'il prend en cette circonstance vérifie la loi suivante : 

Si 011/ est l'intensité d'aimantation au point (x,yfs) du corps 
aimanté, A, 13, C les composantes de cette aimantation et Τ la tempé-
rature au même point, il existe une fonction magnétisante K(oiL, T) 
telle qu'on ait 

. Λ = Κ(.·®,,Τ)^— 

(•i) / H = K (M ,t ) 

F C = K(3IUT)(IN-T^V 

ε est un coefficient positif dont la valeur dépend de l'unité choisie 
pour mesurer les intensités d'aimantation. 

Lorsque la fonction magnétisante K(ûll,T) est positive, le corps 
est dit magnétique ; il est dit diamagnétlque lorsque cette fonction 
est négative. 

Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons au cas simple où la 
fonction magnétisante ne dépend pas de l'intensité d'aimantation Dïi. 
En outre, nous n'aurons pas à faire varier la température T. La fonc-
tion magnétisante K(oic, T) se réduira alors à un coefficient 
â?aimantation K, constant, positif pour un corps magnétique 
et négatif pour un corps diamagnétique. 
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La quantité 

<3) y = Ï//\ AA'tt?+AB,*nF+AC'3dr 

+ BA' "Ι" BB' -Â-4-! + BC' -ΓΊΓ! 

Î)2- <r-~ (P- \ 
+ CA' -T-fv + CB' -r—f-

f
 + CC 3-^7 Jdmdm', 

où chacune des deux intégrations s'étend à l'ai man t tout entier, prend 
le nom de potentiel de la distribution magnétique sur elle-même. 
On démontre aisément que cette quantité peut se mettre sous la 
forme : 

(4) Y — - i A— + li — 2 J \ Ox ày 

ou encore sous la forme 

(5)Y =8 7TdVV dx) 4~ OVV ld\ ày <)z (ÌT3. 

Cette dernière forme montre que la quantité Y est forcément posi-
tive, à moins que l'intensité d'aimantation ne soit nulle en tout point 
du corps considéré. 

2. Nous n'avons rien supposé jusqu'ici au sujet des corps extérieurs 
qui engendrent le champ magnétique donné (L, M,N); admettons, 
dorénavant, que ces corps soient des aimants permanents absolument 
immuables de position et d'état; le système formé par l'ensemble de 
ces aimants permanents et du corps parfaitement doux soumis à leur 
influence aura alors pour potentiel interne, à une constante près, 
la quantité suivante : 

(6) 5 — — ί (LA + MB + NC)Î/ct + Y+ 

où les intégrations s'étendent toutes deux au volume occupé par le 
corps parfaitement doux. 

On reconnaît sans peine que les équations (2) de l'équilibre magné-
tique équivalent à la proposition suivante : 
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Toute variation infiniment petite (fi A, OB, OC) imposée à l'aiman-
tation, en chaque point d'un corps parfaitement doux, annule la 
variation première du potentiel interne : 

(7) — o. 

5. Par analogie avec des propositions de Dynamique dont l'exacti-
tude est démontrée, on est conduit A admettre le POSTULAT suivant : 

i° Tonte distribution du magnétisme sur le corps soumis à 
l'aimantation, qui rend minimum le potentiel interne $ du système, 
définit un étal d'équilibre magnétique stable. 

2° Si, une distribution magnétique vérifie la condition (7), mais 
ne rend pas minimum le potentiel interne §, et si, pour reconnaître 
qu'elle ne le rend pas minimum, il suffit de considérer le signe pris 
par la variation seconde &§, cette distribution correspond à un étal 
d'équilibre magnétique instable. 

LA GÉNÉRALISATION QUI FOURNIT CE POSTULAT N'EST AUCUNEMENT JUSTIFIÉE. 

Pour établir les propositions correspondantes de Dynamique, on 
applique les équations de la Dynamique aux mouvements des systèmes 
qu'on a l'intention d'étudier. Dans le système qui nous occupe en 
ce moment, le mouvement magnétique, constitué par une distribution 
magnétique variable d'un instant à l'autre, ne reçoit point ses lois des 
équations de la Dynamique, mais des équations de l'Electromagné-
tisme et de l'Electrodynamique qui en sont toutes différentes. En 
admettant le postulat précédemment énoncé, on peut fort bien être 
conduit à des conséquences que rÉlectromagnétisme viendra ensuite 
contredire. C'est ce que nous aurons occasion de constater au cours 
du présent écrit. 

Provisoirement, en tout ce Chapitre 1, nous regarderons comme 
exact le postulat qui vient d'être énoncé et nous en déduirons divers 
corollaires. 

4. Faisons croître respectivement de α, β, γ les composantes A, 
B, C de Γ 'aimantation sur le corps qui se trouve soumis à l'action de 
l'aimant permanent. Le potentiel interne du système, qui avait la 
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valeur $, prendra la valeur (§ 4- φ). Si nous observons que 
(8) «OU2 — A2-H li2-b G2 

et si nous posons 

(9) wh + «ν+ «'''ôïk' 

+ Pa'dyw + W'ayiy+Wij]rs? 

+1« irL· + Έ7Ρ + rf ÔÎ33 )ffe ffe'< 

nous trouverons sans peine qu'on peut écrire : 

ÍW q= -J L ddV q, y 

+ (Ν-8^Γ-κ)ΐ']</51 

4- w 4- ~ C{ otr 4- β
2
 4- y~ ) dvs. 

Cette égalité est générale. Dans le cas particulier où la distribution 
magnétique initiale est une distribution d'équilibre, l'égalité (io), 
en vertu des égalités (2), se réduit à la forme extrêmement simple 

(n) 0±=«> + -L· J{cT 4- β2-h /-) C/gt. 

La quantité w est susceptible de transformations toutes semblables 
à celles qu'on a fait subir à la quantité Y. 

Introduisons, en effet, la fonction potentielle v(x,y, z) de la distri-
bution additionnelle α, β, γ : 

(12) /, ; ) r= j jL + β, ^ 4- y, ~ Jito,, 

et nous aurons les égalités suivantes, analogues aux égalités (4) et (5), 

(.3) iV £ Ci dv a dv d(’\ , = d rdï + ¡ì7;+^/T=)d',’• 

(14) iV £ Ci dv a dv d(’\ , = d rdï + ¡ì7;+^/T=)d',’• 
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Cette dernière expression de w entraîne la conséquence suivante qui 
joue un rôle essentiel en tout ce qui va suivre : 

Si la distribution additionnelle (α, β, γ) n'est pas nulle en tout 
point du corps soumis à l'aimantation, la quantité w est positive. 

«S. Ce corollaire, joint à l'égalité (n), nous montre que, pour tout 
corps magnétique (Κ > o), la quantité φ est positive, à moins que la 
distribution additionnelle (α, β, γ) ne soit nulle en tout point de ce 
corps. D'où cette proposition : 

Sur un corps magnétique, la distribution d'équilibre corres-
pond à un minimum absolu du potentiel interne du système. 

Partant, en vertu du Postulat énoncé au n° 3, sur un corps magné-
tique, tout équilibre magnétique est stable. 

G. En une lettre adressée à Ernesto Cesàro, Eugenio Beltrami 
s'exprimait de la manière suivante (0 : 

« ... L'energia d'un corpo diamagnetico avrebbe dunqueun valore 
negativo. 

» Questo risultato ne trae con sè un altro, chenon è meno invero-
simile. Ε noto chc se alla distribuzione indotta in un corpo da azioni 
magnetiche esterne, date ed invariabili, si sovrappone un' altra distri-
buzione magnelica qualunque, il potenziale di tutto il sistema se ac-
cresce d'une quantité che è semplicemente eguale al potenziale délia 
distribuzione sovrapposta ail' indotta. Risulta di qui, tenendo conto 
del risultato precedente, che se il corpo indotto è paramagnelico, il 
potenziale totale aumenta quando cessa l'equilibrio d'induzione, 
mentre, se il corpo è diamagnetico, il potenziale diminuisce ; nelprimo 
caso dunque il potenziale totale sarebbe minimo nello stato d'equi-
librio, nel secondo invece sarebbe massimo, cioè l'equilibrio d'indu-
zione diamagnetica sarebbe instabile. 

» Queste incongruenze mi sembrano tali di rendere sempre piu 

(J) E. BELTRAMI, Note fisico-materna tiche (Lettera al Prof. Ernesto Cesàro) 
[Rendiconli del Circoto mateniatico di Palermo, Adunanza del ioMarzo 1889, 
t. Itl (.889)]. 
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probabile la nota ipotesi di Faraday, d'una polarizzabilità di tutto lo 
spazio, con coeffîciente positivo per questo come per ogni corpo in 
esso immerso; merce quest' ipotesi l'induzione diamagnetica viene 
ridotta, com'è noto, ad una mera apparenza. » 

Le théorème que Beltrami a énoncé tout d'abord, et d'où il a dé-
duit ces diverses conséquences, n'est point exact; on trouverait sans 
peine l'inadvertance qui a induit en erreur l'illustre géomètre. Sans 
nous attarder à cette recherche, nous allons établir une proposition 
manifestement contradictoire du théorème de Beltrami. 

Sur un corps de figure donnée, plaçons une distribution magné-
tique quelconque (α, β, γ). La quantité iv prendra une valeur positive 
qui ne dépendra aucunement de la nature de la matière qui forme ce 
corps; il en sera de même de la quantité 

(i5) m~f (αΐ + β2"4" V") 

Si alors nous supposons ce corps taillé dans une matière diama-
gnétique dont le coefficient d'aimantation surpasse en valeur 
absolue — > 

(16) ' ι κ 1 > —> 

il est bien clair que, pour ce corps et pour la distribution addition-
nelle (α, β, γ), la quantité φ, donnée par l'égalité (n), sera positive, 
contrairement à la proposition énoncée par Beltrami. Sur un tel corps 
diamagnétique, une distribution d'équilibre ne correspondra peut-être 
pas à un minimum du potentiel interne du système, mais, à coup sûr, 
elle ne correspondra pas à un maximum de ce même potentiel. Les 
considérations de Beltrami ne sauraient donc être conservées. 

7. Comme au numéro précédent, imaginons un corps de figure 
déterminée et, sur ce corps, une distribution magnétique (α, β, γ); 
calculons les valeurs correspondantes des quantités w et m, puis 
taillons ce corps en une matière diamagnétique dont le coefficient 
d'aimantation soit, en valeur absolue, inférieur à —: 

(17) | Κ | < — · 
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Sur un corps de telle figure et de telle matière, la distribution 
magnétique additionnelle considérée fera prendre à la quantité z>, 
donnée par l'égalité (ι i), une valeur négative. D'où cette conclusion : 

il existe des corps diamagné tiques sur lesquels aucune distribu-
tion d'équilibre ne peut rendre minimum le potentiel interne du 
système; si, sur ces corps, à partir d'une distribution d'équilibre, 
on impose à Vaimantation un changement infiniment petit conve-
nablement choisi, la variation seconde du potentiel interne prend 
une valeur négative. 

t 

Dès lors, si l'on admet le Postulat qui a été énoncé au n° 5, 
sur un tel corps diamagnétique, tout équilibre magnétique est 
instable. 

Ces résultats reproduisent, sous une forme à la fois plus élémen-
taire et plus précise, ceux auxquels nous étions jadis parvenus ('). 

8. Rien ne nous empêche, dans le raisonnement précédent, de 
supposer que l'aimantation (α, β, γ) soit une aimantation uniforme; 
or, en faisant cette supposition, nous allons obtenir des conclusions 
plus détaillées. 

Désignons par στ le volume du corps soumis à l'aimantation et 
posons 

\ p BT = / / -T : dvsckJ,. VyVS—l / —:—dvs eh3,, V-rs = j / -—cL· dm 1, 

wk*"*"'' 'ivro=y.yiTTTjk^jte%r>dad°" 

les intégrations s'élendant toutes au corps considéré. 

(1 ) P. DunEM.Stf/· l'aimanta lion des corps diamagné tiques (Comptes rendus, 
t. GVI, r888, p. 736); Sur l'aimantation par influence (Annales de ta Faculté 
des Sciences de Toulouse, t. II, 1888, pp. 47 eL suiv.); Sur l'impossibilité des 
corps diamagnétiques (Comptes rendus, t. CV1I1, 18S9, p. 1042) ; Des corps 
diamagné tique s ( Travaux et Mémoires des Facultés de Lille, t. 1, 11" 2; 1889); 
Leçons sur t'Electricité et le M-agnétispie, Livre IX, Chap. VI, t. II, pp. 221 
et suiv. /, , 

Journ. de Math, (fi* série), tome IX·,— £j»sc. 1[, 1913. I Ο 
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Les six quantités Ρ
Λ
., Py, P., Te, Tr, T

z
 dépendent uniquement de 

la figure du corps considéré; de plus, elles ne changent pas si l'on 
remplace ce corps par un corps semblable et semblablement placé. 

Il est clair que, dans ces conditions, nous avons 

(19) w — -(Ρ^α2-*- Ρ;>·β2 + IV/2-!- 2Τ
Λ

βγ -h 2 Τyya + 2Τ-αβ)ϊσ, 

(20) m ■= (α2 -+- β2-t- y2)ra. 

Par un changement convenable d'axes de coordonnées, nous pour-
rons toujours faire que 

P^a4-)- Ρ,·β2 + P.y2 -h 2Ύ
χ

βγ + 2Tyya -+- 2ΓΓ
5
αβ 

se transforme en 
S, α'2 -+- S2 β'2 -+- S3y'2, 

S,, S.,, S3
 étant trois quantités qui, comme les quantités Ρ et T, 

dépendent exclusivement de la figure du corps étudié et qui, de plus, 
sont les mêmes pour tous les corps semblables. 

lin même temps, la somme (α2 h- β2 -f- γ2) se transformera en la 
somme (α'2-h β'2 H-γ'2). 

On voit alors que toute distribution additionnelle uniforme, déposée 
sur un corps de telle figure et

é
de coefficient d'aimantation K, fera 

prendre à φ la valeur suivante : 

(21) φ = ^ (S, «'2 -h S2β'2-h S,y'2)m -f-

Si les trois coefficients S,, S,, S
3
 sont inégaux, soit S, le plus 

grand d'entre eux; d'une manière plus générale, soit S, un de ces 
coefficients choisi de telle sorte qu'aucun des deux autres ne lui soit 
supérieur. Si Κ est une quantité négative, inférieure, en valeur 
absolue, à l'inverse de sSn 

(22) ε I κ I < ' 

la valeur (21) de φ sera négative; l'addition, sur le corps considéré, 
à partir d'un état d'équilibre magnétique, de la distribution uni-
forme (α', β', γ') aura pour effet de faire décroître le potentiel interne 
du système. 



SUR LE DIAMA.GN ÉTISME. 99 

Si donc on taille un corps dont la figure, donnée d'avance, cor-
respond à une valeur bien déterminée de la quantité S,, dans une 
substance diamagnétique de coefficient d'aimantation assez petit 
pour que l'inégalité (22) soit vérifiée, l'équilibre magnétique d'un 
tel coips, placé en présence d'aimants permanents donnés, quel-
conques d"1 ailleurs, ne pourra jamais correspondre à un minimum 
du potentiel interne du système; le signe cle la variation seconde 
de ce potentiel suffira à nous assurer qu'il n'est pas minimum. 

Dûs lors, si Ton admet le Postulat formulé au n° 5, on obtiendra 
cette proposition : 

Sur un tel corps diamagnétique, l'équilibre magnétique sera 
toujours instable. 

9. Appliquons ces considérations au cas particulier d'un ellipsoïde 
dont les trois axes, 'ia, ib, ic, soient respectivement dirigés suivant 
Οχ, Ο y, Os. 

Les formules données par Lejeune-Dirichlet conduisent sans peine 
au résultat suivant (1 ) : 

Si l'on pose 

I J0 ( α2 -h λ) y (a'1-h λ) ( //- + λ ) ( 6'2 4- λ) 

I c/0 (Z>2+ λ) \/(asH- λ) (62-h λ)(6·2+ λ) 

\ *Λ) ( V' ■+ λ ) ( a1 -f- λ ) ( b- -f- λ ) ( 6'" -+- λ ) 

on a, en tout point intérieur à l'ellipsoïde, 

S = 0 = *χβ· 5; = »Vy· 

La formule (i3) donne alors 

w= ε(Φα2 + Χβ2·+- lFy2)tc 

(l) P. DUHEM, Leçons sur l'Électricité et te Magnétisme, t. II, p. I32, 
égalités (10). 
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ou bien 
(?.5) »> — i(S, a1 -f- S

t
 β3 -+- S

3
y2)GT, 

si l'on pose 
(26) Sj=:20, S2= 2 Χ, 83=2Ί\ 

La quantité S, sera, d'ailleurs, comme il en a été convenu au numéro 
précédent, au moins égale à chacune des deux quantités S

a
, S3

 si l'on 
a eu soin de placer l'ellipsoïde de telle manière que l'axe 2a soit au 
plus égal à chacun des deux autres 2 b, 2c : 

( 27 ) a^b, a< c. 

On voit donc que, sur un ellipsoïde taillé dans une substance 
diamagnè tique et placé en présence d'aimants permanents quel-
conques, aucune distribution magnétique ne peut correspondre 
à un minimum du potentiel interne du système, si le coefficient 
d'aimantation est assez petit en valeur absolue pour qu on ail l'iné-
galité 

ε| M (ci1 -+- /.)y/(a2, -i- λ) ( l)1 -+- λ) (c3,-t- λ) 

l'axe 2a de l'ellipsoïde n'étant supérieur à aucun des deux autres, 
2b, 2c. 

Si l'on admet le Postulat énoncé au n° 5, on pourra dire que, sur 
un. tel ellipsoïde diamagnètique, tout équilibre magnétique serait 
instable. 

10. Quelle figure faut-il donner à l'ellipsoïde pour que la limite 
supérieure imposée par l'inégalité (28) à la quantité ε|Κ| ait la plus 
grande valeur possible? 

On reconnaît sans peine que, pour des ellipsoïdes homothétiques, 
le second membre de l'inégalité (28) a même valeur. Dès lors, pour 
résoudre le problème posé, il nous suffit de faire varier b et c en lais-
sant a invariable. 

Ecrivons le second membre de l'inégalité (28) sous la forme 

(29) 2πα f / , ι ν , λ=' 
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et nous reconnaissons immédiatement que cette quantité prend sa 
plus petite valeur lorsque les demi-axes h et c prennent, eux aussi, les 
valeurs les plus petites dont ils soient susceptibles; or, en vertu des 
conditions (27), ces valeurs sont 

b — a, c — ci. 

Le second membre de l'inégalité (28) prend donc sa plus petite 
valeur lorsque l'ellipsoïde considéré a la figure d'une sphère. Cette 
valeur est, d'ailleurs, 

(3o) ?.πα3 Ι (α2+λ) 2 cfk — 

Nous arrivons ainsi à la conclusion suivante : 

Si une sphère, taillée dans une substance diamagnétique dont le 
coefficient d'aimantation vérifie la condition 

(3I) SIKICT^-» 

est placée en présence d'aimants permanents, aucune distribution 
magnétique ne peut, sur cette sphère, correspondre à un minimum 
du potentiel interne; partant, sur cette sphère, tout équilibre 
magnétique est instable, si l'on admet le Postulat formulé au n° 3. 

Ce théorème peut, d'ailleurs, s'établir directement, sans recourir 
aux formules de l'attraction des ellipsoïdes. En tout point intérieur 
à une sphère qui porte une aimantation uniforme (α, β, γ), on a 

àiv 3πα' Jy~~ 3^' Τζ'~ν^' 

en sorte que l'égalité (i3) donne 

(32) ~ πε(α2-4- β* γ2)& 

et, par conséquent, 

(33) S
1
 = S,= S,= j7r. 
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11. Si l'on écrit le second membre de la condition (28) sous la 
forme (29), on voit qu'il est toujours inférieur à la quantité 

ιτζα ι j— (\TZ, 

dont on peut, d'ailleurs, en prenant un ellipsoïde suffisamment aplati, 
le rendre aussi voisin que l'on voudra. Si donc, on a l'inégalité 

(34) ε|Κ|<^, 

l'inégalité (28) se trouvera vérifiée pour tous les ellipsoïdes possibles. 
D'où la conclusion suivante : 

Si le coefficient d'aimantation d'une substance diamagnétique 
vérifie la condition (34), aucun ellipsoïde, taillé en une telle 
substance, ne pourra, en présence d'aimants permanents, se recou-
vrir d'une distribution magnétique qui rende minimum le potentiel 
interne du système. Si l'on admet le postulat énoncé au n° 5, aucun 
ellipsoïde taillé en une telle substance ne pourra être le siège d'un 
équilibre magnétique stable. 

12. De ce théorème il nous est maintenant facile de conclure cette 
autre proposition, qui est entièrement générale : 

Sur un corps diamagnétique DE FORME QUELCONQUE, placé en pré-
sence d'aimants permanents, aucune distribution magnétique ne 
peut rendre minimum le potentiel interne du système, si le coeffi-
cient d'aimantation de ce corps vérifie la condition (34)· Si donc 
on admet le Postulat formulé au n° 5, un tel corps 11e saurait, 
en aucun cas, être le siège d'un équilibre magnétique stable. 

En effet, l'emploi de la formule (11) n'impose aucune restriction, 
pas même la continuité, à la distribution additionnelle (α, β, γ). Il 
nous est permis de supposer que cette distribution, généralement 
différente de α = ο, β = ο, γ = ο en une partie du corps, soit nulle 
en tous les points de l'autre partie. Dès lors, l'intégration qui figure 
au second membre de l'égalité (11) et les deux intégrations qu'il faut, 
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selon la formule (9), effectuer pour obtenir la valeur de «->, s'étendront 
simplement, toutes trois, à la partie du corps pour laquelle la distri-
bution additionnelle n'est pas identiquement nulle. 

Cette remarque faite, dessinons à l'intérieur du corps considéré un 
ellipsoïde de figure quelconque; supposons que la distribution addi-
tionnelle, nulle en tout point extérieur à l'ellipsoïde, soit uniforme 
à l'intérieur de l'ellipsoïde; le théorème démontré au numéro 11 nous 
donnera la proposition que nous venons d'énoncer. 

15. La proposition précédente demeure vraie même pour un 
corps diamagnélique dont le coefficient dy aimantation vérifie 
seulement la condition 
(3.)

 e

l
K

 I < Τΐ 

On le reconnaît en reprenant la démonstration précédente, mais en 
donnant la figure d'une sphère à la partie du corps pour laquelle la 
distribution-additionnelle n'est pas nulle. 

En vertu de ce qui a été dit à la fin du n° 10, cette dernière 
démonstration peut être présentée sans qu'il soit fait usage de formules 
relatives à l'attraction des ellipsoïdes. 

11. Si donc, 011 admet la légitimité de la seconde partie du Postulat 
énoncé au n° 5, l'existence de substances diamagnétiques pour 
lesquelles on aurait à la fois 

1 1 -+- g πεΚ > ο, 

apparaît comme une impossibilité naturelle. 
Or, ces conditions (3i bis) sont précisément vérifiées par toutes les 

substances diamagnétiques connues. Le bismuth est, de tous les corps 
diamagnétiques, celui pour lequel le coefficient d'aimantation Κ a la 
plus grande valeur absolue; or, pour ce corps, 

£ Κ — — 146 χ ίο- 7. 

On se trouve donc eu présence de l'alternative suivante : 
Ou bien l'existence de corps faiblement diamagnétiques, tels que 
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ceux dont la nature semble nous fournir des exemples, est une impos-
sibilité; les corps naturels ne sont diamagnétiques qu'en apparence; 
l'éther du vide est, lui-même, magnétique; les corps qui nous parais-
sent diamagnétiques sont simplement ceux qui sont moins magnétiques 
que l'éther du vide. 

Ou bien le Postulat formulé au n° 5 n'est pas exact. 
Dans ces conditions, il est évidemment fort important de demander 

à l'Électrodynamique et à l'Eiectromagnétisme toutes les raisons, 
propres à confirmer ou à infirmer ce Postulat, que ces sciences peuvent 
nous fournir. 

CHAPITRE II. 
LA STABILITÉ DU DIAMAGXÉTISMK SELON LES LOIS DE L'ÉLECTROMAGNÉTISMK. 

15. Pour les corps magnétiques, le Postulat énoncé au n° 3 entraîne 
la stabilité de tout équilibre magnétique. En imitant la méthode suivie 
par Lejeune-Dirichlet dans l'étude de la stabilité des systèmes pure-
ment mécaniques, et en généralisant une démonstration que Helmholtz 
avait développée au sujet de la stabilité de l'équilibre électrique, nous 
avons déduit ailleurs, des équations de l'Electrodynamique et de 
l'Eiectromagnétisme, un théorème tout à fait général (4 ). Ce théorème 
renferme, en particulier, la justification de ce qui, en notre postulat, 
concerne les corps magnétiques. Nous allons, sans reprendre la 
démonstration, reproduire ici l'énoncé de ce corollaire du théorème 
général. En cet énoncé, nous introduirons certaines précisions qui ne 
sont pas indiquées en notre ancienne exposition. Ces précisions, qui 
visent la définition même de la stabilité de l'équilibre magnétique, 

( ') F. DUIIKM, Sur la propagation des actions ëlectrodynamiques, Chap. IV; 
Stabilité de l'équilibre électrique et magnétique sur les corps immobiles 
( Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. X, 1896, pp. B./|i-B.49)· 
lin cette démonstration, nous supposions que les corps susceptibles de prendre 
l'aimantation ou la polarisation diélectrique sont laissés à eux-mêmes et non 
point, comme nous l'admettrons ici, soumis à l'inlluence d'un corps permanent 
dont l'aimantation, l'électrisalion, la polarisation diélectrique, les courants élec-
triques sont invariables; mais il suffit d'apporter à notre démonstration une 
modification insignifiante et que le lecteur trouvera sans peine pour qu'elle 
s'étende à un système oii figure un tel corps permanent. 
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sont rendues nécessaires par les difficultés qu'on rencontre toutes 
les fois qu'on veut appliquer la méthode de Lejeune-Dirichlet à un 
système qui ne dépend pas simplement d'un nombre limité de para-
mètres variables. 

Venons donc à cette définition. 
Un ou plusieurs corps susceptibles d'être aimantés, d'être électrisés, 

de subir une polarisation électrique, d'être parcourus par des courants 
électriques, sont mis en présence de corps immobiles et permanents; 
sur ces derniers, distribution magnétique, distribution électrique, 
polarisation diélectrique, courants électriques sont supposés donnés 
et rigoureusement invariables. 

Sur les corps non permanents, s'est établi, par hypothèse, uncertain 
état d'équilibre magnétique et diélectrique. 

A cet état d'équilibre on apporte, d'une façon qu'on n'a pas à 
indiquer, une certaine perturbation initiale. Cette perturbation con-
siste à superposer certaines distributions additionnelles aux distribu-
tions magnétique, électrique et diélectrique qui caractérisent l'état 
d'équilibre, et à lancer, dans la masse des corps non permanents, 
certains courants électriques. 

L'aimantation, l'électrisation, la polarisation du système èe mettent 
à varier; considérons, en particulier, l'aimantation; à un instant t 
postérieur à la perturbation, en un point (χ,γ,ζ) d'un corps non 
permanent, on n'a plus l'aimantation (A, B, C) qu'on avait tant que 
durait l'équilibre, mais une aimantation (A-t-α, Β-h β, C H-γ), 
a, β, γ variant avec le temps L 

Une constante positive D étant donnée, arbitrairement d'ailleurs, 
supposons qu'aux valeurs absolues des intensités d'aimantation, des 
densités électriques, des intensités de polarisation diélectrique, des den-
sités de courant électrique qui caractérisent la perturbation initiale, 
on puisse, en chaque point des corps non permanents, imposer des 
limites supérieures telles qu'on ait, quel que soit l, 

f (α2 -1- β2
 -F- y- ) î/TTT < D. 

On dira que L'équilibre magnétique est stable sur le système consi-
déré. 

Journ. de Math. (6e série), tome IX. — Knsc. II, iyi3. ^4 
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Or, le théorème général dont nous avons parlé renferme le corol-
laire suivant : 

La stabilité de l'équilibre magnétique sur un système quelconque 
est assurée à trois conditions : 

i° La constante qu'HelmholLz a introduite en Electrodynamique 
et qu'il a désignée par la lettre k n'est pas négative; 

•i° Sur aucun corps non permanent, le cocjjicient de polarisation 
diélectrique n'est négatif ; 

3° Aucun de ces corps n'a un coefficient d'aimantation négatif. 

Or : i° Helmholtz avait annoncé qu'on ne pouvait, sans impossi-
bilité physique, attribuer à la constante k une valeur négative; la 
démonstration qu'il avait donnée à l'appui de cette affirmation ne 
pouvait être, assurément, regardée comme convaincante; mais nous 
en avons donné une autre 0) qui ne laisse rien à désirer, croyons-
nous, au point de vue de la rigueur. 

2° Kn même temps, nous avons démontré, d'une manière entière-
ment générale, que l'existence d'une substance diélectrique dont le 
coefficient de polarisation serait négatif constituerait une autre impos-
sibilité physique. 

Nous pouvons donc énoncer sans restriction le théorème suivant : 
La stabilité de l'équilibre magnétique est assurée sur un système 
où les aimants non permanents ont tous des coefficients d'aiman-
tation positifs. 

L'Électrodynamique et l'Électrornagnétisme justifient ainsi la pro-
position à laquelle nous avions été conduits, au n° ό, en appliquant à 
des corps magnétiques le Postulat qui avait été énoncé au n° 5. Reste 
à examiner si l'application de ce Postulat aux corps diamagnétiques 
est légitime. 

16. I jGs raisonnements que nous allons développer supposent que 
le corps capable de s'aimanter soit placé dans des conditions toutes 
différentes de celles qui ont été considérées jusqu'ici. 

(') P. DUIIEM, Sur la stabilité électrique d'un milieu homogène et illimité 
(Festschrift Ludwig Bottzniann gewidmet ζ uni sechszigslen Geburtstage, 
20 Februar lyo^, pp. J3-2-). 
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Jusqu'ici, nous supposions que ce corps élait soumis à l'action 
d'autres corps que nous nommions permanents. Les corps perma-
nents, invariables de figure et de position, portent une aimantation 
donnée et sont traversés par des courants électriques également 
donnés. En tout point de l'espace qui leur est extérieur et, en parti-
culier, en tout point du volume occupé par le corps soumis à l'aiman-
tation, ces corps engendrent un champ magnétique donné, auquel 
se superpose un second champ magnétique produit par l'aimantation 
qui s'est développée sur le corps considéré, lin aucun point, ce der-
nier champ n'est donné; le problème posé revient à la détermination 
de la grandeur et de la direction prises par ce champ en tous les points 
du corps soumis à l'aimantation. 

Nous allons supposer maintenant de tout autres conditions. Nous 
supposerons les corps extérieurs, dont le corps que nous voulons 
étudier subit l'action, tellement disposés que la proposition suivante 
soit véritable : 

En tout point intérieur au corps soumis à V aimantation, et infi-
niment voisin de ία surface qui borne ce corps, le CHAMP TOTAL 

(L, M, Ν) a une grandeur et une direction données. 

Ce champ total résulte de la superposition du champ engendré par 
les courants et par les aimants extérieurs, et du champ créé par 
l'aimantation qui s'est développée sur ce corps et par les courants qui 
le traversent. Si cette aimantation et ces courants viennent à changer, 
ils amèneront, en général, des variations dans la grandeur et la direc-
tion du. second champ en tous les points de l'espace. Les aimants et 
les courants extérieurs devront alors éprouver des changements telle-
ment combinés qu'ils aient pour effet, aux divers points intérieurs au 
corps soumis à l'aimantation, mais infiniment voisins de la surface de 
ce corps, de compenser exactement les variations du champ de ce 
corps, et de maintenir au champ total la grandeur et la direction qui 
lui ont été assignées. On voit bien que les aimants et les courants 
extérieurs ne pourront plus être, en général, des corps permanents. 

Les corps extérieurs capables de donner les conditions que nous 
venons de définir constituent évidemment une abstraction, une pure 
fiction; il ne saurait être question de chercher une disposition pra-
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tique qui permît de réaliser à peu près ces conditions. Mais on peut 
remarquer que l'aimant permanent est déjà, lui aussi, une fiction. 
En l'étude de la conductibilité de la chaleur, on introduit des corps 
extérieurs fictifs fort analogues à ceux que nous venons de définir, 
lorsqu'on suppose ces corps capables de maintenir une valeur donnée 
à la température, en chaque point de la surface de la masse à l'inté-
rieur de laquelle on recherche la distribution des températures. 

En tout point (#,/, -) intérieur au corps qui est soumis à l'aiman-
tation, l'intensité d'aimantation (A, B, C) est liée au champ 
total (L, M, N) par les égalités 

A = KL, Β = KM, C — KN. 

La condition précédemment formulée peut donc être remplacée par 
la suivante : 

Le corps étudié est soumis à des influences telles qu'en tout point 
qui lui est intérieur et qui est infiniment voisin de la surface 
qui le borne, l'aimantation garde une grandeur et une direction 
données. 

17. Considérons d'abord le cas où le corps étudié est conducteur 
de l'électricité, mais se trouve privé de tout pouvoir diélectrique. 
En ce cas, la composante A de l'intensité d'aimantation varie selon 
la loi cme voici (*) : 

3a ΔΑ 2 i — — ο, 

dans laquelle ρ est la résistance spécifique (résistivité) du milieu, 

et — la constante fondamentale des actions électrodynamiques. 
Les composantes Β et C vérifient des équations semblables. 
Supposons qu'on se donne : 
i° A l'instant l = o, les valeurs A0, B0, C0 de A, B, C, en tout 

point du corps; 

(') P. DUHF.M, Sur ta propagation des actions èleclrodynamiqu.es, équa-
tions (181) et (182) ( Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. X, 
pp. B.62-B.63). 
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2° A tout instant i, les valeurs prises par A, B, C, en tout point qui 
est intérieur au corps et infiniment voisin de la surface terminale S. 

Le mouvement magnétique se trouvera-t-il entièrement déterminé 
par l'équation (35) et par les équations analogues? 

Imaginons que ces équations comportent deux solutions distinctes. 
Selon l'une de ces solutions, au point (x,y

y
 z) et à l'instant l, l'aiman-

tation a des composantes A, B, C; selon l'aulre, au même point et au 
même instant, elle a des composantes A H- α, Β + β, G Η- γ. Les con-
ditions données nous enseignent : 

i° Qu'à l'instant l — o, on a, dans toute la masse du corps étudié, 

(36) α — ο, β = y~ o; 

2° Qu'en tout point de la surface S, on a, quel que soit t, 

(37) , oc —O, (3 = 0, 7 = 0. 

Les deux quantités A et A -+- α vérifient également l'équation (35); 
leur différence α doit aussi vérifier cette équation ; on a ainsi 

(38) + gl^o, 

Multiplions par α dxa les deux membres de cette équation (38), et 
intégrons pour le volume entier du corps étudié; nous trouvons 

f x* cte — ———2——jp- f oc Δ oc clns. 

L'emploi du théorème de Green et de la première condition (37) 
nous permet de transformer cette égalité en la suivante : 

09) If* Λ + (S)'+ (S'] 

Si (1 H- 4πεΚ) est positif, le second membre de cette égalité (3p) ne 
peut jamais être positif. La quantité j*α2ûte, qui ne peut pas être 

négative, ne peut non plus être fonction croissante de t. Or, 
pour l = o, elle est nulle, en vertu des conditions (36). Elle est donc 
constamment nulle, ce qui exige qu'on ait, en tout point du corps et 
à tout instant, 

X — o. 
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On démontrerait de même qu'on a, en toul point du corps et à tout 
instant, 

β = 0, y = o, 

ce qui justifierait la proposition suivante : 

Quel que soit le signe du coefficient d'aimantation K, si le 
binôme (ΐΗ-^εΚ.) est positif, le mouvement magnétique sur un 
corps est déterminé sans ambiguïté par la connaissance, à l'instant 
initial, de l'aimantation en toute la masse du corps et, à tout 
instant, de l'aimantation aux points infiniment voisins de la surface 
de ce corps. 

18. Étudions maintenant la stabilité d'un tel mouvement. 
Un premier mouvement est déterminé sans ambiguïté par une 

certaine aimantation initiale dont nous désignerons par A
0

, B
0

, C
0
 les 

composantes en un point quelconque de l'aimant, et par une aiman-
tation, à chaque instant connue, en tout point de la surface limite 
de l'aimant. En ce premier mouvement, les composantes de l'aiman-
tation, au point (x, y, z) et à l'instant i, sont désignées par A, B, C. 

Un second mouvement est déterminé en gardant à chaque point 
infiniment voisin de la surface, en chaque instant, une aimantation 
identique à celle que possédait le même point au même instant, au 
cours du premier mouvement, mais en prenant une autre aimantation 
initiale A0 -j- oc0, B

0
 -h β0, C0 + γ0. Au cours de ce second mouvement, 

l'aimantation au point {ce,y, z) et à l'instant t aura pour composantes 
A H- α, Β -j— β, C -i- y. 

Soit D une constante positive arbitrairement choisie; si l'on peut, 
aux valeurs absolues de a

0
, β

0
, γ

0
, imposer des limites supérieures 

telles qu'on ail, quel que soit t, 

(4O) Γ(Α
!
+Β'

2
 +7

,
)<IST< D, 

on dira que le premier mouvement est un mouvement stable. 

Les conditions (37) sont, ici encore, vérifiées quel que soit t, ce qui 
nous permet de récrire l'égalité (3g). Or, si le binôme (1 -h 4πεΚ) 
est positif, cette égalité nous démontre que la quantité jordxs ne peut 
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cire fonction croissante de /, en sorte qu'elle ne peut jamais surpasser 
sa valeur initiale Çοςοίσ. Les quantités Jβ2cte, J*fidû5 justifient des 

propositions analogues. La condition (/jo) sera donc assurément 
vérifiée, quel que soit si l'on a 

J(«0 + ΒΟ + VO) DTS <
 D

· 

D'où le théorème suivant : 

Quel que soil Le signe du coefficient d'aimantation K, tout mouve-
ment magnétique est assurément stable sur un corps pour lequel 
le binôme (i -h 1\ίζι Κ) est positif : 

(40 ι-Η4πεκ>ο. 

19. Imaginons qu'au lieu d'être des fonctions données du temps, 
les composantes A, B, C de l'aimantation, en tout point infiniment 
voisin de la surface du corps, soient des constantes. Le mouvement 
magnétique compatible avec ces données, mouvement que nous savons 
être déterminé sans ambiguïté, est l'équilibre magnétique. Or, ce 
mouvement doit être stable. Donc : 

Imaginons que, sur un corps, on maintienne invariables la gran-
deur et la direction de l'aimantation en tout point infiniment voisin 
de la surface qui, limite ce corps. Quel que soit le signe du coeffi-
cient d'aimantation K, si le binôme (r -+-4^εΚ-) est positif, tout 
équilibre magnétique réalisé en de telles conditions est stable. 

20. Voyons maintenant ce qu'on peut dire au sujet de la stabilité 
du mouvement magnétique ou de l'équilibre magnétique sur un corps 
diamagnétique pour lequel la condition 

(42) ι + 4ττεΚ<ο 

est vérifiée. 
Gardons toutes les notations employées au n° 18, et différentions 

par rapport à t les deux membres de l'égalité (3q); nous trouvons 

dt'2 J W πα2 ( ι -+- 4πεΚ) J dx dt 0y dy dt J dz dzdt)f W' 
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Mais l'emploi des égalités (37) permet d'écrire 

/(dcn dlCL do. d2ot doc d-ct. \ , f A d<x , 

A son tour, le second membre de cette égalité peut, en vertu de 
l'équation (38), s'écrire 

T(—~—7 \T\ fiàaydrv. 

Nous trouvons donc, tout calcul fait, 

(43) T7T Γ a2 —=τ— ί (Δα)2 άτ$. 

Cette égalité (43), dont le second membre ne peut pas être négatif, 

nous apprend que la quantité J7 j"
α2dzs ne peut jamais être fonction 

décroissante de l\ elle garde, quel que soit l, une valeur au moins 
égale à la valeur δ qu'elle avait pour l — o. 

Or, l'égalité (3p) nous donne 

(44) ««■(. + 4«K)/[fê)
 +

(w)
 4"(^) Jd®-

Les quantités α
0

, β
0
, γ

0
 doivent vérifier les conditions (37); a

0
 est 

donc nul en tout point infiniment voisin de la surface S; d'autre part, 
parmi les trois quantités αβ, β0, γ0, il en est assurément au moins une 
qui n'est pas nulle en tous les points du corps aimanté; nous pouvons 
toujours supposer qu'on ait choisi les axes de coordonnées de telle 
sorte que a

0
 ne soit pas nul en tout point du corps aimanté; dès lors, 

on ne pourra pas avoir, en tout point de ce corps, 

TZ — °' ΤΓΓ — °» ~T7 — °* 

La quantité 

dxs + dxc dy ) dxc 

aura une valeur positive et, si l'inégalité (42) est vérifiée, δ aura aussi, 
en vertu de l'égalité (44), une valeur positive. 

Par conséquent, ~ j*α'dxs demeure, quel que soit /, au moins égal 
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à une valeur positive S et J α2dn croît au delà de toute limite avec t. 

D'où la conclusion suivante : 

Si, pour un corps diamagnélique, le binôme (i -h 4^εΚ) est 
négatif, tout mouvement magnétique et, en particulier, tout équi-
libre magnétique, obtenus sur ce corps dans les conditions indi-
quées, sont instables. 

21. Nous allons reprendre maintenant les problèmes que nous 
avons traités aux nos 17, 18, 19 et 20, en supposant que le corps 
susceptible d'aimantation soit également capable de polarisation 
diélectrique; K'sera le coefficient de cette polarisation diélectrique; 
en tout ce Chapitre, nous le supposerons positif. 

Pour laisser aux problèmes traités leur entière généralité, nous 
supposerons que le corps étudié soit conducteur de l'électricité ; si l'on 
voulait qu'il fût isolant, on n'aurait qu'à biffer, en toutes nos équa-

tions, les termes qui renferment en facteur l'inverse ^ de la résistance 
spécifique. 

Des trois équations du mouvement magnétique, voici, alors, quelle 
est la première (1 ) : 

2παϊΚ'(ι k) ρ Κ' dt dil °* 

Les deux autres s'en déduisent en remplaçant A par Β ou par C. 
Supposons qu'on se donne : 

i° A l'instant t = o, les valeurs de A, B, C, ^ en tous les 
points du corps soumis à l'aimantation; 

2° A chaque instant t, les valeurs de A, B, C en tout point inté-
rieur au corps et infiniment voisin de la surface qui borne ce corps. 

Demandons-nous si, dans ces conditions, le mouvement magné-
tique sera entièrement déterminé sur ce corps. 

(') P. DUIIEM, toc. cit. Les deux constantes que nous représentions alors par ^l2 

et par (Ê2, doivent être prises identiques entre elles et à a3. 
Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. II, 191S. 10 
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Gardons les notations qui ont été employées au n° 17. 
D'après les conditions qui viennent d'être posées, on aura : 
i° A l'instant initial / = o, en tout point du corps, 

ί α—-ο, (3=o, γ = ο, 

(46) j da _ ο d$ ο dy 

2° Quel que soit I, en tout point du corps infiniment voisin de la 
surface qui le borne, 

(37) α —o, (3 = o, y —o. 

En outre, en vertu de l'égalité (45), on aura constamment 

^ 2πα2Κ'(ι -+- 4ττεΚ.) α ρ Κ' dt dt1 °' 

Multiplions par 2 ̂  les deux membres de cette égalité et intégrons, 

pour le volume entier du corps, les résultats obtenus; nous trouvons 

dtj\dt) πα-Jv'(i -t- 4πεΚ) J dt pK. J \dt J 

A l'aide du théorème de Green et des conditions (37), cette égalité 
devient 

/. . T1 Γ(/^αΥ 1 ['(daY [dnV /<λ*\Π ) , 

o K ■ (Jot dl dm. 

Le second membre de l'égalité (48) ne peut jamais être positif. 
La quantité 

J ( \dt / + 2πα-Κ'(ι -t- 4πεΚ) + \^J'/ + / J ) W 

ne peut donc jamais être fonction croissante de ί. 
D'après les conditions (4d)> cette quantité est nulle pour t — o. 
Enfin, si le binôme (1 -+- 4~εΚ) est positif, cette quantité ne peut 

jamais être négative. 
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Dès lors, on doit avoir, quel que soit i, 

U = o, 

ce qui exige qu'on ait, à tout instant et en tout point du corps, 

dot 

<5o) Â? = 0· 3y = 0' 33 = °· 

En vertu des égalités (3^), pour que les égalités (5o) aient lieu 
à tout instant et en tout point du corps, il faut et il suffit qu'on ait 
aussi à tout instant et en tout point du corps, 

at — o. 

On démontrerait de même qu'on a, à tout instant et en tout point 
du corps, 

Ρ = o, γ —ο, 

ce qui jusuiieraii le meoreme suivant: 

Si le binôme (i -+- 4πεΚ) est positif, tout mouvement magnétique 
sur le corps considéré est déterminé, sans aucune ambiguïté, par 
les conditions qui lui ont été imposées. 

22. Nous allons maintenant nous occuper de la stabilité d'un tel 
mouvement. Dans ce but, nous garderons les notations dont nous 
avons fait usage au n° 18, mais nous changerons la définition de la 
stabilité qui a été donnée en cet endroit. 

Soient Ε et F deux constantes positives données d'avance, arbi-
trairement d'ailleurs. Si, aux valeurs absolues initiales de 

ot o, (3q5 y<b 

dx ' dy ' dz ' ' 

(dot\ /à$\ (ày\ 

on peut, en tout point du corps, imposer des limites supérieures 
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telles qu'on ail, quel que soil /, 

Γ\/àoc\2 I Yda\* , /D«\S /dct\2 Ί/ 

CITXJ < E, 

Μ /[©'»(!)"» (S)"]"·-"· 
le mouvement considéré sera un mouvement stable. 

Pour reconnaître la grande différence qui existe entre celte défini-
tion de la stabilité et celle qui a été donnée au n° 18, il suffit de faire 
la remarque suivante : 

En vertu de la première condition (3^), aucune des deux inté-
grales 

/■"" /[(ËHgHSI*" 
ne peut s'annuler à moins que l'autre ne s'annule en même temps; 
mais il n'est pas permis d'affirmer qu'elles sont infiniment petites 
ensemble ni qu'elles sont infiniment grandes ensemble. 

L'égalité (43) nous permet d'écrire, quel que soit l, 

J |\di/ + 2πα2Κ'(ί + 4πεΚ) \d;z) \éy) ~^\0z) J i ^ 

S/j(^).+ ™««K'(.'+4OTK)[(^) + (©0 + fê) ]ΐΛ 

Si le binôme (ι-+-4πεΚ) est positif, nous en déduisons les deux 
conditions, vérifiées cruel crue soit t, 

<«> rn^rn 2TCCÏ-H1 (i -i- 4îreK) 

«[(s)'*®)'*©! ι*· 

'"> /[©'-©'-(SI·* 
î/[,

+i
„K,(g) V(te)V (g)'] 
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Pour chacune des deux quantités β et γ, on peut établir deux 
conditions analogues aux conditions (53) cl (54). 

Dès lors, désignons par (I la plus petite des deux quantités posi-
tives 

2πα-Κ'(ι + 4πεΚ) 

Il est clair qu'aux valeurs absolues de 
βοι y «ι 

<).v ' t)y ' ôz 

/da\ ( ày\ 

nous pouvons assigner des limites supérieures telles que nous ayions 
l'inégalité 

<55> fu 2TzaiW,(i -h ¿¡neW) 

"-(S)/'-'· |Λ<°' 
dans laquelle désigne des termes qui se déduisent de ceux qui 
sont explicitement écrits en remplaçant α d'abord par β, puis par γ. 

Cela fait, les conditions (53) et (54) nous assurent que les inéga-
lités (5i) et (52) seront vérifiées quel que soit l. 

D'où la conclusion suivante : 

Si le binôme (i -+- 4πεΚ) est positif, tout mouvement magnétique 
obtenu sur le corps considéré est stable dans les conditions indi-
quées. 

Cette proposition est vraie, en particulier, de l'équilibre magné-
tique qu^on obtient en maintenant invariables la grandeur et la 
direction de l'aimantation en chaque point intérieur au corps et 
infiniment voisin de la surface de ce corps. 

23. Nous allons montrer maintenant que, dans les conditions 
indiquées, tout mouvement magnétique et, en particulier, tout 
équilibre magnétique est instable si le binôme (ι-+-4πεΚ) est 
négatif. 
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Considérons la quantité 

»-/!(£)'- .,..k.„V<.K)[(£)'-■(I)'-(Sî)'Jl·-· 

L'égalité (48) nous donne 

. - . d\J Γ( \ ùol ()*<χ\άα , 

En vertu de l'équation (47)? cette dernière égalité peut encore 
s'écrire 

d/ ''j |_2πα2Κ'(ι -+- 4πεΚ) ρ Κ' dt\dt 

L'égalité (57) nous donne 

~dF ~ 'J [IF) + v \W-àë
 +

 ~ôë)~àT ■ 

Si l'on compare cette égalité à celle qu'on obtient en différentiant 
l'égalité (47) par rapport à l, on voit qu'on peut l'écrire sous la 
fnrmA 

dl1 J \\ àll ) + 2πα2Κ' (ι -+- \ πεΚ) dt dt _Crn 

que l'emploi du théorème de Green et des conditions (37) transforme 
en 

<»»> S-</!(£)■ 
2πα2Κ'(ι -+- 4πεΚ) \dxdt) "'yd/di/ +\dzàt) ) 

Si le binôme (ι-Η4^εΚ) est négatif, cette égalité nous montre 

que (i— ne peut jamais être négatif. La fonction — ne peut donc, 

à aucun moment, être fonction décroissante de l \ quel que soit elle 

demeure au moins égale à sa valeur initiale (7^ · 

Or, on voit aisément qu'on peut, sans franchir les limites supé-
rieures imposées aux valeurs absolues de a

0
 et de ? faire en sorte 

que la quantité s°it positive. 
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En effet, en sus des conditions qui imposent des limites supérieures 

à leurs valeurs absolues, les quantités a
0
 et sont assujetties seule-

ment à s'annuler en tou t point infinimen t voisin de la surface qui limite 
le corps. 

Sans nous occuper tout d'abord des limites supérieures imposées 

aux valeurs absolues de a
0

, de et de 5 prenons pour 

valeur de produit d'une constante λ par une fonction continue 

quelconque de x, jy, z,f(x,y, z), assujettie seulement à s'annuler en 
tout point de la surface qui limite le corps. Choisissons ensuite une 
autre fonction continue g(x,y,z), nulle à la surface du corps, et 
telle ciue 

2 π a- K.'( 1 4πεΚ) ρ Κ' 

ait, en chaque point, le signe de f{x,y, s); puis déterminons a
0 par 

les conditions de s'annuler à la surface du corps et de vérifier, en tout 
point du corps, l'équation 

Δα0= λγ, ζ). 

Toutes choses égales d'ailleurs, a
0
 sera proportionnel à λ. 

On pourra maintenant donner à λ une valeur absolue assez petite 

pour que les valeurs absolues de a
0

, de et
 de (^7)

 ne sur
" 

passent, en aucun point, les limites supérieures qui leur ont été assi-
gnées. 

Mais, d'autre part, en vertu de l'égalité (58), on aura 

ñ¿ dt g(v, y, -) 27C<22K'(l -+- '<7Tc K) /(•*\ r, =) pK' /(j?, y,z)drz 

et le second membre de cette égalité est assurément positif. 

Comme nous l'avons vu, ~ ne pourra jamais devenir inférieur 

à cette valeur positive initiale. Donc U croîtra au delà de toute limite 
avec t. 

Si l'on se reporte alors à l'expression (56) de U, on voit que, 
quelque petites que soient les limites supérieures imposées aux valeurs 
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absolues des quantités 

α<>' Οχ ' dy ' Οζ ' Ot ' 

on peut toujours disposer de ces quantités de telle sorte que l'une au 
moins des quantités 

/(ï)'"« /[(£)'-(IMÏ)> 

croisse au delà de toute limite avec l, ce qui établit l'instabilité 
annoncée. 

24. On peut reprendre les problèmes traités aux deux numéros 
précédents, mais en adoptant une nouvelle définition de la stabilité 
qui n'est équivalente ni à celle dont il a été fait usage en ces deux 
numéros ni à celle quia été donnée au n° 18. Voici cette définition : 

e et f étant deux quantités positives arbitrairement choisies 
d'avance, si l'on peut, aux valeurs absolues de α0, β0, γ„ et de leurs 

dérivées premières cl secondes par rapport à x,y et z, de > 

iyk ) ' ( M)
 e

^ ^
eurs drivées premières par rapport à x, y et ζ, 

imposer des limites supérieures telles qu'on ait, quel que soit l, 

(60) /*[(Δα)
!
 + (Λβ)> + (Λν)

!
]Λ?<*, 

(61) +
{^Τί)

 +(lÎ7Tt) 

\Οχ dt) \0ydtJ \dz dt) 

{é~àï) +(^ài) +{édi) 

le mouvement magnétique est stable. 

On reconnaîtra la différence qu'il y a entre cette nouvelle défini-
tion de la stabilité et celles qui ont été données précédemment en 
observant : 
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i° Qu'en vertu des conditions (37), l'intégrale 

ί(α2+ (32-H y2) cfe, 

l'intégrale qui forme le premier membre de l'inégalité (5i) et l'inté-
grale 

/ [(A«)2+(Ai3)2+(Ay)2]i/GJ 
t 

s'annulent en même temps, mais qu'il n'est permis de dire ni qu'elles 
sont infiniment petites en même temps ni qu'elles sont infiniment 
grandes en même temps; 

20 Qu'en vertu des mêmes conditions (37), l'intégrale 

üî: + U ôt) \dt) ^\ôt einT 

et l'intégrale qui forme le premier membre de l'inégalité (δι) s'an-
nulent toujours ensemble, sans qu'il soit permis de dire qu'elles sont 
infiniment petites en même temps ou infiniment grandes en même 
temps. 

215. Nous allons prouver d'abord que, selon celle nouvelle défini-
tion, toul mouvement magnétique et, en particulier, loul équilibre 
magnétique est encore stable sur un corps magnétique ou dietma-
gnélique pour lequel le binôme (1 -h 4 Κ.) est positif. 

Multiplions, en effet, les deux membres de l'égalité (47) par 

2 Δ —cirn 

et intégrons pour le volume entier du corps soumis à l'aimantation. 
Nous trouvons l'égalité 

27îa3K'(.4-4'rcgK) "dt J 7FAàïd" = ïwJ 

L'emploi des conditions (37) et du théorème de Green transforme 
cette égalité là en la suivante : 

+ {ïïyTi)· +{έΤι) 

=~ά7/Γ(έ^ί) +(έίι) +{ΈΈ) d®· 
Journ. de Math. (6· série), tome IX. — Fasc. II, igi3. l6 
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Le second membre de cette égalité ne peut jamais être négatif; 
l'intégrale qui figure au premier membre ne peut jamais être fonction 
croissante de à aucun instant, sa valeur ne surpasse celle qu'elle 
avait prise à l'instant initial. Ce résultat acquis, la démonstration du 
théorème énoncé s'achève par une méthode semblable à celle qui a été 
employée au n° 22. 

26. Selon la nouvelle définition, tout mouvement magnétique et, 
en particulier, tout équilibre magnétique est instable sur un corps 
diamagnétique pour lequel le binôme (ι 4^εΚ) est négatif. 

Nous allons prouver, en effet, que, quelles que soient les limites 

supérieures imposées aux valeurs absolues des quantités a0, 

et de leurs dérivées premières par rapport à &·, y et s, on pourra tou-
jours disposer de ces quantités de telle sorte que l'une au moins des 
intégrales 

(62) I — j* (Δα)
2
 drz, 

(6
3) j=y|^jL2_) +(^7) j*» 

croisse au delà de toute limite avec t (4). 
Nous trouvons, tout d'abord, 

(64) §=a/ia&^da' 
puis 

^=2/(δ +2/Λα δ rfw· 
Λ2 

Au moyen de l'équation (47), qui donne cette égalité devient 

s=*/(iwyÄ-dF/'i<'Aw‘fc’ 

H 51777—~—-,—jtt I Δα ΔΔα drn. 

(*) Cette démonstration est analogue à celle que nous avons donnée au para-
graphe 3 de notre travail Sur la stabilité électrique d'un milieu homogène et 
illimité. Certaines fautes de calcul, qui s'étaient glissées en ce travail, sont 
corrigées ici. 
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L'emploi du théorème de Green et des conditions (37) permet 
de mettre cette dernière égalité sous la forme 

(65)
 ^

=2
/(

A
w)

!rfra 

2 Γ / d Δα d2a d Δα d2 a â Δα d2a \ , 

ΤΓΛ2Κ'(Ι -+- 4ΠΕΚ) J \ \ dx ) + \ dy / \ dz ) J 

D'autre part, en vertu du théorème de Green et des conditions (37), 
l'égalité (63) peut s'écrire' 

J = — / — Δ — dm. 

Nous en tirons l'égalité 

-7- — — / -^r— Δ-τ- dm — / -r— Δ -γ— dm 

que l'emploi du théorème de Green et des conditions (37) trans-
forme en l'égalité 

—r——2 / -^rτΔ^r-dm. 

En vertu de l'équation (47)» cette dernière égalité devient 

(66) ^ = ~ ί^-Δ^-dm jrrj-—X—.—f ΔαΔ — dm. 

Nous tirons de là 

~dC- ~ ~pVd J W Έ pTj It lt2 

π a
2 Κ' ( 1 -y 4 πε Κ ) f dt ) ^ 

:i\îh —7 u\ f Δα Δ^-^-dm. 

Le théorème de Green, joint aux conditions (37), nous permet 
d'écrire 

/da . d- a , / ô-a . da . 
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Moyennant cette remarque et l'équation (47)? l'égalité précédente 
devient 

A1 J Α Ί ΑΧ . ΫΧ , 

?,[πα2Κ'(ι + 4πεΚ.)]2 J 

r—1—-,—îttïït / Δα ΔΔα ί&σ 

πα2Κ'(ι 4- 4πεΚ) f ̂  dt)
 C

^' 

Un nouvel emploi du théorème de Greèn et des conditions (37) 
donne 

^ dt2 ~ p"
2
K'

2 J |_\d#d£/ + ~\dsd/y J W 

πα'2ρΚ'2(ι 4- 4πεΚ) J \ dx dxdt+ dy Oyât~^~ dz dzdt) ^ 

2[πα2Κ/(ΐ4-4πεΙί)|2,/ | \ d.r / + \ dy ) ^ \ dz / ^ 

π«2Κ/(ι 4- 4πεΚ) f dt) *' 

Considérons maintenant la quantité 

2Π«2 K'(I 4- 4 ΤΛ Κ ) 

Les égalités (64) et (66) nous donneront 

^ ^ dt ~2J |_p K' dt 7ra'2K'(i 4-4πεΚ) j dtC^' 

Quant aux égalités (65) et (67), elles nous donneront 

^ dt'1 πα2Κ'(ι 4- 4πεΚ),/ \ dt ) W 

m  2 d
2
a 1 d Δα Ί

2 

LpK' dy dt πα2Κ'(ι 4- 4raK) dy J 

+ LpK.' dzdt 7ra2K'(i 4-4ττεΚ.) dz J | 
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Celte dernière égalité nous montre que, si le binôme (i 4- 4πεΚ) 

est négatif, ne peut jamais prendre de valeurs négatives, en sorte 

que garde, quel que soit t, une valeur au moins égale à celle que 

cetle quantité avait à l'instant initial. 
Nous allons montrer maintenant que, sans transgresser aucune des 

limites supérieures qu'on aura imposées aux valeurs absolues de α
β

, 

de et de leurs dérivées partielles par rapport à .r, y et s, on peut 

disposer de ces quantités de telle sorte que soit positif. 

Soit, en effet, f(oc, y, z) une fonction finie et continue quelconque, 
nulle en tout point de la surface qui limite le corps et différente de 
zéro en tout autre point de ce corps; soit λ une constante provisoire-
ment quelconque. Prenons 

( <*a\ S y·/ \ 

Prenons ensuite, pour a
0

, une fonction de x,y, ζ qui s'annule en tout 
point de la surface qui limite le corps et qui vérifie, en tout point du 
corps, l'équation 

Δ«0χ,γ,ζ), 

p. étant une quantité indépendante de x) y, z. 
Cela fait, nous pourrons prendre la constante λ assez voisine de zéro 

pour que les valeurs absolues de α0, de et de leurs dérivées par-

tielles ne surpassent assurément pas les limites supérieures qui leur 
ont été assignées. 

Mais, en vertu de l'égalité (69), nous aurons 

( V)
0
 = 212 f ϋ - πα- K/(m- 4πεΚ) J ^ ̂  

quantité essentiellement positive. 

Puisque garde, quel que soit t, une valeur positive au moins 

égale à > W croît au delà de toute limite avec t. D'après l'éga-

lité (68), cela ne peut être que si l'une au moins des deux intégrales I 
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et J croît au delà de toute limite avec t. Le théorème énoncé est donc 
démontré. 

27. Les diverses méthodes fondées sur l'emploi des équations de 
l'Electrodynamique et de l'Electromagnétisme conduisent donc à ce 
résultat : Sur un corps diamagnétique, qu'il soit, d'ailleurs, capable 
ou non de polarisation diélectrique, l'équilibre magnétique est stable 
si le binôme (ι-Η4πεΚ) est positif et instable si le binôme 
(ι + 4πε Κ) est négatif. Or, le Postulat formulé au n° 5 annonce que, 
sur un corps diamagnétique, l'équilibre magnétique est instable toutes 
les fois que le binôme -h | πεΚ^ est positif. 11 apparaît donc que 

le Postulat dont nous venons de parler reçoit un démenti de la part 
des équations de l'Electrodynamique et de l'Electromagnétisme. 

A la vérité, on pourrait essayer, de la manière que voici, d'éviter 
cette contradiction : 

Le corps diamagnétique pour lequel on discute de la stabilité de 
l'équilibre magnétique, n'est pas, lorsqu'on lui applique des équations 
de l'Electromagnétisme, placé dans les conditions où il se trouve 
lorsqu'on fait usage du postulat relatif au potentiel interne; en cette 
circonstance-ci, on le suppose soumis à l'influence de corps perma-
nents; en cette circonstance-là, on maintient invariable le champ 
magnétique en chaque point intérieur au corps diamagnétique et 
infiniment voisin de la surface de ce corps; on pourrait, sans absur-
dité, admettre que l'équilibre magnétique, stable dans un cas, ne l'est 
pas dans l'autre. 

On fermera cette échappatoire si l'on peut définir un cas où les 
deux dispositifs dont nous venons de parler cessent d'être différents 
l'un de l'autre. Or, voici comment on peut, fort simplement, imagi-
ner un tel cas : 

Concevons un milieu magnétique ou diamagnétique, homogène, 
illimité èn tout sens, soustrait à l'action de tout corps étranger. 
Admettons simplement qu'à l'infini, les composantes α, β, γ de 

l'aimantation s'annulent comme et leurs dérivées partielles par 

rapport à x, y, ζ, comme r étant la distance du point qui 

s'éloigne à l'infini à un point fixe situé dans la région où nous étudions 
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l'aimantation. Dans ces conditions, on pourra encore, comme on le 
voit aisément, faire usage de toutes les formules que nous avons précé-
demment écrites pour un corps aimanté de dimensions finies. 

Si un tel milieu est entièrement désaimanté, il est évidemment à 
l'état d'équilibre magnétique. Get équilibre est-il stable ou instable? 

Traitons d'abord la question au moyen du Postulat énoncé au n° 3. 
Si le milieu est diamagnétique et si, cependant, la valeur absolue 

de son coefficient d'aimantation est assez petite pour que le binôme 
(ι -h 4πεΚ) soit positif, ce postulat nous avertit que l'équilibre 
magnétique considéré n'est pas stable. 

En effet, le potentiel interne du milieu désaimanté est nul. 
Au sein de ce milieu, dessinons un ellipsoïde quelconque et, en cet 

ellipsoïde, imaginons une distribution magnétique uniforme quel-
conque, sans concevoir aucune aimantation dans le milieu extérieur à 
l'ellipsoïde. Le potentiel interne du système, qui se réduit au potentiel 
interne de l'ellipsoïde aimanté, est maintenant négatif. 

Donc, en l'état d'équilibre^ce potentiel n'était pas minimum. 
On arriverait encore à cette conclusion, même si le binôme 

(ι -f- 4 ιτε Κ) était négatif, pourvu seulement que le binôme 

fût positif; il suffirait, dans la démonstration précédente, de remplacer 
l'ellipsoïde par une sphère. 

Reprenons maintenant le même problème au moyen des équations 
de l'Électrodynamique et de l'Électromagnétisme. Les considérations 
développées au cours du présent Chapitre nous apprennent que, pour 
un milieu diamagnétique capable ou non de polarisation diélectrique, 
l'équilibre est stable si le binôme (i 4?c£K)est positif et instable si 
le binôme (ι -4- 4^ε Κ) est négatif. 

Ainsi, appliqués à ce même problème, le Postulat énoncé au n° 3 
et les lois de VËleclromagnélisme conduisent à des résultats con-
cordants si le milieu est magnétique. Ils conduisent encore à des 
résultats concordants si le milieu est diamagnétique et si l'on a les 
deux inégalités 

('+ ^πίΚ) 

ι·+·47:εΚ<ο, ι+~πεΚ>ο. 
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Mais ils conduisent à des résultats qui se contredisent si le milieu 
est diamagnëiique et si Ι'οη a l'inégalité 

ι -H > ο. 

De là cette première conclusion : 

LE POSTULAT, ÉNONCÉ AU N° 5, JUSTIFIÉ POUR LES SYSTÈMES DONT LE 

MOUVEMENT DÉPEND DES SEULES LOIS DE LA DYNAMIQUE, NE L'EST PLUS POUR 

LES SYSTÈMES OU FIGURENT DES COUPS MAGNÉTIQUES ET DONT, PAR CONSÉ-

QUENT, LE MOUVEMENT DÉPEND DES LOIS DE L'ÉLECTROMAGNÉTISME. 

28. De là aussi cette seconde conclusion : 

L'EXISTENCE D'UN CORPS ASSEZ FORTEMENT DIAMAGNÉTIQUE POUR QUE LE 

BINÔME (Ϊ-4-4
Π£

Κ·) SOIT NÉGATIF, APPARAÎT COMME UNE IMPOSSIBILITÉ PHY-

SIQUE. MAIS LES OBJECTIONS FORMULÉES CONTRE L'EXISTENCE DE CORPS DIA-

MAGNÉTIQUES S'ÉVANOUISSENT SI CES CORPS SONT ASSEZ FAIBLEMENT DIAMAGNÉ-

TIQUES POUR QU'AUCUN D'ENTRE EUX NE RENDE NÉGATIF LE BINÔME (i + /\KZ K). 

CHAPITRE III. 

COMPARAISON ENTRE LES CORPS DIELECTRIQUES ET LES CORPS DIAMAGNÉTIQUES. 

29. Il est intéressant de reprendre, au sujet des corps diélectriques, 
des considérations semblables à celles que nous venons de développer 
au sujet des corps diamagnétiques, et de comparer entre eux les 
résultats que donnent ces deux études. 

La Statique des corps diélectriques est absolument semblable à 
la Statique des corps magnétiques, en sorte qu'on peut répéter 
textuellement, au sujet des corps diélectriques, tout ce qui, au Cha-
pitre I, a été dit des corps magnétiques. Il suffit de remplacer l'inten-
sité d'aimantation et ses composantes A, 13, C par l'intensité de la 
polarisation diélectrique OÏL' et ses composantes A', B', C'; le coeffi-
cient d'aimantation Κ par le coefficient de polarisation K'; la 
constante ε des actions magnétiques par la constante ε' des actions 
électrostatiques; la fonction potentielle magnétique Y par la fonction 
potentielle électrostatique V'; enfin, les composantes L, M, Ν du 
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champ magnétique par les composantes Χ, Y, Ζ du champ élec-
trique. 

Le potentiel interne d'un système formé par un corps électrisé d'une 
manière permanente et par un corps diélectrique se calcule de la même 
manière que le potentiel interne d'un système formé d'un aimant per-
manent et d'un corps magnétique. 

Dès lors, si l'on admet la généralité du Postulat énoncé au n° 3, on 
peut formuler les propositions suivantes : 

Si le coefficient de polarisation K/ d'un corps diélectrique est 
positif, ce corps, placé en présence d'un corps électrisé d'une ma-
nière permanente, parviendra à un état d'équilibre de polarisation 
qui sera assurément stable. 

Cet état d'équilibre, au contraire, serait assurément instable si 
le coefficient de polarisation K' était négatif, tandis que le pou-
voir inducteur spécifique (ι + 4πε'K-') °u même simplement le 
binôme -+- Ιπε'Κ/J serait positif. 

Mais rien ne nous autorise, jusqu'ici, à étendre aux systèmes qui 
renferment des corps diélectriques le Postulat qui a été formulé au 
n° 5; la justification de ce Postulat suppose l'emploi des équations de 
la Dynamique; or, lorsqu'un système contient des corps diélec-
triques, l'étude du changement de la polarisation prise par ces corps 
ne dépend pas des équations de la Dynamique, mais bien des équa-
tions de l'Électrodynamique; c'est donc à ces dernières qu'il faut 
demander la démonstration ou la réfutation des propositions qui vien-
nent d'être formulées. 

30. En premier lieu, pour les corps diélectriques dont le coefficient 
de polarisation est positif, on peut répéter exactement ce que nous 
avons dit, au n° 13, des corps magnétiques dont le coefficient d'aiman-
tation est positif. Le théorème général dont nous avons parlé en cet 
endroit s'applique à un système qui contient à la fois des corps magné-
tiques et des corps diélectriques; il suppose seulement que le coeffi-
cient d'aimantation des uns et le coefficient de polarisation des autres 
soient positifs. Si donc, nous définissons la stabilité d'un équilibre de 
polarisation exactement comme au n° 13, nous avons défini la stabi-

Journ. de Math. (6· série), tome IX. — Faso. II, igi3. 
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lité d'un équilibre d'aimantation, nous pourrons énoncer le théorème 
suivant : 

Véquilibre de polarisation qui. s'établit, sous l'in/luence de corps 
èiectrisès et polarisés d'une manière permanente, sur un corps 
diélectrique dont le coefficient de polarisation est positif, est un 
équilibre stable. 

31. Imaginons maintenant un corps diélectrique placé dans des 
conditions telles qu'en tout point intérieur à ce corps et infiniment 
voisin de la surface qui le limite, le champ électrique et, par consé-
quent, Vintensitè de la polarisation diélectrique gardent une gran-
deur et une direction invariables. Proposons-nous d'étudier, sur un 
tel corps, la stabilité de l'équilibre de polarisation. 

Considérons, tout d'abord, le cas où le corps dont il s'agit est privé 
de conductibilité électrique. 

Les équations qui régissent, sur un tel corps, les changements de 
la polarisation diélectrique ont été données par Helmholtz ('); voici 
la première : 

^ dt2 2πα2 Κ'(ι + 4πεΚ) 

(ι -f- 4πεΚ) (ι + 4πεΚ/) — k d /<)A' dW àC'\ 

Les deux autres se déduisent de celle-là en remplaçant successive-
ment χ par y et z, et A' par B' et C. 

k représente la constante que Helmholtz a introduite en Ëlectrody-
namique et que nous savons ne pas pouvoir être négative. 

Voici le théorème que nous nous proposons de démontrer : 

Si l'on admet que la constante k de Helmholtz est positive; 
Que le binôme (ι-ι-4πεΚ)> relatif au coefficient d'aimanta-

tion, est positif; 
Que le pouvoir inducteur spécifique (i 4- 4πε'Κ') est également 

positif; 

(*) H. HELMHOLTZ, Ueber die Bewegungsgleichangen der Eiektricitât fur 
ruhende leitende Korper [Borchardt's Journal, Bd. LXXII, 1870, p. 57; 
Wissenschaftliche Abhandlungen, Bd. I, 1882, p. 545; équations (21 c)]. 
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Mais que le coefficient de polarisation diélectrique K/ est négatif : 
La polarisation diélectrique ne peut, sur le corps considéré et 

dans les conditions indiquées, être en équilibre stable. 

Nous prendrons les lettres A'
0

, BJ,, CJ, pour désigner les valeurs 
des composantes de la polarisation diélectrique en l'état d'équilibre. 

En un autre état quelconque, nous poserons 

A'rr A„ + α', B'= Β'β + β', C'= C'0 + /. 

En tout point intérieur au corps et infiniment voisin de la surface 
de ce corps, nous devrons avoir, quel que soit l, 

(72) «'= Ο, β'— Ο, /'-Ο, 

En outre, les quantités α', β', γ' devront vérifier trois équations qui 
se tirent des équations (71), et dont voici la première : 

Oi1 2πα2 Κ'(ι -H 4πεΚ) 

+ 2π«2/»· Κ'(ι-f-/|πείν) ùœ\0u; Oy Οζ) 

De là nous allons déduire les formules fondamentales de notre 
analyse. 

Considérons la quantité 

(74) U = l- ( (λ'*+ β'2-h γ'2) dis. 

Nous trouvons 

11 (75)dU dt0020-/(•'S-? f 

puis 

(76) dU Λ(*μϊμ*)> dt 

+J ("'+ + y dW' 
Mais les égalités (73) donnent 

C( ,d'a' Ά,ά*β' ,dy\. 

(1 -h 4πεΚ)(ι + /ιπε'Κ') — Λ /T . ô ida' όβ' όγ'\ 

ζτ.α-k Κ'(ι 4πείν) J 01 ϋα;\ΰα; + ôy + dz ) ^ 
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H- ... désignant deux termes qui se déduisent par permutation du 
terme explicitement écrit. 

Mais, en vertu des conditions (72), on a 

J x d dx dy+-il···]»—KM 

J·'"·'·"-/!.(£)'» (%) * (S·)']·" 

et deux égalités analogues à cette dernière. 
L'égalité (76) peut donc s'écrire 

(77) +
 W

 +
 W R

RA 

2 πα- Κ' ( ι 4- /| π ε Κ ) J | \f7.r J Η \ Οζ ) 

/ \ d2U r[(àa'V (<ψν /d/\s*| , 

+©μ#Η©> 

( ι 4- 4πεΚ ) (ι 4- 47τε' Κ') — /. Γ(<]^_ . (W_ 'Υ/Υ ι 

Les formules (7^) et (77) nous permettront de démontrer le 
théorème énoncé lorsque nous aurons établi quatre le mm es. 

PREMIER LEMME. — Posons 

(78) o= dx dy ) (ι 4- 47τε' Κ' 

On peut, à l'instant ( = o, choisir, dans tout le corps, les valeurs de 

<■ *. *. ©, (f), m.' 
de telle sorte : 

i° Que les valeurs absolues de ces quantités soient inférieures à 
telles limites supérieures qu'il aura plu de leur imposer; 

20 Que les conditions (72) soient vériiiées; 
3° Que l'on ait, à cet instant, 

(79) O.= o, (|)
o
 = o; 
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4° Que l'intégrale 

(8o) v
»^/(

a
'lF

 + p
' Λ"

 +y
'lu).

d
*' 

ait une valeur positive. 
Prenons, en effet, ce qui est évidemment possible d'une infinité de 

manières, trois fonctions de a?, y, z, désignées par jo, q, /', qui soient 
assujetties aux conditions suivantes : 

i° Dans l'étendue occupée par le corps, 

ρ dx -l- q dy r dz 

n'est pas une différentielle totale; 
2° Les dérivées partielles du premier ordre de ρ, q, r s'annulent en 

tout point de la surface qui limite le corps. 

Prenons ensuite 

(S)."»-*)· dq dr dx' dq dr 

»■·="(£-£)■ (f ).-K£-l)· 

»y'o·="(£-£dq (f ).-K£-l)· 

λ et p. étant deux quantités quelconques indépendantes de j)/, s, Λ 
La deuxième et la troisième conditions seront vérifiées quelles que 

soient les valeurs imposées à λ et p.. 
L'égalité (80) prend maintenant la forme 

%,-I òq dry /Or Oz Or) \dx àp\\ (!¿P_ á¿\ dz ) \ ôy ôx / dm. 

Pour que la quatrième condition soit vérifiée, il suffit que λ et p. 
soient deux quantités de même signe. 

En donnant enfin à chacune de ces deux quantités des valeurs 
absolues suffisamment petites, on satisfera à la première condition. 

DEUXIÈME LEMME. — Si le rapport 

(81) P-L±AE!2^ 
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est nul ou positif, et si l'on a, à l'instant initial, en tout le volume 
occupé par le corps, 

(79) θ
0
 — ο, ί —)=o, 

θ demeure nul quel que soit t. 
En effet, différentions respectivement les équations (73) par rapport 

à χ, y, ζ et ajoutons membre à membre les résultats obtenus en 
tenant compte de la définition (78) de Θ. Nous trouvons, moyennant 
l'égalité (81), l'équation 

(82) ^|_ΡΛ0=:ο. 

Si Ρ est nul, cette équation se réduit à 

Ot* ~ °' 

όθ garde alors une valeur indépendante de /, qui est zéro, en vertu de 

la seconde condition (79); 0 est donc indépendant de ί et, partant, 
constamment nu) en vertu de la première égalité (79). 

Supposons maintenant que Ρ soit négatif. L'équation (82) se 
ramène à une équation de Laplace à quatre variables. En vertu d'un 
théorème bien connu d'Axel Harnack, toute intégrale de l'équa-
tion (82), continue ainsi que ses dérivées premières en χ, y, z, L, est 
fonction analytique de χ, y, s, t. 

D'autre part, l'équation (82), jointe aux conditions (79), nous 

montre qu'on a, à l'instant initial, = o. 

De même, en différentiant 1, 2, ..., /*, ..., fois l'équation (82) par 
rapport à l, nous démontrerons de proche en proche que les dérivées 

à3 θ d'*B ân+î6 
àt:i ' ôt* ' ' dtn+1 ' 

sont, à l'instant initial, nulles dans tout le corps. 
Puisque 0 est fonction analytique de l et que, pour / = o, ses déri-

vées des divers ordres par rapport à l sont toutes nulles, 0 est nul quel 
que soit t. 

t 
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TROISIÈME LEMME. — Posons 

(83) -f ji- - ω
Λ

, -ρ ν- = 0),, -τ f-= 6)
s

. 

On peut, à l'instant initial, choisir, dans tout le corps, les valeurs 
de 

<· r;. (Ά & .· m.-
de telle sorte : 

i° Que les valeurs absolues de ces quantités soient inférieures à 
telles limites positives qu'il aura plu de leur assigner; 

2° Que les conditions (72) soient vérifiées; 
3° Que l'on ait, à cet instant, 

1 O, ^>'0 O) ^30 

{\~dT)0-O) ("dT/o"'0' \Τί')0-ο; 

4° Que l'intégrale 

(8o) v,= r(«-£+p< 

soit positive. 

Prenons, en effet, une fonction u(x,y,z) qui ne se réduise pas à 
une constante, mais dont les dérivées partielles du premier ordre 
s'annulent en tout point de la surface du corps. 

Prenons ensuite 

α°— ' dx* \ dt /0 ^ dx* 

P° = V {ΊΓ).= μ
άϊ' 

, .du fdy'\ du 

les quantités λ et p. étant deux quantités quelconques indépendantes 
de x, y, z, t. La deuxième et la troisième conditions seront évidem-
ment vérifiées. 

L'égalité (80) prendra la forme 

v0=>^j ou y (0u\óñ) + W/ au y Tz) J Hnt, 
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en sorte que V
0
 sera positif pourvu seulement qu'on attribue à λ et 

à p. deux valeurs de même signe. 
Enfin, on pourra toujours limiter supérieurement les valeurs 

absolues de ces deux quantités λ et p. de telle sorte que la première 
condition soit vérifiée. 

QUATRIÈME LEMME. — Si le rapport 

^ 2 π α2 Κ'(ι H- [\ πεΚ) 

est négatif et si l'on a choisi les données initiales de telle sorte qu'on 
ait 

ω*
0
— ο, ί ^ 1 ο, 

demeure nul quel que soit t. 
Pour chacune des deux quantités ω^, ω

ζ
, on peut formuler une pro-

position analogue. 
Différentions en effet la seconde équation (73) par rapport à ζ et, 

du résultat obtenu, retranchons membre à membre la troisième équa-
tion (73) différentiée par rapport à y \ moyennant les égalités (83) 
et (85), nous obtenons l'équation 

(86) ^=QA«,. 

Les quantités ω^, ω
ζ
 vérifient des équations semblables. 

Pour établir le lemme énoncé, il suffit de reprendre le raisonnement 
qui a donné le second lemme. 

Nous voici maintenant en état d'établir le théorème énoncé et cela 
par deux démonstrations équivalentes. 

PREMIÈRE DÉMONSTRATION. — Choisissons les données initiales comme 
le premier lemme nous a permis de le faire. 

D'après nos hypothèses, le rapport 

2παζκΚ' 

est négatif; dès lors, comme les équatioils (79) sont vérifiées à l'instant 
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initial, le second lemme nous apprend qu'on a, quel que soit I, 

0 — -j— H—r-—1—r— — O. 

Moyennant cette égalité et l'égalité (85), l'égalité (77) devient 

5/! U dt- f dt ) WY dt ) dl dm 

-«/[ m-m-m 

-M ff affivi--

Or, d'après les hypothèses faites, le rapport 

^ ο,πα1 Κ'(ι + 

est négatif. ne peut donc jamais prendre de valeur négative. 
D'autre part, les égalités (75) et (80) donnent l'égalité 

(λ).
=,υ<

" 

et le choix des données initiales a assuré à V0 une valeur positive. 
Nous voyons donc que la quantité U, définie par l'égalité (74), croît 

au delà de toute limite avec I. L'équilibre du système est instable. 

SECONDE DÉMONSTHATÎON. — Choisissons les données initiales comme 
le troisième lemme nous a appris à le faire. 

En vertu des hypothèses faites, le rapport 

(8θ) ' 2ττα2Κ'(ι + 4πεΚ) 
est negatn. 

Le quatrième lemme nous apprend alors que les conditions (84), 
vérifiées à l'instant initial, entraînent, quel que soit t, 

Wj'~ dz dy ~°' 

wy=dy' Oa' 

wz=dy dz ~-

Journ. de Math. (6· série), tome IX. — Fasc. II, I<JI3. ï8 
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Il existe donc une fonction ν (oc, γ, ζ, l) telle qu'on ait 

(87) y =
 Tz

· 

Les conditions (72) nous apprennent qu'en tout point de la surface 
du corps et à tout instant, on a 

(88) 5^ = 0- gy = o> 57-0· 

En vertu des équations (87), on a 

M W +iV_4l, 

et, par consequent, 

f(%+ Ί&-
1
-%)'*·= fa"**

1
' 

ce que le théorème de Green, joint aux égalités (88), permet d'écrire 

dv . dt’ di' » r?c»\ ,— A— H—r— A -T f- -r-A— U/e/.r dy rfr r/c / 

D'autre part, le théorème de Green, joint aux conditions (72), 
permet d'écrire 

imy-m-m]*—/— . 
ou bien, en vertu des égalités (87), 

r?c»\ ,— A— H—r— A -T f- -r-A— U/e/.r dy rfr r/c / 

Cette égalité (90) et deux égalités analogues, comparées à l'éga-
lité (89), nous donnent : 

«·> Λ dx' dx' dx' dz 

-(ÏHfHf)' 
drs “ fW <)&' dÿy. 37 + -£ + Ù) im-
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Moyennant cette égalité (91) et l'égalité 

(81)
 1-

1±

W' 

l'égalité (77) prend la forme suivante : 

cP_U di Ur=f\( doc'Y ir) + H-

D'après les hypothèses faites, F est négatif; ne peut donc jamais 

prendre de valeurs négatives. 
D'autre part, les égalités (75) et (80) donnent l'égalité 

dU = Vo, 

et le choix des données initiales a assuré à V
0
 une valeur positive. 

Nous voyons donc que la quantité U, définie par l'égalité (74)? croît 
encore au delà de toute limite avec 1, en sorte que l'équilibre du système 
ne peut être stable. 

Par deux voies distinctes, le théorème énoncé est démontré. 

52. Nous allons nous proposer maintenant de démontrer le même 
théorème en supposant que le corps diélectrique soit doué de conduc-
tibilité. Plus exactement, voici l'énoncé du théorème que nous allons 
établir : 

Désignons toujours par A'0>
 B'

0
, C'

0
 les composantes de la polarisa-

tion que prend le corps considéré, en un point déterminé, lorsque 
l'équilibre est établi; par A', B', C' les composantes de la polarisation, 
au même point, en un mouvement quelconque; posons 

A'=A; + «', Β'=Βί + β', c=c; + /. 

Quelque petites que soient les limites supérieures imposées aux 
valeurs absolues initiales de 

1 <t?L tïL 

(g3) ( ôt ' dt ' dt ' 

[ W ~dF' 1F' 
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si K' est négatif tandis que + (Ι-ΐ-4ΠΕΚ) et k sont 
positif s,on pourra toujours disposer des valeurs initiales des quan-
tités (9'3) de telle manière que la quantité 

W) w = = iiî+5 

croisse au delà de toute limite avec t. 

De celte proposition, nous donnerons deux démonstrations qui 
procéderont comme les deux démonstrations relatives au corps diélec-
trique dénué de conductibilité; mais, pour des raisons que nous signa-
lerons en leur temps, elles n'auront pas la même rigueur. 

Les trois quantités α', [f, f vérifient trois équations aux dérivées 
partielles du troisième ordre ('). Si nous posons, comme précédem-
ment, 

ζ o\ Λ da' op' or 

27~al Λ'Κ 

^ ^ ^ 2 7ϊα2Κ'(ι -I- 4Κ-)' 

et si nous continuons à désigner par ρ la résistance spécifique (résisti-
vité) de la substance, la première de ces équations sera 

. „ à3 a' ~ . doc' . 1 /2 ε' dO d2a'\ 

Les deux autres se déduisent de celle-là par des permutations aisées. 
L'égalité (g4) nous donne 

, dW f/da' d2oc' όβ' à2 β' dy' d'2y'\ , 

puis, en tenant compte des égalités (90), 

(97)
 lsr

 = n + ®, 

(') P. DUIIEM, Sur ta propagation des actions électrodynamiques, équa-
tions (i55). 
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avec 

- AWf*Wt*Wh 

, /d n\ C(M '>'θ W ά*θ dy' à'0\, 

+ ( Q)

J {w à^7t + W àfài + W lTàt)dm' 

«2λΚ'ρ J \(Ar Λ + dz dt J 

Κ. 'ρ J \ dt dt2 dt dt2 dt dt2)cm' 

Mais l'emploi du théorème de Green, des conditions (72) et de 
l'égalité (78) transforme ces expressions de Π et de Φ et permet 
d'écrire 

ι Γ (dot' d2x' {)β' d-β' dy' d2y'\ 

_ Q

/[ (i^n) +(^i)
 +

{irk) 

+
 (ίήϊ)

 +
 (3yjt)

 +
 (£dt) 

+
 {êài)

 +
 {^in)

 +
 (âdi) ] 

+(Q—p) y^ 

, , T4 I rfdo.' d2a' άβ' ά2β' dy' d2y' *ε'άθ\. 

Considérons maintenant la quantité 

(10°) X-Jî^ JT JLJ^R)

 +

(^)

 +

(^·)

 +

^

9!

]

RFRAA

· 

Nous trouvons 

8 (loi) dX ri / dx' dB' dy' 

puis 

C°2) Λ5"=-
Φ

· 
Formons la somme 

(io3) Y = W + X. 
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Les égalités (96) et (101) nous donneront 

. . dY Γ(àa' d'à' ί)β' dày' ()*γ' 

+
 |.(^)

 +
 (λ~)

 +
 ('dt )

 +
 7?k"'J|

fto
· 

tandis que les égalités (97) et (102) nous donneront 

(105) / d'lY ri 

Ces formules une fois établies, nous allons démontrer quatre lemmcs 
analogues à ceux que nous avons démontrés au numéro précédent. 

PREMIER LEMME. — On peut, à l'instant l = o, choisir, dans tout le 
corDs. les valeurs de 

\Ut): [iïf)' 

de telle sorte : 

i° Que les valeurs absolues de ces quantités soient inférieures aux 
limites supérieures qui leur ont été assignées; 

20 Que les conditions (72) soient vérifiées; 
3° Que l'on ait, à cet instant, 

, βΝ fl ίάθ\ iÔiQ\ 

4° Que l'intégrale 

11 (io;) :.= n da' d*a' W <PÇ/ Oy' d2y' ()i ()/. 2 à t. <)/:'• i)t At* 

-^[(ΪΗΪΗΪ)']!/· 
ait une valeur positive. 

Définissons, en effet, les fonctions p, q, / comme au premier lemme 
du numéro précédent, et posons 

xo= y ®- D 

\dt)
a
 \0z dyJ ' 

fd2«\ (dq dr\ 
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λ, ΊΑ, v sont trois quantités indépendantes de x, y, ^ et, jusqu'ici, 
arbitraires. La deuxième et la troisième conditions sont désormais 
vérifiées. 

L'égalité (107) deviendra 

«-"·(·* ~ (£-&)·«■ (I - £)'] -

Il suffira de donner à ν une valeur positive plus grande que la valeur 
absolue de

 0^, pour être assuré que Z
0
 est positif. 

Cela fait, on pourra donner aux constantes λ et p. qui, jusqu'ici, 
sont demeurées arbitraires, des valeurs absolues assez petites pour que 
la première condition soit sûrement vérifiée. 

DEUXIÈME LEMME. — Si Ρ est négatif et si, à l'instant / = o, on a 

°
o6) β

·=°· o.=°' (a=°< 

0 demeure nul quel que soit l. 
Difièrentions la première égalité (q5) par rapport à x, la seconde 

par rapport à y, la troisième par rapport à z, et ajoutons membre 
à membre les égalités obtenues, en tenant compte de la défini-
tion (78) de 0. Nous trouvons que 0 vérifie l'équation aux dérivées 
partielles 

ι β s d'0 15 a άθ ι / 2ε' . d2ô\ 

S'il était établi que toutes les intégrales cle celte équation sont, 
lorsque Ρ est négatif, fonctions analytiques de χ, y, z, t, la 
démonstration du lemme s'achèverait comme s'est achevée, au 
numéro précédent, la démonstration du second lemme. Mais pour 
l'équation (108), on n'a pas démontré, du moins à notre connais-
sance, un théorème analogue à celui qu'Axel Harnack a démontré au 
sujet de l'équation de Laplace. 

La seule proposition que nous puissions affirmer^vec assurance au 
sujet de l'équation (108) est la suivante : 

Si Ρ est négatif, il ne peut pas exister de surface, fixe ou 
variable avec t, qui séparerait deux intégrales analytiques diffé-
rentes de l'équation (108), au travers de laquelle θ et toutes ses 
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dérivées jusqu'à l'ordre η (n>i) seraient continues, tandis que 
les dérivées d'ordre (n i) ou l'une au moins d'entre elles seraient 
discontinues. 

Appliquons, en effet, la méthode de Christoffel et d'Hugoniot à la 
détermination de la vitesse normale de propagation 3Ç, d'une telle 
onde. Nous trouvons 

3C.*=P, 

en sorte que DT> est imaginaire lorsque Ρ est négatif. 
Ce résultat rend vraisemblable, mais ne suffit pas à transformer 

en vérité démontrée le postulat suivant : 

POSTULAT. — Lorsque Ρ est négatif, toute intégrale de l'équa-
tion (108) est fonction analytique de /, môme pour t — o. 

Si l'on admet ce postulat, la démonstration du deuxième lemme se 
fait sans aucune difficulté. 

TROISIÈME LEMME. — Posons, comme au numéro précédent, 

,ο·>\ Φ dy' dy' doc' do.' d& 

On peut, à l'instant initial, choisir, dans tout le corps, les valeurs de 

«;■ (*).· (Ά 
de telle sorte : 

i° Que les valeurs absolues de ces quantités soient inférieures aux 
limites qui leur ont été assignées; 

2° Que les conditions (72) soient vérifiées; 
3° Que l'on ait, à cet instant initial, 

j _ fάωχ\ _ (d'wxΛ __ 

( ' 5 

4° Que l'intégrale 

<"0) l-=J \UT UF + UT 1JF + ΊΓ UF 

+ +{%) +iér/f' Ί/
Β 

SQ1D positive, 
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Définissons la fonction u(x,y,z) comme au troisième lemme du 
numéro précédent, et posons 

, . Ou (da!\ du /âîot'\ Ou 

1 1 

λ, [Λ, v étant trois quantités, indépendantes de x, y, z, qui sont provi-
soirement arbitraires. 

Quelles que soient les valeurs de ces quantités, la seconde et la troi-
sième conditions sont vérifiées. 

En vertu de ces déterminations de a'
0

, (-jf) > l~jjr) > ···» ^^8
a

" 
lité (ι ίο) devient 

Τ

—
ΜΪ

/Ί(
ΝΗ

"Π^)[(5Ϊ)
 +

G£)
+

(5F) ]
 +

 ΡΉ^
(Λ,,)Ί

Κ 

On pourra toujours, après avoir fixé arbitrairement la valeur de λ, 
donner à ν une valeur positive assez grande pour que T

0
 soit positif 

quel que soit p.. 
Il suffira alors de donner à p. une valeur absolue assez petite pour 

que l'exécution des premières conditions soit assurée. 

QUATRIÈME LEMME. — Si Q est négatif et si l'on a, à l'instant initial, 

(...)
 ΜΛ

 = Ο. (%r)=
0

· 

co
c
 demeure égal à ο quel que soit t. 
Diiïèrentions, en effet, la seconde équation (q5) par rapport à z

} 

et retranchons-cn membre à membre la troisième équation (Q5), dill'é-
rentiée par rapport ày; en tenant compte de la définition (fid) de ω^, 
nous trouvons 

T
t
{^-qA"'+^-àT) = 0· 

En vertu des conditions (m), cette équation entraîne cette autre : 

w=Qiw*-ip-p-5r 

toy et ω
3
 vérifient des équations semblables. 

Journ. dé Math. (6' série), tome IX. — l'asc. II, *9 
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Au sujet de celte equation (112), la méthode de Christoffel et 
d'Hugoniot nous permet d'établir bien aisément le théorème suivant : 

Si Q est négatif, il ne peut exister aucune surface, fixe ou 
variable avec l, qui séparerait deux intégrales analytiques diffé-
rentes de Véquation (112), au travers de laquelle el toutes ses 
dérivées jusqu à Vordre η (nfi) seraient continues, tandis que les 
dérivées d'ordre {n1) ou l'une au moins (Ventre elles seraient 
discontinues. 

Ce théorème rend vraisemblable, mais ne suffit pas à transformer 
en vérité démontrée le postulat suivant : 

POSTULAT. — Si Q est négatif, toute intégrale de Véquation (112) 

est fonction analytique de /, même pour l — o. 

Si l'on admet ce postulat, la démonstration de notre quatrième 
lemme s'achève sans aucune difficulté. 

Ces lemmes établis, nous allons donner deux démonstrations diffé-
rentes du théorème énoncé. 

PREMIÈRE DÉMONSTRATION. — Choisissons les données i ni lia les comme 
le premier lemme nous apprend à le faire. 

Selon les hypothèses faites, le rapport P, défini par l'égalité (61), 
est négatif. Dès lors, en vertu du second lemme, 011 a, quel que 
soit V Q — °· 

L'égalité (98) se réduit alors à 

W-T \ <n » ) ZZ dl* C/GT 

-«/i m+m+m 

+ (£êL\\(^Y+(*2LY \ àx ài \ ()v Ot Ì \ àz àt / 

+
 (lédi)

 + + {jéf) ]dw· 

Or, en vertu des hypothèses faites et de l'égalité (85)qui définit Q, 
ce coefficient est négatif. La quantité Π ne peut donc jamais être 

négative et, en vertu de l'égalité (100), il en est de même de 
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D'autre part, 0 étant constamment nul, les égalités (io/|) et (107) 
permettent d'écrire 

$).=*■ 
Le choix des données initiales nous assure que )

 a une valeur 

positive. Y = W H- X croit donc au delà de toute limite avec t. 
Considérons maintenant la quantité X, définie par l'égalité (100). 

Puisque 0 est constamment nul, elle se réduit ici à 

x = ïK7jf/Î(w),+(f ]ΛΛ· 
La quantité qu'on intègre de ο à / ne peut jamais être négative; 
l'intégrale obtenue ne peut donc pas être fonction décroissante de 
comme K' a été supposé négatif, X ne peut jamais être fonction crois-
sante de /. 

Dès lors, pour que Y = W -t- X croisse au delà de toute limite 
avec /, il faut que W croisse au delà de toute limite avec /. C'est ce 
qu'on se proposait de démontrer. 

SECONDE DÉMONSTRATION. — Choisissons les données initiales comme 
il est possible de le faire selon le troisième lemme. 

En vertu des hypothèses faites, Q est négatif. Dès lors, le quatrième 
lemme nous apprend que nous aurons, quel que soit Λ 

ωχ— o, o)y ~ ο, a>3=o. 

Une démonstration toute semblable à celle qui a fourni l'égalité (91) 
donnera l'égalité 

("3) J [ {ΰϊΤί) +{ΈΈ) 

/d'jS'y- (ύψγ /d-p-y 

+ [âFàl) + \dJ3i) + \όΓόϊ) _ dln=j U) ('w· 
En vertu de cette égalité (113), l'égalité (98) se réduira à 

( d2/ι\2 ( d'2y' y / à-y' ΥΠ , Γ/όθ\* 
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Or, en vertu des hypothèses faites, Ρ est négatif. La quantité II ne 
peut donc jamais être négative et, d'après l'égalité (io5), il en est de 

memede-^·· 

Les égalités (io/j) et(no) nous donnent 

®).-· 
Or, les données initiales ont été choisies de telle manière que T

0
 soit 

posilif.Ilenesldoncdemêmede( .Dèslors, laquanliléY = W X 

croît certainement au delà de toute limite avec t. 
X est défini par l'égalité (100). Comme la constante k de Helmholtz 

a été supposée positive, la quantité qui figure sous le signe / ne 

peut jamais être négative et l'intégrale ne peut être fonction décrois-
sante de t. D'ailleurs, le coefficient K/ a été supposé négatif; X n'est 
donc jamais une fonction croissante de t. Pour que Y = W + X croisse 
au delà de toute limite avec t, il faut, comme on l'avait annoncé, 
que W croisse au delà de toute limite avec t. 

53. Il nous faut revenir maintenant sur les diverses définitions de 
la stabilité qui ont été admises au cours du présent Chapitre. 

Aux nos 30 et 31, nos définitions reposaient sur la considération de 
la quantité 

(74) U = £ / + 

Peut-on, aux perturbations initiales, assigner des limites supé-
rieures assez petites pour que l'intégrale U ne surpasse jamais une 
valeur positive arbitrairement donnée d'avance? L'équilibre est stable. 
Quelque étroites, au contraire, que soient les limites imposées aux 
perturbations initiales, peut-on disposer de ces perturbations de telle 
sorte que l'intégrale U croisse au delà d'une limite imposée d'avance, 
si grande soit-clle? L'équilibre est instable. A la stabilité et à l'insta-
bilité ainsi définies, nous donnerons le nom de stabilité et à"1 instabilité 
électrostatiques intégrales. L'épithète électrostatique est introduite 
ici pour rappeler que les quantités 

Α'=Α; + α\ Β'=Β; + β', C'=c;4-/ 
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sont celles dont la connaissance importe au calcul des actions électro-
statiques exercées, à chaque instant, par le corps polarisé. 

La stabilité électrostatique intégrale ainsi définie est, selon ce qui 
a été dit au n° 15, la seule au sujet de laquelle on puisse démontrer, 
par une méthode inspirée de Lejeunc-Dirichlet (*), le théorème 
général dont il est fait usage au n° 15 et au n° 30. 

A côté de celte stabilité et de celte instabilité, on en peut consi-
dérer d'autres que nous nommerons stabilité et instabilité électro-
statiques ponctuelles, et que nous définirons de la manière suivante : 

Si l'on peut toujours, aux perturbations initiales, assigner des 
limites supérieures assez petites pour que les valeurs absolues de a', 
β', γ' demeurent, en tout point et quel que soit i, inférieures à des 
valeurs positives données d'avance, l'équilibre considéré possède la 
stabilité électrostatique ponctuelle. 

Si, au contraire, quelque petites que soient les limites supérieures 
assignées aux perturbations initiales, on peut disposer de ces pertur-
bations de telle manière qu^ en certains points (ou, au moins, en un 
certain point) du corps polarisé, la valeur absolue de l'une au moins 
des quantités α', β', γ' croisse au delà d'une limite assignée d'avance, 
si grande soit-elle, l'équilibre considéré est affecté d'instabilité électro-
statique ponctuelle. 

Il est bien évident que la stabilité électrostatique ponctuelle entraîne 
la stabilité électrostatique intégrale, mais que la réciproque n'est pas 
vraie; que l'instabilité électrostatique intégrale entraîne l'instabilité 
électrostatique ponctuelle, mais que la réciproque n'est pas vraie. 

De la seconde de ces deux propositions découle cette conséquence : 
Le diélectrique non conducteur considéré au n° 51 possède non 
seulement Vinstabilité électrostatique intégrale, mais encore l'insta-
bilité électrostatique ponctuelle. 

Lorsque l'équilibre électrique n'est pas établi sur le diélectrique 
considéré, ce corps exerce des actions électrodynamiques. Le calcul 
de ces actions exige simplement que l'on connaisse, en chaque point 

(') Le lecteur pourra trouver, au sujet de celte question, une discussion com-
plète dans notre Traité d'Energétique, Chap. XVI, paragraphe G, t. II, pp. 3o4 
et suiv. 
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du corps, les composantes Φ, ψ, y de ce qu'on nomme la densité 
de courant. 

Nous pourrons alors définir des stabilités e tdes instabilités électro-
dynamiques, intégrales ou ponctuelles, tout à fait analogue aux. 
stabilités et instabilités électrostatiques; il suffira, dans les définitions 
précédentes, de substituer aux composantes α', β', γ' de l'intensité de 
polarisation, les composantes φ, ψ, χ de la densité de courant. 

En particulier, si, quelque petites que soient les limites supérieures 
assignées à la perturbation initiale, on peut disposer de cette pertur-
bation de telle sorte que l'intégrale 

.( m λ ) S — ~ J ( φ-' -t- ψ- 4- '/J ) cfe 

croisse au delà de toute limite avec t, le système possède l'instabilité 
électrodynamique intégrale; il possède seulement l'instabilité électro-
dynamique ponctuelle si, en certains points, la valeur absolue de 
l'une au moins des quantités <p, ψ et χ croit au delà de toute limite 
avec t. 

La densité de courant se compose, en général, de deux parties : 
la densité du courant de conduction u, r, vr et la densité du courant 

de déplacement en sorte qu'on a 

àoc' , ΰβ' ùy' 

el que l'égalité (ι il\ ) devient 

(n5) s = ̂ /t(" + V (" + ("'+τ/τ)Ί ί/Τΰ
· 

En ces formules, on doit biffer u, P, w si le corps n'est point con-

ducteur, et Ie corps n'est pas diélectrique. 

Il apparaît main tenant que l'instabilité démontrée, au n° 52, pour un 
système à la fois conducteur et diélectrique, n'est comprise par aucune 
des définitions qui viennent d'être données, puisque la quantité dont 
nous avons établi la croissance indéfinie n'est pas la quantité S, définie 
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par l'égalité (115), mais seulement la quantité 

w=i/[(£)Xf)X£)>· 

Nous allons donc compléter ce qui a été établi au sujet de ce système 
en démontrant le théorème suivant : 

/Véquilibre du système étudié au n° 52 est affecté soit d'instabilité 
électrodynamique intégrale, soit d'instabilité électrostatique inté-
grale. 

Pour démontrer cette proposition, transformons l'expression de S. 
Si Χ, Y, Ζ sont, en un point, les composantes du champ électrique, 

nous avons 
pu=\, Ρ Γ—γ, ρ «V — Λ, 
α'=Κ'Χ, S'=K'Y, y'— K'Z. 

De ces égalités nous tirons 

" = —Γ7 ' Γ=Γ |77> (Vz=-L_. 

Κη vertu de ces égalités et des égalités(74)et (9/1 ),l'expression (115) 
de S se transforme aisément en la suivante 

( 1 l C) ) S,— \\ H T/,H p7 —77 · 

Supposons que l'équilibre du système ne soit pas affecté d'instabi-
lité électrodynamique intégrale. Si l'on assigne aux valeurs absolues 
des perturbations initiales des limites supérieures suffisamment 
petites, on sera assuré que, de quelque manière qu'on choisisse les 
perturbations initiales, S ne croîtra pas au delà d'une certaine limite 
positive. Soit D cette limite. On aura donc, quelles que soient les 
perturbations initiales et quel que soit /, 

S ί D 

ou bien, en vertu de l'égalité (11G), 

pK.' dt = p'K'< 
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et a forliovi, puisque U ne peut être négatif, 

' ^£D_W 
ou bien encore 

' ^>W-D. 

Pour le corps considéré, pK/ est négatif; D est indépendant de i, 
tandis que, d'après la démonstration donnée au n° 52, W croît au delà 
de toute limite avec i; il en est donc de même de^ et, partant, de Ό, 

en sorte que le système est atteint d'instabilité électrostatique inté-
grale, comme nous l'avions annoncé. · 

Ainsi le système étudié au n°52est affecté, soit d'instabilité électro-
statique intégrale et, parlant, d'instabilité électrostatique ponctuelle; 
soit d'instabilité électrodynamique intégrale et, partant, d'instabilité 
électrodynamique ponctuelle; soit enfin, simultanément, de ces deux 
sortes d'instabilité. 

5-4. Pour les corps diarnagnétiques, les lois de l'Électromagnétisme 
se sont montrées en contradiction avec le Postulat énoncé au n° 5; 
pour les corps diélectriques, au contraire, les lois de l'Eleclrodyna-
rnique ne nous ont rien enseigné qui ne se pût accorder avec ce même 
Postulat. 

Pour les corps magnétiques et pour les corps diélectriques, les lois 
de la Statique sont absolument les mêmes; au contraire, les lois qui 
régissent la stabilité de l'équilibre ne sont pas les mêmes pour l'une 
et pour l'autre de ces deux catégories de corps, et cela, parce que le 
mouvement de l'aimantation sur les uns et le mouvement de la pola-
risation diélectrique sur les autres ne dépendent pas d'équations de 
même forme. 

Gustave Robin a écrit ('), au sujet d'une condition nécessaire et 
suffisante pour la stabilité de l'équilibre qu'il pensait avoir donnée : 

« Il importe de remarquer que, grâce aux principes de Carnot, 
nous avons pu établir complètement cette proposition capitale, sans 

( ' ) GUSTAVE ROBIN, Œuvres scientifiques : Thermodynamique générale, 
p. 83. 
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faire intervenir les lois de la Dynamique. Or, Lejeune-Dirichlet a 
seulement démontré que le minimum du potentiel est une condition 
suffisante pour l'équilibre stable, mais non qu'il en est la condition 
nécessaire ; et sa démonstration s'appuie sur des résultats empruntés 
à la Dynamique, ce qui est un grave défaut : il n'est pas acceptable 
qu'on doive connaître les lois exactes du mouvement pour établir un 
théorème relatif à l'équilibre. » 

A quel point cette dernière phrase exprime une pensée entachée 
d'erreur et capable de conduire à d'inacceptables conséquences, les 
théorèmes démontrés en ce qui précède en sont la preuve manifeste. 

CHAPITRE IV. 

LES CORPS UlAMAGNfiTlQUES ET LE PRINCIPE DE CARNOT. 

55. .En 1889, M. James Parker a publié, au sujet du diamagné-
tisme, un travail qui contenait d'importantes remarques ('). Repro-
duisons ici quelques passages de ce travail : 

« Soit A un morceau d'acier aimanté d'une manière permanente; 
soit Β un morceau d'une substance diamagnétique quelconque, de 
bismuth par exemple, qui, lorsqu'on le place sous l'influence du 
corps A, est aimanté par influence et repoussé par A. Supposons qu'on 
effectue les cycles suivants d'opérations à température constante : 

» a. Le corps Β est amené d'une position P, éloignée de A, à une 
seconde position Q, voisine de A, et cela de manière que l'aimanta-
tion de ce corps Β ait, à chaque instant, sa valeur maximum; soit W 
le travail dépensé. Supposons ensuite que le corps Β retourne à sa 
position primitive Ρ en suivant en ordre inverse la modification pré-
cédente. Le travail W, qui avait été dépensé dans la modification 
précédente, est recouvré dans celle-ci. Il n'y a donc, en somme, ni 
perte ni gain de travail. 

» b. Le corps Β est amené de Ρ en Q si rapidement que l'aimanta-

(L) J. PARKER, On Dianiagnelism and the Concentration of Energy {Philo-
sophical Magazine, 5e série, l. XXVII, mai 1889, p. 4o3). 

Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. II, 1913. 20 
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tioa de ce corps Β n'ait pas le temps de s'altérer d'une manière sen-
sible. Le travail fourni à Β sera inférieur à W. On laisse ensuite Β 
dans la position Q assez longtemps pour qu'il atteigne l'aimantation 
qui convient à l'équilibre, puis on le ramène rapidement de Q en Ρ 
par le premier chemin renversé. Le travail rendu par Β est supérieur 
à W. Ce cycle fournit donc, à température constante, un gain de 
travail, contrairement au principe de Carnot. 

» Trois voies se présentent pour résoudre cette difficulté : 
» i° On peut supposer que le travail qui a été obtenu a été créé de 

rien. Cette manière de voir est en contradiction à la fois avec le prin-
cipe de la conservation de l'énergie et avec le principe de Carnot, et 
ces derniers sont, aujourd'hui, universellement acceptés; 

» 2° Le développement du magnétisme sur les corps diamagné-
tiques est instantané, contrairement à ce qui arrive pour les autres 
phénomènes physiques qui exigent un certain temps. 

» 3° Le travail qu'on a gagné a été produit aux dépens de la 
chaleur; dans ce cas, le principe de l'énergie demeure intact, mais le 
principe de Carnot est en défaut. Si nous employons le travail produit 
à transporter de la chaleur d'un corps froid à un corps chaud, nous 
sommes en possession d'un moyen qui permet de produire des inéga-
lités de température, c'est-à-dire une concentration d'énergie, sans 
aucune action extérieure. Il devient donc nécessaire de modifier le 
principe de Carnot. » 

56. Pour décrire le cycle défini par M. J. Parker, il faut déplacer 
le corps magnétique. On peut imaginer un cycle analogue dont le 
parcours laisse le corps immobile; les principes et les résultats restent 
essentiellement les mômes, mais la discussion en est rendue plus 
aisée. 

Imaginons un corps magnétique immobile en une région de l'espace 
où certains autres corps qui seront, en notre analyse, les corps exté-
rieurs au système étudié, engendrent un certain champ magnétique. 
Soient L, M, Ν les composantes, en un point, de ce champ magné-
tique externe. Soient A, B, C les composantes, au même point, de 
l'intensité d'aimantation prise par le corps magnétique qui constitue 
le système étudié. 
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Si ce corps ri* est parcouru par aucun courant de conduction ; 
S'il ne porte point une polarisation diélectrique variable; 
Si, enfin, il demeure immobile, 

une modification élémentaire au cours de laquelle A, B, G varient 
respectivement de δΑ, oB, oC correspond à un certain travail effectué 
par les actions extérieures, et ce travail a pour expression : 

(r 17) £ — y"(LôA. -H M <5B + Ν <3G) tins. 

Cela posé, considérons le cycle suivant, que nous supposerons par-
couru sans que le corps magnétique éprouve aucun changement de 
température : 

i° Au début de la première opération, les corps extérieurs sont 
supposés dépourvus de tout courant électrique et de toute aimantation, 
en sorte que le champ extérieur est nul. Le corps magnétique est com-
plètement désaimanté : 

L — ο, Μ — ο, Ν ~ ο, 

A —· ο, 13 — υ, C — ο. 

Brusquement, c'est-à-dire en un temps nul, nous établissons le 
champ extérieur; il prend, en chaque point (χ,γ,ζ), des compo-
santes que nous désignerons par L

0
, B

0
, C() ; nous admettons qu'aucune 

aimantation ne peut être instantanée, en sorte que, pendant cette 
opération de durée nulle, l'aimantation du corps considéré demeure 
nulle. On a donc, à la fin de cette opération, 

L ^ I.0> M = M„, Ν = i\u, 

Λ -r ο, Β = ο, C — υ. 

2° La deuxième opération consiste à laisser le corps magnétique 
sous l'action du champ externe (L

0
, M

0
, N0), maintenu invariable, 

assez longtemps pour qu'il prenne l'aimantation d'équilibre (A„, B
0

, C
0
) 

qui convient à ce champ. On a donc, à la fin de cette seconde opéra-
lion , 

L !.0, .VI = M0, N = N0, 

À. — Λ„, 13 — I3
(1

, C = G
0

. 

3° Lu la troisième opération, nous anéantissons brusquement le 
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champ magnétique externe; en vertu de la supposition formulée 
à propos de la première opération, l'aimantation du corps ne varie pas, 
en sorte qu'à la fin de cette troisième opération, nous avons 

L — Ο, M — Ο, Ν — Ο, 

A = A
0

, Β - B
0

, C = C
0 

4° La quatrième opération consiste à laisser le corps sous l'action 
du champ extérieur nul assez longtemps pour qu'il se désaimante 
totalement. A la fin de cette opération, nous avons 

L — O, M — Ο, Ν rr: O, 

A ~ Ο, H :r_ o, C -r O. 

Le corps magnétique a parcouru un cycle fermé et isothermique; 
ce cycle diffère de celui que M. Parker a considéré; mais au sujet de 
ces deux cycles, des suppositions semblables ont été faites; il est donc 
naturel qu'ils conduisent tous deux à des conclusions semblables. 

Calculons le travail accompli, durant le parcours de ce cycle, par 
les actions extérieures. 

Selon la formule (ι 17), ce travail est nul aussi bien durant la pre-
mière opération que durant la troisième, car, en chacune de ces deux 
opérations, l'aimantation du corps demeure invariable. 

Ce travail est également nul durant la quatrième opération, 
puisqu'elle s'accomplit alors que le champ extérieur est constamment 
nul. 

Le travail externe relatif au cycle total se réduit donc au travail 
relatif à la seconde opération. Pendant que celle-ci s'accomplit, L, 
M, M gardent les valeurs invariables L

0
, i\l

0
, N0, tandis que A, 13, C 

croissent respectivement de o, o, o, à A
0

, 13
0

, C0. La formule (117) 

nous montre alors que le travail externe accompli dans la seconde 
opération et, partant, dans le cycle tout entier, a pour valeur 

(NS) G—J (L
0
 A

0
 4-M

0

B
0

N
0
C

0

) Î/CT. 

Mais A
0

, J3
0

, C
0
 sont les composantes de l'aimantation d'équilibre 

qui correspond au champ externe L
0

, M
0

, LV
0

; elles sont donc données 
par les équations (2) 011 les diverses quantités devront être affectées 
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de Tindicc o; en d'autres termes, si Κ est le coefficient d'aimantation 
de la substance et V

0 la fonction potentielle magnétique due à la 
distribution A0, B

0
, C0, nous aurons 

Í A0= K i dW O 

("9) ]
Ιί

· =
 κ

(
Ι

'»-
ε

7Γ)' 

C,= IC(L. —e dVo 

et l'égalité (118) deviendra 

(120) to—J jj J \ ' ~ύχ 0 ~dy ~5F ) 

Cette égalité peut encore s'écrire un peu autrement. Conformément 
à l'égalité (4), posons 

(121) (Λ.-g^ + B.—-r-c^ja® 

et nous aurons 

(129.) b=-2Î\
0
4-j ^ i/BjJ. 

Ce résultat est indépendant de la nature du corps magnétique et de 
la ligure qu'il affecte. 

Imaginons maintenant que la substance considérée soit diamagné-
tique (K. «< o), mais qu'elle soit assez faiblement diamagnétique pour 
que (i -h 4~εΚ) soit positif. Donnons au corps étudié la figure d'un 
ellipsoïde quelconque, etsupposons que le champ externe (L

0
,M

0
,N0) 

soit un champ uniforme. On sait que, dans ces conditions, l'aimanta-
tion d'équilibre (A

0
, B„, C0) sera une aimantation uniforme. Dès lors, 

ce qui a été établi au n° 11 nous apprend que 

Y
0
 -t- yA;+^;+c'

t
fa 

est négatif. Ainsi, pour un tel corps diamagnétique, le travail 
accompli par les actions extérieures durant le parcours du cycle 
isothe/'/nique considéré est négatif. 
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On retrouverait la même conclusion en faisant usage d'un corps 
diarnagnétique pour lequel (ι -h serait négatif, pourvu, toute-

fois, que 4- Ι^εΚ^ fût positif; selon ce qui a été dit au n° 10, il 

suffirait alors de donner au corps non plus la figure d'un ellipsoïde 
quelconque, mais la figure d'une sphcre. 

Nous arrivons ainsi, à l'aide d'un corps diamagnétique, à constituer 
un cycle isothermique qui contredit à celle proposition de Clausius : 
Lorsqu'un système parcourt un cercle isothermique, le travail 
total accompli par les actions extérieures ne peut être que nul ou 
positif. 

C'est la conclusion que M. Parker avait également tirée du raison-
nement que nous avons reproduit. 

57. Ce raisonnement est vicieux, et M. Parker a entrevu ce en quoi 
il pèche. 

Nous avons admis, d'une part, qu'une variation brusque du champ 
magnétique externe n'entraînait aucune variation brusque de l'aiman-
tation. 

Nous avons admis, d'autre part, qu'il n'y avait pas, en notre corps, 
de courants de conduction; qu'il n'y avait pas davantage de polarisa-
tion diélectrique variable, partant, pas de courants de déplacement. 

Or, cette seconde supposition entraine celte conséquence : les 
équations (2) sont, à chaque instant, applicables; la distribution de 
l'aimantation sur le corps magnétique considéré est, à chaque instant, 
celle qu'il faut faire correspondre au champ extérieur pour assurer 
l'équilibre. Dès lors, il est contradictoire d'imaginer qu'une variation 
brusque du champ ne soit pas accompagnée d'une variation brusque 
de l'aimantation. Le raisonnement précédent est illogique. 

Si l'on veut qu'une variation d'aimantation ne se puisse produire 
brusquement, il faut que les équations (2) cessent d'etre applicables 
au corps parfaitement doux que nous étudions; pour cela, il faut et il 
suffit que ce corps soit le siège de courants de conduction ou de cou-
rants de déplacement ou, à la fois, de ces deux sortes de courants. 
Mais alors, le travail externe doit s'évaluer tout autrement que nous 
ne l'avons évalué au ri" 56. Nous allons calculer exactement ce travail 
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et montrer comment ce calcul fait disparaître tout paradoxe relatif 
aux corps diamagnétiques. 

38. En chaque point du corps considéré, l'intensité d'aimantation 
a pour composantes A, 13, G; l'intensité de polarisation diélectrique 
a pour composantes A', 13', G'; la densité du courant de conduction a 
pour composantes w, e, iv; la densité du courant de déplacement 
a pour composantes la densité du courant total a donc 
pour composantes 

) ? = " + W Ψ = ,,+ ·3Γ' * = 'V+W 

En chaque point agit un champ magnétique externe dont les com-
posantes sontL, M, N,ctun champ électrique externe dont les compo-
santes sont X, Y, Z. 

Si, pendant un temps dl, le corps demeure immobile, le travail 
accompli pendant ce temps par les actions extérieures se compose de 
deux termes : 

Le travail magnétique externe 

r = dtj (,J7JT+MdC + 

et le travail électrique externe 

τ' — dl ί ( Χ φ -h Υψ h-- Ζχ ) dxs. 

Le travail externe total a pour valeur 

6= t+r 
ou bien 

(„4) 6= +M dB + N dC dw 

t- dtj (X.U -+- Yν H- Zw ) dxs 

+ J YΎΓ + Ύ-όΤ+Α~ϋΓ)άτΰ· 
Considérons, en un point du corps, le champ magnétique total. Ce 

champ se compose : 
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i° Du champ magnétique externe dont L, M, Ν sont les compo-
santes. 

2° Du champ magnétique produit par l'aimantation distribuée sur 
le corps; si l'on garde les notations posées au n° 1, ce champ a pour 
composantes 

OV OV d\ 

3° Du champ magnétique produit par les courants, tant de dépla-
cement que de conduction, qui circulent dans la masse du corps. 

Posons les formules 

«(*, y, s) = y (ψ. ̂  - X, -jj) rf®., 

3L( •*> 7>3 ) =dr à7 i/üi 

(*^î y't * ) —■ 1 (ÌX, i) 

où r est la distance mutuelle des deux points (χ,γ,ζ), (xny{, 3,); 
désignons par — la constante fondamentale de l'Llectrodynamique ; 

par ^ la racine carrée positive de cette quantité; par fi la racine 

carrée positive de la constante fondamentale du Magnétisme; les com-
posantes du champ considéré seront 

« fi afi^ a fi n 

Chacune des composantes A, B, C de l'aimantation au point (χ, γ, ζ) 
s'obtient en multipliant la composante correspondante du champ 
magnétique total par le coefficient d'aimantation K. Les équations de 
l'aimantation sont donc l'équation 

(,*) A = K(L-.*U2£«) 

et deux équations analogues. 
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Considérons de même, au point (x,y, z)
}
 le champ électrique total. 

Il se compose : 
i° Du champ électrique externe dont les composantes sontX, Y, Z. 
2° Du champ électrostatique; si V' est la fonction potentielle élec-

trostatique, ce champ a pour composantes 

-β'ίΧ!, -ε' —· 

3° Du champ électrodynamique créé par les courants de conduction 
et de déplacement. 

Désignons par k la constante numérique introduite par Hclmholtz 
dans l'étude de l'Électrodynamique; posons, avec Iielmholtz, 

(127) O(x,yz)=j y 

+ —r Ί" + —Λ· 

et désignons par ï>(x,y, ζ), w(x,y, ζ) deux fonctions analogues; les 
composantes du champ considéré seront 

ci- dO a- d\'; a2 OW 

4° Du champ électromagnétique dû aux variations de l'aimanta-
tion sur le corps considéré. 

Posons 

F<
w)

=y (
B
y--c,y)<fe,, 

(,28) G(.*,r,=)=J (c.^-A 

H= =y (A,^-B,^)dW,. 

Celte dernière partie du champ aura pour composantes 

\Ji df y/2 Ot y/2 dt 

Journ. de Math. (Ge série), tome IX. — Fasc. II, K)i3. 21 
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En chaque point, chacune des composantes u, v, tr de la densité 
du courant de conduction s'obtient en divisant par la resisti^vité ρ la 
composante correspondante du champ électrique; on a donc 

. . v .â\' a2 OV) α\Γζ 

et deux équations analogues. 
En chaque point, chacune des composantes A', B', C/ de la polari-

sation diélectrique s'obtient en multipliant la composante correspon-
dante du champ électrique parle coefficient de polarisation K'; on a 
donc 

. „ . A.' v ô\' a2 OV) a \fz dF 

et deux équations analogues. 
Au second membre de l'égalité (12/1), transformons le premier terme 

en tirant L, M, Ν des égalités (126); le second terme, en tirant X, 
Y, Ζ des égalités (129); le troisième terme, en tirant Χ, Y, Ζ des éga-
lités (i3o); tenons compte, d'ailleurs, des égalités (ia3); nous trou-
vons 

( 131 ) S— dlj ρ ( ιίι + -h w'1) dm 

+ dtdî [J îK 7ΪΓ 

+ du J \7STi dF wj'fa 

+ I/
" J + ψ* '■ J'

FE 

-h cil — / ( —— <d h—— ψ h r— y ans 

~Λιΐτ]\τ^ +wx ),fe 

i/a J \ àt ^ Ol Ol J 

Cette égalité suppose que Κ et K'demeurent invariables pendant 
le temps dl, ce qui exige que la température ne varie pas; si elle variait 
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de ̂  dl, il faudrait ajouter au second membre 

( J Ï1P 5T+J 2K75 7ff 'toJ Τδ·Λ· 

Mais : i° Si l'on garde à la quantité V la signification que lui donne 
l'égalité (3), une démonstration connue donne 

Γ/dVdA oy_ <)C\ _clY_ 

20 Si Ton désigne par W le potentiel électrostatique total dû à 
toutes les charges élecLriques et à toute la polarisation diélectrique 
que porte le corps considéré, on sait qu'on a 

, r/àv ov , ov \ . a w 

3° De même, si I?on désigne par Π le potentiel électrodynamique 
de tous les courants, tant de conduction que de déplacement, qui circu-
lent dans le corps considéré, potentiel qui a pour expression 

(i32) Π ——J*( l')© -+- Ψ ψ -+- ψγ^) cfo, 

on trouve sans peine l'égalité 

a2 r/dv <K> , dw \ , dU 

Knfin, l'examen des formules (125) et(128) donne immédiatement 

a2 r/dv <K> , dw \ , dU 

Moyennant ces diverses formules, l'égalité (I3I) devient 

( 133 ) ç> — dlj p( u2 4- v'2 -+- te2) dw 

+ dtdï[j ÎK —<to+J
 nr

_A, + Y + W-nj. 

Telle est l'expression du travail accompli par les actions exté-
rieures pendant que le corps, maintenu immobile, éprouve une 
modification élémentaire, isothermique et réelle. 
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Si le corps parcourt un cycle isothermique à la fin duquel V aiman-
tation, la, polarisation diélectrique, les courants, tant de déplace-
ment que de conduction, sont les mêmes qu'au commencement, le 
travail accompli par les actions extérieures se réduit à 

( I 34 ) G r=jf J p( U'
1
 -+- V- (V2) ίΐχΰ. 

Positif si le système a été parcouru par des courants de conduc-
tion, ce travail est nul en lout autre cas, ce qui, est conforme à la 
proposition de Clausius. 

Ce résultai fait évanouir l'objection que, de la proposition de 
Clausius, on pouvait tirer, seinble-t-il, contre l'existence des corps 
diamagnéliques. 

On voit, par cet exemple, combien il est dangereux, en l'étude 
thermodynamique de phénomènes irréversibles, d'employer des rai-
sonnements intuitifs et sommaires analogues à celui dont M. J. Parker 
a fait usage. Il est indispensable de suivre dans le détail la transforma-
tion réellement éprouvée par le système, en écrivant, à chaque instant, 
les équations qui régissent le mouvement de ce système. Cette 
méthode lente, mais sûre, est la seule qui nous puisse mettre en garde 
contre les conséquences paradoxales ou contradictoires auxquelles on 
est souvent conduit par l'emploi de procédés trop brefs et trop peu 
rigoureux. 


