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SUR LE DIAMAGNETISME. 89

Sur le diamagnétisme;

Par Pigrre DUHEM.

W _ 7/ INTRODUCTION.

I’étude thermodynamique des corps diamagnétiques a suscité un
certain nombre de paradoxcs embarrassants.

Dés 1888, nous avions annoncé que, lorsque P’équilibre magnétique
est établi sur un corps diamagnétique placé en présence d’un aimant
permanent, le potentiel interne du systéme n’est pas toujours un
minimum; nous avions attiré lattention sur quelques conséquences
¢tranges (ul paraissaient découler de cette proposition.

En 1889, M. J. Parker montrait qu’a 'aide d’un corps diamagné-
tique, on peut réaliser un cycle isothermique fermé durant lequel
les actions extérieures effectuent un travail négatif, tandis qu’une
proposition bien connue de Clausius exigerait que ce travail fiit nul
ou positif,

En 1889, 4 la suite du travail de M. Parker, nous reprenions
la proposition que nous avions établie 'année précédente et nous
en tirions ce corollaire que, sur un corps diamagnétique, I'équi-
libre magnétique pourrait étre instable; nous étions amenés, par la, a
penser que l'existence de corps diamagnétiques est une impossibilité
physique; nous proposions de reprendre une supposition due a
Faraday et 4 Edmond Becquerel : le diamagnétisme serait une
apparence qu’offrent certains corps moins magnétiques que le milieu
olt ils sont plongés.

Quelques semaines avant la publication de notre note, dans une
lettre 4 E. Cesaro, lettre dont, alors, nous ignorions l’existence,
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90 P. DUNEM.

E. Beltrami formulait celte proposition, qui n’est d’ailleurs pas
exacte : L’équilibre d’aimantation sur un corps diamagnétique
correspond toujours & un maximum du potentiel interne. De celte
proposition il déduisait, au sujet de I'instabilité de I'équilibre diama-
gnetique et de I'impossibilit¢ du diamagnétisme véritable, des consé-
quences semblables de tout point & celles que nous allions formuler
peu de jours aprés.

Ces diverses recherches semblaient concourir a celte conséquence,
imporlante au point de vue de la Physique : Le diamagnétisme ne
peut se rencontrer dans la nature; pour expliquer le diamagnélisme
apparent, il est nécessaire de recourir & I'hypothése de [Faraday et
d’Edmond Becquerel.

Or, aujourd’hui, nous croyons pouvoir aflirmer cue toutes les
objections élevées contre Iexistence des corps diamagnétiques repo-
salent sur un fondement dénué de solidité; les déductions qui parais-
saient les justifier se rattachaient toutes & une maniére incorrecte de
raisonner sur le magnétisme; on pensait pouvoir traiter du mouve-
ment du magnétisme sur un corps en faisant abstraction des courants
électriques dont ce corps est le siege; c'était, assurément, une suppo-
sition illégitime; tout raisonnement correct sur le mouvement du
magnétisme (et les problémes de stabilité d’¢quilibre sont des pro-
bléemes de mouvement) exige qu'on recoure aux lois de I'Electrody-
namique et de Electromagnétisme; I'emploi de ces lois a tot fait de
montrer l'inexactitude des raisonnements qui prétendaient s’en
passer, et de faire ¢évanouir les propositions paradoxales auxquelles
ces raisonnements avaient conduit.

Le présent travail a pour objet de prouver ce que nous venons
d’¢énoncer.

CHAPITRE 1.

L’ INSTABILITE DU DIAMAGNETISME, DEDUITE DE LA CONSIDERATION
DU POTENTIEL INTERNE.

1. Soient :

(#4,5,3,) un point d’un corps aimanté;
A, B,, C, les composantes de 'aimantation en ce point;
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dw, un ¢lément de volume entourant ce point;
(x,y,3) un point quelconcue de I'espace;
r la distance mutuelle des deux points (a,y, 5), (,,¥, 5/)-
La fonction potentielle magnétique au point (&, ¥, 5) est la
(uantité ,
25 0 o
(1) V(“‘s}'as)‘-‘—'.[ AIE_'—B'%—';%—C'C)_J; dw,,

ol l'intégration s’étend au volume entier du corps aimanté que 'on
considére.

Considérons un espace en lout point (z,y,s) duquel des corps
immuables, extéricurs i cet espace, engendrent un champ magnétique
de composantes données L, M, N. En cel espace, plagons un corps
susceplible de s’aimanter. Ce corps sera dit parfaitement doux si
I’aimantation qu'il prend en cette circonstance vérifie la loi suivante :

Si o est l'intensité d’aimantation au point (x,y,s) du corps
aimanté, A, B, C les composantes de cette aimantation et T la tempé-
rature au méme point, il existe une fonction magnétisante K (o, T)
telle qu’on ait

A = K(IIL, T)<L ~s‘;——l>,

- JdVv
: =KL, T)(M—:52),
(2) ¢ B=K( Iu,l)(M 0}’)
C=K(OK, T)(N — ‘())V>

¢ est un coefficient positif dont la valeur dépend de I'unité choisie
pour mesurer les intensités d’aimantation.

Lorsque la fonction magnétisante K(or, T) est positive, le corps
est dit magnétique; il est dit diamagnétique lorsque cette fonction
est négative.

Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons au cas simple ou la
fonction magnétisante ne dépend pas de l'intensité d’aimantation oi.
En outre, nous n’aurons pas a faire varier la température T. La fonc-
tion magnétisante K (or, T) se réduira alors & un coefficient
d’aimantation K, constant, positif pour un corps magnétique
ct négatif pour un corps diamagnétique.
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La quantité

< 0l 02l ot
! r ! I Y r
Y=2¢ ff AN i+ AB 5o - A i
d’-l- oL o

! 1 r
+ BA 0yd®’+BB()yd’+ C0yd~’

sio el g >
SA! B CC —— Jdo d
+LA()(),+C ddy’+ 3507 ® de’,
ol chacune des deux intégralions s’élend a I'aimant tout entier, prend
le nom de potentiel de la distribution magnétique sur elle-méme.
On démontre aisément quc cette quantilé peut se meltre sous la
forme :

,__E av av oV
(4) ‘“Ef(AE'FBE}'*'Cdv){m

ou encore sous la forme

© =5 (@) (5) (%) ]

Cette dernitre forme montre que la quantité Y est forcément posi-
tive, & moins que I'intensité d’aimantation ne soit nulle en tout point
du corps considéré.

2. Nous n’avons rien supposé jusqu’ici au sujet des corps extéricurs
qui engendrent le champ magnétique donné (I, M, N); admettons,
dorénavant, que ces corps soient des aimants permanents absolument
immuables de position et d’état; le systéme form¢ par 'ensemble de
ces aimants permanents et du corps parfaitement doux soumis 4 leur
influence aura alors pour potentiel interne, & une constante prés,
la quantité suivante :

(6) F=— | (LA+MB+NC)dw + Y + lk dw,
ou les intégrations s'étendent toutes deux au volume occupé par le
corps parfaitement doux.

Oa reconnait sans peine que les équations (2)de 'équilibre magné-
tique équivalent & la proposition suivante :
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Toute variation infiniment petite (3A, 3B, 6C) imposée & I’aiman-
tation, en chaque point d’un corps parfaitement doux, annule la
variation premicre du potentiel interne :

(7) aJv:O.

3. Par analogie avec des propositions de Dynamique dont 'exacli-
tude est démontrée, on est conduil & admettre le PostuLat suivant :

1° Toute distribution du magnétisme sur le corps soumis a
Uaimantation, qui rend minimum le potentiel interne § du systéme,
définit un état d’équilibre magnétique stable.

2° Si une distribution magnétique vérifie la condition (7), mais
ne rend pas minimum le potentiel interne g, el si, pour reconnaitre
qu’elle ne le rend pas minimum, il suffit de considérer le signe pris
par la variation seconde 8*3, cette distribution correspond & un état
d’équilibre magnétique instable.

LA GENERALISATION QuI FOURNIT CF POSTULAT N'EST AUCUNEMENT JUSTIFIEE.
Pour établir les propositions correspondantes de Dynamique, on
applique les équations de la Dynamique aux mouvements des systémes
qu’on a l'intention d’¢tudier. Dans le systéme qui nous occupe en
ce moment, le mouvement magnétique, constitué par une distribution
magnétique variable d’un instant a I'autre, ne regoit point ses lois des
équations de la Dynamique, mais des équations de I'Electromagné-
tisme et de I'Electrodynamique qui en sont toutes différentes. En
admetlant le postulat précédemment énoncé, on peut fort bien étre
conduit & des conséquences que 'Electromagnétisme viendra ensuite
contredire. C'est ce (ue nous aurons occasion de constater au cours
du présent écrit.

Provisoirement, en tout ce Chapitre 1, nous regarderons comme
exact le postulat qui vient d’étre énoncé et nous en déduirons divers
corollaires.

4. Faisons croitre respectivement de «, B, v les composantes A,
B, C de I'aimantation sur le corps qui se trouve soumis 4 'action de
Paimant permanent. Le potentiel interne du systéme, qui avait la
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valeur ¢, prendra la valeur (§ + ¢). Si nous observons que

(8) IR 2== A2 B2 C2
et si nous posons
< P nt
! " oyl r
(9) ff « g o dzdy T Gz
()’ 2L 0l
, r
+ @ ()y()a 0 gy TR g

N
1 | 1

07— 0 - J
r I3 r ’
v graw T gray T 1 graw ) R

nous lrouverons sans peine qu'on peut écrire :

(10) @?—/.[<14~8%~%)a—r< —ey )5

()V C

+ w4 if(a2+@’+y?)dm.

Cette égalité est générale. Dans le cas particulier oit la distribution
magnélique initiale est une distribution d’équilibre, I'égalité (10),
en vertu des égalités (2), se réduit 4 la forme extrémement simple

(1) CPi‘-W—i-z—le(aM-ﬁ?-}_y'-')dm_

La quantité w est susceptible de transformations toutes semblables
a celles qu’on a fait subir 4 la quantité Y.

Introduisons, en effet, la fonction potentielle ¢(x, y, z) de la distri-
bution additionnelle a, §, v :

0% 92 0=
(12) v(x, y,3) '::f oy ~—— 0x + By5— a7, + Y5 9z, dwy,
et nous aurons les égalités suivantes, analogues aux égalités (4) et (5),
€ ov v de
(13) N u_;f\ac—(;;-i—ﬁ@—f-/d)dm,

o o=t e
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Cette derniére expression de w entraine la conséquence suivante qui
joue un role essentiel en tout ce qui va suivre :

Si la distribution additionnelle (a,(3,v) n’est pas nulle en toul
point du corps soumis a ’aimantation, la quantité w est positive.

3. Ce corollaire, joint & I'égalité (11), nous montre que, pour tout
corps magnétique (K > o), la quantité ¢ est positive, & moins que la
distribution additionnelle («, 3, y) ne soit nulle en tout point de ce
corps. D’ou cette proposition :

Sur un corps magnétique, la distribution d’équilibre corres-
pond a un minimum absolu du potenticl interne du systéme.

Partant, en vertu du Postulat énoncé au n° 3, surr un corps magnc-
tique, tout équilibre magnétique est stable.

6. Ln une lettre adressée a4 Irnesto Cesaro, Kugenio Beltrami
s'exprimait de la maniére suivante (') :

« ... L’encrgia d’un corpo diamagnetico avrebbe dunque un valore
negativo.

» Questo risultato ne trae con sé un altro, che non ¢ meno invero-
simile. I noto che se alla distribuzione indotta in un corpo da azioni
magnetiche esterne, date ed invariabili, si sovrappone un’ altra distri-
buzione magnetica qualunque, il potenziale di tutto il sistema se ac-
cresce d’une quantita che & semplicemente eguale al potenziale della
distribuzione sovrapposta all’ indotta. Risulta di qui, tenendo conto
del risultato precedente, che se il corpo indotto & paramagnetico, il
potenziale totale aumenta quando cessa I'equilibrio d’induzione,
mentre, se il corpo & diamagnetico, il potenziale diminuisce; nel primo
caso dunque il potenziale totale sarebbe minimo nello stato d’equi-
librio, nel secondo invece sarebbe massimo, cioé 'equilibrio d’indu-
zione diamagnetica sarebbe instabile.

» Queste incongruenze mi sembrano tali di rendere sempre piu

(') E. Berrrawi, Note fisico-matematiche (Lettera al Prof. Ernesto Cesaro)
[[Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, Adunanza del 10 Marzo 1889,
t. 111 (1889)].
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probabile la nota ipotesi di Faraday, d'una polarizzabilita di tutto lo
spazio, con coefficiente positivo per questo come per ogni corpo in
esso immerso; merce quest’ ipotesi I'induzione diamagnetica viene
ridotta, com’é noto, ad una mera apparenza. »

Le théoréme que Beltrami a énoncé tout d’abord, et d'ou il a dé-
duit ces diverses conséquences, n’est point exact; on trouverait sans
peine l'inadvertance qui a induit en erreur l'illustre géomeétre. Sans
nous attarder & cette recherche, nous allons établir une proposition
manifestement contradictoire du théoréme de Beltrami.

Sur un corps de figure donnée, placons une distribution magné-
tique quelconque (a, 3, v). La quantité « prendra une valeur positive
qui ne dépendra aucunement de la nature de la matiére qui forme ce
corps; il en secra de méme de la quantité

(13) m =f(a2+ﬁz+y"')dw.

Si alors nous supposons ce corps taillé dans une matiére diama-
gnétique dont le coefficient d’aimantation surpasse en valeur

m
absolue —,
2y

(16)

g K[> 2,

2y
il est bien clair que, pour ce corps et pour la distribution addition-
nelle («, 3,v), la quantité 3, donnée par I'égalité (11), sera positive,
contrairement a la proposition énoncée par Beltrami. Sur un tel corps
diamagnétique, une distribution d’équilibre ne correspondra peut-étre
pas 4 un minimum du potentiel interne du systéme, mais, & coup sir,

elle ne correspondra pas a un maximum de ce méme potentiel. Les
considérations de Beltrami ne sauraient donc étre conservées.

7. Comme au numéro précédent, imaginons un corps de figure
déterminée et, sur ce corps, une distribution magnétique («, 8, v);
calculons les valeurs correspondantes des quantités w et m, puis
taillons ce corps en une mati¢re diamagnétique dont le coefficient

. . . . I . m
d’aimantation soit, en valeur absolue, inférieur & P

(17) K| < oo
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Sur un corps de telle figure et de telle matiére, la distribution
magnétique additionnelle considérée fera prendre a la quantité g,
donnée par I’égalité (11), une valeur négative. D’ol1 cette conclusion :

Il cciste des corps diamagnétiques sur lesquels aucune distribu-
tion. d’équilibre ne pewt rendre minimum le potentiel interne du
systéme; si, sur ces corps, & partir d’une distribution d’équilibre,
on impose ¢ l'aimantation un changement infiniment petit conve-
nablement choisi, la variation seconde du potentiel interne prend
une valeur négative.

Dés lors, si I'on admet le Postulat qui a ¢té énoncé au n° 3,
sur un tel corps diamagnétique, lout équilibre magnétique est
instable.

Ces résultats reproduisent, sous une forme & la fois plus ¢lémen-
laire et plus précise, ceux auxquels nous étions jadis parvenus (').

8. Rien ne nous empéche, dans le raisonnement précédent, de
supposer ue I’aimantation (a, 8, ) soit une aimanlation uniforme;
or, en faisant cette supposition, nous allons obtenir des conclusions

plus détaillées. .
Désignons par @ le volume du corps soumis & l'aimanlation et
posons

l

g ’ ” dw d "t d > o
o)) Ixm_ffm ® dw,, // )y v dw dw,, I;m—fv/ mdwdm,,
0
rj‘xw__ff )V()ﬁ do do,, 'lyw__f/ e ()Jldwdm“ T.w :‘/(/(-)?—é)—,l-dmdm.,

les intégrations s’¢lendant toutes au corps considéré.

("y P.Dunen,Sur aimantation des corps diamagnétiques (Comptes rendus,
t. CVI, 1888, p. 736); Sur aimantation par influence (Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, t. 11, 1888, pp. 47 el suiv.); Sur Uimpossibilité des
corps diamagnétiques (Comptes rendus, t. GV1IL, 1889, p. 1042); Des corps
dt'amag/zét[r/ues (Travaux et Mémolires des Facultés de Lille,t, 1, n>2;1889);
Legons sur U'Electricité et le Ma neﬂspze, Livre IX, Chap. VI, t. II, pp. 221
et sulv, '

Journ. de Math. (6 série), tome IX. — ﬁ)ls\v 11, 1913, 13
- ' ! i . -
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Les six quantités P,, Py, P, T,, T,, T, dépendent uniquement de
la figure du corps considéré; de plus, elles ne changent pas si ['on
remplace ce corps par un corps semblable et semblablement placé.

Il est clair que, dans ces conditions, nous avons

(19) W= g(bxaz_‘_ PB4 1)272_*_ 2T,By + 2T, y0 + 2T, aB)w,
(20) m=(o?+ 52"’72)6.

Par un changement convenable d’axes de coordonnées, nous pour-
rons toujours faire que ‘

Prat 4+ P24+ Poy2 4+ 2T By +2Tyya + 2T af

se transforme en
S,a'24 S, "+ S92,

S,, S,, S, étant trois quantités qui, comme les quantités P ct T,
dépendent exclusivement de la figure du corps étudié et qui, de plus,
sont les mémes pour tous les corps semblables.

En méme temps, la somme (a®+ 3*+ v*) se transformera en la
somme (o'* + B2+ ¥'*).

On voit alors que toute distribution additionnelle uniforme, déposée
sur un corps de telle figure et,de coefficient d’aimantation K, fera
prendre 4 ¢ la valeur suivante :

a4 @Iz+ ./lz

2K ®-

(21) 0= = (8,02 + 8, +S,y")w +

Si les trois coefficients S,, S,, S, sont inégaux, soit S, le plus
grand d’entre eux; d’une maniére plus générale, soit S, un de ces
coefficients choisi de telle sorte qu’aucun des deux autres ne lui soit
supérieur. Si K est unc quantité négative, inféricure, en valeur
absolue, & 'inverse de ¢9,,

(22) e K| < g

la valeur (21) de 7 sera négative; ’addition, sur le corps considére,
a partiv d'un état d’équilibre magnétique, de la distribution uni-
forme (o', §’,v") aura pour effet de faire décroitre le potentiel interne
du systéme.
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Si donc on taille un corps dont la figure, donnée d’avance, cor-
respond & une valeur bien déterminée de la quantité S,, dans une
substance diamagnétique de cocfficient d’aimantation asses pelil
pour que Uinégalité (22) soit vérifiée, Uéquilibre magnétique d’un
tel corps, placé en présence d’aimants permanents donnés, quel-
congques d’ailleurs, ne pourra jamais correspondre a un minimum
du potentiel interne du systéme; le signe de la variation seconde
de ce polentiel suffira a nous assurer qu’il n’est pas minimum.

Dés lors, si I'on admet le Postulat formulé au n° 3, on obtiendra
celte proposition :

Sur un tel corps diamagnétique, ’équilibre magnétiqgue sera
toujours instable.

9. Appliquons ces considérations au cas particulier d’un ellipsoide
dont les trois axes, 2a, 20, 2¢, soient respectivement dirigés suivant
Oz,0y, Os.

Les formules données par Lejeune-Dirichlet conduisent sans peine
au résultat suivant (') :

Sil'on pose

e dh
d’:nabcf ~ ’
o (@R (at+A) (024 1)(c2+N)

+ o0
(23) X::Trabc/ {_D\ ,
Joo (D) (@4 R) (B2 h)(cP+ D)

+ o
‘P‘::nabcf & ’
o (P NV(@+ D) (B +h) (et +h)

on a, en tout point intériear & Vellipsoide,

Jde av de
(24) -(-);__zd)ot, —&'-}7_2)((5, E:z‘lfy.

La formule (13) donne alors

w=e(bo?+ X2+ Wy)w

(') P. Dunevn, Lecons sur I'Electricité et le Magnétisme, t. II, p. 132,
égalités (10).
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ou hien

(25) w:%(S,a'—’—i—Szﬁ‘-’—kSsy*)m.

si l'on pose

(26) S;=20, Sy=2X, S;=2a'l",

L quantité S, sera, d’ailleurs, comme il en a été convenu au numéro
précédent, au moins égale 4 chacune des deux quantités S,, S, si I'on
a eu soin de placer I'ellipsoide de telle maniére que 'axe 2a soit au
plus égal i chacun des deux aulres 20, 2¢:

(27) alb, asec.

On voit donc que, sur un ellipsoide taillé dans une substance
diamagnéiique et placé en présence d’aimants permanents quel-
conques, aucune distribution magnétique ne peut correspondre
& un minimum du polentiel interne du systéme, si le coefficicnt
d’aimantation est asses petit envaleur absolue pour qu’on ait I’ iné-
galité .

I o’

(28) > -zm(bc/. - = >
el | Joo (@A W)@+ ) (02 0) (ct4- 1)

Uace 2a de Uellipsoide n’étant supérieur a aucun des deux autres,
ab, 2c.

Si l'on admet le Postulat énoncé au n* 3, on pourra dire que, sur
un tel ellipsoide diamagnétique, tout équilibre magnétique serait
instable.

10. Quelle figure faut-il donuer & I'ellipsoide pour que la limite
supéricure imposée par U'inégalité (28) a la quantité ¢|K| ait la plus
grande valeur possible?

On reconnait sans peine que, pour des ellipsoides homothétiques,
le seccond membre de I'inégalité (28) a méme valeur. Dés lors, pour
résoudre le probltme pos¢, il nous suffit de faire varier b et ¢ en lais-
sant a invariable.

icrivons le second membre de 'inégalité (28) sous la forme

tw A
(29) 27m/0' (az+)\)\/(a2+h)<!+§><l+lo>

¢?

’
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ct nous reconnaissons immédiatement que cette quantité prend sa
plus petite valeur lorsque les demi-axes & et ¢ prennent, eux aussi, les
valeurs les plus petites dont ils soient susceptibles; or, en vertu des
conditions (27), ces valeurs sont

b=a, c—a.

e second membre de lincgalité (28) prend donc sa plus petite
valeur lorsque ['ellipsoide considéré a la figure d’une sphére. Cette
valeur est, d’ailleurs,

(30) anas/ (@+0) Pk = éﬁ.
L5 0 J

Nous arrivons ainsi a la conclusion suivante :

Si une sphére, taillée dans une substance diamagnétique dont le
coefficient d’aimantation vérifie la condition

(31) s|1<1<7"i_-,
il

est placée en présence d’'aimants permanents, aucune distribution
magnétique ne peul, sur cetle sphére, correspondre & un minimum
du potentiel interne; pariant, sur cetle sphére, tout équilibre
magnétique est inslable, si I'on admet le Postulat formulé au n® 3.

Ce théoréme peut, d’ailleurs, s’élablir directement, sans recourir
aux formules de l'attraction des ellipsoides. in tout point intérieur
& une sphére qui porte une aimantation uniforme («, 3,%), on a

ov 4 Jav 4 dv

4 b
dr=3 Gy =3 G =3t
en sorle que I’égalité (13) donne
(32) w:%ns(a*-{—ﬁ*—i—y?)m

et, par conséquent,

(33) 8, =8,=8;= 5.
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11. Si V'on écrit le second membre de la condition (28) sous Ia
forme (29), on voit qu'il est toujours inférieur 4 la quantité

f’+°° )
2Ta E— =4,
o (at+ 1)

dont on peut, d'ailleurs, en prenant un ellipsoide suffisamment aplati,
le rendre aussi voisin que I’on voudra. Si donc, on a I'inégalité

1
(34) le|<ZTT’

Pinégalité (28) se trouvera vérifiée pour tous les ellipsoides possibles.
D’ou la conclusion suivante :

Si le coefficient d’aimantation d’une substance diamagnétique
vérifiec la condition (34), aucun ellipsoide, taillé en une telle
substance, ne pourra, en présence d’aimanis permanents, se recou-
orir d’une distribution magnétique qui rende minimum le potenticl
interne du systéme. Sil'on admet le postulat ¢noncé au n® 3, aucun
ellipsoide taillé en une telle substance ne pourra étre le sicge d’un
équilibre magnétique siable.

12. De ce théoréme il nous est maintenant facile de conclure cetle
autre proposition, qui est entiérement générale :

Sur un corps diamagnétique v rORME QUELCONQUE, placé en pré-
sence d’aimants permanents, aucune distribution magnétique ne
peut rendre minimum le potentiel interne du systéme, si le coeffi-
cient d’aimantation de ce corps vérifie la condition (34). Si done
on admet le Postulat formulé au n° 3, un tel corps ne saurait,
en aucun cas, élre le sicge d’un éguilii)re magnétique stable.

En effet, 'emploi de la formule (11) n'impose aucune restriction,
pas méme la continuité, a la distribution additionnelle (e, 3,v). 1l
nous est permis de supposer que cette distribution, généralement
différente de « =0, # = 0, ¥ = 0 en une partie du corps, soit nulle
en tous les points de I'autre partie. Dés lors, l'intégration qui figure
au second membre de 'égalité (11) et les deux intégrations qu'il faut,
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selon la formule (g), effectuer pour obtenir la valeur de w,s’étendront
simplement, toutes trois, a la partie du corps pour laquelle la distri-
bution additionnelle n’est pas identiquement nulle.

Cette remarque faite, dessinons 4 I'intérieur du corps considéré un
ellipsoide de figure quelconque; supposons que la distribution addi-
tionnelle, nulle en tout point extérieur & I'ellipsoide, soit uniforme
a l'intérieur de ellipsoide; le théoréme démontré au numéro 11 nous
donnera la proposition que nous venons d'énoncer.

13. La proposition précédente demeure vraie méme pour un
corps diamagnétique dont le cocfficient d’aimantation vérifie
sculement la condition

2

(31) EII\I<{|W

On le reconnait en reprenant la démonstration précédente, mais en
donnant la figure d’une sphére a la partie du corps pour laquelle la
distribution-additionnelle n’est pas nulle.

En vertu de ce qui a ét¢ dit & la fin du n° 10, cette derniére
démonstration peut étre présentée sans qu'il soit fait usage de formules
relatives a I'attraction des ellipsoides.

14. Sidonc, onadmet la légitimité de la seconde partie du Postulat
¢noncé au n® 3, l'existence de substances diamagnétiques pour
lesquelles on aurait 4 la fois

\ K <o,
31 bis ¢ 4
(31 65) | 1+ 3meK >0,
apparait comme une impossibilité naturelle.

Or, ces conditions (31 bis) sont précisément vérifiées par toutes les
substances diamagnétiques connues. Le hismuth est, de tous les corps
diamagnétiques, celui pour lequel le coefficient d’aimantation K a la
plus grande valeur absolue; or, pour ce corps,

eK=—146 <107,

On se trouve donc en présence de I'alternative suivante :
Ou bien I'existence de corps faiblement diamagnétiques, tels que
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ceux dont la nature semble nous fournir des exemples, est une impos-
sibilité; les corps naturels ne sont diamagnétiques qu’en apparence;
'éther du vide est, lui-méme, magnétique; les corps qui nous parais-
sent diamagnétiques sont simplement ceux qui sont moins magnétiques
que I'éther du vide.

Ou bien le Postulat formulé au n° 3 n’est pas exact.

Dans ces conditions, il est évidemment fort important de demander
a Electrodynamique et & I'Electromagnétisme toutes les raisons,
propres a confirmer ou 4 infirmer ce Postulat, que ces sciences peuvent
nous fournir.

CHAPITRE 11.

LA STABILITE DU DIAMAGNETISME SELON LES LOIS DE L'ELECTROMAGNETISME.

18. Pour les corps magnétiques, le Postulat énoncé au n° 3 entraine
la stabilité de tout équilibre magnétique. Inimitant la méthode suivie
par Lejeune-Dirichlet dans P'étude de la stabilité des systémes pure-
ment mécaniques, et en généralisant une démonstration que Helmholtz
avait développée au sujet de la stabilité de ’équilibre électrique, nous
avons déduit ailleurs, des équations de ’Electrodynamique et de
I’Llectromagnétisme, un théoréme tout 4 fait général (*). Ce théoréme
renferme, en particulier, la justification de ce qui, en notre postulat,
concerne les corps magnétiques. Nous allons, sans reprendre la
démonstration, reproduire ici I’énoncé de ce corollaire du théoréme
général. En cet énoncé, nous introduirons certaines précisions qui ne
sont pas indiquées en notre ancienne exposition. Ces précisions, qui
visent la définition méme de la stabilité de I’équilibre magnétique,

(') P.Dunem, Sur la propagation des actions électrodynamiques, Chap.1V;
Stabilité de U'équilibre électrique et magnétique sur les corps immobiles
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. X, 1896, pp. B.41-B.4g).
ko cette démonstralion, nous supposions ue les corps susceptibles de prendre
I'aimantation ou la polarisation diélectrique sont laissés a4 eux-mémes et non
point, comme nous 'admettrons ici, soumis & I'influence d’un corps permanent
dont I'aimantation, I’électrisalion, la polarisation diélectrique, les courants élec-
triques sont invariables; mais il suffit d’apporter & notre démonstration une
modification insignifiante et que le lecteur trouvera sans peine pour qu’elle
s’étende a un systéme oii figure un tel corps permanent.
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sont rendues nécessaires par les difficultés qu'on rencontre toutes
les fois qu'on veut appliquer la méthode de Lejeune-Dirichlet a un
systéme qui ne dépend pas simplement d’un nombre limité de para-
meétres variables.

Venons donc & cette définition.

Un ou plusieurs corps susceptibles d’étre aimantés, d’étre électrisés,
de subir une polarisation électrique, d’étre parcourus par des courants
¢lectriques, sont mis en présence de corps immobiles et permanents;
sur ces derniers, distribution magnétique, distribution électrique,
polarisation diélectrique, courants électriques sont supposcs donnés
et rigoureusement invariables.

Sur les corps non permanents, s’est établi, par hypothése, un certain
¢tat d’équilibre magnétique et diélectrique.

A cet état d’équilibre on apporte, d’une facon qu’on n'a pas &
indiquer, une certaine perturbation initiale. Cette perturbation con-
siste &4 superposer certaines distributions additionnelles aux distribu-
tions magnétique, ¢lectrique et diélectrique qui caractérisent I'état
d’équilibre, et 4 lancer, dans la masse des corps non permanents,
certains courants ¢lectriques.

I’aimantation, I'électrisation, la polarisation du systéme se mettent
a varier; considérons, en particulier, 'aimantation; & un instant ¢
postérieur & la perturbation, en un point (z,y,z) d’un corps non
permanent, on n’a plus l'aimantation (A, B, C) qu’on avait tant que
durait Péquilibre, mais une aimantation (A +«, B+, C+7),
«, 3, v variant avec le temps ¢.

Une constante positive D étant donnée, arbitrairement d’ailleurs,
supposons qu’aux valeurs absolues des intensités d’aimantation, des
densités électriques, des intensités de polarisation diélectrique, des den-
sités de courant électrique qui caractérisent la perturbation initiale,
on puisse, en chaque point des corps non permanents, imposer des
limites supérieures telles qu’on ait, quel que soit 7,

f(oz‘1+§"+ J%) ds < D.
On dira que Péquilibre magnétique est stable sur le sysiéme consi-

déré,

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. II, 1913. ][l
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Or, le théoréme général dont nous avons parl¢ renferme le corol-
laire suivant :

La stabilité de Uéquilibre magndétique sur un systéme quelconque
est assurée a trois condilions :

1° La constante qu’ Helmhollz a introduite en Electrodynamique
et qu’tl a désignée par la lettre k n’est pas négative;

2 Sur aucun corps non permanent, le coefficient de polarisation
didlectrique n’est négatif; ,

3¢ Aucun de ces corps n’a un coefficicnt d’aimantation négatif.

Or : 1° Helmholtz avait annoncé qu'on ne pouvait, sans impossi-
bilit¢ physique, attribuer & la constante & une valeur négative; la
démonstration qu'il avait donnée & l'appui de cette affirmation ne
pouvait étre, assurément, regardée comme convaincante; mais nous
cn avons donné une autre (') qui ne laisse rien a désirer, croyons-
nous, au point de vue de la rigueur.

2° I'n méme temps, nous avons démontré, d’'une maniére enliére-
ment générale, que Pexistence d’une substance diélectrique dont le
coelficient de polarisation serail négatif constituerait une autre impos-
sibilit¢ physique.

Nous pouvons donc énoncer sans restriclion le théoréme suivant :
La stabilité de Uéquilibre magnétique est assurde sur un systéme
ol les aimants non permanents ont tous des coefficients d’aiman-
lation posilifs. -

L'Electrodynamique et ’Electromagnétisme justifient ainsi la pro-
position a laquelle nous avions été conduits, au n° 8, en appliquant &
des corps magnétiques le Postulat qui avait été énoncé aun® 3. Reste
a examiner si I'application de ce Postulat aux corps diamagnétiques
est légilime.

16. Les raisonnements que nous allons développer supposent que
le corps capable de s’aimanter soit placé dans des conditions toutes
différentes de celles qui ont été considérées jusqu'ici.

(*) P. Dunen, Sur la stabilité électrique d’un milieu homogéne et rllimité
(Festschrift Ludwig Boltsmann gewidmet sum sechssigsten Geburtstage,
20 Februar 1904, pp. 13-27).
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Jusqu’ici, nous supposions que ce corps élait soumis & l'action
d’autres corps que nous nommions permanents. Les corps perma-
nents, invariables de figure et de position, portent une aimantation
donnée ct sont traversés par des courants électriques également
donnés. ln-tout point de I'espace qui leur est extérieur et, en parl:i-
culier, en tout point du volume occupé par le corps soumis & 'aiman-
tation, ces corps engendrent un champ magnétique donné, auquel
se superpose un second champ magnélique produit par 'aimantation
(qui s’est développée sur le corps considéré. in aucun point, ce der-
nier champ n’est donné; le probleme posé revient & la détermination
de la grandeur ctde la direction prises par ce champ en tous les points
du corps soumis & 'aimantation.

Nous allons supposer maintenant de tout autres conditions. Nous
supposerons les corps extérieurs, dont le corps que nous voulons
¢tudier subit I'action, tellement disposés que la proposition suivante
soit véritable :

En tout point intéricur au corps soumis a I’ aimantation, et infi-
niment voisin de la surface qui borne ce corps, le cuanp ToTAL
(L, M, N) a une grandeur et une direction données.

Ce champ total résulte de la superposition du champ engendré par
les courants et par les aimants extérieurs, et du champ créé¢ par
'aimantation qui s’est développée sur ce corps et par les courants qui
le traversent. Si cette aimantation et ces courants viennent & changer,
ils améneront, en général, des variations dans la grandeur et la direc-
tion du_second champ en tous les points de 'espace. Les aimants et
les courants extérieurs devront alors éprouver des changements telle-
ment combinés qu’ils aient pour effet, aux divers points intérieurs au
corps soumis 4 I’aimantation, mais infiniment voisins de la surface de
ce corps, de compenser exactement les variations du champ de ce
corps, et de maintenir au champ total la grandeur et la direction qui
lui ont été assignées. On voit bien que les aimants et les courants
extérieurs ne pourront plus étre, en général, des corps permanents.

Les corps extérieurs capables de donner les conditions que nous
venons de définir constituent évidemment une abstraction, une pure
fiction; il ne saurait étre question de chercher une disposition pra-
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tique qui permit de réaliser & peu prés ces conditions. Mais on peut
remarquer quc P’aimant permanent est déja, lui aussi, une fiction.
‘n 'étude de la conductibilit¢ de la chaleur, on introduit des corps
extérieurs fictifs fort analogues & ceux que nous venons de définir,
lorsqu’on suppose ces corps capables de maintenir une valeur donnée
a la température, en chaque point de la surface de la masse & I'inté-
rieur de laquelle on recherche la distribution des températures.

in tout point (z,y, 5) intérieur au corps qui est soumis a I'aiman-
tation, l'intensité d’aimantation (A, B, C) est lice au champ
total (1., M, N) par les égalités

A=KL, B=KM, C=KN.

l.acondition précédemment formulée peut donc étre remplacée par
la suivante :

Le corps étudié est soumis a des influences telles qu’en tout point
qui lui est intérieur et qui est infiniment voisin de la surface
qut le borne, Uaimantation garde une grandeur et une direction
données.

17. Considérons d'abord le cas ou le corps ¢tudié¢ est conducteur
de I'électricité, mais se trouve privé de tout pouvoir diélectrique.
En ce cas, la composante A de l'intensité d’aimantation varie selon
la loi que voici (') : ‘
(35) an - ArGrdmeKyatod

p 2 d¢

dans laquelle p est la résistance spécifique (résistivité) du milieu,

et %- la constante fondamentale des actions électrodynamiques.

Les composantes B et C vérifient des équations semblables.

Supposons qu'on se donne :

1°© A l'instant ¢ = o, les valeurs A,, B,, C, de A, B, C, en tout
point du corps;

('Y P. Dunen, Sur la propagation des actions électrodynamiques, équa-
tions (181) et (182) (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. X,
pp- B.62-B.63).
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2° A tout instant #, les valeurs prises par A, B, C, en tout point qui
est intérieur au corps et infiniment voisin de la surface terminale S.

Le mouvement magnétique se trouvera-t-il entiérement déterminé
par I'équation (35) et par les équations analogues?

Imaginons que ces équations comportent deux solutions distinctes.
Selon l'une de ces solutions, au point (x, ¥, 3) et 4 I'instant ¢, I'aiman-
tation a des composantes A, B, C; selon 'autre, au méme point et au
méme instant, elle a des composantes A + a, B+ 8, C + v. Les con-
ditions données nous enseignent :

1° Qu’A Vinstant £ = o, on a, dans toute la masse du corps étudié,
(36) o = 0, B=o, y:==o0;

2° Qu’en tout point de la surface S, on a, quel que soit ¢,
(37) , a=o, g =o, 7=o0.

Les deux quantités A et A + « vérifient également I’équation (35);
leur différence o doit aussi vérifier cette équation; on a ainsi

_4mlt meK) of 0

(38) Ax 5 =

Multiplions par « do les deux membres de cette ¢quation (38), et
intégrons pour le volume entier du corps étudié; nous trouvons

0 (4t d = P
—(ﬁfoc dm'rra"'(x—y—[mak)faAadm'

L’emploi du théoréme de Green et de la premiére condition (37)
nous permet de transformer cette égalité en la suivante :

0 s P dor\? Ja'\* dar\*|
(39) ()—tfa dw'—'—na"(l+!|1f€l()f[(7);> N \57> +<JE> Jdm'

Si(1+ 4 meK) est positif, le second membre de cette égalité (39) ne
peut jamais étre positif. La quantité foﬁdw, qui ne peut pas étre
négative, ne peut non plus éire fonction croissante de ¢ Or,
pour ¢ = o, elle est nulle, en vertu des conditions (36). Elle est donc

constamment nulle, ce qui exige qu'on ait, en tout point du corps et

4 tout instant,
o =0.
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On démontrerait de méme qu’on a, en toul point du corps et & tout

instant,
B=o, y=o0,

ce qui justifierait la proposition suivante :

Quel que soit le signe du coefficient d’aimantation K, si le
binéme (1 + 4meK) est positif, le mouvement magnétique sur un
corps est délerminé sans ambiguité par la connaissance, a l'instant
initial, de l'aimantation en toute la masse du corps cl, a toul
instant,de I’aimantation aux pointsinfinimentvoisins de la surface
de ce corps.

18. Etudions maintenant la stabilité d’un tel mouvement.

Un premier mouvement est déterminé sans ambiguité par une
certaine aimantation initiale dont nous désignerons par A,, By, G, les
composantes en un point quelconque de I'aimant, et par une aiman-
tation, 4 chaque instant connue, en tout point de la surface limite
de I'aimant. En ce premier mouvement, les composantes de I'aiman-
tation, au point (z, y, z) et a l'instant ¢, sont désignées par A, B, C.

Un second mouvement est déterminé en gardant & chaque point
infiniment voisin de la surface, en chaque instant, une aimantation
identique & celle que possédait le méme point au méme instant, au
cours du premicr mouvement, mais en prenant une autre aimantation
initiale A, + a,, B, + B,, C,+ ¥,. Au cours de ce second mouvement,
'aimantation au point (z,y, z) et 4 I'instant ¢ aura pour composantes
A+a,B+B, C+r.

Soit D une constante positive arbitrairement choisie; si l’on peut,
aux valeurs absolues de o, B,, v,, imposer des limites supérieures
telles qu’on ait, quel que soit ¢,

(40) f(a’+(3'-’+7’)dm<D,

on dira que le premier mouvement est un mouvement stable.

Les conditions (37) sont, ici encore, vérifiées quel que soit 7, ce qui
nous permet de récrire I'égalité (3g). Or, si le bindme (1 + 47e K)
est positif, cette égalité nous démontre que la quantité/aﬁdw ne peut
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éire fonction croissante de ¢, en sorte qu’elle ne peut jamais surpasser
sa valeur iniliale [a'{] dw. Les quantitészQdm, fy*dwjustiﬁent des

ropositions analogues. La condition (40) sera donc assurément
prop ] )
vérifiée, quel que soit 7, sil’'on a

f(a§+ﬁ§+y§)dm<l).

D’ot le théoréme sulvant :

Quel que soit le stgne du coefficient d’aimantation K, tout mouve-
ment magnélique est assurément stable sur un corps pour lequel
le bindme (1 + 4meK) est positif :

(41) i+ 4neK > o.

19. Immaginons qu’au lieu d’étre des fonctions données du temps,
les composantes A, B, C de I'aimantation, en tout point infiniment
voisin de la surface du corps, soient des constantes. Le mouvement
magnétique compatible avec ces données, mouvement que nous savons
étre déterminé sans ambiguité, est 1'équilibre magnétique. Or, ce
mouvement doit étre stable. Donc :

Imaginons que, sur un corps, on mainticnne invariables la gran-
deur et la direction de ’aimantation en tout point infiniment voisin
de la surface qui limite ce corps. Quel que soit le signe du coeffi-
cient d’aimantation XK, si le bindme (1 + 4weK) est positif, tout
équilibre magnétique réalisé en de telles conditions est stable.

20. Voyons maintenant ce qu’on peut dire au sujet de la stabilité
du mouvement magnétique ou de I’équilibre magnétique sur un corps
diamagnétique pour lequel la condition

(42) 1+ 4meK <o

est vérifiée.
Gardons toutes les notations employées au n° 18, et différentions
ployees )
par rapport a ¢ les deux membres de I'égalité (39); nous trouvons

i/.aﬁdm-——— 20 (ﬁf Jda _{__d_a_z o _}_% ()za\(/m
a9¢e? T wa? (1 + 4meK) dx dx dt ~ Jy dydt ~ 9ds d:dt)' ’
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Mais l'emploi des égalités (37) permet d'écrire

(e e oxdw dnoay, [y,

Jdx drdt  Jdy dydt 05 ds 0t

A son tour, le second membre de cetle égalité peut, en vertu de
I’équation (38), s’écrire

S 2 de.
2na2(|+/41rel()f(Aa) dw

Nous trouvons donc, tout calcul fait,

'2

()2
(43) ot fa dw_n at (|+(|1rsK I(Ad) dw.

Cette égalité (43), dont le second membre ne peut pas étre négatif,

‘ o, 0 D, :
nous apprend que la quantité Wfoc’dm ne peut jamais étre fonction

décroissante de ¢; clle garde, quel que soit ¢, une valeur au moins
égale & la valeur ¢ qu’elle avait pour ¢ = o.
Or, P'égalité (39) nous donne

Les quantités a,, B,, v, doivent vérifier les conditions (37); «, est
donc nul en tout point infiniment voisin de la surface S; d’autre part,
parmi les trois quantités a,, 3y, Yo, il en est assurément au moins une
(ui n’est pas nulle en tous les points du corps aimanté; nous pouvons
toujours supposer (u'on ait choisi les axes de coordonnées de telle
sorte que «, ne soit pas nul en tout point du corps aimanté; dés lors,
on ne pourra pas avoir, en tout point de ce corps,

()“n dao ()ao

P i

* ()0(0 2 d(xn 2 do‘o : .
JUE) = (5) (%) 4o
aura une valeur positive et, si I'inégalité (42) est vérifiée, ¢ aura aussi,
en vertu de I'égalité (44), une valeur positive.

Par conséquent,

La quantité

T fcx?dm demeure, quel que soit ¢, au moins égal
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4 une valeur positive ¢ etfoﬁdw croit au dela de toute limite avec ¢.

D’ou la conclusion suivante :

Si, pour un corps diamagnétique, le bindme (1+ 4meK) est
négalif, tout mouvement magnélique et, en particulicr, tout équi-
libre magnélique, obtenus sur ce corps dans les conditions tndi-
quées, sont instables.

21. Nous allons reprendre maintenant les problémes que nous
avons traités aux n> 17, I8, 19 et 20, en supposant que le corps
susceptible d’aimantation soit également capable de polarisation
di¢lectrique; K’ sera le coefficient de cette polarisation diélectrique;
en tout ce Chapitre, nous le supposerons positif.

Pour laisser aux problémes traités leur entiére géncralité, nous
supposerons que le corps étudi¢ soit conducteur de ’électricité; sil'on
voulait qu'il fiit isolant, on n’aurait qu’a biffer, en toutes nos équa-
tions, les termes qui renferment en facteur P'inverse é de la résistance
spécifique.

Des trois équations du mouvement magnétique, voici, alors, quelle
est la premicre (') :

I 1 JA PN

ena! K (1 +4me Ky~ oK' 9t 9 T

(45) 0.
Les deux autres s’en déduisent en remplacant A par B ou par C.
Supposons qu’on se donne :

JA 0B 0C

1° A l'instant ¢ = o, les valeurs de A, B, C, TRy

points du corps soumis a I'aimantation;

2° A chaque instant ¢, les valeurs de A, B, C en tout point inté-
rieur au corps et infiniment voisin de la surface qui borne ce corps.

en tous les

Demandons-nous si, dans ces conditions, le mouvement magné-
tique sera entierement déterminé sur ce corps.

(*)y P. Duuey, loc. cit. Les deux constantes que nous représentions alors par A2
et par €%, doivent étre prises identiques entre elles et & a2,

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. II, tg13. 10
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Gardons les notations qui ont été employées au n° 17.
D’aprés les conditions qui viennent d’étre posées, on aura :

1° A linstant initial = o, en tout point du corps,

« =0, B=o, y=o,
(46) do. 9B _ dy _
'-(ﬁ»— o, dt o, -d—t—-- 0.

2° Quel que soit ¢, en tout point du corps infiniment voisin de la
surface qui le borne,

(37) a == 0, f=o, ¥ =0,
En outre, en vertu de P’égalité (45), on aura constamment

1 1 da Odla
(47) 21ra2K’(|—+—4mK)Aa——WUt-_W" o

Multiplions par 2 Ies deux membres de cette égalité et intégrons,

pour le volume entler du corps, les résultats obtenus; nous trouvons

d da\? 1 2 dx
Jat <57) do — nat W (t 4+ 4meK) A“dm _p_Kf<()t> dw.

A Paide du théoréme de Green ct des conditions (37), cette égalité
) g

devient
(%) + srexmrr () + ()« () )|

(48) wf
Pi(,f((())?Y(lm.

Le second membre de I’égalité (48) ne peut jamais étre positif.

La quantité
da\? ] o\ dor\? |
(49) U —f (7’7> T 2naK (1 + GmK) [(7??5) +<3) " <0~> ])dw
ne peut donc jamais étre fonction croissante de 2.
D’apreés les conditions (46), cette quantité est nulle pour ¢ = o.
Enfin, si le bindbme (1+ 4weK) est positif, cette qnantité ne peut
jamais étre négative.
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Dés lors, on doit avoir, quel que soit ¢,
U=o,
ce qui exige qu’on ait, a tout instant et en tout point du corps,

do
‘m‘_—
do do
e

0,

(50)

En vertu des égalités (37), pour que les égalités (50) aient lieu
4 tout instant et en tout point du corps, il faut et il suffit qu’on ait
aussi & tout instant et en tout point du corps,

oL —=20.

On démontrerait de méme qu’on a, & toul instant ct en tout point
du corps,
B=o, y=o,

ce qui justifierait le théoréme suivant:

Si le bindme (1 + 4=eK) est positif, tout mouvement magnélique
sur le corps considéré est délerminé, sans aucune ambiguité, par
les conditions qui lui ont été imposées.

22. Nous allons maintenant nous occuper de la stabilité d’un tel
mouvement. Dans ce but, nous garderons les notations dont nous
avons fait usage au n° 18, mais nous changerons la définition de la
stabilité qui a été donnée en cet endroit.

Soient E et F deux constantes positives données d’avance, arbi-
trairement d’ailleurs. Si, aux valeurs absolues initiales de

%o, Bas Yo

) 0y 9
oz’ dy 03 ’

@, G G

on peut, en tout point du corps, imposer des limiles supérieures
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telles qu’on ait, quel que soit (,

o0 S ()=~ (- () ~(2)
() () () oo

o I ()

le mouvement consideré sera un mouvement stable.

Pour reconnaitre la grande différence qui existe entre cette défini-
tion de la stabilité et celle qui a été donnée au n° 18, il suffit de faire
la remarque suivante :

En vertu de la premiére condition (37), aucune des deux inté-

grales
T (e

ne peut s’annuler & moins que l'autre ne s’annule en méme temps;
mais il n’est pas permis d’affirmer qu’elles sont infiniment petites
ensemble ni qu’elles sont infiniment grandes ensemble.

[.’égalité (48 ) nous permet d’écrire, quel que soit ¢,

(()ot)? I ) 00()2 + U)_a)‘-’ 00()2 ]'d
f gt +271:a2K’(l+/nrsK) <()_L dy “\os [

{ [ dot I 'Q_a_o)" dotg \ 2 dotg \ 2
<f(<dt>+27za31{’(|+!;7rsl{)[<dx + Jdy +(_55_ @

Si le binome (1 + 4weK) est positif, nous en déduisons les deux
conditions, vérifiées quel que soit ¢,

o ()]

<%€:—>o+ 'zna‘-’K’(ll—&—AmK)
<)+ (G- (%) [
(54) [[(g-"‘;>+<§§>+ (52) |
f[21ra K'(1 +47rek)<?;>2+ <%’>2+ <%>2+ <(—j%>l] de,
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Pour chacune des deux quantités § et v, on peut établiv deux
conditions analogues aux conditions (53) et (54).
. . . : . .
Dés lors, désignons par G la plus petite des deux quantites posi-
tives
E

i - F.
amalN' (1 + 4reK)
Il est clair qu’aux valeurs absolues de
Aoy @0. 701
9% il dag
Jr’ 4_):)7’ PR ’

a), (@ )

at )y at /), at ),
nous pouvous assigner des limites supérieures telles que nous ayions
'inégalité

%) f}Mau«(.'.kz,mk)ﬂ%)?”f(%%)2+<%';—°)2]

2
L\ P
Jat /,

dans laquelle + ... désigne des termes qui se déduisent de ceux qui
sont explicitement écrits en remplacant « d’abord par §, puis pary.
Cela fait, les conditions (53) et (54) nous assurent que les inéga-
lités (51) et (52) seront vérilices quel que soil 4.
D’ou la conclusion suivante :

Sile bindme (1 + 47 K) est positif, tout moucement magnétique
obtenu sur le corps considéré est stable dans les condilions indi-
quées.

Cetle proposition est vraie, en particulier, de Uéquilibre magné-
ligue qu’on obtient en maintenant invariables la grandeur et la
direction de ’aimantation en chaque point intérieur au corps el
infiniment voisin de la surface de ce corps.

23. Nous allons montrer maintenant que, dans les conditions
indiquées, lout mouvement magnétique et, en particulicr, lout
équilibre magnétique est instable si le bindme (1+ 4meK) est

négaltif.



118 P. DUHEM.

(Clonsidérons la quantité
)~ st () () (8 o
de amaK' (1+ 4meK) [ \dx +<()y 3
L’égalité (48) nous donne
dU 1 da 02a\ da
(57) W“‘"f(@ﬁ?i"’gd_ﬁ')b‘zd’”'

En vertu de P'équation (47), cette derniére égalité peut encore
s’écrire

(56)

dU ’ Aa 1 da’) dx
(58) —z!.f RN . [
dt ana?K'(1+ 4meK) oK’ d¢ | dt

L’égalité (57) nous donne
d'U 0 1 Pa P\ da
= (GF) i f (oo 5+ 7)o

Sil'on compare cette égalité a celle qu’on obtient en différentiant
I'égalité (47) par rapport a ¢, on voit qu’on peut l'écrire sous la

forme
! do ., O
dt* 4/[( ()H) 2naK' (1 + fmeK) D?A dz] dw

que I'emploi du théoréme de Green et des conditions (37) transforme
en

o Te=4f ()

1 ?a \? d?a >'3 d%a )”I de
T oana*K (1 + 4meK) | dxdt>+ dy ot +<dzdt ) '

Si le binéme (1 + 4meK) est négatif, cette égalité nous montre
2

. . . . . dU
— De peut jamais étre négatif. La fonction —; e peut done,

a aucun moment, étre fonction décroissante de ¢; quel que soit 7, elle

que

. . C . dU
demeure au moins égale & sa valeur initiale { —~) .
0

Or, on voit aisément qu'on peut, sans franchir les limites supé-
do
rieures imposées aux valeurs absolues de «, ct de (()t faire en sorte

. +.. (dU . .
que la quantité (;,7>o soit positive.
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in elfet, en sus des conditions qui imposent des limites supérieures

at
ment & s’annuler en tout pointinfiniment voisin de la surface qui limite
le corps.

Sans nous occuper tout d’abord des limites supérieurcs imposées
doy Oay doty
dxz’ dy’ 0z

valeur de (%‘;—‘) le produit d’une constante A par une fonction continue
0

quelconque de x, y, 3, f(x,y, 5), assujettie seulement & s’annuler en
tout point de la surface ui limite le corps. Choisissons ensuite une
autre fonction continue g(z,y, s), nulle 4 la surface du corps, et
telle que

a leurs valeurs absolues, les quantités a, et <(25> sont assujetties seule-
0

do
aux valeurs absolues de «,, de et de <W , prenons pour
0

g(x»)’,:) _.f(x,.}’,s)
anatK (1 + 4mek) pK’

ait, en chaque point, le signe de f(x,y, z); puis déterminons o, par
les conditions de s’annuler 4 la surface du corps et de vérifier, en tout
point du corps, I’équation

Aay=2 g(z, y,2).

Toutes choses égales d’ailleurs, «, sera proportionnel & A.
On pourra maintenant donner & A une valeur absolue assez petite

dos, 020 03 g (92)
pour que les valeurs absolues de a,, de 22 9y’ 03 et de <()7 , e sur-

passent, en aucun point, les limites supérieures qui leur ont été assi-
gnées.
Mais, d’autre part, en vertu de I'égalité (58), on aura
b ) o] )

dU o 3 (., Y 3) . ,f(xw Y, :)
() -0 [ )

amarK' (1 + 4mel\)

et le second membre de cette égalité est assurément positif.

Comme nous 'avons vu, ne pourra jamais deveuir inférieur

dat
a cette valeur positive initiale. Donc U croitra au dela de toute limite
avec /.

Si I'on se reporte alors & 'expression (56) de U, on voit que,
quelque petites que soient les limites supérieures imposées aux valeurs
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absolues des quantités

don  day - datn 0%y
dz’ 0y’ 93’ ot’

%o,

on peut toujours disposer de ces quantités de telle sorte que 'une au
moins des quantités

S JUE) -G (5]

croisse au dela de toute limite avec ¢, ce qui établit I'instabilité
annoncee.

24. On peut reprendre les problémes traités aux deux numéros
précédents, mais en adoptant une nouvelle définition de la stabilité
qui n’est équivalente ni & celle dont il a ¢té fait usage en ces deux
numéros ni a celle qui a été donnée au n° 18. Voici cette définition :

.
e el f élant deux gua/zll,le's postiives arbitrairement choisies
d’avance, si l'on peul, aux valeurs absolues de x,, B,, v, et de leurs

Je
98 I\ et de leurs dérivées premiéres par rappori a x,y et s
dt )y \dt)y © P P PP »y et s,
imposer des limites supéricures telles qu'on ait, quel que soit ¢,

;e 3 \ dot
dérivées premiéres et secondes par rapport a x,y el s, de <—)",

(60) f[(Aa)2+(Aﬁ)2+(Ay)z]dw<e,

O
(%>+ <ady§z>+ <i§;>

9y \? 0%y \? oy >2‘|
<()J'dl> -+ <()}’dt> +(()Zdll ] a'm<f,

le mouvement magnétique est stable.

On reconnaitra la difféerence qu’il y a entre cette nouvelle défini-
tion de la stabilité et celles qui ont ¢té données précédemment en
observant :
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1° Qu’en vertu des conditions (37), I'intégrale
[(a*—i— B2 y?) dw,

intégrale qui forme le pl‘emler membre de I'inégalité (51) et l'inté-
grale
[ Uday+ (a8):+ (8711 do

L]

s'annulent en méme temps, mais qu'il n’est permis de dire ni qu’elles
sont infiniment petites en méme temps ni qu'elles sont infiniment
grandes en méme temps;

2° Qu’en vertu des mémes conditions (37), l'intégrale

JIE) = () + (5) ] =

et l'intégrale qui forme le premier membre de I'inégalité (61) s’an-
nulent toujours ensemble, sans qu'il soit permis de dire qu’elles sont
infiniment petites en méme temps ou infiniment grandes en méme
temps.

25. Nous allons prouver d’abord que, selon cette nouvelle défini-
tion, tout mouvement magndétique et, en particulier, tout équilibre
magnétique est encore stable sur un corps magnétique ou diama-
gnétique pour lequel le binéme (1 + 4 =e K) est positif.

Multiplions, en effet, les deux membres de 1’égalité (47) par

o
24 (-)—dw
et intégrons pour le volume entier du corps soumis & ’aimantation.
Nous trouvons l'égalité

o*a ,doe , 2 da , Ou
a2t al K’(l—i—[;mK) dtf(Aa) do — —Jt'—’A?}?dm—p—K—’ —d—t'Ade

L’emploi des conditions (37) et du théoréme de Green transforme
cette égalité la en la suivante :

d 1 (Aa2+<03a)2+<02a 3+<dza>2]dw
Zl—tf anatk'(1 + 4meK) ) dz J¢ dy at ) dz 0¢,

. 2 Na \? P \? d%a \2~
“;@f[(am:) +<dydt> +<dzdt> Jd“"

Journ. de Math. (6 série), tome IX. — Fasc. II, 1913. 16
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Le second membre de cette égalité ne peut jamais étre négatif;
I'intégrale qui figure au premier membre ne peut jamais étre fonction
croissante de ¢; & aucun instant, sa valeur ne surpasse celle qu'elle
avait prise a4 l'instant initial. Ce résultat acquis, la démonstration du
théoréme énoncé s’achéve par une méthode semblable & celle (ui a été
employée au n° 22,

26. Selon la nouvelle définition, tout mouvement magnétique et,
en particulier, tout équilibre magnétique est instable sur un corps
diamagnétique pour lequel le bindme (1 + 4= K) est négaiif.

Nous allons prouver, en effet, que, quelles que soient les limites
supérieures imposées aux valeurs absolues des quantités «a,, <%‘;—'>0

et de leurs dérivées premiéres par rapport & z, y et 5, on pourra tou-
jours disposer de ces quantités de telle sorte que 'une au moins des
intégrales

(62) I:f(Aoc)*dw,

) I/ e \? (0%: 2 <02a>2]
(63) J_fl_<dxdt> + dy()t) + 0z d¢ dw
croisse au dela de toute limite avec z (*).
Nous trouvons, tout d’abord,

dl ) da ,
(64) -c—{-t-._zanA-d—tdw,

puis
d?1 Jdor\? a
W—ZI<AT)’Z> dGS-i-").fAdAde‘GS.

. . 2 » o .
Au moyen de ’équation (47), qui donne %7;5, cette égalité devient

a2l da\? 2 dot
W_.zf(A?—t) dw_p_l{;[AaA_d—tdm

I
+7m2K’(x+4mK)anAAadm'

(*) Cette démonstration est analogue & celle que nous avons donnée au para-
graphe 3 de notre travail Sur la stabilité électrique d’un milieu homogéne et
illimité. Certaines fautes de calcul, qui s'étaient glissées en ce travail, sont
corrigées ici,
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L’emploi du théoréme de Green et des conditions (37) permet
de mettre cette derniére égalité sous la forme

(65) %:2f<A%)edm

2 0Ax e dAx d'a Az P«
+9”K‘f< Jz 9z 0t dy oyt T O3 ():()t)d

T Tk (1 :—Aml{)f [(%?:‘)2_‘_ <dd‘}“>2+ (()dA:a)z]dm'

D’autre part, en vertu du théoréme de Green et des conditions (37),
I'égalité (63 ) peut s’écrire

da
J= dt A
Nous en tirons I’égalité
A Qe da do , )
a=") wta) whow

que I'emploi du théoréme de Green et des conditions (37) trans-
forme en ’égalité
dJ 0*a , da

-(Tt=—2 W;—Amdﬁ.

En vertu de I’équation (47), cette derniére égalité devient

dl 2 da , dx 1 da
66) & =.% WAW"“’“mnc(.+4mmf“%7""

Nous tirons de 1a

d*]J 2 d*a , du 2 do o
=) gEla ) aterd®
1 da\?
a*K’(l—i-[;neI()f(A_) o

- rall(’(l-i-énsK)anA ¢

Le théoréme de Green, joint aux conditions (37), nous permet

d’écrire
doc d“’
¥ Tkl “/ P
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Moyennant cette remarque et I'équation (47), I'égalité précédente
devient
dxJ 4 dz , da

T NE PrialrT)

3 da
- napK?(1 + {meK) anAde

I
- 'z[na“l&’(l+!;nsl{)]2anAAadm

i A()a 21
7@K (1 + 4meK) f 9t ) &

Un nouvel emploi du théoréme de Green et des conditions (37)
donne

d*J_ 4 Pa \? dro \? o \?
(67) W_p'zli’if[<dxdt> +<dydt> +<()z:()t ]d""

3 dAx Qa +()Aoc Pa +.()Aoc o y
T mapK2(1 + 4meK) dz Oz dt dy dyadt 0s 0s0t) "

-+ ! [[<0Aa"?+<()Aa 2 0 Ag)\ 2"
a[matK' (1+4meK)|* ] | 01.) oy {5z “
! da\?
na2K' (1 + 4 K) [<A D—[) dws.

Considérons maintenant la quantité

1
2@ K (1 + 4meN )

dw

dw

(68) W=1J—

Les égalités (64) et (66) nous donneronl

dW T 1 da 1 da
(69) _d—[_ ——2/ [WW— ﬁa’l{’(t—%[mﬂ:sl'\') Aa]-(‘)—"dm'.

Quant aux égalités (65) et (67), elles nous donneront

A*W 2 da \?
(70) de _—ﬂaﬂK'(l—i—[msK)f(A-d—[) dw

: 2 da 1 0 Ao
+j | eK' 0z 0t wa*K'(1+ 4meK) dz |

-_2_ J*a . 1 d Aa)?
T pK dyot ~ 7@K (1 + reK) oy |
[ 2 a 1 dAx]?
—+ des.

| oK' 930t~ ma?’K'(1 + 4meK) d5
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Cette derniére égalité nous montre que, si le binéme (1 + 47eK)

) dtv,v ne peut jamais prendre de valeurs négatives, en sorte
dw . . .

que —~ garde, quel que soil £, une valeur au moins égale a celle que

est négatif

cetle quantité avait & I'instant initial.
Nous allons montrer maintenant que, sans transgresser aucune des
limites supérieures qu'on aura imposées aux valeurs absolues de a,,

de <d“> et de leurs dérivées partielles par rapport a , y et 5, on peut

dt

Soit, en effet, /{(x, y, 3) unc fonction finie et continue quelconque,

nulle en tout point de la surface qui limite le corps et différente de

zéro en tout autre point de ce corps; soit A une constante provisoire-
ment quelconque. Prenons

(Z‘:) =21/(=, ¥, %)

Prenons ensuite, pour &, une fonction de %y Yy 3 qui s’annule en tout
point de la surface qui limite le corps et qui vérifie, en tout point du
corps, I’équation

disposer de ces quantités de telle sorte que <ﬂ> soit positif.
0

Aoy=2p2 f x, ¥, 3),

i ¢tant une quantité indépendante de x, y, 5.

Cela fait, nous pourrons prendre la constante A assez voisine de zéro

pour que les valeurs absolues de ¢, de <%—‘:> et de leurs dérivées par-
0

tielles ne surpassent assurément pas les limites supérieures qui leur
onl été assignées.
Mais, en vertu de I’égalité (69), nous aurons

(%) w/[pl\ Tal l\’([lJ'—}—/q eK) I [/(2, 3, 2)) dw,

quantité essentiellement positive.

. dW . - .
Puisque —~ garde, quel que soit ¢, une valeur positive au moins
] ) dW A \ . : 1 '
égale & <7> » W croit au dela de toute limite avec ¢. D’apreés I'éga-
0

lité (68), cela ne peut étre que si 'une au moins des deux intégrales I
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et J crolt au dela de toute limite avec 7. Le théoréme énoncé est donc
démontré,

27. Les diverses méthodes fondées sur 'emploi des équations de
I’Electrodynamique et de 1'Electromagnétisme conduisent donc  ce
résultat : Sur un corps diamagnétique, qu'il soit, d'ailleurs, capable
ou non de polarisation diélectrique, 1’équilibre magnétique est stable
si le bindme (1+ 4meK) est positif ct instable si le bindéme
(1 + 4w K) est négatif. Or, le Postulat formulé au n° 3 annonce que,
sur un corps diamagnétique, I'équilibre magnétique est instable toutes

les fois que le bindme ( 1 + 3 we K) est posilif. 11 apparait donc que

le Postulat dont nous venons de parler regoit un démenti de la part
des équations de I’Electrodynamique et de I'lectromagnétisme.

A la vérité, on pourrait essayer, de la maniére que voici, d'éviter
cette contradiction :

Le corps diamagnétique pour lequel on discute de la stabilité de
l’équi}ibre magnétique, n'est pas, lorsqu’on lui applique des équations
de I'Electromagnétisme, placé dans les conditions ou il se trouve
lorsqu’on fait usage du postulat relatif au potenticl interne; en cette
circonstance-ci, on le suppose soumis & l'influcnce de corps perma-
nents; en cette circonstance-la, on maintient invariable le champ
magnétique en chaque point intérieur au corps diamagnétique et
infiniment voisin de la surface de ce corps; on pourrait, sans absur-
dité, admettre que I’équilibre magnétique, stable dans un cas, ne I'est
pas dans l'autre.

On fermera cette échappatoire si 'on peat définir un cas ou les
deux dispositifs dont nous venons de parler cessent d’éire différents
I'un de l'autre. Or, voici comment on peut, fort simplement, imagi-
ner un tel cas :

Concevons un milieu magnétique ou diamagnétique, homogéne,
illimité en tout sens, soustrait &4 l'action de tout corps étranger.
Admettons simplement qu'a T'infini, les composantes a, B, vy de

. . 1 e, .
I'aimantation s’annulent comme =y et leurs dérivées partielles par

L z ine —, r étant la distance du point qui
rapport a w, y, 5, comine 7 etant la distance au point (
s'éloigne a V'infini & un point fixe situé dans la région ou nous étudions
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I'aimantation, Dans ces conditions, on pourra encore, comme on le
voit aisément, faire usage de toutes les formules que nous avons preéce-
demment écrites pour un corps aimanté de dimensions finies.

Si un tel milieu est enti¢rement désaimanté, il est évidemment &
I'état d’équilibre magnétique. Cet équilibre est-il stable ou instable?

Traitons d’abord la question au moyen du Postulat énoncé au n° 3.

Si le milieu est diamagnétique et si, cependant, la valeur absolue
de son coefficient d’aimantation est assez petite pour que le binéme
(1+ 47eK) soit positif, ce postulat nous avertit que I'équilibre
magnétique considéré n’est pas stable.

En effet, le potentiel interne du milieu désaimanté est nul.

Au sein de ce milieu, dessinons un ellipsoide quelconque et, en cet
ellipsoide, imaginons une distribution magnétique uniforme quel-
conque, sans concevoir aucune aimantation dans le milieu extérieur &
Iellipsoide. Le potentiel interne du systéme, qui se réduit au potentiel
interne de I'ellipsoide aimanté, est maintenant négatif.

Donc, en I'état d’équilibre, ce potentiel n’était pas minimum.

On arriverait encore a cette conclusion, méme si le binéme
(1 + 4 e K) était négatif, pourvu seulement que le binéme

<1—+— %‘nsK)

fut positif; il suffirait, dansla démonstration précédente, de remplacer
Vellipsoide par une sphére.

Reprenons maintenant le méme probléme au moyen des équations
de 'Electrodynamique et de I'Electromagnétisme. Les considérations
développées au cours du présent Chapitre nous apprennent que, pour
un milieu diamagnétique capable ou non de polarisation diélectrique,
I'équilibre est stable si le binéme (1 + 4 xe K) est positif et instable si
le binéme (1 + 4wz K) est négatif.

Ainsi, appliqués a ce méme probléme, le Postulat énoncé au n° 3
et les lois de IElectromagnétisme conduisent & des résultats con-
cordants si le milieu est magnétique. Ils conduisent encore & des
résultats concordantis si le milieu est diamagnétique et si on a les
deux inégalités

4
1+ 4K <o, 1+§—m~:K>o.
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Mais ils conduisent & des résultats qui se contredisent st le mtlicu
est diamagnétique el st Uon a Uinégalité

1+ 4meK > 0.
De la cettc premiére conclusion :

Le POSTULAT, ENONCE AU N° O, JUSTIFIE POUR LES SYSTEMES DONT LE
MOUVEMENT DEPEND DES SEULES LOIS DE LA DYNAMIQUE, NE L'EST PLUS POUR
LES SYSTEMES OU FIGURENT DES CORPS MAGNETIQUES ET DONT, PAR CONSE-
QUENT, LE MOUVEMENT DEPEND DES LOIS DE 1" ELECTROMAGNETISME.

28. De la aussi cette seconde conclusion :

L’EXISTENCE D'UN CORPS ASSEZ FORTEMENT DIAMAGNETIQUE POUR QUE LE
BINOME (1 + 47eK) SOIT NEGATIF, APPARAIT COMME UNE IMPOSSIBILITE PHY-
S1IQUE. MAIS LES OBJECTIONS FORMULEES CONTRE L'EXISTENCE DE CORPS DIA-
MAGNETIQUES S’EVANOUISSENT SI CES CORPS SONT ASSEZ FAIBLEMENT DIAMAGNE-
TIQUES POUR QU'AUCUN D'ENTRE EUX NE RENDE NEGATIF LE BINOME (1 + 47e K),

CHAPITRE 1II.

COMPARAISON ENTRE LES CORPS DIELECTRIQUES ET LES CORPS DIAMAGNETIQUES.

29. Il est intéressant de reprendre, au sujet des corps diclectriques,
des considérations semblables & celles que nous venons de développer
au sujet des corps diamagnétiques, et de comparer entre eux les
résultats que donnent ces deux études.

La Statique des corps diélectriques est absolument semblable a
la Statique des corps magnétiques, en sorte qu'on peut répéler
textuellement, au sujet des corps diclectriques, tout ce qui, au Cha-
pitre I, a été dit des corps magnétiques. Il suffit de remplacer I'inten-
sité d’aimantation Jiv et ses composantes A, B, C par I'intensité de la
polarisation diélectrique i’ et ses composantes A’, B’, C; le coeffi-
cient d’aimantation K par le coefficient de polarisation K'; la
constante ¢ des actions magnétiques par la constante ¢ des actions
électrostatiques; la fonction potentielle magnétique V par la fonction
potentielle électrostatique V’; enfin, les composantes L, M, N du
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champ magnétique par les composantes X, Y, Z du champ élec-
trique.

[.c potenticl interne d’un systéme form¢é par un corps ¢lectrisé d'une
maniére permanente ct par un corps dic¢lectrique se calcule de la méme
maniére que le potenticl interne d’un systéme form¢ d’un aimant per-
manent et d'un corps magnéLlique.

Deés lors, si I'on admet la généralité du Postulal énoncé au n° 3, on
peut formuler les propositions suivantes :

Si le coefficient de polarisation K’ d’un corps diélectrique est
positif, ce corps, placé en présence d’un corps électrisé d’une ma-
niére permanente, parviendra a un élat d’équilibre de polarisation
qui sera assurément stable.

Cet état d’équilibre, au contraire, serait assurément instable si
le coefficient de polarisation K’ était négatif, tandis que le pou-
voir inducteur spécifique (1+ 4ne' K') ou méme simplement le
binéme (r + g€ K’> seratit positif.

Mais rien ne nous autorise, jusqu'ici, 4 étendre aux systémes qui
renferment des corps diélectriques le Postulat qui a été formulé an
n° 3; la justification de ce Postulat suppose I'emploi des équations de
la Dynamique; or, lorsqu’un systéme contient des corps diélec-
triques, I'étude du changement de la polarisation prlse par ces corps
ne dépend pas des équations de la Dynamique, mais bien des équa-
tions de I'Electrodynamique; c’est donc & ces derniéres qu'il faut
demander la démonstration ou la réfutation des propositions qui vien-
nent d’é¢tre formulées.

30. En premier licu, pour les corps diélectriques dont le coefficient
de polarisation est posilif, on peut répéter exactement ce que nous
avons dit, aun® 13, des corps magnétiques dont le coefficient d’aiman-
tation est positif. Le théoréme géncral dont nous avons parlé en cet
endroit s"applique & un systéme qui contient & la fois des corps magné-
tiques et des corps diélectriques; il suppose seulement que le coeffi-
cient d’aimantation des uns et le coefficient de polarisation des autres
soient positifs. Si donc, nous définissons la stabilité d’'un équilibre de
polarisation exactement comme au n° 43, nous avons défini la stabi-

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. II, 1913. 17
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lité d’un équilibre d’aimantation, nous pourrons énoncer le théoréme
suivant :

L’équilibre de polarisation quis’établit, sous I’influence de corps
électrisés et polarisés d’une maniére permanente, sur un corps
diélectrique dont le coefficient de polarisation est positif, est un
équilibre stable.

31. Imaginons maintenant un corps diélectrique placé dans des
conditions telles qu’en tout point intéricur & ce corps et infiniment
voisin de la surface qui le limite, le champ électrique et, par consé-
quent, l'intensité de la polarisation diélectrique gardent une gran-
deur et une direction invariables. Proposons-nous d’étudier, sur un
tel corps, la stabilité de 'équilibre de polarisation.

Considérons, tout d’abord, lc cas ou le corps dont il s’agit est privé
de conductibilité électrique.

Les équations qui régissent, sur un tel corps, les changements de
la polarisation di¢lectrique ont été données par Helmholtz (') ; voici
la premiére :

9?A/ '
0F ~ ana’K (1 + 4meK) .
(+4meKY(+4meK'Y—Fk 0 /oA OB oC
ara kK (1+ GmeK) &Z(W Ty +7§>'

(71) AN’

Les deux autres se déduisent de celle-la en remplacant successive-
ment x par y et z, et A’ par B’ et C

k représente la constante que Helmholtz a introduite en Electrody-
namique et que nous savons ne pas pouvoir étre négative.

Voici le théoréme que nous nous proposons de démontrer :

Si on admet que la constante k de Helmholtz est positive ;

Que le bindme (1 + 4wcK), relatif au coeflicient d’aimanta-
tion, est posiitf;

Que le pouvoir inducteur spécifique (1+ 4we K') est également

postiLf;

(*) H. Ueunnorrz, Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricitdt far
ruhende leitende Korper [Borchardt's Journal, Bd. LXXII, 1870, p. 57;
Wissenschaftliche Abhandlungen, Bd. 1, 1882, p. 545; équations (21 ¢)].
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Mais que le coefficient de polarisation diélectrigue K’ est négatif :
La polarisation diélectrigue ne peut, sur le corps considéré et
dans les conditions indigudes, étre en équilibre stable.

Nous prendrons les lettres A;, By, C; pour désigner les valeurs
des composantes de la polamsauon dlelectmque en I'état d’équilibre.
En un autre état quelconque, nous poserons

A=A+ o, B'=B, + f, C=C+y

En tout point intérieur au corps et infiniment voisin de la surface
de ce corps, nous devrons avoir, quel que soit ¢,

(72) o' =0, pf'=o, 7o

En outre, les quantités o, §', v devront vérifier trois équations qui
se tirent des équations (71), et dont voici la premiére :

o’ 1 ,
(73) otr T ena*K (1 + 4meK) da
(1 +4reKY(O + 4me' KDY —k 0 t)a ()ﬁ' ’)
ama bk K (1 + (meK) Jx Jdy r):,
De la nous allons déduire les formules fondamentales de notre
analyse.
Considérons la quantité
(74) U-—=§j(a'2+6”+~/2>dw.
Nous lrouvons
dU , 0
(75) f(a +B ()l +7 ()l)dwa
puis

(76) (/t' = f{“‘;)z (dﬁ/> +<0t>2] @
(e w5y e

Mais les égalités (~3) donnent

f 0 -+ dw
az o TY ()t

1 o : ,
~ @K G +!|7raK)f(°" Ao’ -+ BT AR+ 4 AY') dw

(14 4meK)Y(1 4 4me’' K"y — & « J o dB’ v y
amatk K (14 4mek) dw( ())/ )+ s
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+ ... désignant deux termes qui se déduisent par permutation du
terme explicitement ¢crit.
Mais, en vertu des conditions (72), on a

o (9 4)6’ a7 T, dz' R oY\
fl ( )y -+ 03 ) ... I o = f( ()I “f- ()), -+ "l')—:—> (Imq
o . do! do'\?*  [do'\?

S st am=— [ (%) + <W) +(5%) ] oo

et deux égalités analogues a cctte derniére.
L’égalité (76) peut donc s’¢erire

o = G)+ )+ () |
G K’('|+/mk>f‘ <i>2*- <(());
o

_..(l--i—fl’lrel\')("i‘/lmll\,')—/‘/. da’ {)f' > 7o)
anah K'(1 + §me K) dz ‘)J’ ‘)'“'« .

Les formules (75) et (77) nous permettront de démontrer le
théoréme énoncé lorsque nous aurons ¢tabli quatre lemmes.

Premier Lemme. — Posons

o I3
=2 Y2 9
(78) . = T + ()y Jds

Oun peut, & Pinstant ¢ = o, choisir, dans tout le corps, les valeurs de
T AW (gg) dy
o Par Yoo <()I>o ot 0’ ()1\

1° Que les valeurs absolucs de ces quantités soient inférieures a
telles limites supéricures qu’il aura plu de leur imposer;

2° Que les conditions (72) soient vériliées;

3° Quel'on ait, & cet instant,

/)
(79) t=o, () =o;

de telle sorte :
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° Que l'intégrale

(80) V°:f( ot +(3/ d@, 7 ()z> dw

ait une valeur positive.

Prenons, en effet, ce qui est ¢videmment possible d’une infinité de
maniéres, trois fonctions de «, y, z, désignées par p, ¢, r, qui soient
assujetties aux conditions suivantes :

1° Dans I'étendue occupée par le corps,

pdx+qdy + rds

n’est pas une différentielle totale;
2° Les dérivées partielles du premier ordre de p, ¢, 7 s’annulent en
tout point de la surface qui limite le corps.

Prenons ensuile

dg o1
a0_7<a— - (—):)—)

ar
dy
, Jr ap> . ap
(- 2). %),
. f{9p Jq "N /dp g
r=g-a) (F)=e (- %)
A et i étant deux quantités quelconques indépendantes de z, y, 3, ¢,
La deuxiéme et la troisiéme conditions seront vérifiées quelles que

solent les valeurs imposées & A et .
L’égalité (80) prend maintenant la forme

dg _ ar\? di ap dp  dg\*
wen | (= 5) -8 (-3 ]

Pour que la quatriéme condition soit vérifiée, il suffit que A et
soient deux quantités de méme signe.

En donnant enfin & chacune de ces deux quantités des valeurs
absolues suffisamment petites, on satisfera & la premiére condition.

)

7
SN g

Devxiive LeMME. — Si le rapport

TK!’
8 _ 1+ 47’ K
(51) o 2matk K
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est nul ou positif, et si I'on a, & l'instant initial, en tout le volume
occupé par le corps,
a0

(79) 6, =o, <7)—t>0——‘ 0,
0 demeure nul quel que soit ¢.

En effet, différentions respectivement les équations (73) par rapport
a x, y, 5 et ajoutons membre 4 membre les résultats obtenus en
tenant compte de la définition (78) de 6. Nous trouvons, moyennant
Iégalité (81), I'équation
d*0

(82) at

Si P est nul, cette équation se réduit a

?}% garde alors une valeur indépendante de ¢, qui est zéro, en vertu de

la seconde condition (79); 0 est donc indépendant de ¢ et, partant,
constamment nul en vertu de la premicre égalité (g).

Supposons maintenant que P soit négatif. L'équation (82) se
rameéne 4 une équation de Laplace a quatre variables. En vertu d'un
théoréme bien connu d’Axel Harnack, toute intégrale de I'équa-
tion (82), continue ainsi que ses dérivées premiéres en , y, 3, ¢, est
fonction analytique de z, ¥, 3, £,

D’autre part, I'équation (82), jointe aux conditions (79), nous

0%0
? e

De méme, en différentiant 1, 2, ..., 1, ..., fois I'équation (82) par

rapport & ¢, nous démontrerons de proche en proche que les dérivées

montre qu’on a, 4 'instant initial =o.

P9 0vY In+h

sont, 4 l'instant initial, nulles dans tout le corps.

Puisque 0 est fonction analytique de ¢ et que, pour ¢ = o, ses déri-
vées des divers ordres par rapport a ¢ sont toutes nulles, 0 est nul quel
quc soit £.
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TROISIEME LEMME. — Posons
pdy a0 doa' OB
(83) P ()—y- = g, g5 " 95 = Ty — 97 =0

On peut, & I'instant initial, choisir, dans tout le corps, les valeurs
. (od 0 (dy’)
1% s Yo v _ -4} .
o Po 7 <d:>o’ (01/0’ o0 /,

1° Que les valeurs absolues de ces quantités soient inférieures a
telles limites positives qu'il aura plu de leur assigner;

2° Que les conditions (72) soient vérifices;

3° Quel'on ait, & cet instant,

de

.

de telle sorte :

s W0 == O, Wy = 0, 0= 0,

dugz\ _ dw,\ Q:_ .
( <W>.,—°’ (7) o <¢)z )0"0’

° Que l'inlégrale

(80) V,= < 5 +p'od’i/+y ()t> dw

(84)

soit positive.

Prenons, en effet, une fonction u(x,y,s) qui ne se réduise pas &
une constante, mais dont les dérivées partielles du premier ordre
s'annulent en tout point de la surface du corps.

Prenons ensuite
=) du %_' — ﬂ
°— "oz’ ot ), oz’

3, —_)\% . (0@) Hdu

a¢ dy
. du dy du
o=l (()t) L P

les quantités A et y étant deux quantités quelconques indépendantes
de z, y, 3, t. La deuxiéme et la troisitme conditions seront évidem-
ment vérifiées.

L’égalité (80) prendra la forme

v f](G) - (5) G

I

&1

e
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en sorte que V, sera positif pourvu seulement qu’on attribue a4 A et
a u deux valeurs de méme signe.

‘nfin, on pourra toujours limiter supérieurement les valeurs
absolues de ces deux quantités A et . de telle sorte que la premiére
condition soit vérifiée.

QuatriiME LEMME. — Si le rapport

1

(8%) Q:21ra2K’(1+41reK)

est négatif et si 'on a choisi les données initiales de telle sorte qu’on

ait
Jwy

Wzo=0, <7>0: o,
w, demeure nul quel que soit .

Pour chacune des deux quantités »,, w,, on peut formuler une pro-
position analogue.

Différentions en effet la seconde équation (73) par rapport a sz et,
du résultat obtenu, retranchons membre & membre la troisiéme équa-
tion (73) différentiée par rapport & y; moyennant les égalités (83)
et (85), nous obtenons I'équation

Py

dae?

(86) =QAw,.

Les quantités w,, w, vérifient des équations semblables.

Pour établir le lemme énoncé, il suftit de reprendre le raisonnement
qui a donné le second lemme.

Nous voici maintenant en état d’établir le théoréme énoncé et cela
par deux démonstrations équivalentes.

Premiere piMonsTRATION. — Choisissons les données initiales comme
le premier lemme nous a permis de le faire.
D’apreés nos hypothéses, le rapport

1+ 4me' K

(81) P kR

est négatif; dés lors, comme les équations (79 ) sont vérifiées a I'instant
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initial, le second lemme nous apprend qu’on a, quel que soit 7,

_ a0

=9z "ot 00 =0

Moycnnant cette ¢galité et Uégalité (85), I'égalité (77) devient
e T ) ()]
—of | )+ () (&)
() () + (3) @)~ (3) +

Or, d’aprés les hypothéses faites, le rapport

SR

i

(85 () =z -
(85) 2 ama* K' (1 + 4meK)

est neoauf U ne peut donc jamais prendre de valeur négative.
D’aulre part, les égalités (75) et (80) donnent 1'égalité

dat’ .
<‘7[>0—— 2 Voa

et le choix des données initiales a assuré & V, une valeur positive.
Nous voyons donc ue la quantité U, définie par ’égalité (74), croit
au dela de toate limite avec 1. L’équilibre du systéme est instable.

SkcoxpE prMonstraTioN. — Choisissons les données initiales comme
le troisiéme lemme nous a appris & le faire.
En vertu des hypothéses faites, le rapport

(85) » Q=
est négatif.

Le quatrieme lemme nous apprend alors que les conditions (84),
vérifiées a I'instant initial, entrainent, quel que soit ¢,

I
2@ K' (1 + 4meK)

)0/ ()7/
I == = o,
95 dy
" Oz 3 ’
92 05
W, = Ey — -—: ==

Journ. de Math. (6° série), tome IX, — Fasc. II, 113, 18
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Il existe donc une fonction v(x, y, 5, ¢) telle qu’on ait

do de oy
1 Y [ r— 2,
(87) *=9 p= ()V =03

Les conditions (72) nous apprennent qu’en tout point de la surface
du corps et & tout instant, on a

a¢ dy Je
(88) F)}-: — 0. 53/- =0, I == 0.

En vertu des équations (87), ona

et, par conséquent,

[ s =forer

ce que le théoréme de Green, joint aux égalités (88), permet d’éerire
do' 0B I\, 0( dv  dv ﬂ)
(o) <T Ty T > - 0.13 oz ()yA(l;;' + 54 9z ) o

D’autre part, le théoréme de G-recn, joint aux conditions (72),
permet d’écrire

~ I\ 2 IN 2 I\ 2
15+ (‘% + (%) do=— [« e dm
ou bien, en vertu des égalités (87),
da'\* da’\? 9" \? do  J¢
w1 [1G) (5 (5 o= [Taga

Cetle égalité (go) et deux égalités analogues, comparées a 1'¢ga-
lité (89), nous donnent :

o JT @)
()2

97\

dy

e
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Moyennant cette égalité (g1) et I'égalité

y 1T+ 4me’K
(81) P = arath ’

I’égalité (77) prend la forme suivante :

d*U da! B oy’ trde! 0B dyt\?
o = [|(5) = Gr) + ) |eo—r [ (G 5= )
'y
D’aprés les hypotheses faites, P est negauf, — he peut donc jamais

prendre de valeurs négatives.
D’autre part, les égalités (75) et (80) donnent I’égalité

dU
(77) =V,

ct le choix des données initiales a assuré 4 V, une valeur positive.
Nous voyons donc que la quantité U, définie par I'égalité (74), croit
encore au dela de toute limite avec ¢, en sorte que I'équilibre du systéme
ne peult ¢tre stable.
Par deux voies distinctes, le théoréme énoncé est démontré.

32. Nous allons nous proposer maintenant de démontrer le méme
théoréme en supposant que le corps diclectrique soit doué de conduc-
tibilit¢. Plus exactement, voici I’énoncé du théoréme que nous allons
établir :

Désignons toujours par Aj, B,, C| les composantes de la polarisa-
tion que prend le corps con51dere, en un point déterminé, lorsque
I’équilibre est établi; par A’, B’, C' les composantes de la polarisation,
au méme point, en un mouvement quelconque; posons

N=Aj+o, B=Bj+f, C=Cj+y,

Quelque petites que soient les limites supérieures imposées aux
valeurs absolues initiales de

o, |6l9 Yla
ox 0B o
(93) I VA TP TR

[0, o8, oy
oz’ 9’ T’
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st K’ est négatif tandis que (1 + 4=e'K’), (1+47eK) et k sont
positifs,on pourra toujours disposer des valeurs initiales des quan-
tités (93) de telle maniére que la quantité

o0 WL 2o

croisse au dela de toute limite avec (.

De cette proposition, nous donnerons deux démonstrations qui
procéderont comine les deux démonstrations relatives au corps diélec-
trique dénué de conductibilité; mais, pour des raisons que nous signa-

9 ’
lerons en leur temps, elles n'auront pas la méme rigueur.
; 3

Les trois quantités o', 3', ¥’ vérificnt trois équations aux dérivées

partielles du troisieme ordre ('). Si nous posons, comme précédem-

ment -
’ da  0p _ ay

y_ 1+ 4me'K
(81) P= etk
- I
(83) V= e G G mK)

et si nous continuons a désigner par p la résistance spécifique (résisti-
vité) de la substance, la premiére de ces équations sera

- Pa' da’ ) P00 1 (26 96 9o
(99) G =Qag +d "Q>m+m<mﬁ—vrz>'

Les deux autres se déduisent de celle-la par des permutations aisées.
L’'égalité (94) nous donne

dW _ [[da 92! OB 0°8'  dy' 0y
<W oF T o T o dﬁ)dm’

(96) =
puis, en tenant compte des égalités (g5),

_ W
(9/) —(ttT—H+(I),

('Y P. Dunen, Sur la propagation des actions électrodynamiques, équa-
tions (155).
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. T/0%a \? d*p"\2 VA%
= [(5) (%)~ (%) ]

Je
do’  IF ()6’ 97" A 97
- ( = g
- ")f<th +0: o o Adc>d

do' 'O 0B 00 dy' 00
HP—Q)f(W Jzgt T or ayot T or «wt)d

— 2¢' (06 da’ 96 9B’ 99 dy
b= m/(*’-ﬁ*dy o0 " as d‘>dm

do’ 9*o ()B’ 9T dy' 9y
K’p/(()t 9 T o0 9 Y or dﬁ)dw'
Mais Pemploi du théoréme de Green, des conditions (72) et de

I'égalité (78) transforme ces expressions de IT et de @ et permet
d’écrire

(98) = A ()T_)+(06’> <d
_Qf[ <ou)z +<oyo¢>2+<i3/z)2
(25~ (25) - (2]
(ww +<())/()t>+

+(Q—-P)f<m> dw

! da’ 2o’ 9B 9B oy 9%y 06
(99) q”-_K/_p‘/‘(W'(‘ﬁT—FWW_F()tW—’r-a/.a()t)dm

avec

+
/\ /_\
Y
(2]
<
~

Considérons maintenant la quantité

o =t [ ST+ () () e

Nous trouvons

dX 1 "[/0a'\? Jp"\? *’>3 28
(IOI) —(_{?—_—_—QKIIO,/ [(W) +<dl> <—(T[ +a2/l_‘9]d65.
puis
(102) —— =—10,

Formons la somme
(103) Y=W+X.
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Les égalités (96) et (101) nous donneront -

0 ol 0B BBy 0y
(1o4) f% P T T T T-RR TR TE

k() + (3) = (%) = 2|
tandis que les égalités (97) et (102) nous donneront

. drY
(103) i —— =1L

Ces formules une fois établies, nous allons démontrer quatre lemmes
analogues & ceux que nous avons démontrés au numéro précédent.

Premier Lemme. — On peat, & l'instant ¢ = o, choisir, dans tout le
corps, les valeurs de

S (9 oo
o \e ), o)) 7

° Que les valeurs absolues de ces quantités soient inférieures aux
limites supérieures qui leur ont été assignées;
2° Que les conditions (72) soient vérifi¢es;
3° Que l'on ait, & cet instant,

_ 20\ _ A
(106) 90 =0, (&)ﬁ—— 0, <—072->0~—0,

4° Que l'intégrale
o) % fdcx’ rol 08 B oy Y
=

ot o ot 9 T o g
ait une valeur positive.

de telle sorte :

< () (3) + (50) J

Définissons, en effet, les fonctions p, ¢, -comme au premier lemme
du numeéro précédent, et posons

_ dg 0z

w=i (E-5) o
da\ dg or
(%), =+ (E-%) -
Ra\ dg  or
(5e)=r(E-5) -
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A, &, v sont trois quantités indépendantes de z, y, s et, jusqu'ici,
arbitraires. La deuxiéme et la troisitme conditions sont désormais
vérifiées.

[égalité (107) deviendra

T 1 ‘[(9g _ dr\? ar  dp\? ap  0g\?
o= (v i) [ (=) + (= 5) = (= 52) ] e

Il suffira de donner & v une valeur positive plus grande que la valeur

absolue de —— pour &tre assuré¢ que Z, est positif. -

2K'p
Cela fait, on pourra donner aux constantes A et g qui, jusqu'ici,
sont demeurées arbitraires, des valeurs absolues assez petites pour que

la premiére condition soit siirement vérifiée.

Druxmine LEMME. — Si P est négatif et si, a I'instant £ =0, on a

. /99 0%0
(106) Hy=o, (:7/-)0: o, <-d—ﬁ>0:: o,

0 demeure nul quel que soit ¢.

Différentions la premiére égalité (95) par rapport & x, la seconde
par rapport a y, la troisitme par rapport a z, et ajoutons membre
a4 membre les égalités obtenues, en tenant compte de la défini-
tion (78) de 0. Nous trouvons que 0 vérifie I'équation aux dérivées
partielles

3 1 [ 2g 20
(108) %=”A3—f+m(af—k —37>

S’il élait établi que toules les intégrales de cetle équation sont,
lorsque P est négalif, fonctions analytiques de z, y, 3, t, la
démonstration du lemme s’achéverait comme s’est achevée, au
numéro précédent, la démonstration du second lemme. Mais pour
I'équation (108), on n’a pas démontré, du moins & notre connais-
sance, un théoréme analogue a celui qu’Axel Harnack a démontré au
sujet de 1’équation de Laplace.

La seule proposition que nous puissions affirmer gvec assurance au
sujet de I'équation (108) est la suivante :

St P est négatif, il ne peut pas cxisler de surface, five ou
variable avec t, qui séparcrait deux intégrales analytiques diffé-
renles de Uéquation (108), au travers de lagquelle § et toutes ses
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dérivées jusqu’ a Uordre n (nZ2) seraient continues, tandis que
les dérivées d’ordre (n + 1) ow 'une au moins d'entre elles seraient
discontinues.

Appliquons, en effet, la méthode de Christoffel et d'Hugoniot & la
détermination de la vitesse normale de propagation 9% d’une telle
onde. Nous trouvons

q2="P,
en sorte que % est imaginaire lorsque P est négatif.

Ce résultat rend vraisemblable, mais ne suffit pas a transformer

en vérit¢ démontrée le postulat suivant :

Postoiar. — Lorsque P est négalif, toute intégrale de I'équa-
tion (108) est fonction analytique de t, méme pour t = o.

Si I'on admet ce postulat, la démonstration du deuxi¢me lemme se
fait sans aucune difficulté.

Troisiime LEsME, — Posons, comme au numéro précédent,
Q
a3 9 07 o e de! 0B _

)~

05 oy P 9r oy Y 9y T ox M

On peat, & I'instant initial, choisir, dans tout le corps, les valeurs de
, da! d*ol
Foo \or), \or >0’ ’

1° Que les valeurs absolues de ces quantités solent inférieures aux
limites qui leur ont été assignées;
2° QQue les conditions (72) soient vérifiées;
° QQue l'on ait, & cet inslant initial,

de telle sorte :

(109)

° Que l’intégrale
(110) TO__f

soit positive,

o 0 L08R oy oy
o o T ot v o o
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Définissons la fonction u(x,y,s) comme au troisitme lemme du
numeéro précédent, et posons

ol =3 08 "_2‘_> =0 Py _ 0
A ot ), Pz Fr Raladrs

A, 1%, v étant trois quanlités, indépendantes de x, ¥, 5, qui sonl provi-
soirement arbitraires.
Quelles que soient les valeurs de ces quantités, la scconde et la troi-
sieme conditions sont vérifiées.
£ de ces déterminations de «), (2% , (L% lég
n vertu de ces déterminations de «,, { 5 )+ (577 ) o ++or I8
lité (110) devient

s (), 1\ [/0u\t, [duN | /du\? g’ 2‘
= [10 i) [(5) + () + () |+ g e e
On pourra toujours, aprés avoir fixé arbitrairement la valeur de A,

donner & v unc valeur positive assez grande pour que T, soit positif
quel que soit .

Il suffira alors de donner & . une valeur absolue assez petite pour
que I'exécution des premiéres conditions soit assurée.

Quarriine Lenye. — SiQ est négaltif et si l'on a, & l'instant initial,

(1) 0 g = O, (%) =o, (i)’:h) — o,
0 /e

N

©, demeure égal & o quel que soit ¢. ,
Différentions, cn ecffet, la seconde équation (g5) par rapport i s,
et retranchons-cn membre & membre la troisicme équation (95), diflé-
rentiée par rapport a y; en tenant compte de la définition (83) de w,,
nous trouvons 5 0
Do) 1 Jdw
37(7[’}- —Q A, + K -—()—t”-”) =o.

“n vertu des conditions (111), cette équation entraine cette autre :

) Puw, 1 doy
(rr2) e = Qdes— g

w, et w, vérifient des équations semblables.

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. 1I, 1913, 19
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Au sujet de celte équation (112), la méthode de Christoffel ct
d’[Hugoniot nous permet d’établir bien aisément le théoréme suivant:

St Q est négatif, il ne peul exister aucune surface, five ou
variable avec (, qui séparcrail deux intégrales analytiques diffé-
rentes de Uéquation (112), au travers de laquelle w, et toules ses
dérivées jusqua Uordre n (nZ1) seraient continues, landis que les

dérivées d’ordre (n+1) ou Uune aw moins d’entre elles seraient
discontinues.

Ce théoréme rend vraisemblable, mais ne suffit pas & transformer
cn vérité démontrée le postulat suivant :

Postotar. — Si Q est néealif, towte intézrale de 'équation (112
X S g o 1
est fonction analytique de t, méme pour t = o.

Si I'on admet ce postulat, la démoustration de notre qualriéme
lemme s’achéve sans aucune difliculte.

Ces lemmes établis, nous allons donner deux démonstrations diffe-
rentes du théoréme ¢noncé.

Premiire nEnonstrarioy. — Choisissons les donndées initiales comme
le premier lemme nous apprend a le faire.
Selon les hypotlhéses faites, le rapport PP, défini par I'égalite (8
3 I ’ o) )
est négatif. Dés lors, en vertu du second lemme, on a, quel que
soit ¢, H = o.
1égalité (98) se réduit alors &

_ Fol\t  (0%E
= f]GE) - (%
i 0o’ \?
_Qﬂ. (dx«n) +<

08\ 0B
+<d-r ot> +< )
N\ Y )’ d%y' )2
’ +<dw dt> + (()})"Uf{ +<()zdt .
Or, en vertu des hypothéses faites et de I'¢galité (85) qui définit (),
ce coefficient est négalif. L.a quantité IT ne peut donc jamais étre

2

P e ges oy . A d?
négative et, en vertu de I'égalité (103), il en est de méme de —--
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D’autre part, 0 étant constamment nul, les égalités (104) et (107)
permettent d’écrire
/.(l—_\:‘ —7
(@)=

) Ve e dY \
Le choix des donnces initialés nous assure que - ) aune valeut

positive. Y == W + X croit donc au dela de toute limite avec L.
Considérons maintenant la quantité X, définie par I'égalité (100).
Puisque § est constamment nul, clle se réduit ici &

AN AN A

v S0 ) ()

La quantité qu'on inlégre de o & ¢ ne peut jamais étre négative;

I'intégrale obtenue ne peut donc pas ¢tre fonction décroissante de ¢

comme K’ a ¢té supposé négalif, X ne peut jamais étre fonction crois-
sante de .

Dés lors, pour que Y =W + X croisse au dela de toute limile

avee ¢, il faut que W croisse au dela de toute limite avec ¢. C'est ce
qu’on se proposait de démontrer.

dw di.

SEcoNDE DEMONSTRATION. — (Choisissons les données initiales comme
il est possible de le faire selon le troisi¢me lemme.

En vertu des hypotheses faites, (Q est négatif. Dés lors, le quatriéme
lemme nous apprend que nous aurons, quel que soit ¢,

0= 0, 6, == 0, W;== 0.

Une démonstration toule semblable & celle qui a fourni Iégalité (g1)
donnera 'égalité

J*al 2 ota 0o’ \?

(113) f[ (()x()t) +<0_y4)t> +(\();dl>

:m 0? p/ 261 3

<dx0> +(4)y()t +<t):()l>
0%y 2*y' \? __ 06\2

<()z‘ ()l) (()y dt) <d: 4)t> ]a’m _f(—()_t> dw.

En vertu de cette égalité (113), I'égalité (98) se réduira a

n=[[(5) + (55) + (5) e [ (5 0o

+
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Or, en vertu des hypothéses faites, P est négalif. La quantité 1I ne
peut donc jamais étre négative ct, d’aprés I’égalité (105), il en est de

méme de ==
dt?

Les égalités (104) et (110) nous donnent

adyY .
<?ﬁ>o“ To.

Or, les données initiales ont été choisies de telle maniére que T, soit

(%f—) .Déslors, laquantiteY =W + X
[)]
croit certainement au dela de toute limite avec 2.

X est défini par 1’égalité (100). Comme la constante k de Helmholiz

positif.Ilenestdoncde mémede

4
a ¢té supposée positive, la quantité qui ligure sous le signe f ne
peut jamais étre négative et I'intégrale ne peut étre fonction décrois-
sante de ¢. Dailleurs, le cocflicient K’ a été supposé négatif; X n’est
donc jamais une fonction croissante de ¢. Pour que Y =W + X croisse
au dela de toute limite avec ¢, il faut, comme on l'avait annoncé,
que W croisse au dela de toute limite avec 7.

33. Il nous faut revenir maintenant sur les diverses définitions de
la stabilité qui ont é1€ admises au cours du présent Chapitre.

Aux n° 30 et 31, nos définitions reposaient sur la considération de
la quantité

(74) U:’;“f(oc"-’-!—ﬁ'i—!—y"z)dm.

Peut-on, aux perturbations initiales, assigner des limites supé-
rieures assez petites pour que l'intégrale U ne surpasse jamais une
valeur positive arbitrairement donnée d’avance? L'équilibre est stable.
Quelque étroites, au contraire, que soient les limites imposées aux
perturbations initiales, peut-on disposer de ces perturbations de telle
sorte que 'intégrale U croisse au dela d’une limite imposée d’avance,
si grande soit-clle? L’équilibre est instable. A la stabilité et a l'insta-
bilité ainsi définies, nous donnerons le nom de stabilité et d’instabilité
électrostatiques intégrales. L'épithéte électrostatique est introduite
ici pour rappeler que les quantités

A=Aj+o, B'=B,+p, C=Cy+y
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sont cclles dont la connaissance importe au calcul des actions électro-
statiques exercées, & chaque instant, par le corps polarisé.

La stabilité électrostatique intégrale ainsi définie est, selon ce qui
a été dit au n° 48, la seule au sujet de laquellc on puisse démontrer,
par une méthode inspiréc de Lejeunc-Divichlet ('), le théoreme
général dont il est fait usage au n° 15 et au n° 30.

A coté de cette stabilité et de celte instabilité, on en peut consi-
dérer d’autres que nous nommerons stabilité e\ instabilité électro-
statiques ponctuelles, ct que nous définirons de la maniére suivante :

Si l'on peut toujours, aux perturbations initiales, assigner des
limites supérieures assez petites pour que les valeurs absolues de ¢,
B’y ¥’ demeurent, en tout point ct quel que soit ¢, inférieures a des
valeurs positives données d’avance, 1'équilibre considéré posséde la
stabilité ¢lectrostatique ponctuelle.

Si, au contraire, quelque petites quc soient les limites supérieures
assignées aux perturbations initiales, on peut disposer de ces pertur-
bations de telle maniére qu’en certains poinis (ou, au moins, en un
certain point) du corps polarisé, la valeur absolue de 'une au moins
des quantités o, §', ¥’ croisse au dela d’une limite assignée d’avance,
si grande soit-elle, I’équilibre considéré est aflecté d’instabilité électro-
statique ponctuelle. '

Il est bien ¢vident que la stabilité électrostatique ponctuelle entraine
la stabilité électrostatique intégrale, mais que la réciproque n’est pas
vraie; que l'instabilit¢ électrostalique intégrale entraine 'instabilité
¢lectrostalique ponctuclle, mais gue la réciproque n’est pas vraic.

De la seconde de ces deux propositions découle cette conséquence :
Le diélectrigue non conducteur considéré au n° 31 posséde non
seulement l'instabilité électrostatique intégrale, mais encore Uinsta-
bilité électrostatique ponctuelle.

Lorsque I'équilibre élecirique n’est pas établi sur le diélectrique
considéré, ce corps exerce des actions électrodynamiques. Le calcul
de ces actions exige simplement que l'on connaisse, en chaque point

(') Le lecteur pourra trouver, au sujet de cette question, une discussion com-
pléte dans notre Traité d’Lnergétique, Chap. XVI, paragraphe 6, t. 11, pp. 304
et suiv.
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du corps, les composantes @, Y, ¥ de ce qu'on nomme la densité
de courant.

Nous pourrons alors définir des stabilités et des instabilités électro-
dynamiques, intégrales ou ponciuelles, tout & fait analogue aux
stabilités et instabilités électrostatiques; il suffira, dans les définitions
précédentes, de substituer aux composantes o', 3’, ¥ de I'intensit¢ de
polarisation, les composantes ¢, ¥, % de la densit¢ de courant.

In particulier, si, quelque petiles quc soient les limites supérieures
assignées a la perturbation initiale, on peut disposer de cette pertur-
bation de telle sorte que I'intégrale

{r14) S:%/‘(c_pg—f-'y-’—k’/f)dm

croisse au dela de toule limite avec ¢, le systéme posséde l'instabilité
¢lectrodynamique intégrale; il posséde seulement I'instabilité électro-
dynamique ponctuelle si, cn certains points, la valeur absolue de
'une au moins des quantités o, 4 el 4 croit au dela de toute limite
avec (.

La densité de courant se compose, en général, de deux parties :
la densité du courant de conduction u, v, «w et la densité du courant

’ W

de dt,p/acement ﬂ__, TR J

T, 50 &n sorte ¢u’on a

da! op’ Jy'
0=+ —— y—v+——’ L=

el que P'égalité (114) devient

o 3= [l B e (o ) o ) o

En ces formules, on doit biffer «, ¢, v si le corps n’est point con-
da' OB Iy .

ducteur, et TR T
Il apparait maintenant que I'instabilité démontrée, au n° 32, pour un
systéme & la fois conducteur et diélectrique, n’est comprise par aucune
des définitions qui viennent d’étre données, puisque la quantité dont

nous avons établi la croissance indéfinie n’est pas la quantité S, définie

si le corps n’est pas diélectrique.
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par I'égalité (115), mais seulement la quantité

| AT AT AN /AN
(94) W_zf[< ar) T\or) T\ ) dw.

Nous allons donc compléter ce qui a été établi au sujet de ce systéme
en démontrant le théoréme suivant :

I équilibre du systéme étudié aw n®° 32 est affecté soit d’instabilite
électrodynamique intégrale, soit d'instabilité électrostatique inté-
grale.

Pour démontrer cette proposition, transformons 'expression de S.
Si X, Y, Z sont, en un point, les composantes du champ électrique,

nous avons
pu =X, pr =Y, pv =17,

a'=K'X, p'=NK'Y, V=K.

De ces égalilés nous tLirons

! ! !
e =B w1 .
pl\’ pK’

’
oK

‘n vertu de ces égalités et des ¢galités(74) et (94),'expression (115)
de S sc transforme aisément en la suivante

U 1 dU

(116) S:—‘\\/—FP_,—KE-FIO—IGF[

Supposons que 'équilibre du systéme ne soit pas affecté d’instabi-
lité électrodynamique intégrale. Si P'on assigne aux valeurs absolues
des pertarbations initiales des limites supérieures suffisamment
petites, on sera assuré que, de quelque maniére ¢u’on choisisse les
pecturbations initiales, S ne croitra pas au dela d’une certaine limite
positive. Soit D cette limite. On aura donc, quelles que soient les
perturbations initiales et quel que soit ¢,

SZDh
ou bien, en vertu de I’égalité (116),

1 dU | : U
;K @ =P~V o
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et a fortiori, puisque U ne peut étre négatif,

1 dU .
ou hicn encore
1 dU ., )
— —P—I—(-; -;l—l_ = W —D.

Pour le corps considérd, oK' est négaltif; D est indépendant de ¢,
tandis que, d’aprés la démonstration donnée au n° 32, W croit uu deld
de toute limite avee ¢; il en est donc de méme dc‘:’l—llJ et, partant, de U,
en sorte que le systéme est atteint d'instabilité électrostatique inté-
grale, comme nous I'avions annoncé. .

Ainsi le systéme ¢tudié au n° 32 est affecté, soit d’instabilité électro-
statique intégrale ct, parlant, d'instabilité électrostatique ponctuclle;
soit d'instabilité électrodynamique intégrale ct, partant, d’instabilité
¢lectrodynamique ponctuelle; soit enfin, simultanément, de ces deux
sortes d'instabilité.

34%. Pour les corps diamagunétiques, les lois de I'Electromagnétisme
se sont montrées en contradiction avec le Postulat ¢noncé au n°® 3;
pour les corps diélectriques, au contraire, les lois de I'Electrodyna-
mique ne nous ont rien enseigné qui ne se pt accorder avec ce méme
Postulat. ’

Pour les corps magnétiques et pour les corps diéleciriques, les lois
de la Statique sont absolument les mémes; au contraire, les lois qui
régissent la stabilité de 1'équilibre ne sont pas les mémes pour 'une
et pour l'autre de ces deux catégories de corps, et cela, parce que le
mouvement de¢ aimantation sur les uns et le mouvement de la pola-
risation diélectrique sur les autres ne dépendent pas d’équations de
méme forme.

Gustave Robin a écrit ('), au sujet d’'une condition nécessaire et
suffisante pour la stabilité de I"équilibre qu'il pensait avoir donnée :

« Il importe de remarquer que, grice aux principes de Carnot,
nous avons pu établir complétement cette proposilion capilale, sans

(") Gustave RomiN, OFusres scientifiques : Thermodynamique générale,
p. 83.
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faire intervenir les lois de la Dynamique. Or, Lejeune-Dirichlet a
sculement démontré que le minimum du potentiel est une condition
suffisante pour I’équilibre stable, mais non qu’il en est la condition
nécessaire; et sa démonstration s’appuie sur des résultats empruntés
4 la Dynamique, ce qui cst un grave défaut : il n’est pas acceptable
‘qu’on doive connaitre les lois exactes du mouvement pour ¢tablir un
théoréme relatif a I'équilibre. »

A quel point cette derniére phrase exprime une pensée entachée
d’errcur et capable de conduire & d'inacceptables conséquences, les
théorémes démontrés en ce qui précéde en sont la preuve manifeste.

CHAPITRE 1V.

LES CORPS DIAMAGNETIQUES ET Lt PRINCIPE DE CARNOT.

33..En 1889, M. James Parker a publi¢, au sujet du diamagné-
tisme, un travail qui contenait d’importantes remarques (*). Repro-
duisons ici quelques passages de ce travail :

« Soit A un morceau d’acier aimanté d'une maniére permanente;
soit. B un morceau d’une substance diamagnétique quelconque, de
bismuth par exemple, qui, lorsqu’on le place sous l'influence du
corps A, est aimanté par influence et repoussé par A. Supposons qu’on
effectuc les cycles suivants d’opérations a température constante :

» a. Le corps B est amené d'une position P, éloignée de A, & unc
seconde position Q, voisine de A, et cela de maniére que I'aimanta-
tion de ce corps B ait, & chaque instant, sa valeur maximumj; soit W
le travail dépensé. Supposons cnsuite que le corps B retourne a sa
position primitive P en suivant en ordre inverse la modification pre-
cédente. Le travail W, qui avait été dépensé dans la modification
précédente, est recouvré dans celle-ci. Il n’y a donc, en somme, ni
perte ni gain de travail.

» b. Le corps B est amené de P en Q si rapidement que I’aimanta-

(') J. Parker, On Diamagnetism and the Concentration of Energy (Philo-
sophical Magasine, 5¢ série, L. XXVII, mai 1889, p. 403).
Journ. de Math. (6° série), tome IX, — Fasc. II, 1913, 20
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tion de ce corps B n’ait pas le temps de s’altérer d’une maniére sen-
sible. Le travail fourni & B sera inférieur & W. On laisse ensuite B
dans la position Q assez longtemps pour (u'il atteigne I'aimantation
qui convient a I’¢quilibre, puis on le raméne rapidement de Q en P
par le premier chemin renversé. Le travail rendu par B cst supérieur
a W. Ce cycle fournit donc, a4 température constante, un gain de
travail, contrairement au principe de Carnot.
» Trois voies se présentent pour résoudre cetle difficulté :

» 1° On peut supposer que le travail qui a été obtenu a été créé de
rien. Cette maniére de voir est en contradiction 4 la fois avec le prin-
cipe de la conservation de I'¢énergie et avec le principe de Carnot, et
ces derniers sont, aujourd’hui, universellement acceptés;

» 2" Le développement du magnétisme sur les corps diamagné-
tiques est instantané, contrairement & ce qui arrive pour les autres
phénoménes physiques qui exigent un certain temps.

» 3° Le travail qu'on a gagné a été produit aux dépens de la
chaleur; dans ce cas, le principe de I'énergie demeurc intact, mais le
principe de Carnot est en défaut. Si nous employons le travail produit
a transporter de la chaleur d’un corps froid 4 un corps chaud, nous
sommes en possession d’'un moyen qui permet de produire des inéga-
lités de température, c’est-2-dire une concentration d’énergie, sans
aucune action cxtérieure. Il devient donc nécessaire de modifier le
principe de Carnot. »

36. Pour décrire le cycle défini par M. J. Parker, il faut déplacer
le corps magnétique. On peut imaginer un cycle analogue dont le
parcours laisse le corps immobile; les principes et les résultats restent
essentiellement les mémes, mais la discussion en est rendue plus
aisée. ’

Imaginons un corps magnétique immobile en une région de’espace
ol certains autres corps qui seront, en notre analyse, les corps exté-
rieurs au systéme étudié, engendrent un certain champ magnétique.
Soient I, M, N les composantes, en un point, de ce champ magné-
tiqgue externe. Soient A, B, C les composantes, au méme point, de
I'intensité d’aimantation prise par le corps magnétique qui constitue
le systéme étudié.
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Si ce corps r'est parcouru par aucun courant de conduction;
S'il ne porte point une polarisation d/é/ect/'/qu(' variable;
Si, enfin, il demeure immobile,

une modification élémentaire au- cours de laquelle A, B, G varient
l‘cspectlvement de dA, 8B, oC correspond 4 un certain t[‘dlel c[fectuc
par les actions extérieures, ct ce travail a pour expression :

(117) G::f(Lé‘A—i—MéB—i—Nc)C)dm.

Cela pos¢, considérons le cycle suivant, que nous supposerons par-
couru sans que le corps magnétique éprouve aucun changement de
température :

1° Au début de la premiére opération, les corps extéricurs sont
supposcés dépourvus de tout courant électrique et de toule aimanlation,
en sorte que le champ extéricur est nul. Le corps magnétique est com-
plctement désaimanté :

[.L—=o, M=o, N = o,
A=o, B :=o, C=o.

Brusquement, ¢est-a-dire en un temps nul, nous établissons le
chamyp cxtérieur; il prend, en chaque point (x,y, 5), des compo-
santes (que nous désignerons par Ly, B,, C, ; nous admettons qu’aucune
atmantation ne peut étre instantande, en sorle que, pendant cette
opération de durée nulle, 'aimantation du corps considéré demcure
nulle. On a donc, a la fin de cette opération,

L = L,, M=M,, N =N,,
A==o, B =o, C=o.

2° La deuxiéme opération counsiste a laisser le corps magnétique
sous ’action du champ externe (L., My, N,), maintenu invariable,
assezlongtemps pour qu'il prennc ’aimantation d’¢quilibre (A;, By, C,)
qui convient & ce champ. On a donc, 4 la {in de cette seconde opéra-

tion,
L= L, M =M, N = N,,

A=A, B =8, C=0,.

3° En la troisiéme opération, nous anéantissous brusquement le
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champ magnétique externe; en vertu de la supposition formulée
4 propos de la premiére opération, 'aimantation du corps ne varie pas,
en sorte qu’a la fin de celte troisiéme opéralion, nous avons

ILL—=o, M=o, N = o,
A=A, B =8, C=¢(,

4° La quatriéme opération consiste a laisser le corps sous I'action
du champ extérieur nul assez longtemps pour qu'il se désaimante
totalement. A la fin de cette opération, nous avons

L=o, M=o, N=o,

A =—o, B o, Cz==o.

Le corps magnétique a parcouru un cycle ferme et isothermique;
ce cycle difféere de celui que M. Parker a considére; mais au sujet de
ces deux cycles, des suppositions semblables ont été faites; il est donc
naturel ¢u'ils conduisent tous deux & des conclusions semblables.

Calculons le travail accompli, durant le parcours de ce cycle, par
les actions extérieures.

Sclon la formule (117), ce travail est nul aussi bien durant la pre-
mi¢re opération que durant la troisiéme, car, en chacune de ces deux
opérations, Paimantation du corps demeure invariable.

Ce travail est également nul durant la quatriéme opération,
puisqu’elle s’accomplit alors que le champ extérieur est constamment
nul. :

Le travail externe relatif au cycle total se réduitl donc au travail
relatif & la seconde opération. Pendant que celle-ci s’accomplit, L,
M, N gardent les valeurs invariables Ly, My, N, tandis que A, B, C
croissent respectivement de o, 0, 0, 4 Ay, B,, C,. La formule (117)
nous montre alors que le travail externe accompli dans la seconde
opécration et, partant, dans le cycle tout entier, a pour valeur

(118) e:f(LoAﬁl\fr(,Bo+Nocﬁ)(/m.

Mais A, B,, G, sont les composantes de I'aimantation d’équilibre
qui correspond au champ externe 1, M, N,; elles sont donc données
par les équations (2) ou les diverses quantités devront étre affectées
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de l'indicc o; en d’autres termes, si K est le coefficient d’aimantation
de la substance et V, la fonction potentielle magnétique due & la
distribution Ay, B,, C,, nous aurons

av,
A =K <]‘0_ E'd—-)

av,
(r1g) B"—I\(L“—Edy)

IV,
C,=K <L0_s‘—d—>

~

et 1égalité (118) deviendra

2 2 d 7
(120) e:f.____w_" LRy <A0%+Bo%+c "()")dw

Celte égalité peut encore s’éerire un peu autrement. Conformément
a lécalité .
a 'égalité (4), posons

¢ AT ()V0 ovy\
(lgl) Yo—;f<{\07;+]3 Uy ‘I‘CO ()q> aw

el nous aurons

7 ‘A - B
(122) &= '),KYO—%/————————-—“ } 2K+C" dw >

Ce vésultat est indépendant de la nature du corps magnétique et de
la figure quil affecte.

Imaginons maintenant que la substance considérée soit diamagné-
tique (K < 0), mais qu’elle soit assez faiblement diamagnétique pour
que (1 + 4=cK) soit positif. Donnons au corps étudié la figure d’'un
cllipsoide quelconque, et supposons que le champ externe (L,,M,,N)
soit un champ uniforme. On sait que, dans ces conditions, I'aimanta-
tion d’équilibre (A, B, C,) sera une aimantation uniforme. Dés lors,
ce (ui a été établi au n° 11 nous apprend que

Y f“\(|+BlI+C§d

est négatif. Ainsi, pour un tel corps diamagnétique, le travail
accompli par les actions extéricures durant le parcours du cycle
isothermique considéré est négati f.
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On retrouverait la méme conclusion en faisant usage d’un corps
diamagnétique pour lequel (1 + 4=z K) serait négatif, pourvu, toute-

fois, que (1 -+ —é’-mK) fat positif; selon ce qui a été dit au n° 10, il

suffirait alors de donner au corps non plus la figure d'un cllipsoide
quelconque, mais la figure d’une sphére.

Nous arrivons ainsi, a 'aide d’un corps diamagnétique, a conslituer
un cycle isothermique qui contredit & cette proposition de Clausius :
Lorsqu’un systéme parcourt un cercle isothermique, le travail
lotal accompli par les actions extérieures ne peut étre que nul ou
posilif.

C’est la conclusion que M. Parker avait également tirée du raison-
nement qquec nous avons l'eproduit.

37. Ce raisonnement esl vicieux, ef M. Parker a entrevu ce en quoi
il péche. ‘

Nous avons admis, d’une part, qu’une variation brusque du champ
magnétique externe n’entrainait aucunc variation brusque de 'aiman-
tation.

Nous avons admis, d’autre part, qu'il n’y avait pas, en notre corps,
de courants de conduction; qu'il n’y avait pas davantage de polarisa-
tion diélectrique variable, partant, pas de courants de déplacement.

Or, cette seconde supposition entraine celte conséquence : les
équations (2) sont, & chaque instant, applicables; la distribution de
I'aimantation sur le corps magnétique considéré est, & chaque instant,
celle qu'il faut faire correspondre au champ extérieur pour assurer
I'équilibre. Dés lors, il est contradictoire d'imaginer qu’une variation
brusque du champ ne soit pas accompagnée d’une variation brusque
de 'aimantation. Le raisonnement précédent est illogique.

Si I'on veut qu'une variation d’aimantation ne sc puisse produire
brusquement, il faul que les équations (2) cessent d’¢lre applicables
au corps parfaitement doux que nous étudions; pour cela, il faut et il
suffit que ce corps soit le siége de courants de conduction ou de cou-
rants de déplacement ou, & la fois, de ces deux sortes de courants.
Mais alors, le travail externe doit s’évaluer tout autrement que nous
ne 'avons ¢valué au n° 36. Nous allons calculer exactement ce travail
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et montrer comment ce calcul fait disparaitre tout paradoxe relatif
anx corps diamagnétiques.

38. Iin chaque point du corps considéré, I'intensité d’aimantation
a pour composantes A, B, C; I'intensit¢ de polarisation diélectrique
a pour composantes A’, B’, C’; la densité du courant de conduction a

pour composantes u, ¢, w; la densité du courant de déplacement
JA' oB" C’ '

a pour com § —1 ——> ——;
a pour composantc 90 90 or)

la densité du courant total a done
pour composantes '

3 _ JA/ Lo oB’ Yy — oC!
(123) (p__lt—kw, 11)._(—{—7)7/-, '<—~1+0t"

In chaque point agit un champ magnétique externe dont les com-
que p A p 5 q
posantes sont ., M, N, ct un champ électrique externe dont les compo-
santes sont X, Y, Z.
Si, pendant un temps d¢, le corps demeure immobile, le travail
y P ) y
accompli pendant ce temps par les aclions extérieures se compose de
deux termes :

Le travail magnétique externe

OA OB oG
r_d;f<1,7)7+ Mo - NW> s

ct le travail ¢lectrique cxterne
f’:zlt/(.\’rp +Y{+Zy)dw.

Le travail externe total a pour valeur

. C=1+41
ou bien
v . JA aB dC
(]34) © = (lt'[(\LT)T +MW+N W)dm

--i—dt/(Xu + Yv + Zw )dw

OIN OB G

Considérons, en un point du corps, le champ magnétique total. Ce
champ se compose :
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1° Du champ magnétique externe dont L, M, N sont les compo-
santes.

2° Du champ magnétique produu par I'aimantation distribuée sur
le corps; si I'on garde les notations posées au n° 1, ce champ a pour

composantes
oV gv oV

—E=—y — &= 5-;’—”:'

dz dy

3° Du champ magnétique produit par les courants, tant de dépla-
cement que de conduction, qui circulent dans la masse du corps.

Posons les formules

o— 9 .
(j’(x’ ¥,5)= \}/1d~ el A B ().)’ dw,,
123) (); d%
(x, y,z).—:. Al el Py dw,,
a; ol,
Kz, y,35)= P 357 — 0z dw,,

ol r est la distance mutuelle des deux points (z,y, ), (%,,¥,, 3,)}

' . a? “ .
désignons par - la constante fondamentale de I'Electrodynamique;

a . ' o e o - .
par 7 la racine carrée positive de celte quantité; par ye la racine
carrée positive de la constante fondamentale du Magnétisme; les com-
posantes du champ considéré seront

a\/_ () a\/_ a\/—
Va V2 \/?

Chacune des composantes A, B, C de’aimantation au point (z, y, 5)
s'obtient en multipliant la composante correspondante du champ

magnétique total par le coefficient d’aimantation K. Les équations de
I'aimantation sont donc I'équation

(126) A:K(L——sgz+ﬁ-\—/f(l‘)
ox \/’j

et deux équations analogues.
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Considérons de méme, au point (iz, ¥, 3), le champ électrique total.
Il se compose :

1° Du champ électrique externe dont les composantes sont X, Y, Z.
2° Du champ ¢lectrostatique; st V' est la fonction potentielle élec-
trostaticue, ce champ a pour composantes

L0V LoV 0 V'

—f =y —

()y’ —¢ PER

3° Duchamp électrodynamicue cré¢ par les courants de conduction
et de déplacement.

Désignons par k la conslante numérique introduite par Helmholtz
dans I'étude de I’Electrodynamicque; posons, avec Helmholtz,

(127) O(z,73) :”Lzﬁﬁ

2 r

—huy—axfr—a Yi—Y 5i—s3 Y
-+ 5 - ( e )+ e \"J[ -+ _I_'—Xl dm,,

et désignons par v(z, y, =), w(x, y, 5) deux fonctions analogues; les
composantes du champ considérc seront

a? guv a: g a? QW

> gt T 2 A’ T % de

° Du champ électromagnétique d& aux variations de I'aimanta-
tion sur le corps considéré.

oy 0%
Fle, y,3)= B, — P —Cj— dy dw,,
Jd- d~
8 ;
(I2 ) G(.‘L’,.)’,:):./ <C d_‘,——Al d—;)z[m‘,.
(ot ol
H(x,y,3)= Ald) Bld dw,.

Cette derniére partie du champ aura pour composantes

Posons

a\/e dF e 0G a\/— i

\/5 at’ 72_7 Vo o

Journ. de Math. (G® séric), tome 1X. — Fasc. 11, 113. 21



162 P. DUMEM.
En chaque point, chacune des composantes u, ¢, « de la densité

du courant de conduction s’obticnt en divisant par la résistivité p la

composante correspondante du champ ¢leetriques; on a donc

LoV @ 00 ayz OF

Jz 9 ot - Vo ot

_(129) pre=X—¢

et deux équations analogucs.

En chaque point, chacune des composantes A, B', ¢ de la polari-
sation di¢lectrique s’obtient en multipliant la composante correspon-
dante du champ électrique par le cocfficient de polarisation K5 on a
donc

! / 2 g : T
et deux ¢quations analogues.

Au sccond membre de I’égalité (124), transformons le premier terme
en tirant L., M, N des égalités (126); le second terme, en tirant X
Y, Z des égalités (129); le troisieme terme, en tirant X, Y, Z des éga-
lités (130); tenons comple, d'ailleurs, des ¢galités (123); nous trou-
vons

(l3l) ‘ = ([l/p(llz-k [T w‘l)dm
It d A B4 G2 / A - B2y O ;
“+ a T — K dw +- —T—(m

e fgy_if} ()Vgli_!_()Vf)_qdm
: ()x()t+5370l 9z 9t)"

4 dte' /<0V © -+ ﬂ_q’, +0V . >(/GS

Oz dy s
+d¢1§ f(%lT)(P +’(’)—‘:¢ +(—)§y,>dm
~(lla\/\§gf<%-ll?-(? +(f)—(l}-t'g **‘%}X )(lm
~d¢%—5f<w‘% +92r waldl >(lm.

Cetle ¢galité suppose que K et K’ demeurent invariables pendant
le temps d, ce qui exige que la température ne varie pas; si elle variait



SUR LE DIAMAGNETISME. 163
[

de %—t dt, il faudrait ajouter au second membre

( A B G2 K AR B G AR f’lczz
J Tk Tu‘”*f Y

Mais: 1 Si l'on garde 4 la quantité Y la signification que lui donne
I’égalité (3), unc'démonstration connue donne
8/ OVOA OV OB 9V Ly . dY
de ar dy dJdt M E ()t) 7]

2° Si I'on désigne par W le potenticl électrostatique total dii &
toutes les charges électriques et a toute la polarisation diclectrique
que porte le corps considéré, on sait qu’on a

I P
¢ ()1‘0+()y‘)+() W=

3° D¢ méme, si Pon désigne par II le potentiel électrodynamique
de Lous les courants, tant de conduction que de déplacement, qui circu-
lent dans le corps considére, potentiel ui a pour expression

(132) = a-f(l)o—k\)y—}-l}Z)/)dm,

on trouve sans peine ’égaliteé

a? <Ql_) o W \l __c/ll
A TR t/) CE=ETw

2

linfin, Pexamen des formules (125) et (128) donne immédiatement

ok L G, ol +“,0A+ 9B G _
ST T ST ot "X T T

Movyennant ces diverses formules, I'égalité (131) devient
y y Leg )

(133) G::dtfp(u’-@-v?_;.w?)dw

d ) [A+B+C A4 B2 G . |
It— ——dw - - i —1).
—tht(/ N dos +f oK do+Y+W )
Telle est Vexpression du travail accompli par les actions exic-
rieures penda,nl que le corps, mainteni immobile, ¢prouve une
modification élémentaire, isothermique et réelle.
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Sile corps parcourt un cycle isothermique a la fin duquel I aiman-
lation, la polarisation diélectrique, les courants, tant de déplace-
menl que de conduction, sont les mémes qu’au commencement, le
travail accompli par les actions extérieures se réduit &

[ S
([3[;) G :f /p(ui_i_ 02 4 (,p‘z) de.
' ty .

Positif si le systeme a été parcouru par des courants de conduc-
tion, ce tracail est nul en lout aulre cas, ce qui est conforme a la
proposition de Clausius.

Ce résultat fait évanouir Iobjection que, de la proposilion de
Clausius, on pouvait lirer, semble-t-il, contre I'existence des corps
diamagnéliques. .

On voit, par cet exemple, combien il est dangereux, en I'étude
thermodynamique de phénoméncs irréversibles, d’employer des rai-
sonnements intuilifs et sommaires analogues & celui dont M. J. Parker
a fait usage, Il est indispensable de suivre dans le détail la transforma-
tion réellement éprouvée par le systéme, en écrivant, & chaque inslant,
les équations qui régissent le mouvement de ce systéme. Cetle
méthode lente, mais stre, est la seule qui nous puisse mettre en garde
contre les conséquences paradoxales ou contradictoires auxquelles on
est souvent conduit par I'emploi de procédés trop hrefs ct trop peu
rigourcux.




