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Sur le mouvement d'un solide donné dans un fluide 
limité par une paroi fixe; 

PAB M. H. VILLAT 

A Monsieur Marcel Brillouin, 
Hommage de respectueuse admiration. 

Janvier 1911. 

Introduction. — J'ai déterminé dans ma Thèse [Sur la résistance 
des fluides, première Partie ( Annales de VÉcole Normale supé-
rieure, 1911, p. 2O3)] l'intégrale générale du mouvement d'un solide 
dans un fluide plan limité par une paroi fixe (p.) rectiligne indéfinie, 
lorsque le fluide, dont la densité est prise pour unité, est supposé avoir 

Fig. 1. 

y 

atteint un état irrotationnel permanent par rapport au corps (ce qui 
entraîne que le mouvement du solide se fasse parallèlement à la paroi). 
On admet en outre, conformément aux vues de Helmholtz, Kirchhoff, 
Levi-Cevità, la présence à l'arrière du solide d'un sillage fluide faisant 
corps avec lui, et limité par deux lignes de glissement (ou lignes libres) 
λ, et λ

2
, le long desquelles le fluide en mouvement par rapport au 

corps glisse sur la portion fluide adhérant à celui-ci. 
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Je rappelle que, dans le plan du mouvement s —x ιν, nous avons 
pris comme origine Ο le point du profil de l'obstacle où le courant se 
divise pour venir entourer celui-ci, en suivant tout d'abord les por-
tions GT, et de la paroi, puis les lignes libres λ, et λ

2
. Nous avons 

appelé ι la vitesse du corps, et nous avons vu qu'il était permis, sans 
rien modifier d'essentiel au problème, de supposer le corps immobile, 
en donnant au fluide à l'infini la vitesse ι (parallèle à la paroi [A). 

Ceci rappelé, j'ai démontré que tous les éléments du mouvement 
s'exprimaient facilement au moyen d'une certaine variable auxiliaire ζ 
(sur le plan de laquelle le domaine du plan ζ, occupé par le fluide mo-
bile par rapport au corps, est représenté sur la demi-couronne circu-
laire qu'indique la figure ci-dessous) et au moyen d'une fonction Ω(ζ) 

Fig. a. 

de cette variable; cette fonction est assujettie à certaines conditions 
(cf. ma Thèse, p. 233) et présente la même généralité qu'une série 
de Laurent dont un coefficient sur deux serait arbitraire. 

Une fois déterminée cette fonction Q(= θ-h i'T) tous les éléments 
du mouvement en résultent; je donne ci-dessous les principaux résul-
tats, renvoyant, pour leur démonstration, au Mémoire détaillé. 

Parois ©, et ©2 de l'obstacle. 

(ι) χ— — e,)* 
(w ) (w ) (w ) 

Xr . β , 
KÏ'·) -*1 KJHJ ΚΪΣ) -E'] 

(2) y-- —A^(e,—e,)(e, —e,)1 

X / e-t sin O [P(w/r vo) - p (w/ r )] 

ΚΪ ") - E'\ [«·(?'') ■- "J [Ρ

 (Ϊ
Σ

) -
 Β

·] 
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Élément d'arc d'une paroi. 

(3) dxa~ — ^t(e, — e
$
) (e,— e,)1 

X e -T [ p( w / r c Oo) - p (w/r o) 

ΚΗ - *■·] KR) -
 E

'J KS
FF

) --<·]' 

Résistance de l'obstacle. 

(4) Ρ = tf,+ /«
y
=i,r e^df. 

Dans ces formules, ρ est la fonction elliptique de Weiertrass, aux 
périodes η ω réelle, et 2 ω' imaginaire pure ; et nous avons gardé les 
notations habituelles à la Théorie des Fonctions elliptiques ('). Le 
rayon intérieur de la demi-couronne sus-indiquée est égal à 

(5) 
πω' 

q — e *ω < I. 

Ceci posé, nous avons reconnu que la fonction û correspondant à 

Fig. 3. 

un obstacle formé de deux lames issues du point Ο et faisant avec O.v 

(') Les notations adoptées dans ce Mémoire sont celles des Ouvrages fonda-
mentaux sur les fonctions elliptiques (notamment APPELL et LACOUI, TANNERY et 
MOLK). D'autre part, nous espérons qu'aucune confusion n'est possible dans le 
texte, entre le point ζ, d'argument c, et les fonctions elliptiques 4 et ζ. 
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les angles δ ± «, pouvait s'écrire, en posant 
(6) Ç = pe", 

m Φ 
Q10=2 A.„sh 1°S cosησ —ch^n 1°8~·^ βίη/ισ 

avec 
^ 4α 8ΐηησ

0 
π nsh(nlog^) 

(cf. ma Thèse, p. 239); nous avons vu aussi que les constantes a, δ, σβ 

devaient vérifier la condition 

(7) (ô — α)σ0-4- (à 4-α)(π —σ
0

) = ο. 

Je vais maintenant faire voir que cette fonction QJ est susceptible 
de recevoir une forme très condensée, par l'intervention de certaines 
fonctions de la Théorie des Fonctions elliptiques. 

Expression de la fonction û^. — Observons tout d'abord qu'on a 

Sh(„ .0,1) = 1 [(2)"- (£)"]. ch(„ log 2)
 =

 i [(2j"
+

 (£)"], 

Sh(«l0
g9

) = i^»-i;). 

Donc, nous pouvons écrire 
1 - (q/ p) 

Ω' = > — ρ" co$ησ p"sin«<7 2n 

ce qu'on a évidemment le droit de mettre sous la forme 

Q10=2λ" Τ η(ι - g*») P (C09/Ig + 1 Sm "g) 

4& sinnO q² cos nO - tsin nO 
"+ 7Γ η ( ι — qin ) ρ" ' 

ou encore, en remarquant les formules, évidentes d'après (6), 

pM(cosna-4- 1 sin ησ) =. ζ" ; - =: — ; 

fin Ω'—Υ 4α sin/ΐσρ y 4® sinησ
0

 g*" 
tî ~^Ζλ π n(i-qtn) ζ"' 

De sorte qu'au fond la fonction se présente comme une série de 
Laurent, convergente dans la couronne circulaire étudiée dans ma 
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Thèse (exception faite de deux points ζ= «*"· de la frontière). Ce fait 
ne doit d'ailleurs pas étonner, d'après ce qui a été dit dans cette étude. 

Pour la transformation que j'ai en vue je m'appuierai, dans ce qui 
va suivre, sur l'égalité 

(9) -7Γ ^ /< ' ~ ji ι — ζ e'9* 
I 

(dans laquelle le logarithme qui figure au second membre est celui qui 
s'annule pour ζ = ο et qui est valable pour 

|C < 1| 

exception faite des deux points ζ = é^c* de la frontière ). 
Cette égalité résulte de la formule 

log (1 + 5) = « 1—5· -f- (— i)n 1 — -+-... 

valable pour 
hU» 

exception faite de z= - 1 (cf. PICARD, Analyse, t. II, p. 75). Nous 
pouvons donc écrire, dans et sur la circonférence de rayon 1, sauf au 
point ζ == e - iO., 

log(i — ζ <?'».) = — ζ ei9— —... — VL
e

nio—.... 

Et de même, dans et sur la circonférence, sauf au point ζ = c>,e·, 

log(i — ζe~te·) = — ζ e~'co — ~β-«σ· —... — ~ er*i9»— 

D'où, par soustraction et observant l'égalité évidente 
gntv,— β-ηίσ«>= ai sin ησ#, 

la formule 

log(i — ζβίσ°)— log(i—ζ e~i9»)~- — 2 il Çsina
e
-f- — sin/ισ,-ΐ-...) 

ou encore 
sin nO 1 1 - C e - io 
JmÀ n '2i * 1 — ζ e'9» 1 

c'est-à-dire la formule à démontrer (9). 
Jour π. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. IV, iqii. 47 
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Ce préliminaire établi, revenons à l'expression (8) de Û^, et consi-
dérons d'abord la première partie 

(10) -Π Zà /I(I — qin) ς 
ι 

qui est entière en ζ. Comme la quantité q est plus petite que l'unité, 
on a évidemment 

(■") ,_' », ~i + qt"+q%n + ...+-q*pn + ..·■ 

De cette dernière égalité, et des règles de calcul des séries à double 
entrée, nous déduisons immédiatement que l'on a, pour |ζ| = ι, sauf 
toujours aux deux points é+- io, 

E sin no / n(1- q2n) Cn = EE sin nO / n q2pn Cn 
η * Ρ 

ce qu'on a le droit d'ordonner comme il suit : 

E sinnq / n (1 - q 2 n) C" v= E sin nsO + E sin 
Λ η η η 

Mais alors, comme |y9î|, | ··· sont inférieurs à ι lorsque 
| ζ | est < i, la formule (9) ci-dessus démontrée nous donnera 

1 ' π — q*»)* "" π | 8 ι-ζΛ S ,-gr'Çe"·+.... 

+ l°8 -*-···.· 

Prenons maintenant la seconde partie de QJ, à savoir 
«o 

Π 2* /I(I — qin) ζ" 
ι 

D'une façon analogue, nous aurons 

Σ *ιηη*« m _ γ γ _L 
m » ρ 

assurément valable dans toute notre couronne circulaire, où |ζ| est 
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toujours supérieur ou égal à q, et par suite à g*, q*, etc. Ensuite, 
nous ordonnerons le second membre comme il suit 

Σ  sin/ισο qtn ^βίηΛσ,/^'Χ" 

+ E sin n&o (qb +)...
+2

ÎHS(Ç)V.... 
Λ 1« 

Et comme, d'après ce qu'on vient de dire, j y j> % » etc. sont tous 

plus petits que 1 dans la couronne, l'égalité (9) nous donnera 

. -
 t

 .1 I — %=■ e~ia» [-ye". 

(13) 4& / r E sin q* |°
8

,
 8

 ' 

I 
+l°8—+ ··· ' 

Réunissant ces résultats, il est maintenant établi qu'on a dans la 
couronne 

04) log »-γ.-H log -4-...Η log -h. . 

ι ■— ~e~ta° ι — ΐ-=- e fTo ) 
log ; ... log : \ ..Λ . 

ι — y- £'σ· ι — - e'°o V 

Sous cette forme, on voit immédiatement que, si q devenait nul, la 
fonction Ω*

0
 se réduirait à celle que M. T. Levi-Cività a considérée dans 

sa théorie du fluide indéfini, et qu'il désigne par ω, {cf. son Mémoire 
Scie e Leggi di resistenze, § 10 et 11). Il est d'ailleurs possible de 
faire voir que l'hypothèse q — ο entraîne que la paroi ρ est éloignée à 
l'infini {cf. ma Thèse, p. 3o9). On devait donc retomber, dans ce cas, 
sur le problème étudié par M. Levi-Cività. 

La formule à laquelle nous venons de parvenir peut maintenant 



36ο Η. VILLA.T. 

être écrite successivement sous les formes suivantes, toutes évidem-
ment équivalentes : 

O»— Qgt |or *€~i9* -±. lïl lim loc *' — qiζe~t9^( :1 ~ gkζe~i9^· ·-(ι — 9*ρϊer*°·) 
r I - C eio r ( 1 - q E io ) (1 - qC e o) 

[* — %r β~ίσ·\ (ι — ^-β_/σΛ ... Λ — ~ β-ίσ«^ 

-« *«. β
 -£λ)...(.-ι^) 

ou 

ΐ2;— —log z-~7=-

2&i(ι — q1 ζ β~ίσ«) ί .ι — e,<r« j.. .(ι — q*pK e~iv») ί ι — ~-β,σο j 

π ip~m> (ι — 7'ζ«,σ·)^ΐ—\
e

~
i9

J' ' ^*
0

) ( '
 —

 'L~
 e

 ""j 
ou enfin 

g;^—ι-g ,_taW, 

+»«<·, . Ρ-Φ"°·+^ΜI - q²p (Ce - io + I / C e - io) + q bp 
*'/·=·> ^ 1

 —(c«". + J > - ?" (ζ «"· + rjz) + ?" 

c'est-à-dire 

II [ 1 - q²p [C e -io + I / C e - i&o] 

(15)βί=— Ιο8Τ^ζΡΐΓ + — '°β^ -
[ 1 - q²p (Cio + Cei&) + qp 

p = l 

le symbole Π étant celui qui désigne un produit infini. 
Or la Théorie des Fonctions elliptiques nous fournit des formules dans 

lesquelles interviennent de pareils produits infinis. Retenons pour l'ins-
tant particulièrement celle-ci (cf. TANNERY ET MOLK, Form. XXIX) : 

(!$') 

τ)»/1 

-

"iu — SI II U III — 2 <7 '' COS 1- //*'' . 

Π(■-?")' ■ 
I 
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Nous pourrons identifier les deux trinômes 

£ ι — q
x
t e~

ie
· 4- ^ J_

i9
 ^ 4- q

kp 
j et ^ ι — a q

tp
 cos ~ 4- q

K
*^ 

en posant 
y la 1 Hr 1 
ζ β~'σο-+- -—j- = acos—= e ω 4- -^· ς β-*»« ω <π" 

e ω 
Une des solutions de cette équation est 

tlttt 
é?«» = Çe-'®.. 

^L'autre solution s'en déduirait en changeant le signe de M, ce qui 

ne change rien au rapport ———\ 
sin r 2w u 

De là nous tirons 
«= ï(—+ I/i logG 

et ensuite la formule (i5') rappelée ci-dessus nous donne 

(16) H
 + +?

"] 

- * Π (ι g'-)» ^ '* ' 
2r (- Oo / 2 + log G / 2i ) e 

11 suffit de changer le signe de σ
0
 pour en conclure 

('7) Π [
1
 ~7"( ?

e
'"· + Ç7ST.) +-ï'\ 

#(-».+ £ logA 

26)11* q ) . /σ Ι°βί\nw / e 2r2 (d* log i) 
\ 2 21 J 

Transportant dans l'expression (i5)de QJ, et supprimant les fac-
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teurs communs, nous obtenons donc 

"·)O1 = 2&i / r log 1 - C -io 

,.ι '(â'·"-;··)2&i r (w / ir log G - w ) 

+ / r log & (w / ir log + w/ r go) sin (log C / 2i - Oo/2) 

Nous pouvons encore simplifier cette expression. Observons en effet 
qu'on a 

sin (log C / 2i + Oo / 2) tang (log C / 2i) tang (log G / 2i) + tang 

sin (logF / 2i - go / 2 ) 

et, d'après les formules d'Euler, 

t
unP

f]23Ï\ — ^ —g _ * __ < —1 

2i i(e1/2 + e -/2 + e - 1/2 log C 
d'où encore 

sin ^ ζ — ι-WtHng—(ζ + ι) 
(19) 

8,nl»
 C-.-«t.»g-(ï+.) 

> σ, ί ιr, 
ζ e 5 — e 1 . ι — ζ β'®. 

"· '»« j ζe - ioo 
Ce - e 

Donc il vient, en remplaçant dans (18) et supprimant les termes qui 
se détruisent, 

. *(£ΐοΒζ~"σΛ , 

(Ό) β^τ'°Γ)
ω

, , > x+-?-'ogg+— (,)· 
ir log 

Vérification. — Cette forme est notablement plus simple que la 
précédente; il est facile de vérifier après coup son exactitude, en 
constatant que la fonction de ζ ainsi définie satisfait bien à toutes les 

(1 ) Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, 6 février 1911, l. 152, 

p. 3o4· 
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conditions voulues. Celles qui sont relatives à la continuité sont évi-
demment satisfaites ; voyons les conditions aux limites. 

Sur la demi-circonférence supérieure | ζ | = i, la partie réelle de Q' 
doit prendre les valeurs 

δ —α si ο <ε<σ0 ... 
δ χ si σ0 < ε < π 

Or si nous faisons ζ = eh dans l'expression (20), elle devient 

(21) 

t(w/ E - w to) 
υ = log—^ Γ- Η 5—

ΊΕ Η

 -· 

5Ί — ε Η— σ„ ) 

Or & (w/ r E— est négatif pour ο<ε<σ
0

, et positif pour 

σ
0
< ε< π. De là, en nous rappelant la condition (7), qui peut d'ail-

leurs s'écrire 
2 & ro / r-δ-+-α, 

nous concluons immédiatement que la partie réelle de U est, pour 
ο<ε<σ0, 

Λϋ = (in) Η L = ιχ = ο — χ 

et, pour σ0<ε <π, 

Λυ = ΐ»=*+«. 
ιτ 

On retrouve donc bien les valeurs voulues. 
La vérification est un peu moins simple, pour ce qui concerne la 

circonférence de rayon y, sur laquelle QJ doit prendre des valeurs 
imaginaires pures. Faisons ζ = ^e14, et par suite 

loge = log?-+-16, 
ou 

log ζ = —= h «ε, 

en nous souvenant de la valeur (5) de q. Transportant dans QJ, nous 
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obtenons le résultat suivant 

^ ω H—ε ffo) * , . » 
v= l°g —7 r -+- ; : hi£ H 

\ π π y 

Or on connaît la formule (c/. TANNERY et MOLK, Fond, elliplXII) 

J ( u + ω') =en u J w'J 
D'où nous concluons 

,/ . ω ω \ ω. . . ω, 
\ ττ π / π π — 

d ( w' + π
 ε +

 π
 σ

°) *
 πΙ64*σ,ν,^(ε + σ

β

) *>-(β + *ο) 

et 
J8-(ε — σ0) 

{22) V=—log 
^-(ε 4-σ„) 

4- (— 3yi,(t)g<i\
 +

 4«τθωσ
0

 / W Λ 2ϋ£ίΐ. 
π \ π / π® \ /ω / π 

*.-(« σο) 
Observant maintenant que le quotient est positif pour 

^s —(ε + σ0) 

—π < ε< π, nous en déduisons que, sur la circonférence de rayon q% 

la partie réelle de ÛJ, c'est-à-dire de V, est 

a xi / a η' ω?Λ __ 4«ησ
0

ω' % «sr
0 

π \ π / π® \ /ω / π 
ou bien 

2&Do / r { 1 + 2i / r (nw' - n'w)} 

résultat nul, si Ton tient compte de la formule classique 
, , £*π 

*)ω — ΐ)(ι)= —· 

Enfin, on voit de suite que est lorsque ζ est sur l'axe réel. 
Il suffit en effet de remarquer que (en supposant ζ>ο, pour fixer les 
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idées) l'expression 

3
Λ21|οδζ---σΛ 

log — 
*(£LOG!: + I7 

ne change pas si l'on change partout i en —i : car elle devient, en 
observant que σ* est une fonction impaire, 

*(-.ϊ.|0Βζ--σΛ .J (w / ir logC - w / r go)) 
log— : — log— · 

r j(- ir / w log C + w / r gO) 

La fonction û„, dont la partie imaginaire devient en outre infinie 
pour ζ = satisfait donc à toutes les conditions qui lui étaient 
imposées. 

Ces vérifications n'étaient pas inutiles, puisque cette fonction QJ va 
servir de base à la théorie que nous allons développer dans le Chapitre 
suivant. 

Avant d'exposer cette théorie, je veux encore indiquer une forme 
pourUJ, équivalente à la forme (20), forme nouvelle qui nous sera 
utile ailleurs ('), et qui se déduit en somme de la précédente, par les 
relations qui permettent de passer des fonctions de Weierstrass à 
celles de Jacobi et Hermile. 

Autre expression de Ω^. — Revenons à la formule ( 15), et obser-
vons que la théorie des fonctions H nous permet de calculer autre-
ment les produits infinis étudiés ci-dessus. Avec la relation 

(23) 
nti)' _ K' 

η = e ito — e 

définissant la liaison qui existe entre les périodes avec lesquelles on 
doit construire les nouvelles fonctions, on sait qu'on a (cf. APPELL et 
LACOUR, Foncl. ellipl., P. 121) 

H (
2

 π
 " } = A 2q* sin u JQ [1 — 2 cos 2« -h çr^] 

/> = 1 

(' ) Cf. H. VILLAT, Sur te mouvement discontinu d'un fluide dans un canal ren-
fermant un obstacle (Annales de l'Ecole Normale supérieure, 1911 : à paraître). 

Journ, de Math. (6· série), tome VII. — Fasc. IV, 1911. 46 
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avec 
A = (» — 7*)(ι — '/)· · .(ι — <7,p)· · ·· 

Par suite, en posant 
2 C0S2H = ζβ,σ·4-I / C eoi 

c'est-à-dire si l'on veut 

"~7 »7 ê!" 
il vient 

K K 

N['-«»(-'·"- th-y ?■] - λ a)· 

De même, en changeant le signe de <J0, 

- r -, H^logC- -·~<χΛ 

II [ I - ( C e - iG + / C e - igo) + q kp] = A 2q1/4 sin (log G / 2i - G o) 

Donc enfin 

W) a
-2£i,ogl^ 

2&i [ H (K/ ir log C - K / r ro) sin (logC / 2i + i ) 

+ r log [ h ( K log + K go) sin ( log C - Go ) 

ce qui, d'après la valeur (19) trouvée antérieurement pour le quo-

Sin
(!^

 +
 5A 

tient —tt—=—^-r> se réduit à la forme définitive 

-Ρ#-S) 

H ( K log C - K go) 

(») i=
~

 g
„/K, - κ —· 

Étude du cas où l'obstacle a une forme donnée. 

Cas d'un obstacle polygonal. — Considérons tout d'abord un 
obstacle polygonal, dont les côtés, en nombre N, fassent avec Ο37 les 
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angles Θ,, 02

, respectivement; et soient 

Vj» Vj» ···» &p(— σ0)> ···> i) ηj 

les arguments des points de la demi-circonférence |ζ| = ι correspon-
dant dans le plan ζ, aux sommets de ce polygone. De sorte que, sur les 

Fig. 4. 

arcs successifs (1, e'®1), (c,<Tl, e'®1), ... de cette demi-circonférence, 
la partie réelle de la fonction Ω

0
 particulière correspondant au poly-

gone, devra prendre les valeurs constantes 0
n

 0
2

, .... 
Dans ces conditions, j'ai démontré dans ma Thèse (p. 249) qu'on 

pouvait écrire [ζ = pe1*] 
00 

(26) |^
Λδ

^(
Λ

'°®ρ)
 cos/lff

~" sinna j, 
1 

les coefficients A„ étant donnés par les relations 

A» = τ-—; -Γθδίηησ.-Η 0.(sin/ia·— sin/ισ,) +··.0j« 9ΐη/ΐ0χ_ι]. 

Il est à peine besoin de faire remarquer que, si le contour polygonal 
n'est pas concave vers le courant, la solution que nous développons 
n'a pour le moment aucun sens du point de vue hydrodynamique : 
car le fluide quitterait le contact avec la paroi dès qu'il atteindrait un 
sommet du polygone où ce fait se produirait. Comme le calcul actuel 
n'est destiné à nous servir que comme intermédiaire purement 
analytique, ainsi qu'on s'en rendra compte plus loin, nous n'insis-
terons pas sur ce point, la difficulté qui en résulte devant être levée 
a posteriori. 
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Cette remarque faite, observons qu'on peut évidemment écrire A
N 

sous la forme 

(27) An = 2 / r n sh ( nlog q ) [01 - O2 ] 

-+- (Q
p

— Qp+^sin/ia^-t-.. . + (0Χ_,— Q.Osinnajj-i]. 

Or la substitution, dans (26), de la portion 

Γ7—i (0| —0j)sin/iff„ 

de A
n

, fournirait, d'après le Chapitre précédent, une fonction qu'on 
pourrait déduire de ûj en y remplaçant 2a par 0

a
 — 0, et σ

0
 par σ,. 

De cette importante remarque, il résulte qu'en prenant DJ par 
exemple sous la forme (18), la fonction Ω„ correspondant à notre poly-
gone est 

(ï8) Ωο=ϋ!ι_£ι)|oSy££ 

;n n, ( R* + &)Ί I 

+ / { t ( w / ir log ) sin ( log X ) 

-h 
. ί(^

+
,-ο

ρ
) 1 - C iop 

7Γ & I — ΖΒ'^ 

+ -«/,.+■-M χ | _U pjJ V —12 + ™Î!L10J 

* I " ) 

. I-Ce-'·.—. 
r 1 - C e io x - 1 

io { t ( w / oir log - w / g n -1 ) 

+" | -H1#-=r)J ' i 
Enfin il ne faut pas omettre de rappeler que les constanles σ

η
 ... σΝ_,, 
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et 0,, ... , ΘΝ sont liées par la relation 

U9) θ,σ,-H — σ, -4- 0χ(7τ — ffx—ι) — ο 

(cf. Thèse, p. 2/19 et p. 3o2). 
Nous avonspris pourÛj l'expression (18) [légèrement moins simple 

que l'expression (20)], pour avoir l'occasion de retrouver à titre de 
vérification, dans le courant du calcul qui va suivre, l'expression de la 
fonction û qui convient à un contour donné, dans le cas du fluide 
indéfini, expression que j'ai déjà déterminée directement ailleurs 
(cf. Thèse, 2e Partie). 

Ceci posé, imaginons que nous partions d'un polygone tel que celui 
dont il vient dètre parlé, et que nous fassions croître indéfiniment le 
nombre des côtés de ce polygone, la longueur de chaque côté tendant 
vers zéro, de manière qu'à la limite cette ligne tende vers une courbe 
donnée. Dans ces conditions, la suite σ,, σ2

,..., σΛ_,,π, des valeurs de σ 
deviendra une suite continue variant de ο à π; et la succession des 
valeurs ô,, θ2,..., 0X

_, de ô deviendra elle aussi une succession continue, 
sauf peut-être à la proue de l'obstacle, qui dans ce qui précède corres-
pondait à σ -- σρ = σ

9
. Pour ne pas compliquer les notations, nous 

continuerons à nommer σ
0 la valeur de σ correspondant à la proue de 

l'obstacle auquel on parvient comme cas limite (bien que l'argument 
relatif à cette proue ait pu varier pendant la déformation du poly-
gone). 

Enfin, nous écrirons sous la forme 

(3o) 0 =. Φ(σ) 

la relation qui existe, dans la courbe limite, entre l'inclinaison θ de la 
tangente en un point (dans le sens du courant) et l'argument σ du 
point correspondant sur la circonférence |ζ| = ι dans la représentation 
sur demi-couronne. Si le profil de l'obstacle est continu et doué d'une 
tangente variant d'une façon continue ainsi que la courbure (sauf 
exception possible à la proue, pour σ=σ0), la fonction Φ(«ι) sera 
continue, sauf pour σ= <τ

0
; pour celte valeur de σ, Φ(σ) tendra vers 

Φ (σ
0
 —ο) ou Φ(σ0 t-o) suivant qu'on arrivera vers σ0 par valeurs 

inférieures ou supérieures : ces deux valeurs limites sont du reste 
égales aux angles que font avec Ο χ les tangentes en Ο au profil de 
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l'obstacle. Enfin, Φ(®·) possédera une dérivée pouvant être discontinue 
pour σ= σ9 (*). 

Nous verrons que Φ (σ) est la fonction arbitraire dont dépend tout 
le problème. 

Il résulte de la relation (29) considérée à la limite, que cette fonc-
tion satisfait nécessairement à la condition 

(3i) Χ Φ(σ)ί/3· = ο, 

sur l'établissement de laquelle je n'insiste pas, puisque aussi bien 
cette condition a été établie directement dans ma Thèse (p. 3o2). 

Ceci posé, admettons, pour fixer les idées, que notre polygone 
variable soit circonscrit à la courbe vers laquelle il tend ; alors, σ, σ2, ... 
étant toujours les valeurs de σ correspondant aux sommets du polygone 

Fig. 5. 

dans la représentation sur demi-couronne, qui convient à ce polygone, 
appelonsσ',, σ^, ... les valeurs de aqui correspondent aux points de 
contact dans la représentation qui convient à la courbe continue. De 
sorte que, dans la représentation relative au polygone, on a tout le 
long de l'arc <?'**+>, 

ô/»+i= consl. = Φ(σ),), 
et par suite 

0/1+1— 0Α=Φ(<7Λ)—Φ(<Γ'Α ,). 

(*) Ces hypothèses (entre autres la continuité de Φ et l'existence de sa dérivée), 
qui se rattachent naturellement aux conditions physiques du problème traité, ne 
sont nullement nécessaires pour la validité des résultats qui seront obtenus 
pkis loin, et notamment de la formule (A) et de la formule ( 51). Voir à ce sujet 
notre Note Sur le problème de Dirichlet relatif à une couronne circulaire 
{Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, i3 mars 1911), et le Mémoire 
détaillé {à paraître prochainement). 
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De là, et du fait probable qu'à la limite les trois quantités 

σΑ, σ'Α, c'A^
tf

 deviennent égales, nous concluons que l'expression (28) 
de û

0
 tend bien probablement vers une limite que nous allons écrire, 

et dans laquelle certaines intégrales définies interviennent tout natu-
rellement : ce fait tient à ce que toutes les différences 0*+, — Θ* tendent 
vers zéro, à part la suivante 

Ομ+i θρι 
dont la limite est 

Φ(σ0Η-ο)— Φ(<τ0— ο). 

Envisageons donc dans la valeur ( 28) de Û
0
 le premier terme et les 

termes analogues, ne faisant pas intervenir la fonction a*. Ces termes 
groupés donnent vraisemblablement naissance à la limite suivante : 

(3.) S = ijf +i / r / O' (o) log I - C e iG** 

+ ο) -Φ(ιτ. — o)] log '
t
~1Ce -io 

expression qui a un sens quel que soit ζ dans la couronne connue du 
plan ζ, et sur les bords. La transformation que je vais en faire n'est 
plus valable sur le bord extérieur. 

Une intégration par parties permet d'écrire après simplifications 
faciles 

/ Φ'(σ)Ιοε —r-rdo— | Φ(σ) log — / Φ(σ) = do 

Appliquons cette formule aux deux intervalles Ο, σ
β

—ο; σ
β

-Η ο, π. 
Il vient 

/ *'(")loSTrj?rrf® 

= *(j,-0)lug ' ~
ζ
Γ^' - /*'' "♦ (<r)

 3,ζ^0ίσ~ζ)„<{σ, 

' "fr'W'g
 f

.<fo 

=—Φ(σ04- ο) log —r= I Φ(σ) —=:da. 

Transportant dans S et simplifiant, nous avons 

S = !/·'♦(.) da
. 
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A cause de la formule (31), ceci peut s'écrire 

8 = 1 /"♦(.)( 3ζ
'7"-S.+ 1 ) dv, 

c'est-à-dire 

(33) Ssr — / Φ(σ) z—- dv. 

Ce qui est exactement l'expression de û qui convient au cas du fluide 
indéfini, comme je l'ai montré ailleurs. Cela devait être, puisqu'en ne 
conservant dans QJ que le premier terme, on obtenait la fonction cor-
respondant au fluide indéfini avec un obstacle formé de deux segments 
rectilignes (c/. infra, p. 309). 

Prenons maintenant dans (28) les termes que nous avons négligés 
jusqu'ici. En posant 

(34) 
g (w / ir log C - w / r g) sin(log C + g*) 

U(y) = log (w/ ir log +° w/ r g ) 

il est vraisemblable que la limite de cette somme de termes est 

(35) S,= -/ Φ'(σ) ϋ(σ) rfs-

-h - Ι Φ'(σ)ϋ(σ)</σ-+--[Φ(σ
β
4-ο) —Φ(σ

0
—ο)]ΙΙ(σ

0
), 

expression qui a un sens dans tout le domaine du plan ζ; la transfor-
mation qui suit n'est plus valable sur le bord extérieur. 

On peut écrire 

(36) J*Φ'(σ) U(a)rfff — [Φ(σ) ΙΙ(σ)] —J*Φ(σ) ϋ'(σ) de. 

Observons ensuite qu'on a 

U(o) = 0 
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et 

U(rt) = log-A^ ( Llip il +3^loge. 
j (w / log C + w) sin (2i 2) 

Mais (TANNERY et MOLK, XII) 

J ( w/ irlog ζ Η- logÇ — ω + 2wj = — e
 η

^
,1Γ

 · 

De là immédiatement 

U(π) = ,0β isz;+ ττ,ogÇ = °· 
e ir 

Appliquant alors la relation (36) aux deux intervalles ο, σ
0
 — ο; 

σ
0

Η- ο, π, il vient 

/Φ'(σ)\3(σ)(1σ= Φ(σ
0
—ο) ϋ(σ

0
) — / Φ(σ) υ'(σ)<5?σ, 

•'Ο 

/* Φ'(
σ

) υ(σ)</β· = — Φ(σ
0

4- ο) υ(σ
0
)—Γ Φ(σ)Ό'(σ)άσ. 

Transportant dans S,, nous avons enfin 

(3;) S
t
 = —- f Φ(σ)ΙΙ'(σ)</σ. 

Voyons maintenant quelle est la valeur de U'(c). En nous rappe-

lant que — = ζ M, un calcul facile nous donne 

(38) u'(.)=-ï[c(^k,t:-ï-) +
 c(^iog;

 +
 ï»)] 

+ 1 sin ( log C / i) 2 nW log C 

2 sin (log C + o / 2 + o/ 2 ) sin (log C / 2i - o/ 2) 

Journ. d»Math. (S* série), tome VII.— Fasc. IV, 1911. 49 
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OR on a, d'une part (TANNERY et MOLK, VII; APPELL etLiAcouR, p. Si), 

(3g) Ç(£U*C- £») + cgloiC+ %) = »i(£l«*t) 

p' (w / ir log C) 

p (w / ir log C) - p (w / r g) 

et d'autre part 
•
n

/!2£Ç\ ___ ' —c 
\ ' / 2 ' 

a sin —~· H— ) sin ( —^ — cos g — cos ( -

De sorte que finalement il vient 

(40) S1 = -α]
 φ("> 2%loeV + /

Μ
, Λ—7Τ1 

ι — ζ
! 2YiM. I 

+1(1- aÇcosgζ*) ι π* | do 

De là, en transportant dans Ω
β
 et supprimant la partie commune, 

(40 Ω = ΙίηιΩ
υ
-δ-*-8,= ̂ jf Φ(σ)— Τ^

Ιο
8

ζ 

+Κτ;'
0
»*) 1

 ts 
p(w/ ir log ) - P(w/ r q) 

Ce qui, à cause de la condition (3i), se réduit à 

(4.) 0(0 = gy(j;"»«C)jC*W ,
M
 y 

Remarquons qu'en posant 

(43) -g —s, φ(σ)—ip(.ç), 
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la formule précédente peut encore s'écrire 

m "(»=;/ φ·ω \ <ts, 

avec la condition 

(45) I W(s)ds = o. 

La légitimité du résultat que nous venons d'obtenir est loin d'être 
assurée. Cette légitimité résultera de l'étude approfondie que nous 
ferons de la fonction ù (ζ) définie par la formule (42), dans le pro-
chain Chapitre. 

Il ne manque pas d'intérêt de remarquer^ immédiatement que l'ap-
plication, sans autre forme de procès, de cette formule (42)» au Cfts 
de l'obstacle formé de deux segments rectilignes, nous redonnera bien 
pour Ω l'expression dont nous étions partis. 

Faisons en effet 
Φ(σ)=5—α pour ο<σ<σ0, 
Φ(σ)=ά-+-α pour σ0<σ<π, 

et calculons la fonction correspondante 

G = iw [ / p' (w / ir logC) 

r²L · Ks
,og

\)-KH 

r« 1 

/ ''(sIoîCJ-j'(Ï*) J 

où les constantes σ
0
, α, ο, sont liées par la relation 

(46) (i-«)ff, + (i + «)(it-j
0
)=:o, 

qui n'est autre que la condition (3i). A cause de 

—, ^~-r Γ- — ζ log ζ — - σ\ -h s(-Î-log£+ -<Λ — aç/^logçY 

p( / ir log C) - P (/ r o) 
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il vient pour l'intégrale indéfinie 

w / p' (w/ ir log C) J (w/ ir log C + w/ r g) 

r p(w / ir logC ) - P (w/ r g) do = log j(w / ir ) 

Et par suite 
J (w / ir log C + x / r o O) 

O
π
 L *(£-<-m

 u j

 J 
i { j (w / ir log + w ) j (w / ir log C - ) 

+ / r (g + & ) { & ( w / ir log - w ) j ( w / ir log C + w / r ao) 

-»c(£l«gï) (*-».)!;. 

Le terme de disparaît par suite de (46); on a d'autre part 
(TANNERY et MOLK, XII) 

jQ^ogc-wo) ̂  ̂
lot

. 

ί(^1ο8ζ-ω) 

et de la relation (46), on tire 

0 4-« — > ο — α = ( r: — σ0 ) — 2«. 

Donc la fonction û obtenue se met finalement sous la forme 

Û = —(2î—Λΐο ξΛΐΞ L_Z 

t (w / ir log C - w / r Go) 

g (w / ir log C - w / r go) 

~ gL/-»i r » V~'"+ ir 
ir r 
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ou encore 

J( w/ ir log C - w / r 

a= —
r M

 \ +^ê-'ng;+—· 
ir r 

On retrouve donc bien la fonction QJ primitive, ce que nous voulions 
vérifier. 

Les deux formes de la fonction Ω. — En résumé, dans ce Cha-
pitre, nous avons obtenu pour Ω la forme 

(A) 

p' (w/ ir log C) 

O(C)= *(*> (
f,i

\ A (» \
da ( ) 

ir r 

valable dans la couronne circulaire du plan ζ, sauf sur la frontière exté-
rieure. Cette forme sera, pour les applications, de la dernière impor-
tance. Mais, des formules (32), (34), (35), il résulte une autre expression 
de Ω, qui sera valable partout, y compris sur la circonférence |ζ| = ι, 
et qui dans le domaine, sauf sur cette circonférence, sera exactement 
équivalente à l'expression ( A). Cette forme partout valable est 

G (C ) = i /rΦ'(<0 ïog \ _ da + ο) - Φ(σ
0
— ο)] log 1

ι
 _*ζ

ϋ
ίσ,° 

i / / (j (w / ir log C - w / r O) sin (log C / 2i + o /2) 

+ r / 0 { log ( j ( dfdk;mêrgù ,f) sin md log 

j (w / ir logC - w / r go) sin (log C / 2i + g0/2) 

+ r O (Oo + O ) u + led log ( j ( w log C + dkf si,n logX ) 

ou bien, après réductions évidentes, et à cause de 

Slil\ il + a j
 1(T

' — Ke+i9

 et 

(sin (log C / 2i - g/2) 

(1 ) Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. 152, p. 3oo. 
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il vient 

(IM 

j(w/ ir log - w/r o ) 

G(C) = i/r / G O' (o) log j(w / ir log C + w / r g) 

j ( w/ ir log C - w / r go ) 

+ / r [go + o ) - ( go - O )] log g (w /ir log C + w / r) 

Ceci peut encore se simplifier, en remarquant l'égalité 

J σΦ'(o)dc — σΦ(σ) — J*Φ(σ) do 

qui nous donne, en tenant compte de la discontinuité pour σ = σ
0

, 

/σΦ'(σ) do = σ
β
[Φ(σ

0
—ο) — Φ(σ

0
-ΐ-ο)] -+-πΦ(π) — / Φ(ο)όο, 

c'est-à-dire 

(4") / σΦ'(σ)άσ :=σβ[Φ(θο — ο) — Φ(σβ4- ο)] -4- πΦ(π) 

à cause de la condition (3i). 
Remplaçant dans (B

0
) et simplifiant, il vient 

(B) 

,
 r

n *(τ>β
ζ

-£
σ
) 

&«) = -: f •'(σ)Ι<ν4^ 
\ιπ τ. J 

ite-logC-V) 

·+· —·(»« — ο)] log— 2—-

j (w / ir log C + w / r ) 

-+■ + FJ *(«)· 
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Étude de la fonction Ω(ζ). 

Il s'agit actuellement de vérifier que les formules obtenues dans le 
précédent Chapitre sont légitimes, et, à cet effet, de faire voir que la 
fonction Ω (ζ) définie par les relations (A) ou (B) satisfait bien dans 
la couronne à toutes les conditions voulues par la théorie. Voici le 
détail de ces conditions {cf. ma Thèse, p. 233) : 

i° La fonction Ω doit être réelle si le point ζ est sur l'axe réel; 
2° Elle doit prendre des valeurs conjuguées en deux points ζ con-

jugués; 
3° Elle doit être imaginaire pure pour |ζ| = y; 
4° La partie réelle Θ de Ω doit prendre sur la demi-circonférence 

supérieure |ζ| = ι (ζ = eée) la succession de valeurs Θ = Φ (ε) (c'est 
la condition imposée par l'analyse du Chapitre précédent). Sur la demi-
circonférence inférieure, Θ prend naturellement les mêmes valeurs 
que sur la demi-circonférence supérieure aux points conjugués; 

5° Sur la circonférence |ζ| = ι, la partie imaginaire ι Τ de Ω doit 
être continue, sauf pour ζ = <***· où Τ doit être infini. Τ doit être nul 
pour ζ = ± ι ; 

6° La fonction Ω (ζ) doit être une fonction continue de ζ dans tout 
le domaine constitué par la couronne circulaire de rayons extrêmes q 
et i, limites comprises, exception faite des deux points ζ = ê*9· de la 
frontière extérieure. 

Les premières tout au moins de ces conditions se vérifient ici sans 
peine. 

Ω est réelle sur Γ axe réel. — Prenons Ω sous sa forme (A) 

®U) = Ztf Φ(*)-7 ^ rda, 

p (ir log C ) - p (/ r o) 

et supposons ζ réel et positif, pour fixer les idées : alors, le point ζ 
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étant dans la couronne, on a 
q < ç < j » 

et, par suite, 
log^r < logÇ < o, 

c'est-à-dire 
— < log ζ < ο; 

donc ^;1^ζ varie dans ces conditions, entre ω' et o, en restant ima-
ginaire pure. On sait qu'alors {cf. APPELL et LACOUR, p. 70) 

p(w/ir logC)est (entre e3 et ~ °°)> et esl PUrement 

imaginaire. Donc Ω est réelle. 

Ω prend des valeurs conjuguées en deux points ζ conjugués. — 
Cela encore est à peu près évident : on peut en effet écrire, en dési-
gnant par F une certaine fonction, que je n'explicite pas, 

a(0 = ip'(£i°ec)r[j>(£|og?)]· 

Prenons alors pour ζ deux points conjugués, que nous pourrons écrire 

Ç=Pe''9 . logC = logp -h /σ, 
Ç,=pe-a logÇ,—log ρ — ισ. 

Alors il viendra 

Ω
(
 ί ) = iff (£logp + %) f[P(^ logp + %) |, 

8(C. ) = 'f'ij- l°SP - % *)
 F

 [j> ( ̂
 ,0

SP - |»)j· 

c'est-à-dire, en observant que j) est une fonction paire, et p' une fonc-
tion impaire, 

a(i>)--'>'(-^logp + ̂ ^F^-^logp + 2o)J. 

Sous cette forme, on voit que Ω (ζ,) se déduit de Ω (ζ) en changeant 
ten — 1; ces deux expressions sont donc bien imaginaires conjuguées. 

On a un calcul analogue en prenant Ω sous la forme (B). 
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Ω est imaginaire pure pour |ζ| = q. — Partons toujours de la 
même expression (A) et faisons 

ζ r= qeu. 
/ 1tt)'\ 
\q — e 'ωΛ 

et par suite 
JogÇ = : h «ε. 

Dans ces conditions, la quantité deviendra (APPELL et 
LACOUR, P. 402) 

"(«'•'V'H·*?·)"." ■ 
p (r) -s 

et elle sera réelle; de la même manière, on aura 

Kê"«) M" ''·) -(e1 - e3)(e2 - e3) / w p' (w / r) 
prs 

quantité qui sera aussi réelle; l'équation (A) montre alors bien que Ω 
est imaginaire pure. 

Valeurs de la partie réelle de Ω sur la circonférence |ζ| = ι. — 
Prenons cette fois Ω sous sa forme (B J, puisque nous sommes sur la 
frontière extérieure, et faisons 

t = e'eï il vient de suite 

(48) 

ν /ω ω 

a(e*)=-J Φ'(α)Ιο S-~ Î-A 
r r 

J (z E - w) 

+ i[*(,,,+ o)-*(
e
.-o)]log—l r / w 

g (r E + r Go) 

+ (^r't + ')♦(*)· 
fourn. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. IV, 1911. 5θ 
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Pour fixer les idées, plaçons-nous sur la portion supérieure de la 

circonférence, et plus précisément supposons 

ο < S < <7,„ 
de sorte que 

'{Z—Z«)<0· Λ7.ε + Έσ')>0· 

g (w / E w / f) 
et que la portion imaginaire de log —- — sera ο pour σ com-

j(/ r E + r g) 
pris entre ο et ε, et π: pour σ compris entre ε et T.. 

Dans ces conditions, la partie réelle de û (e,e) sera évidemment 
• „T. 
- Ι φ'(σ) (ιπ) th ■+■ -ίΦ(σ

Β
-ί- υ) — Φ(σ

β
— ο)] («;:) + Ψ(~). 

Mais 

jf Φ' (σ) de — [Φ(σ)]|·-·+ | Φ(σ-)15„„ - Φ (τ:) — Φ (σ
β
+ ο) Η- Φ(σ

0
 - ο) — Φ(Ε). 

Donc, en remplaçant, la partie réelle en question devient 

— Φ(π) + Φ(σ„4-ο) — Φ(σ„— ο) 
4-Φ(ε) — [Φ(σβ+ο)~ Φ(σβ— ο)1 4- Φ(τ:) - Φ(ε). 

Démonstration analogue pour σ
0
 <ε<τ:. 

/M partie réelle de la fonction 12 construite reprend donc sur la 
demi-circonférence supérieure |ζ| — ι les valeurs Φ (ε) voulues. 

Les valeurs prises par cette partie réelle sur la demi-circonférence 
inférieure, sont les mêmes que sur la portion supérieure, puisque Û 
prend des valeurs conjuguées en deux points conjugués. 

Valeurs de la partie imaginaire /T, de Ω, sur la circonférence 
|ζ| ι. - - Nous appellerons ι'Τ la partie imaginaire de 12, en général, 
et «T, la valeur qu'elle prend en un point ζ — eu de la circonférence 
de rayon ι. Nous savons que nous pouvons nous borner à considérer 
la demi-circonférence supérieure. 

L'expression (48) écrite ci-dessus nous donnait la valeur de 0 sur 
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cette circonférence; nous en extrayons immédiatement la partie ima-
ginaire, à savoir 

(49) 

ϊ(-ε — -σ0 ) 

Τ, — - / Φ'(σ)Ιθ£ —— 1— de 

ϊ(-ε — -σ0 ) 

ϊ(-ε — -σ0 ) 

-h 1 [Φ(σ
0
Η-ο) — Φ(σ

0
—ο)] log —τ -Η^^εΦ(Γ). 

ϊ(-ε — -σ0 ) 

Le second membre a toujours un sens, tant que ε n'est pas égal à —τ
0

. 
c'est-à-dire tant que ζ ne coïncide pas avec un des deux points exclus : 
pour σ == ε, la quantité à intégrer se comporte en effet comme 
log \y — ε|, dont l'intégrale reste finie, comme on sait. 

On peut simplifier l'expression précédente en utilisant la formule 

r *(=»-z') 
/Φ'(σ)1(^ —: de = l Φ(ο") — Φ(ε)]1θ£ 

'U'+rj·r *(=»-z') 

r d ^7'-^ 
J ■*· <(«,+ -,!do 

dans laquelle on a introduit la différence Φ(<τ) — Φ(ε) pour que la 
partie tout intégrée reste finie pour σ = ε. On peut donc écrire 

f Φ'(σ)Ιθ£ -Ai Έ-l de 

\π π J 
w (ω \ 

= [Φ(σ0— ο)-—Φ(ε)]1ο? — 
j — e») 

. ί "U \ 
-j [Φ(„)_Φ(

Τ
)]_Ιο

8
 — ,h 

\π r. J\ 
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et 
ϊ(-ε — -σ0 ) 

Ι Φ'(σ) log -ήγ ?--L άσ = [φ(
π
)-φ(ε)]\οξ -

ϊ(-ε — -σ0 ) 

*(-« σ«1 
_[Φ(σ

β
Η-ο) — Φ(ε)]1<^ — ^— 

ϊ(-ε — -σ0 ) 

/ω ω \ 

_^
WFF)

_«.
(E)]

£
LOG

 LI Λ. 

\π π / 
D'ailleurs (TANNERY et MOLK, XII), on a 

,(ΐ5+ω)=-ε

 Κ"'
-

")' 
et par suite 

3 Ι — ε — ω ) ίηω. 

ί(^ + ω) 

Donc 
ϊ(-ε — -σ0 ) dgde 2 

(50) log 5 ( w / r E) 

De là nous tirons 

*{τ·+τή 

/ φ» "* )ι I "< 
*{τ·+τή 

*{τ·+τή 
= [Φ(σ,-ο) —®(*.-ho)]log — —L 

*{τ·+τή 

-^[Φ(π)-Φ(ε)]
ε
-^

π

ΐΦ(,)-Φ(.)]^Ιο
8 { '"· 
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Remplaçant dans T,, il vient enfin, après réductions faciles, 

(5i) T1 = 1 /r[♦(·)-·(.)] ^Og jf f| <*σ+^εΦ«). 
\π π / 

Sur l'expression initiale (49) de T, on aperçoit immédiatement que 
cette fonction devient infinie (négative) pour ε = ± σβ. Sur la der-
nière expression (51) nous constatons sans aucune peine que T, est 
nulle pour ε = ο et pour ε —π, c'est-à-dire pour ζ = =h 1 (points où 
la vitesse eT' du fluide doit être égale à 1). 

On a de suite T, = o, pour ε = o. 
Pour ε = π, T, se réduit à 

T; = - j [Φ(σ)-Φ(*)]£ΐο? -j £-{ de -T- 25? φ (H). 

Mais la formule (5o) donne 

d . \ω π/ d ( 3ηω \ 2ηω 

do j (w + w / r d) do r r 

et par suite 
T

', = ™ Γ^'φ^) de-jT\(7t) rfaj - ̂ Φ(«), 

ce qui est nul à cause de la condition (3i). 

Sur la circonférence |ζ| — ι, sauf pour ε = ±υ
β
,Τ, est une fonc-

tion continue de ε. — Je vais maintenant faire voir que T, est une 
fonction continue de ε, les valeurs ε - dt σ

0 étant toujours exceptées. 
Prenons T, sous sa première forme (49)» et laissons de côté la partie 
intégrée, qui est manifestement continue dans les conditions qu'on 
vient de dire. Tout revient évidemment à faire voir que la fonction 

/ω ω \ 

j φ»'°β ~~/ω * 
\π π / 
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est une fonction continue de ε; ou encore, que la différence 

(52) 

. ω ω ω ω 

I—/ φ'(σ)^ da— I <I>'(a)log : da 
0 j -Η—σ 0 7 —ε,Η—σ 

. / ω ω \ . / ω ω \ 

= / ®'(a)log — —-—— di 
• j ( —ε, σ η -£ Η—σ 

tend vers zéro avec ε — ε,, ε, étant supposé fixe et non égal à m τ
0

. 
Nous pouvons nous borner au cas où le point e,e« est sur la demi-

circonférence supérieure; supposons d'abord que ce point ne coïncide 
pas avec ζ =_- db ι. Isolons alors, sur la demi-circonférence, autour du 
point un arc AH ayant ce point pour milieu, et de longueur ίh. 
Puisque le point elt tend vers e'*«, il finira par être compris dans cet 
arc, et nous supposerons dès maintenant qu'il en est ainsi. Cela étant, 
appelons an le module maximum de Φ (7) dans le voisinage de ε,, et 
envisageons d'abord la portion 

. . 7 - (ε - - 7) 

JΛβ * "(g, —σ) 

tirée de I. 
On s'assure facilement qu'on a l'égalité 

Jlogs' ^(σ —ε) da~- (σ— ε) log* — ε) | — {α - ε ) ζ ^(<7 —ε) j da. 

Or, au voisinage de o, ii^u est voisin de 1 ; nous pouvons par suite 
affirmer que son module n'y dépasse pas 2; d'autre part, on a 

rfli/KMdans les mêmes conditions. De là, et du fait que χ |logr^x 

est une fonction croissante partant de zéro pour .r -- o, il résulte qu'on 
peut écrire 

f log 7 — (ε— a) Φ '(a) da < OR. I MB log —MB -ί-2ΜΒ[ 
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et de même 

f logtfl —(ε— σ) Φ'{σ)άσ < OU j AM log-AM 4-2AM[. 

Et l'on a des inégalités analogues, en mettant M, à la place de M (ε, à 
la place de ε) 

En conséquence, si, étant donné un nombre γ arbitrairement petit, 
nous choisissons h fixe satisfaisant à l'inégalité 

i)TU 12A log h 4- !\h | < V 

(ce qu'on peut faire, puisque le premier membre tend vers zéro 

Fig. 6. 

avec Λ), nous aurons (les arcs AM, MB, AM,, M,Β étant tous au 
plus égaux à 2h) 

|J|<4y. 

Reste à considérer dans I les deux intégrales 

j w j w E - o 
/ Φ'(σ) log ~■' ih, J ^(a)log -da. 

T. î 7î 

Or on peut choisir |ε — ε, | assez petit pour que, quel que soit σ sur les 
arcs d'intégration respectifs, les Expressions 

- (ει 4- σ) d —(ε — σ) 
log — et log — 

J-(Î4-ÎI 3 — (£, — <Χ) 
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soient moindres que en appelant OÏL' le module maximum de 
Φ'(σ) sur la demi-circonférence. 

| ε — ε, | étant ainsi choisi, les deux intégrales ci-dessus auront leur 
module plus petit que du' ̂ 7^ π, c'est-à-dire plus petit que γ. 

Donc, |ε—ε, | étant choisi comme on vient· de dire, nous aurons 
l'inégalité 

|I|<6y. 

Ce qui démontre la continuité annoncée. 
Le raisonnement précédent, avec une modification insignifiante, 

s'applique encore lorsque le point e'£« coïncide avec l'un des points 
t = ±i. 

Continuité de la fonction Ω. 

Nous arrivons maintenant au point le plus essentiel, qui est démon-
trer la continuité de notre fonction Ω, dans tout le domaine constitué 
par la couronne circulaire, limites comprises, exception faite des deux 
points ζ = e±i<r». 

Cette continuité est facile à mettre en évidence tant qu'on se place 
en un point ζ, non situé sur la frontière extérieure |ζ| = 1. On peut en 
effet prendre Ο sous la forme (A); puis il vient 

Ω(0-Ω(ΖΙ) 

=
 iu r* ,1 Ρ'(τΐ'0*;) p' (w / ir log C1) 

p (w / ir log C ) - p (w / r g ) 

Or on peut montrer sans peine qu'on peut choisir |ζ — ζ, lassez 
petit pour que le module du coefficient de Φ(<τ), sous le signe I » soit 
plus petit qu'un nombre positif γ arbitrairement petit, et cela quel 
que soit σ dans l'intervalle ο, iu. Appelant alors le module maximum 
de Φ(<τ) dans cet intervalle, il vient 

I β(0 - m
t
) I < £ = £ *y· 
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Comme le second membre peut être choisi aussi petit qu'on veut, la 
continuité est bien démontrée au point ζ,. 

Nous voyons donc que Ω est continu partout, sauf peut-être sur la 
circonférence de rayon ι. 

La démonstration est loin d'être aussi facile sur la frontière exté-
rieure de la couronne. Mais nous allons pouvoir démontrer le théorème 
suivant : 

Si le point ζ tend vers un point ζ, de la circonférence extérieure, 
autre que l'un des deux points exclus e*io·, en suivant un chemin 
intérieur à la couronne, et qui n'arrive pas au point ζ, langentielle-
ment à celte circonférence limite, — dans ces conditions, Ω (ζ) tend 
vers Ω (ζ,). 

Nous partirons cette fois de la forme (B) de Ω. Laissant de côté une 
portion visiblement continue, sauf aux deux points exclus, nous sommes 
de suite ramenés à montrer la continuité de la fonction 

(53) 

w w 

U(C)=r Φ»Ιο
8
-)ίΞ TL±

d(J 
c( ir log ir) 

ou bien à faire voir que, si ζ, = eu* est un point de la frontière exté-
rieure (ε, φ ± σ

β
) et si ζ = pe,e tend vers ζ, comme on l'a dit, la diflé-

rence 
w w w w 

(54) = f *'(')lo TTT-T^ z4
d9 

c( ir log ir) c( ir log ir) 
tend vers zéro. 

Nous supposerons d'abord ζ, φ rfc ι, et nous pouvons nous borner 
au cas où ζ, est sur la demi-circonférence supérieure (o< ε, <ir). 

Autour du point ζ, isolons un arc AB sur la circonférence, ayant ce 
point pour milieu; soit ih la longueur de cet arc; et appelons J

AB
et J' 

les deux parties de l'intégrale J, correspondant à l'arc AB et à la 
partie restante de la demi-circonférence. 

On verra facilement, comme dans ma Thèse (deuxième Partie, 
p. 278), que, si h est fixé, et la valeur qu'il faut lui donner résultera 

Journ. de Math. (6· série), tome VII. — Fasc. IV, iyu. 5l 
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de ce qui va suivre, on peut choisir |ζ — ζ, | assez petit pour qu'on ait 

U'l<y» 

γ désignant un nombre positif choisi d'avance aussi petit qu'on veut. 
Il n'y a donc en réalité à s'occuper que de JAB; nous ferons voir qu'on 

Fig. 7. 

peut fixer la valeur de h de manière que | J
AB

| soit aussi petit qu'on 
veut. 

En observant que les valeurs de σ aux extrémités de l'arc A Β sont 
ε, — h et ε, -f- A, une intégration par parties nous donne immédia-
tement 

- 4·^^·5~ΗΙ 
/»5'+4[Φ(σ)-Φ (s,)] 

+ 5 Ι *ί ζ{£ι°*ζ -ϊσ)+ζ(Γχ,υ*ζ
+ w / r j ) 

I - h - C (w / ir log C1 w / r ) 

Nous étudierons séparément la partie intégrée et la partie restante. 

Partie intégrée. — Cette partie est, en explicitant, 

g { w / ir log - w / r (E 1 + h) 

[O (E 1 + h ) - O (E 1)] log<^47= losCt — — («1 Λ>{ +-(ει-+-Λ) 

j{ log— ̂ C·.—Α)| * "|ο
β

ζ
1+

ϊ(
βι

-Α){ 

- G (E1 + h ) - G<* 7ί
Ιοδζι

""«
 (ε,

~
Λ)

Ι *w / ir log G + w / r (E - h) 
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Je la sépare en deux moitiés : 
J { w / log C 1 + w (E 1 + h) 

«,= ^<
El
 + A)_4(

£
,)]|og-<i2 ï 

J {w / ir log + w / r (E 1 + h) 

J {w / ir log + w / r (E 1 + h 
— [Φ(

£
,—/ο—Φ(ί,)ΐ "og-44^ £ . 

J {w / ir log + w / r (E 1 + h 

J {w / ir log + w / r (E 1 + h 

«
f
= [Φ(ε, + Λ) —Φ(ε,)] log —7-7^- £ 

J {w / ir log + w / r (E 1 + h 

J {w / ir log + w / r (E 1 + h 
- [Φ(β, — A) — *(«,)] log■-4^7 ζ > 

J {w / ir log + w / r (E 1 + h 

dont la première sera visiblement de module inférieur à γ, si l'on 
prend h< h

n
 h

%
 étant un nombre que l'on peut déterminer; car, 

lorsque h est petit, les quantités qui interviennent sous le signe log ne 
s'annulent pas. 

Considérons donc la seconde moitié, pour laquelle il n'en est plus 
ainsi. 

Appelons dit, un nombre positif supérieur à la valeur absolue du 
quotient lorsque le point ei9 se déplace sur un arc entou-
rant le point c'% et auquel l'arc AB soit assujetti à rester intérieur. 
Puis remarquons que 

*l-^-logÇ,— — (ε, -+- A) | = 3" (— — est réel ei diffère peu de — — Λ, 

J {logÇ, — (e, — h)l=ï(— est réel et diffère peu de — h. 

3*Ι-7— log ζ— — (ει + Α)| diffère peu de -^logÇ — --(ε»-+-Λ), 

j { w / ir log C - w / r (E idiffère peu de ^L)ogÇ—^(ε, —Λ), 

tout ceci résultant de ce que, pour u petit, tfw diffère peu de u. Plus 
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précisément, on pourra déterminer un nombre tel que, pourh < h2 
on ait les inégalités 

lof j (w /r j ) < y J (w / r h) 

Λ — Λ 
π π 

log j{ w / ir log C - w / r - w / r (E1) 

7- 1°oî — — (ε, + A) logÇ__ ε,_Α) 

(dont les deux premières ne sont d'ailleurs pas distinctes), et cela 
quel que soit ζ au voisinage de ζ,, à condition que ζ soit suffisamment 
voisin de ζ,. En effet, les inégalités ci-dessus seront assurées, dès que 
l'argument de chaque fonction σ* sera suffisamment petit; et il en sera 
ainsi, par exemple, de 

ΤΖΙοβ£— -(6
t
 + /i)= j- log- - - ft, 

dès que log et h seront assez petits. 

Il résulte de ce qu'on vient de dire, qu'en négligeant une expression 

dont le module est inférieur à 4311, Λ X = 4 Y Λ, on peut remplacer 

la quantité a
2
 par la suivante : 

w / log C - w (E1 + h) 

«;= [·(«.+*)-•(«.)]iog- * 

- w / r h 

— [*(«.—Α> — _Ξ , 

dont le module sera inférieur à 

AlogÇ — ε, — h ilogC — h 
a^rzOk-jA log - -1- OR, Λ log - ^ · 

Si nous prenons d'abord la partie imaginaire du logarithme de 
chaque quotient, nous voyons immédiatement que la portion corres-
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pondante de a* est en module inférieure à ϋΚ/,Λ χ 4π ; de sorte qu'en 
choisissant h < Λ

3
, avec Λ, satisfaisant à 

4π3ΊΙ|Λ,</, 

la portion en question de oÇ, sera plus petite que ν en valeur absolue. 
Prenons ensuite la partie réelle des logarithmes ci-dessus; ce qui en 

provient a pour expression 

I / log C - E1 - h I / log C - E1 + h 

ΟΤΙ,Α log-1 ^ -+-ΟΠ,/ι log 

ou (ζ = ρ <?,e ) 

a·-- Λ, A j | log ̂ -e,-A)'-Hlog£)!|
 +

 |
 |og

 y/(e-
t

, + Λ)·
+

(log^j j. 

Or, | Λ log ΛI est aussi petit que Ton veut, pour h assez faible. Cette 
remarque rappelée, assujettissons ζ à être assez voisin de ζ, pour qu'on 
ait les inégalités 

|β —e,| | logrp | < -

Alors les deux radicaux 

VE— ε, — Λ)* -H (logp)1 et ψ(ε — ε,-h Λ)1-h (logp)* 

seront certainement compris entre 

\/W « >/ŒFW· 

c'est-à-dire entre - ethV10 a a 
Si donc on détermine un nombre hK fixe satisfaisant à l'inégalité 

h4 log < 

et par suite à 
1*4 Ιο&Λ*Ι<y /M 

h4 log h4 V 10 
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il en résultera dans ces conditions 

l«tl<4y. 

Donc finalement, la partie intégrée de J
AB)

 si Ton choisit h plus 
petit que le plus petit des nombres h

n
 /ι2, Λ,, hky est en module plus 

petite que 
6 y -+· 4y h 

ou, si Ton préfère, que 
ioy. 

Elle est donc aussi petite que Ton veut. 

Partie non intégrée de J
AB

. — Reprenons maintenant la partie non 
intégrée dans la formule (55). A cause des formules (cf. TANNERY et 
MOLK, VII) 

?

(£
|0ΊΪ

-Η
+Ϊ

(£
|08Ϊ+

*'
7
) 

p' (w / ir) 
= 2ζ( — log ζ ) Η ; r-> 

p ( p ()log C) 

C (w / ir log C1 - w /r) 

p' (w / log C1) 

= ,;(-iogt,j
 +

 —, 

P ir P r 

l'expression à étudier prend la forme 

/»fc4·4 [♦(»)-·(«■)] 

X 2 [ kjolhns log ) - w ir* 

p'(^'°sc) P'(S
Io

S^) i 

/ p(w jdfselo ) 
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5 

J'en extrais de suite la quantité 

2 w /r
[φ(ί)-φ(£ι)] IX£lo«?) - c

(^
losC,

)J
<
''' 

dont le module sera plus petit que γ pour h assez petit, comme cela 
est évident. Et il reste à s'occuper d'une expression que je dési-
gnerai par &, et qu'on peut écrire 

/·6'*4[Φ(σ)-Φ(ε,)] 

,56) S Ι [p-(^'"gc)!p(^|0gc.)-p(^)i-f,(^'0sc,)jp(^|°gj:)-)»(^)j| 

Χ. Μ£*ο-»(^)ΐΗκ*ζ,)-ρ(ΐ·)ΐ 

La quantité entre crochets au numérateur s'annule pour ζ = ζ
(
. Soit 

an' le module maximum de 

ί>'(ίί,ο8ζ)Ιι,(^|ο8ί·)_ρ(ϊσ)Ι_Κ^Ιο6?,)'ί>(^'ο8?)_ Γ(ίΐ)Ι 
c—Ci 

lorsque le point &9 est quelconque sur un petit arc auquel AB reste 
inférieur, et que ζ est voisin de ζ,. 

Les deux facteurs du dénominateur s'annulent si l'on y remplace ζ 
ou ζ, par eia. Désignons par an/ et 3H/" des nombres positifs plus petits 
respectivement que les quantités 

p(^'°gc)-J'(^) ^ ,»(^1.8?,)-!>(%) ^ 

y-logÇ —-σ γ- logÇ, — - ο-

au voisinage du point ζ, = β'·«. 
Le choix de ces deux nombres est pos*ible, car les deux quantités 

ci-dessus diffèrent peu de ρ' ̂  ε, dont la valeur n'est sûrement pas 
nulle, puisque ε, n'est pas égal à π. 

Dans ces conditions, le module de l'intégrale Λ à étudier sera infé-' 
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rieur à 

« an,*' /•"*
,
L,

(>
r-

)
<
t
-

C
'
)
 Λ. 

ω art'OIL' jr J (ε, — σ) 

Faisons enfin une dernière transformation : soit Jt- un nombre 
positif inférieur au module du rapport 

logE — ίσ 
ζ—e"' 

au voisinage de la région considérée; le choix de est encore possible, 

Kig. 8. 

car'le rapport envisagé diffère peu de Alors l'intégrale de tout à 
l'heure aura sa valeur absolue plus petite que 

π an,OU' r,,+*|C-C, I . 
ω art OU" Ot/, . ζ — e" ' 

Or supposons maintenant que le point ζ tende vers le point ζ, en 
suivant un chemin rectiligne; comme on a (voirfig. 8) 

ζ-ζ,ΙΜΜ, 
ζ — e'91 MF ' 

pour ζ donné, on aura le maximum de ce rapport lorsque le point Ρ 
sera situé en Q, à l'intersection de la circonférence avec le rayon qui 
passe en M. En appelant maintenant M'le point de rencontre de MM, 
avec la tangente en Q au cercle, il est évident qu'on a 

MM, MM, MM' __ ι 
MP < MQ < MQ ~~ sir.χ' 

χ désignant l'angle de la figure. 
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Si alors nous avons eu soin de restreindre suffisamment Tare AB 

entourant M,, de telle sorte que quand M décrit le segment MM,, 
l'angle y ait un minimum y' non nul (il suffira pour cela que sur l'arc 
AB il n'y ait aucune tangente parallèle à MM,), dans ces conditions 
nous aurons constamment 

MM, 1 
M Ρ sin χ' ' 

et, par suite, 

' J ̂  ω 311/ί)Π/ βΐηχ'2 

Donc l&l sera inférieur à γ, si nous prenons A plus petit que 

MOT/aifJG si η χ'y 
2ΤΓM ML 

De tout ceci résulte qu'alors le module de la partie non intégrée 
de JAB

 sera inférieur à 2 γ. 
En conséquence on aura finalement 

I JABI < 127, 

et JAB
 sera aussi petit qu'on voudra. 

En se rappelant ce que nous avions dit au début, de J', nous en 
concluons la continuité de ϋ(ζ), c'est-à-dire celle de Ω(ζ) dans les 
conditions annoncées. 

Cas où ζ, =± 1. — Les raisonnements précédents ne s'appliquent 
pas intégralement si le point ζ, de la frontière extérieure, vers lequel 
tend le point ζ, est l'un des deux points ζ, = ± 1. Elucidons, pour fixer 
les idées, le cas où l'on aurait 

Cl = -+-1. 

Prenant toujours Ω sous sa forme (B), et négligeant une partie visi-
blement continue au point ζ = -h 1, tout revient à montrer, en ce point, 
la continuité de la fonction 

G(ï)= / 4>»log-)î L/rf» 

Journ. de Math. (6· série), tome VII. — Fasc. IV, ign. 



3g8 H. VILLVT. 

ou bien à faire voir que la différence 
w/ r g + f slog) 

(5
7

) L = G(Ç)-G(,)= / *»log 4£ Ξ '-de 
w/ r g + f slog) 

tend vers zéro avec |ζ — i|; je ferai cette démonstration en supposant 
que ζ tend vers ι en restant sur Îcixe réel. 

Sur la demi-circonférence j'isolerai un arc M, Β de longueur Λ, 
ayant pour origine le point i, et j'appellerai LMtB etL' les deux por-

F«S· 9-

tions de L, relatives à ce petit arc, et au reste de la demi-circonférence. 
Une fois h fixé comme nous allons le faire dans un instant, rien ne 
sera plus facile que de choisir |ζ —1| assez petit pour que |L'| soit infé-
rieur à tout nombre γ donné d'avance aussi petit qu'on veut. Le seul 
point délicat est de faire voir qu'on peut rendre 

w w 

W=/ φ'<*>·°8 — r de 
w/ r g + f slog) 

plus petit que tout nombre donné, par un choix convenable de h. 
Or, dans cette dernière intégrale, logs étant par hypothèse réel 

lorsque ζ réel tend vers 1, la quantité 

log J (w / r g - w / ir log 

w/ r g + f slog) 

est imaginaire pure, puisque —
 el 31

 (^
σ +w / ir )= log 

sont deux imaginaires conjuguées, et que le module de leur quotient 
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est par suite l'unité. Et comme le module du logarithme ci-dessus ne 
dépasse certainement pas 4π, il en résulte qu'en appelant p. un nombre 
positif supérieur aux valeurs absolues de Φ'(σ) au voisinage de σ = o, 
on a l'inégalité 

| Lji.BI <4r 

et par suite on peut choisir h de manière que |LAB| soit inférieur à γ. 
Dans ces conditions, on aura, moyennant ce qui a été dit au début, 

|L|<ay 
et la continuité sera assurée. 

Enfin, en utilisant ce fait, qu'on a démontré que sur la circonférence 
\ζ| = ι, Τ et par suite Ω (ζ) étaient continus, sauf toujours aux deux 
points exclus β*ίσ·, on conclura sans peine par un raisonnement élé-
mentaire, que, quel que soit le chemin suivi par le point ζ tendant vers 
un point ζ, de la circonférence autre que β**"·, Ω (ζ) tendra vers la 
valeur Ω(ζ,). 

La continuité de la fonction Ω (ζ) est donc complètement démontrée 
dans tout le domaine, limites comprises, à l'exclusion des deux 
points e±i(To. 

Conclusion. — La fonction Ω(ζ), définie par les formules (A) ou 
(B), est la fonction la plus générale permettant de résoudre le pro-
blème du mouvement d'un solide dans un fluide limité par une paroi 
fixe; c'est, si l'on veut, l'intégrale générale de ce problème. L'arbi-
traire dont la question dépend est ici représentée par la fonction Φ(σ) 
qui n'est assujettie qu'à vérifier la condition (3i) 

/ Φ(σ)ί/σ = o. 

Une fois Φ(<χ) choisi, la forme de l'obstacle, et tous les éléments du 
mouvement en résultent. On peut former du reste l'équation inté-
grale que doit vérifier Φ(σ) si l'on se donne le profil de l'obstacle. 
Mais la résolution de cette équation n'est pas absolument nécessaire 
pour résoudre pratiquement le problème avec un obstacle de forme 
donnée. 

En effet, notre fonction arbitraire Φ (σ) possède avec la forme de 
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l'obstacle un lien étroit et évident. Car, si σ varie de ο à π, le point ζ 
décrit le profil de l'obstacle dans le sens P

2
OP, (cf. ma Thèse, p. 216). 

L'allure de Φ(σ), qui le long de ce profil est égal à l'angle de la tan-
gente au profil avec l'axe des a?, est donc parfaitement connue. 

Donc, le profil étant supposé donné, nous pourrons immédiatement 
déterminer les propriétés caractéristiques de la fonction Φ(σ) particu-
lière qui lui correspond. Cette fonction particulière appartiendra à 
une certaine classe de fonctions correspondant toutes à ces profils de 
même allure; et l'on pourra sans peine trouver dans cette classe une 
fonction particulière fournissant un obstacle aussi voisin que l'on vou-
dra, d'un obstacle exactement donné d'avance. 

Sur Véquation intégrale correspondant à un profil donné. — 
L'équation intégrale dont il vient d'être question est facile à former. 
En effet, le rayon de courbure en un point de la paroi, corres-
pondant à ζ = e'° est donné par l'équation (cf. ma Thèse, p. 226, 
éq. 36) 

R = âï="~ — *·)* 

e"T* ί° 
[p g ..) - «.] [,. g σ) - «.] [ρ Q α) - «, j ' 'm 

Or, rappelons-nous que, sur le profil (le point ζ étant sur la circon-
férence |ζ| = ι), on a 

θ = Φ(σ), 

et, d'autre part, que T
4
 y est fourni par l'équation (5i) 

τ
·=-5/

π
[
φ(£)

-
φ

<
σ)
^

Ιο
« (J l\ * +2n W 

où j'ai interverti ε et σ pour avoir l'expression de T, convenant au 
point ζ = eia. 

Cela étant, si la courbe qui constitue le profil de l'obstacle est déter-
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minée (ce que l'on a le droit de supposer) par la relation 

R = R(0) 

qui lie le rayon de courbure à l'angle Θ, nous voyons que la fonction 
Φ(σ) devra satisfaire à la relation suivante : 

(58) 

R [O] G' i g s | s j (w / r g - w / g )| 

Aw (e1 - e3 e2 ) 

R p s p s (ssgverd ) 

qu'il ne parait pas possible de résoudre complètement par les moyens 
dont dispose actuellement l'analyse. 

Application au problème du mouvement d'un solide 
de forme donnée. 

On peut former de multiples exemples, où les intégrations puissent 
être poussées jusqu'au bout, dans lesquels on se donne à l'avance 
la forme de l'obstacle placé dans le fluide, et où l'on détermine 
tous les éléments du mouvement correspondant. Remarquons du reste 
que la possibilité d'effectuer en termes finis les intégrations n'est nul-
lement indispensable pour la pratique : c'est seulement une com-
modité. 

La principale question, dans le problème ainsi posé, consiste à déter-
miner la fonction Ω(ζ) qui correspond à l'obstacle donné. A cet effet, 
il est essentiel de remarquer qu'il n'y aura pas en général besoin de 
recourir aux deux formules (A) et (B) qui donnaient Ω (ζ) dans le 
cas général. Car, si, partant de la forme (A) (nous choisissons d'abord 
évidemment la plus simple), nous obtenons ρουΓΩ(ζ) après l'inté-
gration, une expression en termes finis représentant une fonction 
continue de ζ dans tout le domaine constitué par la couronne circulaire 
que l'on sait (sauf bien entendu pour ζ = e^*·), cette fonction Ω (ζ) 
sera valable aussi bien sur les bords qu'à l'intérieur de ce domaine, à 
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cause de la continuité que Ton a démontrée en général relativement à 
la fonction Ω, jusqu'aux limites du domaine en question. 

Ceci nous dispensera, dans la pratique, d'avoir recours à la for-
mule (B), évidemment moins maniable que la formule (A). 

Cette remarque faite, pour donner ici au moins un exemple, consi-
dérons un obstacle ayant la forme indiquée par le dessin ci-dessous, et 
proposons-nous de résoudre le problème pour ce profil. Les tangentes 
en Ο aux deux branches font par hypothèse avec Ο χ deux angles 
opposés, dont la valeur absolue est quelconque. 

Exemple. — En prenant la fonction Ω (ζ) sous la forme 

Q(G) = i / r G (w/ ir log ) 

avec la condition 

(45') jf Ψ(ί)άν = ο π
σ

) ' 

si l'on se rappelle que le point ζ décrit la partie P
a
O du contour 

Fig. 10. 

lorsque σ varie de ο à σ
0

, et la partie OP, lorsque σ varie de σ
β
 à -, on 

voit qu'on doit prendre pour Ψ (s) une fonction constamment négative 

et croissante dans l'intervalle ο, ^ σ
0
 ; constamment positive et crois-
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santé dans l'intervalle ^ σ
0

, ω; en outre, en valeur absolue, la fonction 

Ψ(s) ne doit pas dépasser^; et les deux valeurs —o^ et 

Ψ doivent être opposées. 
Toutes ces conditions seront satisfaites si nous prenons, Ρ étant une 

constante, 

&o = r / 2°<p<|· 

Y(Λ ) = Ρ Ρ S si ο < s < - > 
(59) <ps)> 

Ψ(ί) = — Ψ(ω — s) siw / 2 <s<w 

Il suffit évidemment de vérifier que la fonction Ψ (s), dont la valeur 
initiale pour s = o est — 2P, va constamment en croissant jusqu'à 
s= ce qui revient à dire que son carré Ζ décroît constamment. Or, 

posons 
7

 __ (p'*)' __ 4(p*— e
t
)(ps — e*) (,p* — g») 

Si s croît de ο à j>s décroît de -h χ à e, -h \Je
%
 — e2

 \je
x
 —et 

μ = — croît de ο à 1 , —: ie vais alors faire voir que $ 

reste négatif dans cet intervalle, où l'on a 

ζ = 4(ι — μΜΟ — μ<?») ϋ —μ*,), 
et par suite 

^ = - 4 [ 3 β,e
t
e

3
 μ* — μ ; e

x
 (<?, +■ e

3
) H- e

t
(<?, + e, ) -+- e

3
(e

t
 -+- e

t
 )j] 

OU 
— = — 4[3«,eîe, +e 23 

Les deux racines du trinôme entre crochets, zéro et la racine non 
nulle ' .. *—sont, d'après le théorème de Rolle, comprises dans les 
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intervalles 
ι ι ι ι 
eι e* ei 

D'après cela, je distinguerai deux cas : 

i° e
2
<o. — Alors la seconde racine €χ_^β

1 sera négative 

(<?
1

£2*£
3
> o), et il est clair que ^ reste négative dans l'intervalle 

ο, ' considéré pour IA. 

2° e2>o. — Alors le produit e
{
e

2
et est négatif, et p. commençant 

par être entre les racines du trinôme, ~ est d'abord négatif. Il ne 

pourrait changer de signe dans l'intervalle ο, 1 cnn-

sidéré, que si la racine positive de ̂  tombait dans cet intervalle; or 

ceci exigerait l'inégalité 
E 21 + esd 

— ie
t
e
t
e

3 4- V^
e

i
 e

J V/
e

» ~e3 

évidemment équivalente à 

e1 ( e1ée\ -4- e*-+- 3 ete%) -+- e\ 4- e\) \Jex— e, \/ex — e
3
< o. 

Mais, en se souvenant que 

<?i 4- Cj-J- e3— o, 
on peut écrire 

e\ 4" e\ 4- *\ 4- 3 e
x
 e

t
 = ι e\ 4- e, e

s
 = a e\ — <?, ( e

x
 — e

t
 ) 

= («ι — β«) (2 «i4-e,)=r(e, —e
s

) (<?,—e
3
)> o. 

L'inégalité ci-dessus est donc impossible, puisque son premier membre 

est essentiellement positif, et ̂  reste négatif dans l'intervalle consi-

déré, comme dans le premier cas. 

Si e
2
 = o, ̂  est bien négatif d'une façon évidente, dans l'intervalle. 

Le choix de la fonction Ψ(s) correspond donc bien à la forme de 
profil donné. 
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Y a-t-il besoin de dire que notre fonction Ψ(s) vérifie d'elle-même 
la condition (45'). 

Ceci posé, abordons le calcul de Ω. 

Calcul de Ω. — Nous poserons, pour abréger momentanément 
l'écriture, 

r = j> (£■.*«), 
et nous écrirons 

ω 

fj_ wû(C)
 =

· /β,ν(*)Λ 1 Γ*Ψ(Μ)& 

P<y(£logÇ) "Λ "-Ι"' 

En posant s = ω — s' dans la seconde intégrale, et supprimant ensuite 
l'accent, il vient sans peine 

ft) 

U = if V(î)| — i -1 Us. 

D'ailleurs on a (TANNERY et MOLK, VII) 

p(w — s) = j>(&> + .*) = e,4- ——1*^*1 — 

D'où, après réductions faciles, 
ω 

u =
 i Γ'ψ,.,) <p* —e,)'—(g, —g.Îft·,— <-.)

 ds 
PJ. il) — («I— «»)(«!— e,)' 

OU 
(l) 

U
=
 f1 (<ΡΛ ei)*— (g| —g»)(g| —g

3
)
 ds 

PJ. il) — («I— «»)(«!— e,)' 

Or en posant 
ps = S, 

il vient ω 
u = /**— — gp(g| — g

a

) 
/ X* D* —χ)[('' —βι)(Χ —<î|) —(«I ——β,)]" 

t/ ο 

Journ. de Math. (6· série), tome VII. — Faso. IV, igu. 33 
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Puis le changement de variable tout indiqué 

X = YJ 

donne 

U—__Ji_ Γ (yt— ^l)'— (g1—e3^dY 

r~ej j-.(Y.-r)[ï»-«,-

On vérifie maintenant facilement l'identité suivante 

(V— exY— (g, — et)(g, — c3) 

Y» ( Y« - ;· ) [γ» - e, — ( e* ~ ~ e*] j 

~~ YS Yi — /· + yj
 e

 _ (C)— <-%)(g| — <?>)' 

dans laquelle les coefficients ont les valeurs 

Λ = gi —(β«~^)(ρι —f») 

r [e1 + (e1 - e2 )] 

1«, — ' ~~e' 3 — (g| —c
3

) 
r (e 1 e2) 

et par suite il vient en passant aux primitives : 

,, a «Λ» Hî» Y — s/7-
r—e\ Y 1\[ï- Y -trsfï" 

trt _ J = 

s . 1 V 1 '·-<·,e2 

-j/
Cg

 | <e' — ''iH'-i —Ci> γ | t/c, I (g. —g.><g. — «») 
Ji 0 

Pour s = o. on a évidemment Y = ». Pour,? = - » on a 

X-~P~~ el + VC'l — eJ V *'l —e3 
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et par suite 
Y = y/et-\-^(e x —et)(ex —e3). 

Et par suite, en remplaçant dans U les coefficients par leurs valeurs 
écrites ci-dessus : 

(60) O = Pi 2 
π \ln ' r[(e,— ej)(e,-e

3
) + e

x
(r — <»,)] >je

x
-^\/{e

l
 — e

t
)(e

x
 — e

t
) 

[_ j Vgi ■+· V^(g| — g»)(g» — ëï) — >fr 
r* V^. + V^(et — e

i
){e

i
— e

z
)+)Jr 

(<Ί —gi)(g| —g3) 
» 

V//· -- e, f (e, — et ) (c, — c
3

) +- e
x
 ( r — e

x
 )]* 

y/ei + ^(ei— ei){e
l
 — e

3
) — ̂ e

l
-hUl ^ 

X logV^i + >/{e
x

 — e
a
)(g,—ej ■+■ y/<?i -H ——^77^—— 

dans laquelle on n'oubliera pas que r = ρ ̂  log ζ)· 

Vérification. — Il est facile de s'assurer que la partie réelle de la 
fonction Ω qu'on vient d'écrire reprend bien, sur la circonférence 
|ζ| = ι, les valeurs primitivement données. Faisons en effet 

et supposons par exemple ο<ε<^· Alors r deviendra ρ^ε^ et 

variera entre -hao et e
t
 -h v(e, — e

2
)(e

l
 — e3). 

Dans ces conditions : r— e
x
 restera positif, 

(g|— g»)(g|— g3) +*i(r — e,) 
également, et 

„ . (g| —gi)(gi —g3) 
r — e, 

variera de e, à e, -f- \'(e, — e
3
) (e, — <?

3
). Donc dans Ω un seul loga-
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rithme aura une partie imaginaire non nulle, à savoir celui qui inter-
vient dans le second terme du crochet. Par suite, la partie réelle de Ω 
sera 

Pi \ — ir.
 n

 ^ (πε) 

■ ' ['(;')]" ['(I·)]" 

ce qui est bien celle qu'on devait trouver a priori. 
La fonction Ω (ζ) étant maintenant explicitée, il suffira de la trans-

porter dans les formules (i), (2), (4) rappelées au début de ce 
Mémoire, pour en déduire les équations de la paroi, et la valeur de la 
résistance correspondante. 

Nous n'insisterons pas davantage sur cet exemple, ni sur les mul-
tiples autres qu'il serait facile de former. On aperçoit notamment que 
Ω(ζ) pourra s'exprimer en termes finis, lorsque la fonction Ψ(«) sera 
de la forme 

Ψ(«) = [ fonction quelconque de (ps) | χ p's. 

Dans un autre Mémoire [5«r le mouvement discontinu d'un fluide 
dans un canal renfermant un obstacle (Annales de l'École Normale 
supérieure, 1911)] j'indique de nouvelles applications de la fonc-
tion Ω(ζ) étudiée en détail dans le Mémoire actuel. J'indiquerai éga-
lement, ailleurs, comment il faut modifier les calculs exposés ci-dessus 
lorsque le fluide est limité par une paroi fixe (p.) donnée non force-
ment recliligne, cette généralisation étant rendue possible par la 
résolution simple que j'ai fait connaître (Comptes rendus de VAca-
démie des Sciences, t. 152, p. 680) du problème de Dirichlet dans 
une couronne circulaire. 


