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LA REPRESENTATION DES GROUPES SYMETRIQUE ET ALTERNE, 113

Sur la représentation linéaire homogene
- des groupes symétrique et alterné;

Par M. J. oe SEGUIER.

Dans un Mémoire paru ici-méme (') sous le méme titre, j'ai étudié
la structure des figuratifs du groupe symétrique et du groupe alterné
de degré n. Peu aprés, M. Schur publiait dans le Journal de Crelle,
t. 139, p. 155-250 (1911), un Mémoire plus étendu ou certaines de
mes assertions relatives aux cas n = 6, 7 étaient contredites.

J’ai donc été amené a revoir mes démonstrations relatives a ces cas
particuliers, qui demandent un traitement spécial, et }’y ai reconnu
certaines inexactitudes que je voudrais rectifier. Je profiterai de 'oc-
casion pour ajouter quelques observations. Les notations seront tou-
jours celles qui ont été indiquées précédemment (M., p. 387 et

p- 413) (*).

1. Tout figuratif G du gf symétrique (¢24)T de champ 1,..., ¢
a pour équations (M., 25)

at=a, =8, (ba)y-'=y, (ab—tabyP=0, (ab-/ably=¢
(,-___ 2y 0.0, T, T étant le plus grand entier < -:-),

(1)

L TP 162 TR
'a:ex, ﬁ::s 2 2 R 7:55&‘, 0 =egf+t+l  (r=—o,1),
e—=1, alsa=>b1eb=c¢,

la détermination de y n'influant pas sur g.

(*) J. M., 1910, p. 387-436. Je renverrai a ce Mémoire par la lettre M.
(*) 1l faut lire L (2, =) au lieu de I' (2, %) 4 la ligne 3 du n° 26.
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114 1. DE SEGUIER.

Les transpositions de I' sont Loutes conjuguées, et a chacune d'elles
répondent deux éléments de ¢ ayant pour carré a® = a. Or, si { # 6,
le systéme des transposilions de T est caractéristique, c’est-a-dire que
tout automorphisme de I transforme ce systéme en lui-méme (HovLDER,
M. 4., 1. XLVI, p. 345). Il est clair alors que les deux déterminations
de ¢ répondant & x = o, 1 sont distinctes.

Mais si £ =06, on ne peut rien conclure, parce que I' a alors des
automorphismes contragrédients qui transforment ses transpositions
en s; auxquelles répondent dans ¢ les conjugués des deux éléments
de a.b-*ab*.b~*ab' \¢| (HoLbER, loc. cit., p. 33g). Or, en supposant
z = 1(donc § = 1), I'un quelconque d’entre eux, tel que ab-2ab2ab—?
a pour carré (ab~2a) b= (ab2a) b=* (ab=*a) b=*=1. Les deux figu-
ratifs sont donc isomorphes (Cf. Scuun, Cr., t. 139, p. 165).

On peut le voir d’une autre maniére qui présente un intérét parti-
culier. Considérons le groupeJ = | U(2,9), |5, n*| = ¢! d’ordre 2.720.
Les substitutions

ass

—¢

-

(2) a=gag =

)

33

b—a |l’E+i’

8 4al

ou [ est une racine primitive de C, annulant * + ¢ — 1, vérifient les
équations (1) pour x = o et engendrent J (dont les facteurs de com-
position sont 2, 360, 2). Les substitutions

~

BE—n

—&+n

2(E—m)

Be+m

f ——

(3) a—g ) £=

vérifient les équations (1) (ot I'on remplace @ par a’ et b par V')
pour z =1 et engendrentJ. Donc J est Uunique figuratif deT

2. Voici comment I'on est conduit aux formules (2) et (3). On
sait que le g, |© (2,9), i{, ! conlient trois g;,, non isomorphes
L=10,10, '= ,0 {*1 isomorphe a T et ¢" =)0, (HoLbEr,
loc. cit., p. 3}3). Ecrivons a, b, ¢, d, e, f, g, h, k, | respecuvement
pour 1, £, 2, %, i, i%, &%, i, 0, ®. £’ représente le groupe des substi-
tulions. opérées sur les 1o g, }123, 456}, j124, 356}, 1235, 3461,
1126, 3451, 1134, 230!, 1135, 246, $136, 2451, }145, 2361, 146, 235],
1156, 234! de T quand on les transforme par T, et I'on voit, en les
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désignant respectivement par o, 2, ', , i*, ¥, i*, &% %, =, ou par

ke h, b, g, f, d, e, a, l(alors i{=abedefgh=19), que (*)

; 4
a=12 correspond & af.de.gl= (%) (‘—’—m ’
b =123436 A ahegde. bkl = (2) (‘t *1),
S .
8% = ¢*= aceg. bdfh a 14.23536,
E+ i =y = ahc.bfk.deg a 156.234%,
—¢t={ =ae.bd.fh ki a 15.56,
P=w=\0bd.cg.fh a 23.
Or 5 transforme
ot en o,
e en adb.cgk.efh = y1o*197%,
¢ en ag.bf .ce .kl = 4o?,
© en ag.ce.dh —wp™2,

et comme b=1yv [en posant v=(%y)"' w3’y et en désignant par
la méme lettre les substitutions correspondantes de T et de ¢’|
a=>bwb~', 'automorphisme correspondant de T change b en 134.56
et a en 15.26.34. Or 15.26.34 est transformé en 12.34.506 par

25 = ab~*ab*.uv.ab-*ab* = bl.ce. fk = ({*) (-‘E"—) =6.
Donec, quand on transforme £’ par ¢9,

a est remplacé par a'=12.34.56 = ab—talb?.b*ab*= (ab?)

_ - o L+t
_bk.cl..lo_(§3)(\i,§+l),
b par O'=134.26 —=a.babt.b'ab.a.a.bab'.a

= abtabablab—'a

= akhedl.bef = ({*) ( ; - 'l)

Les substitutions &, b, @', I’ des formules ( 2), (3) répondent dans J
aa,b,a,b deT.

(') On ne confondra pas les substitutions que je vais désigner par a, b, avec
les symboles a, b.
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Il est clair qu’on pourrait vérifier directement que les équations (1)

sont salisfaites quand on y remplace a par a’ = (ab~?)* et b par
b = ab=*abab*ab'a.

3. Le second point que je voudrais rectifier est relatif au cas parti-
culier n=7. Il s’agissait de savoir si le multiplicateur du g” alterné
est d'ordre 2 ou 6, et cela revenait a chercher s'il existait un groupe X
d’ordre 3.3 (7!) vérifiant

at=1, bo =1, (ba) =1, (ab—tab)*=1, (ab*ab*)*=1,
(3) =1, (ca)®=1, (cb'ab)*=1, (cb?ab*)*=1, (cb3ab*)*=1,
P¥=1, a'la=>b1'2b=c'Ac=1.

J’ai montré que, si X existe, il admet une représentation X' de
degré 63 et une représentation X” de degré 45. Mais, par suite de
fautes de calcul, j’ai conclu a la non-existence de X' et X”. Clest ce
calcul que je vais reprendre briévement en commencant par X'. Con-
sidérons les substitutions

Qg =(as2s) (X327) (@ye) (R5@g) (X @y ) (tyaig) (Xg5217) (My548) (1),
ba= (@3a;3 2, 50g) (07 Ry Xy 19 %yy) (19016 %19 Oay Cyy) (%1307 %Lag Oys X)),

Cq = (007 ) (Rs&ya2tg) {0y yz0te) (G @ys Ryo) (%5 Ryg2yy ),

qui vérifient Jes équations déduites de (4) en y faisant A =1 et four-
nissent par suite une représentation du g’ alterné (M., 28). Désignons
par ag, by, c; ce que deviennent a,, by, ¢, quand on y remplace les a
par des £, ct posons

a,= ayagay, bo= by bg by, Co=CaCBCy,
o= (@:Biyi) r=M}g, xz=M1'ag}i, s=Iesi

Si X’ existe, on peut déterminer les x; et les 3; de maniére que
a=a,x, b=">,, c=c,s vérilient (4). Les équations de la premiére
ligne de (4) donnent par la méthode indiquée (M., 34) les congruences

(1) Dans I'expression de aq, & la page 430 de mon Mémoire, il faut lire ay,. 0,
pour @y ty. A la page 429, dans la formule (55), il faut lire y=¢A'-%-7
au lieu de y =¢~='-7'. A la page 431, dans la définition de a, ..., ay;, il faut
lire partout y au lieu de z.



LA REPRESENTATION DES GROUPES SYMETRIQUE ET ALTERNE. 117

suivantes (mod 3) :

| O=SB=STPSTP= =TS $1s=ET=T= Ty = T =Ty,

(3)

| )= Ty =Ty =Ty, TP =— Ty Ly =T1= T+ LHy=— Ty =— Ty,

Les équations de la seconde ligne de (4) donnent, en tenant compte
de (5),

0 = 516= %21y IS I=—3y=—2319y= %30
Syp = 51y == Ty — 33— 1, S = S13= Ty — 3y,
(6) SNES 51— 1 = Sg— 1 = 3, S,=Zy+ 1, S¢== 35, =1— 2,
' =5 =—xy—1, S =—1— Ty— 3y,
\ Ty =—Ty—1, g=1— Tg¢

Les x; et les 5; sont ainsi déterminés, mod 3, en fonction de z,, 3,,
5, qui restent arbitraires. M. Schur m’ayant communiqué (sous une
forme un peu différente) la solution répondant & z, = 2, =0, 3, = —1,
J'ai pu trouver plus vite ol mon calcul était en défaut. Je ne reproduis
pas dailleurs ce calcul, qui est sans intérét une fois la méthode indi-
quée. En faisant x,, 5, et 5, nuls, on a

a=a,5:0,616,0},01,
= (ota0tg) (307) (@13 2R46) (@ysety7) (O1518) (“tﬁo) (45710) (x6B11)
(B2Bs) (BsBr) (BisPus) (BuaPir) (BusBis) (Bsys) (Bs o) (Beyn)
('/z‘/s) (‘/:71) (Y::Yle) (}’n}'n) (71;713) (ys29) (“/5510) (Ys“n)a
€=1€y0}0,0}0;0407104G1003,03 ;01703391920
= (ot s 34) (“3}‘1:7:) (“b“l:ﬁs) (“s“uﬁw) (“aYleu)
(31@1}‘1) (ﬁz“n“c’(gsﬁn}'o)(ﬁsﬁldlo)(ﬁe“xs“u)
(7172%:) (73Br2Be) (7i713%s) (Ysy1ati0) (YeBisfir)
(7 Bizy11) (c15Y1s Bis) (“19‘/196:9) (“:o@:o?zo)-

4. Pour former X", considérons les substitutions

g = (0 &tyy) (Xays) (X30ts) (Aza15) (Xg13) (7 %10),
b= (0 X503 g xya) (22050401307 ) (G30yy Oyy 210 %g),

Ca = (@ a5%y3) (Ra g y) (A3ys&yo) (s 2y &g) (7 R1a1s),

qui vérifient aussi les équations déduites de (1) en y faisant A=1, et
fournissent par suite une représentation du g’ alterné. On obtient
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cette représentation soit comme je I'ai indiqué (M., 37), soit en for-
mant, dans le g,’ des substitutions linéaires & quatre variables (mod 2)
E]

isomorphe au g* alterné (Jornax, Traité, n° 516) A,, le diviseur cor-
respondant au diviseur de A, qui fixe un symbole (voir S., 70).
Posons encore, en gardant les mémes notations,

a,= agagay, b= by bg by, Co== CyC8Cy,
ﬂ,‘:(d,’pl‘/l), 7\ —_-Ill'a;, .r:l[{‘o*}‘i, 3:“:'0‘;7.

Si X” existe, on peut déterminer les x; et les 5;, de maniére que
a=a,r, b="b,, c=c,s vérifient (4).
Les équations de la premiére ligne de (4) donnent (mod 3)

(-) { O=T =X = Tg== T4y = T'yy, 1= Tg= T, —_—1 = T3 = T3
/

Ly = Ly = — L= — Ty, XTy=Tp+1.

Celles de la seconde ligne de (4) donnent, en tenant compte de (7),

l —
(8) a U= Syp=— Dy =2y, ST IN=E S = Sy,

Ty=— Ty — 1,
et x, reste arbitraire. En faisant , = 0, on a la solution

A= ay03053:0593,0 ;= (X1 %y3) (3 213) (A7 210) (%3 38) (2:715) (%6 713)
(ﬁlﬁu)(ﬁsﬁu)(ﬁnaw) (3;79)(5;“:5)(55“::)
(71712) (72718) (Y2710) (1328) (75315) (76313)-

€ == C4030,0705G12013, 035 = (R Xsqy3) (R XsXy) (%s715710) (otyayy 29) (“7{512715)
(51@35:;)(5:3053) (153313110) (55511‘/9) (57‘/1:9‘15)
(Y17s713) (’/:‘/e'/s) ('/:ﬁ:sﬁw) (“/s’/n“o) (77“1251;)-

8. Le figuratif G du g® alterné T contient un diviseur isomorphe a
U(2, 5). Car soit )k = )¢, A| (2 =A*=1,Ae =¢A), le multiplicateur
(d’ordre 6). Au g,, A déja considéré (M., 34) de ¢|on répond dans
G|iAl, un g,,, B qui n’est pas produit direct (puisque ¢ est le carré
des s, de B qui répondent aux s, de A) et qui est par conséquent
isomorphe a U(2,5) (HoLoes, M. 4., t. XLVI, p. 354-355). Le
£€3.120 G qui correspond & A dans g est le produit direct de B par | 2|
(Hovper, loc. cit ).
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G contient aussi un figuratif F du g* symétrique, F étant défini par

al=¢, b*=sg, (ba)l=¢, (ab~'ab)*=1, (ablab*)=¢,

g2=1, as—z¢a, be—=¢b,

(9)

etisomorphe & |U(2, 3), !¢%, =¢nli (p*=—11(M.,26). Car sans cela
les équations de ¢ établiraient entre a et b des relations autres que
les conséquences de F, relations qui résulteraient des équations de ¢
jointes a A=1. Or le groupe ¢, défini par les équations de ¢ jointes
4 A=1, n’étant pas le produit direct d’un g,,, simple par ¢! (puisque
¢ est dans son commutant), est isomorphe & U(=2,9) (S., 92), et, en
identifiant les éléments correspondants de ces deux groupes, on peut
prendre

_|pe-+pm p—|—PE e czl —&|
—pnl’ —pi—en| pE—m
Le diviseur }a, b} de U(2,9), vérifiant (g) et contenante =| —%, —y|

estisomorphe a F. Donc les équations de ¢, n’établissent pas entre
a et b d’autres relations quc les conséquences de F.

Soient maintenant ¢ le figuratif du g’ alterné I' et or = }¢, A|
(e2=2*=1, Ae=¢A) son multiplicateur. On voit de méme que
¢|iA! contient un gy, B isomorphe 4 U(2, 7), et § un g, 5,4 C produit
direct de B par }A!. G]}A} contient aussi un diviseur X isomorphe a
un figuratif du g* symétrique défini par les équations de G jointes a
c¢=A=1. En effet, ¢|ox contenant un groupe isomorphe au g* symé-
trique (défini par les équations de G jointes a e=A=c=1), pour que
X ne divisit pas ¢[}A!, il faudrait que les équations de ¢ jointes &
A= entrainassente =1, ce qui n’a évidemment pas lieu [G] | A! serait
d’ordre }(7!)]. On voit en méme temps que X est isomorphe & G/
(M.,26). Au g,,,, X répond dans G un g, ., Y dont le commutant
Q y al'indice 2 ou 6. Cet indice n’est pas 2, car Y serait figuratif du
g® symétrique. Il est donc 6, et A est hors de Q. Donc Y est le produit
direct de Q par }A!. Le méme raisonnement montrerait, indépen-
damment des théorémes cités de M. Holder, que le groupe nommé C
pour 2 =0 ou 7 est un produit direct.

Il est clair dailleurs que, pour n > 7, le figuratif ¢ du g* alterné
I contient le figuratif du g* symétrique (¢=n — 2) pour lequel a =c.
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6. Il me reste & indiguer comment des équations que j'ai obtenues
pour les figuratifs du symétrique et de 'alterné on déduit celles de
M. Schur et inversement.

Posons, dans les équations (1) du figuratif du symétrique,

(10) a=s, blabi=s, &N (i=1,...,t—12);
d’ou
—1)2t—-2)
S1-1Sg-g0 S == b4 (@b )1 =V A+ 1t~ — bp—l./s 3 ;
t—1)(t—a T—1 si t—=oat
(E=nHe—3) = ) (mod 2).
2 o) s1 t—=27T+41
On aura
sa=¢%, =1, esp=sp8, (58 ) =¢

(h=1,....t—1;i=1,....t —2;2r=0 o0u i),
(11)

(5;8,44)t=¢ ou SiS)ik = ES; iS5y
=1,c.t—=35k=2,...,t—j—1).
Inversement, en posant s,=a,b=s,_,s,_,...s,, on aura d’abord,
d’apres (11),
O'spb = spyyet,

donc
Shpy == b—lshbel-l:. —— b—I-—lsh__lbl+le(/+l)(l~—l): R b—hsl bheh(t ~I),
puis, par récurrence, en observant que
($1+ 0 Sn—1)Sn(Sheg . 81) = (SuSn—y. .. 51)81($2. . .52),

rirr—1)
it
(Snee 1)) =(8n..-82)"8,...8r(Sh...5,) "¢ !

’
d’on, pour /i =r=10-1,

(I—1)3(1—2j
Wl —1 )4 —
(Siege e 81) = (Sp—g...8) ¢ 3 =...

er{nl—l)+1l—2)+...+l]+ %[(I—-i)’(l——z)-«»( =220 =3)+ ..4-21)

ou, en désignant par A le plus grand entier < g ,

AU—=1) M=
(13) (Simte )= ¥ T
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Donc
xltl—l\{_tlt—h
bt—=¢ 2 :";
A= 1) TT—1) T —1 si t=—at
(bay-‘=¢ ¥ 1t 7 y= ) (mod 2).
) Si t =271

On obtient d’ailleurs de suite

(ab-'aby=er+¢v\,  (ab~abi)y*=c¢ (j=2.....7).

Il est clair, d’aprés (11), que le figuratif |s,,...,s._,! contient
le figuratif !s,...., 543 (12) permet de calculer lordre des deux
éléments correspondant, dans ce dernier groupe, au cycle
(hyh +1,...,h+ g +1)deT et par suite 'ordre des éléments répon-
dant, dans !s,,...,s,_, !, & toute substitution de T".

Pour n>7 ou n=4,5, les équations du figuratif du g” alterné
que j’ai obtenues sont :

at=¢, b'=B, (ba)'=y. (ab-tab)=¢, (ab-/ebl/)t=e. =1,

=g+ (ac)P =g, (cb~*abry=¢;
et -1 TIT—1)
— 4 "
3=¢ ? ., y=f¢, t=n—2=27+1 ou 27;
(13) ¢ . . -
J=2,...,7 k=,....t—2a; z, y, s sont arbitraires.

Si n =35, il faut supprimer Péquation (ab~/ab/)*=z¢; si n =4, il faut
supprimer toutes les équations ou figure b [(ba)*—'=y permet alors
d’exprimer b par al.

En faisant, dans les équations de la premiére ligne, le changement
de générateurs (10) et en prenant z = 3=o0, on obtient un systéme
formé des équations (11) ol z ==o0 et des équations

(14) =g (ac®P=¢,  (cSy)i—=¢.

C’est le systéme de M. Schur d’ou l'on revient comme précédem-
ment & (13).

Pour # =6 et 7, il suffit, dans (13), de remplacer (¢b—*ab?)*=¢
par (cbab*)*=ek (N =1,a"'ha=b"' A =c'Ac =1) et, dans
(14), (¢sy)* =e par (¢sy)* =€), le changement de générateurs restant
le méme.
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