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Sur quelques figures déterminées par les éléments
infiniment woisins d’une courbe gauche;

Par M. B. HOSTINSRY.

Le présent travail est divisé en quatre Chapitres.

Le premier Chapitre contient quelques propositions relatives & la
généralisation connue des déterminations métriques.

Dans le second Chapitre, j’étudie les sphéres non euclidiennes cir-
conscrites et inscrites dans des tétraédres formés ou par quatre points
infiniment voisins d’une courbe gauche ou par quatre plans oscula-
teurs infiniment voisins; puis je considére quatre cercles et quatre
cones de révolution déterminés par des éléments infiniment voisins.

Dans le troisiéme Chapitre, je reviens aux déterminations métriques
de la Géométrie ordinaire pour déduire les formules relatives a douze
figures limites analogues & celles du Chapitre précédent. J’ai publié
ces formules en 1907 dans les Mémoires de I’ Académie Tchéque des
Sciences de Prague.

Le quatriéme Chapitre a été ajouté pour montrer comment le prin-
cipe de dualité permet d’établir une relation simple entre deux théo-
rémes bien connus de la Géométrie infinitésimale.

CHAPITRE L

1. Nous commencons par rappeler quelques formules relatives a la
généralisation connue des déterminations métriques de la Géométrie.
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Soit (Q) la quadrique absolue, représentée en coordonnées tétraé-
driques par P’équation

n xyt+ 33+ 6=,

¢ désignant une constante réelle.

Deux points A(z, y, 3, t), B(«, ¥/, %, ¢') étant donnés, sila droite
AB coupe la quadrique (Q) en M et N, nous appellerons disiance de
deux poinis A, B le logarithme du rapport anharmonique

MA _ MB

(2) r=(MNAB)= f: Tp+

On trouve

@) r= 2x'+yy + 355+ 0 —\(2x' + vy + 35"+ U ) — (21 Y3+ 514 OL2) (2" + ¥+ 524 91'2)
xx'+ yy'+ 53 + 0t -\ (22 + yy + 35 4 0L )~ (2P + i+ 31+ O0LF) (24 ¥+ 5124 §11%)

Cette formule donne pour r deux valeurs différentes dont 1'une est
inverse de l'autre; il faut qu'il en soit ainsi parce que, dans la for-
mule (2), 'ordre des deux points d’intersection de AB avec (Q) est
indéterminé.

Si les deux points A et B se confondent, nous avons

r=I.

La dernié¢re équation est encore satisfaite si M sc confond avec N,
c’est-a-dire si la droite AB est tangente & (Q).

Les coordonnées (u, ¢, w, p) d’un plan étant liées avec les coor-
données (x, y, 5, ¢) d'un point du plan par I’équation

Ux -+ 0y 4 w3 4 pl == o,

'équation de la quadrique absolue (1) en coordonnées tangentielles
Yoo
s'écrit

(4) w4t %1)‘20'
Nous appellerons angle de deux plans A(u, v, w, p), B(&, ', w',p")
le logarithme du rapport anbarmonique g défini par I’équation

(5) .p = (MNARB),
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ot M et N sont les deux plans tangents de (Q) qui passent par la droite.
d’intersection de A et B.
En se servant de I'équation (4), on trouve la formule

1 2 A 1
u”l+‘,vl+“,“/+_i_p[)l___\/(““r_'_»‘,‘,/_*_wwf_,’_§Ppr> _(a2+p!+('..z+_o;p2) (ul:_f_vlz_*_wl!,.*_,gpn)
0

6) p= - :
I 2 1
“",+""’+"’“"+él’l’l+\/(““"‘*"""/‘*'"‘"""*‘a«'l’[”) -(lt’+§”+"”+%p’\)(lt”+v”+fv"+—6-p">

qui donne deux valeurs pour o dont I'une est I'inverse de I'autre.
Les plans A, B seront dits rormaux lorsqu’ils sont conjugués par
P i q jugucs p
rapport & (Q), c’est-a-dire lorsque

| .
we' 4 o' 4w + -gpp’ =o, p=—1.

Nous appellerons une droite (d) normale au plan (P) si elle passe
par le pole (=) du plan (P) par rapport  la quadrique (Q). 1l est clair
quc chaque plan (1) qui passe par la droite () est normal au plan
(P), car il contient son pole. A

Pour définir la distance d’un point A a un plan (P ), nous joignons
A avec le pole = de (P). La droite Ax rencontre (P) en Bet (Q) en
M et N. Le logarithme du rapport anharmonique

(7) d = (MNAB)
sera appel¢ distunce du point A au plan (P).

Soient (i, y, 3, 1) les coordonnées du point A, (u, v, w, p) celles
du plan (P). On aura

I
\/(u.-v + ey + w5+ pb)t— (x4 i+ 54 6[’)(:(’4- Pt 31)‘3) — (1 ¢y +ws =+ pt)

8) d=

£ 3 9 a2 2 ) l
\/(ux-{-('y +ws+ pt)i— (2 +yi+ 3+ 61-)(\«-—&-0-—}- w4 3 /)2) - ux 40y 4-svs 4+ pl

Si le plan (P) passe par le point A, d sc réduit a I'unité.
Enfin, nous appellerons angle de deux droites concourantes le
logarithme du rapport anharmonique

e =(ll'mn),

Journ. de Math. (6* sévie), tome V. ~ Fase. T, g0, 35
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ou ¢, I sont les deux droites données, et m, n les deux droites du fais-

ceau (!, ') tangentes 4 la quadrique (Q).
On peut exprimer o, d’aprés M. Lindemann ('), en se servant de

'équation
(9) Pila+pha+pi+ 0(pli+ phi+pi) =0

qui exprime la condition que la droite dont les six coordonnées homo-
genes sont données par les formules

r y >y = s =
P12= oy ’ P — y l, Pu——l e L
(10)
x ¢ |y ¢t s
Pu= 2 ¢ Pu— y v ) Pun= .

soit tangente & la quadrique Q(x, y, 3,1); (¢, ¥, 5, t') étant les
coordonnées de deux points quelconques sur la droite.

Nous nous bornons a indiquer I'équation & laquelle satisfont les
coordonnées de deux droites /(p;), {'(p;) concourantes normales,
c’est-a-dire conjuguées par rapport a (Q) :

(11)  PuapPis+ PusPra+ P Piy + S(Pspiy+ P Prs+ P P3) = 0.

2. Si nous regardons, dans la formule (3), le point (', ', 5/, ')
comme fixe, le point (z, y, 5, ¢) comme variable, et 7 comme une
constante donnée, le point (z, y, 3, ¢) décrira une quadrique que nous
appellerons sphére dont le centre est le point («', ¥, 5', {'). L’équa-
tion (3), mise sous la forme rationnelle

(12) (14 P)H( 2" 4 Y 4 224 0 8?) (22 + y2 + 5+ o)
=4r(xz’ +yy + 53"+ o1')t,

nous montre que la sphére est inscrite dans la quadrique absolue (Q)
suivant l'intersection avec le plan polaire du centre (z', y', 5/, ¢'). Si
I'on introduit les coordonnées de ce plan d’inscription

(13) =2a, o=y, w=zs', p'=2dt,

(1) F. Lixvexnans, Ueber unendlich kleine Bewegungen, etc. (Mathematische
Annalen, t. VIIL § 1, 1874).
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’équation tangentielle de la sphére (12) devient identique avec I'équa-
tion (6) pour p = — r. Donc, chaque plan tangent de la sphére fait
un angle constant avec le plan d’inscription.

Nous pouvons méme identifier la formule (8) soit avec 1’équation
ponctuelle de la sphére en posant dans (8)

e=u', v=¢, w=w, p=p, d=-—r,

soit avec I’équation tangentielle de la méme sphére en posant dans (8)
z=ux, y= y, =13, é.":t', d=r;
les lettres accentuées désignent toujours les coordonnées du centre et
du plan d'inscription liées par les équations (13).
Par conséquent, chaque point de Ja sphére a une distance constante

au plan d'inscription, et chaque plan tangent d’une sphére a une dis-
tance constante au centre.

3. Nous allons étudier les sphéres tangentes a quatre plans donnés

(14) Ay s Wiy Pi) (h=1,2,3,4).

Il est possible de multiplier les coordonnées du centre de chaque
sphére cherchée par un facteur tel qu'elles satisfassent aux quatre

équations

(13) upd' ey s L ppt =\ ui+ i+ wi+spt (k=1,2,3,4),

Oyl =

car ces équations expriment, d’'aprés (8), la condition pour que le
centre (&, y', 5', ') d'une sphcre soit équidistant aux quatre plans A.
Posons

' ] .l !
(16) Sy WL VY RS APl gy a3, 4)
1 2 H 1 2
Up~+ ¢+ Wi+ 0?])4

et retranchons les équations (15) membre & membre.
Nous obtenons ainsi les six équations suivantes :

‘ 21—-2',:0, 22-23:0, 23—2
| 34— 3,=0, 3,—33=o0, 3—23=o,

(17)
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salisfaites par les coordonnées du centre cherché. Trois premiéres de
ces ¢quations entrainent les trois autres..

Pour former le systéme (17), il faut déterminer les signes des expres-
sions Z;. En prenant successivement toutes les combinaisons de signes
possibles, on voit, d"aprés la forme des équations (17), qu'on n’obtien-
dra que huit systémes (17) distincts et par conséquent huit sphéres
tangentes & quatre plans donnés.

Il est facile de se rendre compte de la distribution des huit centres
dans I’espace. En effet, l'interprétation géométrique des huit systémes
d’équations (17) nous montre qu'on peut mener, par chaque aréte du
tétraédre A, A,A,A,, deux plans que nous appellerons plans bissec-
ieurs. Ces plans séparent harmoniquement les deux plans du tétraédre
passant par l'aréte considérée et chaque centre cherché est intersec-
tion commune de six plans bissccteurs. Il est clair qu'il faut associer
les douze plans bissecteurs de la maniére suivante pour obtenir tous
les centres cherchés :

Les six plans bissecteurs intéricurs se coupent en un centre situé a
I'intérieur du tétraédre (nous appelons un plan bissecteur intéricur
s'il divise le tétraédre en deux parties).

Trois plans bissecteurs extérieurs qui passent par trois arctes du té-
traédre formant un triangle et les trois plans intérieurs passant par les
aulres arétes se coupent en un point; nous obtenons ainsi cuatre centres.

Deux plans bissecteurs intéricurs passant par deux arétes opposces
du tétraédre ct les quatre plans extéricurs passant par les autres arétes
se coupent en un point; nous obtenons ainsi trois centres. Considérons
par exemple les arétes B, B, et B,B,, cn désignant avec B, le sommet
du tétraédre opposé a la face Ay. Les plans bissecteurs inlérieurs se
coupent suivant une droite dont les parties extérieures au tétraédre
sont situées dans deux combles.

L'un de ces combles, limités par faces prolongées du tétraédre,
touche au tétradédre suivant le segment A, A,, l'autre suivant le seg-
ment A;A,; 'un ou l'autre contient le centre de la sphére que nous
appellerons, d’aprés M. Keenigs ('), sphére du comble (12, 34). On

(V) G. Koenigs, Lecons de I’ Agrégation classique de Mathématique, p.70-79.
Paris, 18g2.
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définira de la méme facon la sphére du comble (23, 14) etla sphére du
comble (13, 24). '

4. Passons maintenant au probléme réciproque : Déterminer les
sphéres passant par quatre poinis donnés ‘
M (2 Yks Sks ty) (k="2,334)‘

Nous avons & faire un raisonnement tout a fait analogue a celui du
numéro précédent. Les coordonnées du plan d’inscription ', ¢, o/, p’
de la sphére cherchée satisfont toujours aux quatre équations

(’8) wlcu"‘*‘.}’kvl"*' "”tw""" ‘kP'='-'—’-\/“‘2+yl+ 22+ 6‘% (k= 1,2, 3s [l)a

ou bien, en posant
Tyt + ypv 4 e A 4 p'

Sp== —
(19) k Vol +yl+si+ 90t}

aux six équations suivantes :

‘ S.—-S,:o, Sg—' S,:o, S;—S‘:O,
(ac) ) S;—S;=o, S,— S;=o, S;—S;=o.

Il y a sur chaque aréte deux points qui divisent harmoniquement
le segment formé par les deux sommets du tétraedre situés sur I'aréte
considérée ; les huit plans d'inscription des sphéres cherchées coupent
chaque aréte dans I'un ou I'autre point. Nous pouvons distinguer les
huit plans d’inscription de la maniére suivante :

Un plan extérieur au tétraédre M, M, M, M,;

Quatre plans dont chacun sépare un sommet du tétraédre de trois
autres; |

Trois plans dont chacun sépare deux sommets du tétraédre de deux
aulres.

5. Nous appellerons cercle I'intersection d'une sphére avec un plan
quelconque (P). Il est évident que chaque cercle est tangent en deux
points A, A’ & la conique (C), intersection de la quadrique absolue
(Q) avec le plan (P) du cercle [conique absolue dans le plan (P)].

L.e péle de la droite AA’ par rapport a (C) sera dit le centre du
cercle; la distance d’un point du cercle au centre est constante.
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Un triangle étant donné, on peut lui circonscrire quatre cercles et
inscrire quatre cercles.

Remarquons encore que, sur une sphére donnée, il n’y a qu'un
cercle passant par trois points donnés.

6. 1l est naturel d’appeler cdne de révolution tout cone circonscrit &
une sphére. Chaque cone de révolution ayant pour sommet un point P
est inscrit dans le cdne absolu (K) du point P, c’est-a-dire au céne tan-
gentiel de la quadrique (Q) ayant le sommet en P. L'intersection des
deux plans tangents communs & ces deux cdnes a, dans le cone (K),
un plan polaire (8) que nous appelons plan central du cdne de réco-
lution. Ce plan central jouit de la propriété suivante :

Chaque plan tangent d’un céne de récolution fait un angle
constant avec le plan central,

Du reste, chaque propriété du cercle a son image dans une propriété
du céne de révolution, parce que la transformation par polaires réci-
proques, (Q) étant directrice, change les cercles en cones de révolu-
tion.

Par exemple, le centre du cercle commun a un plan (I’) et a une
sphére (Z) est sur la droite qui joint le centre de (T) avec le pole
de (P).

Le plan central d’un cdne ayant son sommet en un point M et cir-
conscrit 4 une sphére () passe par I'intersection du plan polaire de M
avec le plan d’inscription de (2). ‘

CHAPITRE 11

7. Nous étudierons dans ce Chapitre une courbe gauche (C) dans
le voisinage d’un point O. Soient O« la tangente et (P ) le plan oscula-
teur en O. Nous supposons dans la suite que O soit un point ordinaire,
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c’est-a-dire que (C) ait un contact du premier ordre avec Oz et un
contact du second ordre avec (P).

Le tétraédre de référence, conjugué a la quadrique absolue (Q),
sera défini par les conditions d’avoir O comme le sommet (o, o, o, 1),
(P) comme le plan 5 = o, et O comme I'intersection des plans y = o
et 3 =o0. On peut appeler la droite = 0, 5 = o normale non eucli-
dienne, et la droite 2 = o, y = o binormale non cuclidiennc au
point O.

La définition précédente du tétraédre de référence serait en défaut,
si O était situé sur la quadrique (Q) ou si (P) était un plan tangent
de (Q); nous excluons ces cas.

Cela posé, divisons les coordonnées homogénes d’un point M situé
sur la courbe (C) dans le voisinage de O par la quatriéme, et dési~
gnons les quotients ainsi obtenus par

Zy Yy 5 L.

Si I'on regarde x comme un infiniment petit du premier ordre,
y sera un infiniment petit d’ordre 2, et 5 un infiniment petit d’ordre 3.
Par conséquent, la courbe (C) sera définie, dans le voisinage du
point O, par les équations suivantes :

y=azx*+aaz*+... (e #0),

(21) s=bx+bat+... (bzo)

L’équation du plan osculateur au point M(x, y, z, 1) s’écrit

X—2 Y~y Z—3

dz dx =0
dx? dx?

ou, en développant les coefficients en séries et réduisant chaque série
a deux premiers termes,

(Babx*+8ab 2)X — (3bx + bb' 2*)Y +(a+3a'x)L— (abx®+ 3ab' 2*)=o0.

On peut diviser la derniére équation par le coefficient de Z, car il
reste différent de zéro dans le voisinage du point O. Dans I'équation
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ainsi obtenue
(22) uX+¢Y+Z+p=o,

les coefficients u, ¢, p sont donnés en fonction de .« par les séries sui-
vantes :

u= 3bxr*+ (Sb’ —gg-a—b>x°+. .

_ b ) a'b b .
(23) V——323+<9?—-6;’)$ “+...,
'
p=— b.z"-i—(?'(—%[:—?)b' ).1«“4—....

* Nous ferons souvent usage des coordonnées non homogénes(u, v, p)
du plan liées avec les coordonnées du point par I'équation (22).

8. Regardons maintenant la courbe (C) comme aréte de rebrous-
sement sur la surface développable formée par ses plans osculateurs.
L'inversion de la seconde série (23) donne
(24 _a aa’  aath’\ |
) T=— g v+ 3b’—__9b’ G ST
En substituant ce développement dans la premiére et dans la troi-
siéme série (23 ), on trouve les équations

(e=avt+a 4. .. (¢ Z0),

?p:ﬁv‘"’-{—ﬁ’v‘—i—... (BsZo0),

qui sont tout & fait analogues aux équations (ar). Il nous sera avanta-
geux d’employer soit les formules (21), soit les formules (25), suivant
le sujet traité.

Avant de donner les formules qui expriment les relations entre les
équations (21) et (25), remarquons que, pour avoir les expressions
des coordonnées #, ¥, 5 du point M en fonction de la coordonnée v
non homogene de son plan osculateur, il suffit de remplacer dans les
formules (23)

(29)

Uy, ¢y Py, Xy .es par .y, &, 3 ¢,
et
a a ..., b, ¥, ... par a o, ..., B, P.
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On obtient ainsi

a 3 P
(26) y= sper(sp —9Z)e,
’ — por+ (35 -3y )or

Pour avoir les coefficients «, «', ... en fonctionde a, a', ... ., portons
le développement (24) dans les équations (23) et comparons les résul-
tats avec (25). Il vient

B= ® ,__b4atd  atd __a't aata

2
(37) x= o) == = e— — ) =" — =535
3b 27b* 27 b 30 276t a7 b?

1l est évident que le méme calcul fournira les expressions de «, o/, ...
en fonction de @, o’ ...; il suffit de remplacer les coefficients a, o', ...
para, a’, ... et inversement.

Les coefficients dans (a1) sont liés avec les coefficients dans (25)
par un ensemble d’équations qui ne change pas, si ’ony remplace
chaque coefficient a, a', ..., b, b, ... figurant dans (21) par le coef-
ficient correspondant dans (25) et inversement.

Ce théoréme montre en particulier que le systeme (27) est équiva-
lent au systéme suivant :

_at o a A8 ata A 3
(8) a=gp bEgE Y=um T YSnE o

9. Nous allons donner les formules qui expriment les coordonnées
des faces du tétraédre formé par quatre points M(xx, Yi, 5x) de la
courbe et formules analogues qui expriment les coordonnées des som-
mets du tétraédre formé par quatre plans osculateurs Ax(uy, ¢k pa),
en désignant par uy, ¢4, pi les coordonnées non homogénes d’un plan
deﬁmcs dans le numéro précédent.

Pour cela, introduisons les fonctions symemques suivantes :

)‘k =X+ Xy + Tp, Mt = Ly Ly~ Ty Tp~+ Ta Ty, V= Ly L

pa=¢; + "m + Op, G =1V + Cnaty +Cpty Th== 0 Yy

(29) 1

ou k, [, m, n est une permutation quelconque des indices 1, 2, 3, 4.
Journ. de Math. (¢ série), tome V. — Fasc I, 1gg. 36
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Le plan M,M,, M, est représenté par |'équation
X Y Z
Xy Yr 51 1
Ly Ym Im 1

Ty Yn %a 1

=o,.

ou il faut remplacer y, et z, par les séries entiéres en x, d’aprés les for-
mules (21). ) .

Le premier membre de cette équation change de signe, si I'on fait
subir aux indices /, m, n une transposition quelconque, et il s’évanoui-
rait, si le déterminant

I Z, .Z‘}
1z, x, = (21— &) (X— ) (Xn— &)
1z, 2}

était égal a zéro. Il est donc divisible par ce déterminant et le quotient
sera évidemment une fonction symétrique des trois variables z,, x,,
x, et, par conséquent, exprimable au moyen des trois fonctions fon-
damentales A, frz, Va-

En effectuant la transformation qui vient d’étre indiquée, on trouve

[abp.i+ab' (Mepas—vi) | X—[bhi+b' Ai—ps)]Y +(a+a"\) L—(abvp+ab'd i) ==o.

On n’a conservé, dans chaque coefficient, que les termes du degré
le moins élevé (par rapport aux variables @, x,,, «,) et les termes du
degré suivant.

Si nous divisons I'équation précédente par le coefficient de Z, le
seul qui n’est pas infiniment petit, nous obtenons I'équation du plan
M;M,, M, sous la forme

(30) U/,X-i-ka-i-Z-i-P;,:: 0.

Les coordonnées non homogénes de ce plan sont données par les
formules

Up= bm_"ab——ab)‘k#k__ blve +....
b ab'—a'b b
(31) / VA.:‘— 67“.'-- P )\/’, -+ (-l—yq.+ )
"l
PA = — I)‘JA —_ ab a ),4-‘1/.~+
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Les coordonnées Xy, Y;, Zx du point commun a trois plans oscula-
teurs A;, A, A, s'obtiendront de la méme facon; il faut partir des
développements (25), c’est-d-dire changer les coefficients a, ', ... en
«, «, ... et introduire les fonctions p;, ox, T4 an lieu de A, iz, vs. Nous
aurons donc

!

o ’_al !
Sxk=——gp,‘——%—ép,". +%ck+...,
I_ '
(32) Y= f5°k+gp—a?—ﬁpk°k,—ﬁ?k +...,
?Zk:-—ﬁrk—gﬁ—;-—q—p ATkt eee

10. Nous passons maintenant 4 I’étude des sphéres inscrites et cir-
conscrites aux tétraédres formés ou par quatre points infiniment voi-
sins

Mk(-rln Yo k) (k:l,2,3,4)

de la courbe (C), ou par quatre plans osculateurs
A(upyvia pi) (k=1,2,3,4)

aux points infiniment voisins ; y, ... et &, ... désignent toujours les
coordonnées non homogénes introduites dans le n° 7.

Les deux tétraédres seront supposés étre assez voisins du point O
pour que leurs sommets ne soient pas sur la quadrique absolue (Q) et
pour que leurs faces ne soient pas tangentes & (Q).

Cetle hypothése étant admise, nous voyons que I'expression

ZE+ yh+ i+

conserve toujours le méme signe et ne peut jamais s'annuler ; nous re-

présenterons, dans tous les calculs suivants, par y8 une racine de & dé-
terminée (d'ailleurs quelconque) et par

Vri+yi+ si+0

la racine qui se réduit 4 /8 pour a; = Yi= 3= 0.
Les coordonnées homogénes du plan d'inscription d'une sphére
passant par quatre points M vérifient les quatre équations suivantes
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(voirn® 4):

(33) axt'+ypv' +5,W +p' = 2} + yi+ st + 0 (k=1,12,3,4),

ou il faut remplacer y, et 3, en fonction de x, d’aprés (21), et les se-
conds membres par

xz

_ 2
(33') Vel+ yi+st+0=\d + ",a +.. 0.

2

Prenons d’abord, dans chacune des équations (33), le méme signe,
par exemple, le signe +. En résolvant le systéme (33), on trouve

Wit == A 1Ay Ay A

Les déterminants A,, ... s’expriment en fonction de x,, «,, , et x,
au moyen des équations suivantes :

A=|VaTFyi+ai+8 3o u 1 |=De,

A,:Ix, \/.Z':.*,J':—*—z:’*'a %4 1 I=D(;~b—'+€g),

Aa_—:l"l"! N4 Vai+ri +st+d 1 |=D<-—g—6~+£;,),

A==z y1 5 Val+yi+si+d|=D(abys+¢,),

D=|® &} o} 1 | = (0,—=2) (40— 2} (3~ ) (T4 —T1) (24— ) (21— L),

ol I'on n’a figuré que la premiére ligne dans chaque déterminant; les
autres lignes se déduisent de la premiére en remplagant «, successive-
ment par x,, £y, x,. Les quantités ¢, ¢,, ¢, et ¢, restes des séries in-
finies de quatre variables z,, x,, ; et z,, sont infiniment petites en
méme temps que celles-ci.

Chaque déterminant est divisible par D, car il s'annulerait si
Xy = Ty

Si les quatre points s'approchent indéfiniment du point O, la sphére
considérée admet une figure-limite déterminée dont le plan d’inscrip-

tion sera défini par les équations ‘

V b a

~:— ——taby.
2/9 2y/d abys

(34) lima' lim¢ i limo/ :limp’'=o:

Le centre de cette figure-limite, c’est-d-dire le pdle du plan précé-
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dent par rapport 4 la quadrique (Q), aura pour coordonnées non ho-
mogeénes

1 a
(35) E=o, n= C:-—;—a—b-

Les équations (34) montrent que la figure-limite appartient préci-
sément 4 la sphére introduite en premier lieu dans ’énumération
donnée & la fin du n® 4. Aucune autre sphére passant par les quatre
points M, ne peut admettre aucune figure-limite, lorsque les points My
s’approchent indéfiniment du point O.

Car le plan d'inscription finirail par contenir le point O (puisqu’il
sépare, d’apres le n° 4, au moins deux sommets du tétraédre), ce qui
est impossible, chaque point commun & la sphére et 4 son plan d'ins-
cription étant situé sur (Q); nous écartons, bien entendu, les sphéres
dégénérées. Nous avons donc le théoréme suivant :

Il y a une seule sphére passant par quatre potnis My de la courbe
el admetlant une figure-limite déterminde, non dégénérée, (S,),
lorsque les points My s’approchent indéfiniment du point O. Les
coordonnées du centre de (S,) sont exprimées par les formules (35).

La figure-limite du cercle passant par trois points de la courbe in-
finiment voisins du point O se réduit & l'intersection de la sphére (8,)
qui vient d'étre définie avec le plan osculateur au point O.

Le centre de ce cercle est sur la droite qui joint le centre de la sphére
osculatrice (S,) avec le pole du plan osculateur du point O, c'est-a-
dire avec le point (o, o, 1, 0).

On obtient ainsi les coordonnées non homogeénes du centre du
cercle osculateur (C,)

[}
(36) t=o, n=— ¢ =o.

11. Les sphéres tangentes a quatre plans osculateurs A se dé-
terminent de la méme fagon que les sphéres passant par quatre points
de la courbe.

En effet, soient u«,, ¢, pi les coordonnées non homogénes du plan
osculateur A, vérifiant les équations (25 ). Les coordonnées homogénes
x',yy 5, ¢ du centre d'une sphére tangente a quatre plans A, s’obtien-
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dront, d’aprés le n° 3, en résolvant le systéme des quatre équations
suivantes :

(37) u/.-x’+vky'+z’+p»t’=i\/az+ vz+l+§pi;

nous ajoutons aux développements (25 ) le suivant :

(37) \/l-i—uz.—i-v,’,-l--;-pz:l-i——‘;l‘—l-....

Comparons le systtme d’équations (21), (33) et (33’) qui nous a
fourni les formules (34 ) avec le systéme d’équations (25), (37) et (37').
Si nous négligeons, dans les formules (21), (33), (25) et (37), les
termes qui n'y sont pas figurés, le premier systéme ne différe pas en
réalité du second. En effet, si nous remplacons, dans le premier sys-
téme, les quantités :

!

/ ' - '
a, a, b, bV, x4, Yiv Spy W,

oy 'y p, 9
par les quantités suivantes :
a, o, ﬁv ﬁ', ey Pus Py .7" x, t, 3, 1,

il devient identique avec le second systéme.
Or, si les quatre plans osculateurs A, s’approchent indéfiniment du
plan osculateur au point O, les formules (34) montrent qu’on aura

. . . . 3
limz':limy' :lims'; lim¢ = Lion— 2.
2a 283
Les coordonnées non homogénes du centre de la figure-limite (S,)
sont données par les formules suivantes :
2x
(38) E:——s—,a n=o, CZ_?EE'
Cette figure-limite correspond au cas ot ’'on a pris, dans chacune
des équations (37), le second membre avec le signe +. D’'autres
combinaisons des signes conduisent aux sept sphéres inscrites qui
n'admettent pas des figures-limites non dégénérées (').

(') Voir la vemarque a la tin du n° 6.
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Il faut encore, pour préciser ce résultat, répondre & la question
suivante : Comment trouvera-t-on, parmi les huit sphéres inscrites,
celle qui admet la figure-limite (S,)?

Imaginons que les poinls My (xx, ¥4, 2x) dont A sontles plans oscu-
lateurs s’approchent indéfiniment du point O d'une facon quelconque.
Nous convenons de choisir, a chaque instant, les indices 1, 2, 3, 4 de
telle maniére qu’on ait toujours

(39) T <L Tyl Xy Xy

Si les points M, sont assez voisins du point O, les inégalités précé-
dentes entralnent, en vertu de la seconde équation (23), les inégalités
suivantes :

‘ P 0 0y < 0,y si g <o,
(40) ¢ ou
< << < oy si

o
Les inégalités (39) ou (40) expriment, en réalité, que (si les
points M; sont assez voisins du point O ), en parcourant la courbe dans
un sens convenable, on rencontre les points M; dans I'ordre d’indices
croissants.
Cela posé, introduisons les expressions

(61) 3, WX+ Y+ 7+ p,

)

“+

(k=1,2,3,4).

/ g, 1
V 1+ ui+ i+ 5Pk

Les quatre équations I, = 1 coincident avec les équations (37) si
Pon pose X, Y, Z, 1 au lieu de #’, y’, &', ¢. Les coordonnées non
homogénes X, Y, Z du centre de la sphére qui admet la figure-limite
définie par les formules (38) vérifient, par conséquent, les six équa-

tions suivantes :
2i—2=o0 (4 k=1,2,3,19).

Je dis que les équations
(42) . 21—23:0, Z,— 2520

représentent deux plans bissecteurs intérieurs, I'un passant par
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l'intersection des faces A, et A,, I'autre par l'aréte opposée du
tétraédre; en d’autres mots, (XYZ) est le centre de la sphére du
comble (13, 24) (voir n° 3).

Prenons, par exemple, la premiére équation (42). Elle ne peut
représenter le plan bissecteur intérieur que si Z, et I, ont le méme
signe, lorsqu’on y remplace X, Y et Z par les coordonnées d’un point
quelconque B situé a I'intérieur du tétraédre. Mais le signe de X, ne
change pas, lorsque B se confond avec le sommet opposé a la face A,;
car I, ne s’annule que si B était situé¢ dans la face A,.

Par conséquent, tout revient & démontrer les inégalités suivantes :

(43) (Z4)(23)>0, (24)(Z) >o,

en désignant par (Z;) ce qui devient Z;, si I'on y remplace X, Y, Z
par X;, Yy, Z; [formules (32)].
On obtient

(2a) =B(—vipp+ vaor—Ti+ 0}) +.o. = B(vs — 07) (V= ) (Vi — ¢3) (1 + &),

¢, etant infiniment petit. De la résultent, en effet, les inégalités (43),
les quantités ¢, vérifiant les inégalités (40).
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Parmi les huit sphéres tangentes a quatre plans osculateurs
Ay, Ay, Ay, A, infiniment voisins du plan 3 == o, la seule qui appar-
tient au comble (13, 24) admet une figure-limite déterminée (8,).
Les coordonnées du centre de (S,) sont définies parles formules (38).

La figure-limite d’'un cone de révolution tangent a trois plans oscu-
lateurs infiniment voisins de 5 = o sc¢ réduit au cdne tangentiel de la
sphére (S,) ayantson sommeten Q. Le plan central de ce céne oscula-
teur (K,) passe par la droite d'intersection du plan ¢ = o avec le plan
d’inscription de la sphére (8,) et a pour coordonnées non homogenes

(44) u:;';a ¢=0, p=o.

12. Pour déterminer le centre d'une sphére inscrite au tétraédre
M,, M,, M;, M,, il faut résoudre le systtme des quatre équations
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suivantes :

(43) U’ + Viy' + 5"+ P,,t’:i:\/U,’,-i— V,’,+l+é]’}.,

ou les quantités Uy, Vi, P, sont données par les formules (31).

La résolution s’effectue comme dans le n° 10.

En supposant qu'on prenne, dans les équations (45), toujours la
valeur du radical qui se réduit & + 1 pour Uy,=V,=P;=0, on
trouve ,

iy i3t =400104: 442,

Les déterminants 4A;, qui sont divisibles tous par le déterminant
suivant :

(46) D=|x, =} 2} 1 |=
|

= I A’ f‘l ).:: I

sont donnés par les formules suivantes :
/% 3 bl
a=D(jz+n), 4=Dm &=D(Z+m) A=D(Tx+n),
2a Vi a

ou 7, ... sont infiniment petits.

Si les points M, s’approchent indéfiniment du point O, la sphére
admettra une figure-limite (S,) dont le centre aura les coordonnées
non homogeénes

. a 2a®
(47) i=o M=o, =

On démontre, comme dans le numéro précédent, que la figure-
limite ainsi obtenue convient précisément a la sphére du comble (13,
24), les inégalités (3g) étant satisfaites ().

Le conetangentiel (K,) de la sphére (S,) pour sommet représente la
figure-limite du cone de révolution tangent aux trois plans OM, M,,

OM,M, et OM,M,. Les coordonnées non homogeénes du plan central
de (K,)sont

a
(48) == v=o0, p=o.

(') Voir la remarque dans le n° 16. -

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. I1I, rgog. 37
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13. Les coordonnées (', ¢y &/, p’) du plan d’inscription d'une
sphére circonscrite au tétraédre A, A, A, A, vérifient le systéme

(49) C Xp '+ Yo+ Ly - p =X Y+ L+ O,

ou lesX;, Yy, Z; sont donnés par les formules (32).
Si I'on prend chaque radical avec le méme signe, on trouve ici
encore une figure-limite (S,) qui a pour centre le point

r 3 —oB
(50) =0, ‘Il:;a—,s c—.ﬁ—a—‘.
L’intersection de cette sphére avec le plan osculateur 5 = o repré-

sente la figure-limite du cercle (C,) circonscrit au triangle formé,
dans le plan 5 =o, par les traces de trois plans osculateurs infini-
ment voisins. Les coordonnées du centre de (C,) sont

(51) t=o, = {=o.

Les sommets du tétraédre A, A,A;A, se confondent en O lorsque
les plans osculateurs A, se confondent avec le plan 5 = o.

Nous en concluons, comme dans le n° 10, qu'il n’y peut avoir
aucune sphére-limite circonscrite en dehors de (S,); par conséquence,
la figure-limite (C,) du cercle est elle-méme déterminée sans ambi-
guite.

14. Rappelons enfin les quatre figures-limites suivantes, en dési-
gnant par M trois points de la courbe infiniment voisins du point O,
et par A, trois plans osculateurs infiniment voisins du plan s =o:

Cercle inscrit dans le triangle M, M, M;. La figure-limite (C,) a
pour centre le point

(52) - t=o, n= - {=o.

Cone de révolution circonscrit au triedre AI. A, A,. La figure-
limite (K,) a pour plan central le plan (coordonnées non homogénes)

(53) u==, g=o0," p=o.
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Cercle inscrit dans le triangle ayant pour cdtés les traces de A, A,
et A, dans le plan 2 = o. Centre de la figure-limite (C,) :

(5%) . i=o, n=gz- {=o.,

Cone de révolution dont OM,, OM, et OM, sont trois généra-
trices. Plan central de la figure-limite (K,) :

x 2
(99) = 3%’ v =0, p=o.

On sait qu'il y a quatre cercles inscrits dans un triangle (ou circon-
scrits a un triangle) et qu'il y a quatre cdnes de révolution circonscrits
a un triédre (ou inscrits dans un triédre); cependant, dans chacun
des cas que nous avons considérés, il n'y a qu'une seule figure-limite.

CHAPITRE III.

I5. Supposons maintenant que la quadrique (Q) soit une sphére
ordinaire et que le triédre Oxy s trirectangle soit formé par la tan-
gente, la normale principale et la binormale de la courbe (C) au
point O. Si le rayon y— ¢ de la sphére (Q) devient infini, les sphéres,
cercleset cones de révolution non euclidiens se changent en sphéres, etc.
ordinaires.

On s’assure facilement que, dans ce cas limite, les développements
analytiques du Chapitre précédent subsistent sans aucune modification ;
en particulier, les formules relatives aux différentes figures-limites
restent inaltérées, pourvu que les coordonnées cartésiennes ., y, 5du
point soient liées avec les coordonnées non homogénes (u, ¢, p) du
plan par Iéquation

(22) Ux 49y + s+ p=o.

Nous donnerons, dans les numéros suivants, la liste de douze
’
figures déterminées par des éléments consécutifs de la courbe; pour
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cela, il faut introduire la signification géométrique des coefficients dans
les équations de la courbe

(21) y=axl+adad+... (a #0),
‘ s=bad+ b at+. .. (b#o0).

Représentons par R, T, %?, % le rayon de la courbure, le rayon de

la torsion au point O et leurs dérivées par rapport & I'arc s au méme
point. Si le sens positif de 'arc coincide en O avec la direction Oz, on

aura
] 1 dR 1

—_— e s ——— —

(56) =g Si=-—mymp = gp
' 2h b = aTdR4-RdT
R ds

En prenant, au lieu de a, la coordonnée ¢ du plan osculateur pour
paramétre, la courbe (C) ou plutdt la développable engendrée par le
plan osculateur de (C) sera représentée par les équations suivantes :

( U=—ovi4a ¢34... (a2 £ 0),

| p=Be*+ B +...  (B#Zo),

ou les coefficients «, «’, ... s’expriment en fonction de a, @/, ... au
moyen des équations (27). Pour obtenir des expressions parfaitement
analogues aux expressions (56), introduisons les notations suivantes :

(23)

R ! ds
R"‘.:——T’ th;f‘-i dz‘:T:T,ds,
= étant I’angle de deux plans osculateurs.
Il vient
1 ' 1 dR, 1
2¢_R—|) 6d ‘-.—_B—;—(F’ 6‘3_— R-T,ITl’
(57)

dR
24(3, {’Ti ('“’Tl dr —- + R, ‘E{?’>
On voit donc qu'il suffit de remplacer, dans les formules (56),
R, T, s par — =y A T

pour obtenir les formules (57).
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16. Soient M (x4, ¥k, 3x) quatre points de la courbe, A, (ux, ok, ps)
quatre plans osculateurs, et supposons qu’on ait toujours

(39) << Ty < Ty,
ce qui entralne (voir n° 11) les inégalités

V<< 0y 0y << Wy si T>o,
(4o) ou
0, << 0y << 0y <L 1y, si T<o.
En faisant

lima;=o, limpy=o0 (k=1,12,3,4),

nous obtenons les sphéres suivantes [formules (35), (38), (47) et (51)]
dont la premiére et la quatriéme passent par O, tandis que la seconde
et la troisieme touchent le plan osculateur (P) du point O :

Sphére (8,) passant par quatre points My, ou sphére osculatrice.
Coordonnées du centre :

aR
E,"-os ’f)—-R, C—_T?E"

Spheére (8,) tangente a quatre plans osculateurs A :

T ds T ds
z:— n=o, C:—-—’.——
R d I
(%)

R /Ty
()
Sphére (S,) inscrite dans le tétraédre M, M, M, M, :

ds ds
E——sRm) N =0, c—gTEEO

Sphére (8,) circonscrite au tétraédre A, A,A A, :

E=o, n:%, {:é(R%—T%L:)‘

Remarque. — Nous avons vu, dans les n® 11 et 12, que les figures-
limites (S,) et (S;) proviennent toujours de la sphére du comble (13,
24). On peut directement se rendre compte de ce fait que, lorsque le
tétraédre M,M,;M,M, se déforme de la maniére indiquée, aucune
autre sphére inscrite ne peut admettre une figure limite non dégénérée.
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En effet, imaginons que les points M, soient trés voisins du point O et
rappelons-nous les propriétés suivantes de la courbe : 1° elle traverse
le plan osculateur 3 = 0; 2° sa projection dans le plan z = o a laforme
d’une parabole tangentea Oz en O ; 3° les arétes M; M, du tétraédre font
un angle infiniment petit avec Ox. Un examen attentif de la figure
montre que six plans bissecteurs des faces du tétraédre se confondent
sensiblement avec le plan rectifiant Oz, & savoir : les plans bissec-
teurs intérieurs relatifs aux arétes M, M, et M, M,, et les plans bissec-
teurs extérieurs relatifs aux autres arétes. Le point de concours N de
ces six plans n’est autre chose que le centre de la sphére inscrite appar-
tenant au comble (13, 24); par suite, N peut admettre comme point-
limite un point situé dans le plan rectifiant, et il n’est pas nécessaire
que la sphére-limite soit dégénérée en un point. Au contraire, les six
autres plans bissecteurs se confondent sensiblement avec le plan oscu-
lateur Oxy. Le centre N’ de chaque sphére inscrite, autre que celle
qui vient d’étre considérée, esl situé au moins dans un de ces plans;
par conséquent, N’ ne peut admettre comme point-limite qu'un point
situé dans le plan Oy ; en d’autres mots, la sphére-limite correspon-
dante sera nécessairement dégénérée puisqu’elle touche le plan Oxy.

Le raisonnement précédent, ainsi qu’un raisonnement analogue
relatif aux sphéres inscrites dans le tétracdre A,A,A;A,, s’appli-
querait aussi aux sphéres non euclidiennes.

17. Continuons la liste de différentes figures-limites.

Les formules (36), (51), (52) et (54) montrent I’existence de quatre
cercles qui touchent la tangente Oz en O et dont les centres sont sur
la normale principale Oy. Les coordonnées 7 des centres sont toutes
positives; chaque cercle sera parfaitement déterminé par son rayon p.

Cercle passant par trois points M,, M,, M;, ou cercle osculateur,
intersection de la sphére (S,) avec le plan Oy :

p=R.
Cercle circonscrit au triangle A formé, dans le plan Oxy, par les

traces des plans A,, A, et A, [intersection de la sphére (S,) avec le
plan Ozy]: :

ool o
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Cercle inscrit dans le triangle M,M, M, :
p=4R.

Cercle inscrit dans le triangle A :

R.

[SH E=N

p:

Enfin, les formules (44), (48), (53) et (55) définissent quatre
cénes de révolution qui ont les sommets en O et qui touchent le
plan O zy suivant O4. Chaque cbne sera parfaltement déterminé par
la cotangente de I'angle  que fait son axe avec Q. L'équation du
plan central (plan perpendiculaire & 'axe du cdne) qui passe par la
normale principale Oy s’écrit

ux 4+ z=o, u = cot ¢.

Coéne tangent & trois plans osculateurs A,, A,;, A;, ou cdne oscu-
lateur ('), circonscrit & la sphére (S,) :

R
COl?:—- T'

Cone tangent aux trois plans OM,M,, OM, M, et OM;M,, ou céne

circonscrit a la spheére (S,) :

cotp ==—

]
) =

Cdne circonscrit au triédre formé par trois plans osculateurs A |, A,
et A;:

coLe =-—4%-

Cone dont trois génératrices sont OM,, OM,, OM, (?):

cotp —=— g —,!%-

(*) Ce cone a été considéré par Saint-Venant (Journal de I’Ecole Polytech~
nigue, Cahier XXX, 1845, p. 42).

(*) M. Scheflers a considéré ce cone & un autre point de vue. Voir Einfith-
rung in die Theorie der Curven, p. 260. Leipzig, 1go1.
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18. Les quatre cones correspondent aux quatre cercles d’aprés le
principe de dualité qui exige qu'on envisage la courbe de deux maniéres:
soit comme lieu du point, soit comme enveloppe du plan osculateur.
Il suffit de remplacer, dans la formule qui donne le rayon g du cercle,

la quantité R par — %pour obtenir la valeur de cotg relative au cone
correspondant.

L’analogie entre ces deux quantités parait mériter notre attention.
Le principe de dualité nous impose cette analogie. Car, si nous
regardons la courbe des deux maniéres mentionnées, ’angle dz de
deux plans osculateurs infiniment voisins correspond 4 la distance ds
de deux points infiniment voisins de la courbe, I'angle ds de deux tan-
gentes infiniment voisines (que nous regardons comme droites concou-
rantes) correspond 4 lui-méme, et I'on a

Red, R_d
do T do
Le cone osculateur (dont I'axe est la droite rectifiante) offre une
analogie compléte avec le cercle osculateur; et c’est précisément le
plan perpendiculaire 4 son axe au sommet O (que nous avons nommé
plan central) qui est, d’aprés le principe de dualité, tout a fait ana-
logue au centre de courbure.

%, en fonctions de différentielles

des coordonnées, renferment une méme racine carrée qui disparait
dans leur quotient T.

Les expressions des quantités R et

19. Je vais donner encore un petit théoreme sur le quotient du
volume V du tétraédre formé par quatre points M de la courbe infini-
ment voisins et du volume V’ du tétraédre formé par quatre plans
osculateurs A, aux points M.

Les formules (32) expriment les coordonnées Xy, Yy, Z; des som-
mets du dernier tétraédre au moyen des fonctions symétriques gy, ox, Tk
des ¢, [voir (29)].

En éliminant ¢, d’aprés la seconde -équation (23), on obtient des
expressions qui ne renferment que les fonctions symétriques

M= Z(+ L+ Zp, Mk =Xy Xy Tp + Xy, V=L Zpy Xps
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4 savoir

Xk=—l§€+.-., Yk=g'yvlg+-.-, Z=ka+o-..

Les volumes V, V' sont donnés par les formules
6V=|z y 5 1|=|ax x} = 1|(ab+e),

6V=|X, Y, Z; 1|=|X @ v 1 |<%é+s'),
¢, ¢ étant infiniment petits en méme temps que les ;.
Si lon fait limz; =o(k =1, 2, 3, 4), 'identité suivante, rencon-
trée déja dans le n® 12, -

|2y 2} 2} 1|=1% » » 1]
montre que

limy- =
VI “9’

CHAPITRE 1V.

20. Dans les considérations précédentes, le principe de dualité a
joué un role assez important; nous allons donner, dans ce dernier Cha-
pitre, une autre application de ce principe. Pour cela, nous consi-
dérons, dans la Géométrie non euclidienne, une relation entre deux
propriétés métriques des surfaces réglées; nous trouverons ainsi
Porigine commune de deux théorémes bien connus de la Géométrie
ordinaire.

Nous commencons par le théoréme suivant :

Deux trajectoires orthogonales des génératrices d’une surface
réglée (R) coupent chaque génératrice g en deux points M et M’
dont la distance demeure invariable.

Pour démontrer ce théoréme, prenons I'équation de la quadrique (Q)
Journ. de Math. (6 série), tome V. — Fasc. III, 1gog. 38
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sous la forme
22+ yr+t41=o.

Nous désignons par x, ¥, 5 les coordonnées du point M qui décritla
premiére trajectoire (C) et par 2, ¥, 3’ celles du point M’ qui décrit la
seconde trajectoire (C'). On exprime que MM’ est invariable en éga-
lant & zéro la différentielle du rapport anharmonique r défini par
I'équation (3), ot il faut poser ¢ = ¢’ =1 et ¢ = 1. Cela donne

A@P Y+ 3"+ 1)+ A (2 +y + 51+ 1) =0,

A=(x*+y*+ 3+ 1) (2' de + y' dy + 5'ds)
— (@z'+ yy'+ 55+ 1) (zxdz + y dy + zd3),
Al= (2" +y?+ s+ 1) (zda’'+ ydy' + 5d3')
—(zx' +yy'+ 55" +1) (2 da’ + ¥ dy' + 3’ d3').

Le théoréme sera démontré, si nous prouvons que les expressions A
et A, égalées a zéro, représentent les conditions pour que la généra-
tricce MM’ soit conjuguée respectivement & la tangente ¢ de (C) au
point M et & la tangente ¢ de (C’) au point (M). La formule (11)
(avecd = 1) montre qu'il en estainsi, car les coordonnées homogenes p
des droites MM’ ¢, ¢ sont respectivement

-z, y—y, F—3, yi'—y's 32—z, xy'—2'y;
dz, dy, d3, yds—:dy, sdr—azxds, xdyr—ydz,
dr', dy', ds', y'ds'—s3'dy', sdx'—.ux'ds', 2'dy'—y'dr'.

21. Considérons maintenant la figure polaire réciproque de la
précédente, la quadrique (Q) étant directrice. (R) devient une nou-
velle surface réglée (R,); par chaque génératrice g, de (R,) passent
deux plans (M,) et (M) qui font un angle constant; les caracté-
ristiques ¢, et ¢, des deux surfaces developpables engendrées par (M )
et par (M) sont conjuguées a g,. Donc :

Sout (R,) une surface réglée donnée, et construisons une surface
développable (D) satisfaisant aux conditions suivanies : chagque
plan (M,) de (D) passe par une génératrice g, de (R)) et la carac-
téristigue de (M,) coupe g, @ angle droit. En faisant tourner
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chaque plan (M,) autour de la génératrice g, située dans (M,)
d’un angle constant quelconque, on aura une nouvelle dévelop—
pable satisfaisant aux mémes conditions.

11 est facile & vérifier que ce théoréme reste vrai dans la Géométrie
ordinaire.

Cherchons & déterminer ce qui se passe, lorsque la surface (R),
considérée dans le numéro précédent, est développable; la figure réci-
proque (R,) sera par conséquent une courbe gauche. La tangente ¢
d’une trajectoire orthogonale qui coupe la génératrice g est située
dans le plan tangent de (R) qui passe par g; par suite, la droite ¢,
correspondante qui coupe la tangente g, de la courbe (R,) a I'angle
droit passe précisément par le point de contactde g, avec la courbe (R,).
En d’autres termes, la droite ¢, est une normale de la courbe (R,) et
nous retrouvons ainsi le théoréme sur les surfaces développables
formées par les normales d'une courbe gauche, bien connu dans la
Géomeétrie ordinaire.

22. Enfin, considérons le théoréme de Joachimsthal sur 'inter-
section de deux surfaces suivant une ligne de courbure commune.

La définition des lignes de courbure dans la Géométrie non
euclicienne ne différe pas de la définition ordinaire : la normale
de la surface suivant une ligne de courbure engendre une surface
developpable M-

On sait que le théoréme de Joachimsthal n’est qu'une simple consé-
quence du théoréme sur les développables formées par les normales
d’une courbe gauche; par conséquent, il reste vrai dans la Géométrie
non euclidienne.

Transformons maintenant la figure, formée par deux surfaces qui se
coupent suivant une ligne de courbure commune, par polaires réci-
proques, la quadrique Q étant directrice. Nous obtenons ainsi le
théoréme suivant, analogue au théoréme de Joachimsthal :

Soient (S) et (S') deux surfaces telles que le segment compris

(') Voir la Note V dans "Ouvrage de M. Darsoux, Sur une classe remarquable
de courbes et de surfaces algébriques.
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sur chaque génératrice g de la surface développable (D) circon-
scrite a (S) et (8'), entre les points de contact de (D) avec (S)
et (8'), ait une longueur constante. Pour que la courbe de contact
de (D) avec (S) soit une ligne de courbure sur (S), il faut et il
suffit que la courbe de contact de (D) avec (8') soit une ligne de
courbure sur (S').

Ce théoréme reste vrai dans la Géométrie ordinaire. Car, si la pre-
miére courbe de contact est une ligne de courbure sur (S), elle est
sur (D) en vertu du théoréme de Joachimsthal; elle sera donc une
trajectoire orthogonale des génératrices. Par conséquent, la seconde
courbe de contact sera aussi une trajectoire orthogonale des généra-
trices g, c'est-a-dire une ligne de courbure commune & (D) eta (§).
Si la surface (S) se réduit & une sphére, la premiére courbe de contact
sera toujours une ligne de courbure sur (S); nous obtenons ainsi un
théoréme analogue au théoréme sur les lignes de courbure sphériques.



