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JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Sui* les formes bilhiêaires et quadratiques ; 

PAR M. J.-A. DE SÉGIJIER. 

1. M. Jordan a déterminé les formes quadratiques invariantes par 
une substitution donnée dans le champ des nombres complexes ordi-
naires ou dans le champ de Galois défini par une équation à coefficients 
entiers, irréductible mod ρ, et formé les types réduits distincts aux-
quels on peut les ramener par des changements de variables qui 
n'allèrent pas la substitution donnée (./. M., 1888, 1900). M. Dickson 
s'est ensuite occupé du même problème lorsque le champ est quel-
conque et l'a complètement résolu pour les champs finis ( Transactions 
of the Am. Math. Soc., 1906, p. 275). M. Lœwy avait auparavant 
appliqué la même méthode que M. Jordan aux formes hermitiennes, 
mais sans chercher à les réduire à un type canonique (Ν. A. H.. 
t. LXX1, ii° 8, 1898). 

Ce sont ces recherches que je voudrais poursuivre ici. Je partirai de 
Journ. de Math, (ύ'' série), Ionic V. — Fasc. 1, 1909. 1 
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l'équation 
βοα — a (')» 

où α, β, a sont trois matrices Λ-aires invertibles, appartenant à un 
champ €, dont on peut assimiler la troisième à une forme bili-
néaire *LaikXiyk, α à une substitution des a? et β à une substitution 
des^. α et β étant données, il s'agira de construire α (si en particu-
lier β = α a est assimilable à une substitution quelconque permu-
table à a). 

J'assujettirai ensuite a aux conditions 

a=± a, a—±a 

[v désignant en général la conjuguée d'une matrice e relativement à un 
champ C et aux racines υ, υ d'une équation quadratique, irréductible 
dansC, telle que Ζ = C(u) résulte de l'adjonction de υ a C], 

a—β a ou a —β a. 

Mais alors je supposerai que α et β peuvent être canonisées par des 
changements de variables identiques (ou conjugués relativement à C, 
υ, υ) et, dans le cas où a = a et où C n'est pas le champ des nombres 
réels, que β = α : ces restrictions se trouvent suggérées par la nature 
même de la question. Le cas a = β α conduira notamment à l'exten-
sion d'un théorème de Kroneckcr et à celle des résultats obtenus par 
M. Yoss sur les solutions de l'équation a — α a. 

Lorsque Ζ a le module 2, la recherche des formes quadratiques inva-
riantes par une substitution donnée échappe à l'analyse précédente. 
Mais, en substituant à la forme quadratique une forme hilinéaire con-
venable, on peut encore employer une analyse analogue. C'est ce que 
j'indiquerai pour terminer, principalement dans le but d'arriver à une 
démonstration nouvelle du théorème de M. Jordan sur les substitutions 

(*) La terminologie et les notations employées seront les mêmes que dans 
mes Eléments de la théorie des groupes abstraits (Gautliier-Villars, 1904), aux-
quels je renverrai par la lettre E. 
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paires qui conservent une forme quadratique donnée (J. M., 190), 
Ρ· 278)· 

Malgré certaines différences qu'il serait trop compliqué d'indiquer 
ici, la méthode employée ne pouvait évidemment pas être autre dans 
le fond que celle de M. Jordan. J'ai cru utile néanmoins de reproduire 
certains résultats déjà obtenus qui se présentaient conjointement avec 
d'autres. 

2. L'équation β«α = a équivaut à 

η(α — se) :=_ (β-1 — χε)α 

(ε — ε
Λ

, ε
Ν
 étant la matrice unité d'ordre N). Pour qu'il existe une 

forme a telle que 
βαoc a et \a \ p6o, 

il faut donc et il suffit (Ε201) que ' — se ait les mêmes divi-
seurs élémentaires que a — ,?ε, c'est-à-dire que α — se. Les multi-
plicateurs de β sont donc les inverses de ceux de a. 

Si βαα = a et si le rang /·(> o) de a est < /1, | a — se \ et \ $~{ — se \ 
ont un facteur commun de degré r, c'est-à-dire que r racines, dis-
tinctes ou nony de | β — s ε | sont les inverses de r racines de | a — se |. 
Car on sait trouver dans Ζ deux matrices χ et y telles que 

xay = \l J· 
Si donc on pose 

xay — b, γ~ι(χ— se)y ~.c< .*·(β 1 — si)x~l = d 
et 

11 {'Crr C, A , ('!„ <f„\ 

cv<s et d9g désignant des matrices de type ](ρ, σ) (/· + s = /1), on aura 

be = db 
ou 

ÌS matrices de typers, <r) (/• -4-W=HR 
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d'où 
(tsr — Crs —; Ο, d,,— Crr. 

Si act β sont dos sommes de substitutions composâmes parmi les-
quelles α' agissant sur .χ·,, ..xp et β' sur/,, ..., y

(/
, il est clair que 

a' - Ia
lk

x
t

Yk ( ι = ι = ι<7 ) 

est égale à β' a!a'. Si donc aucun multiplicateur de β' n'est l'inverse 
d'un multiplicateur de a', a' est nulle. 

5. Supposons maintenant d'abord que Ζ soit le champ des 
nombres complexes ordinaires. 

Prenons a sous forme canonique, et faisons sur les y un change-
ment de variables canonisant β (si ξβξ ' = β' el si ζα = α', l'équa-
tion βαα=α équivaut à β'a'v. —a', et, si ξ est donnée, la con-
naissance de a' équivaut à celle de a). Soient s

n
 ... les multiplica-

teurs de a, ... ceux de β. D'après ce qu'on vient de voir, a est une 
somme de formesdans chacune desquelles figurent les seules variables 
relatives à un multiplicateur .v

4
 de α et les seules variables / relatives 

à un multiplicateur tk de β tel que 

1 Y—λ?1. 
Soit 

/| S j ' , *V;j 1 ; · · · > ^X Λ'ΐ > 

κ étant minimum (par hypothèse, α admet tous ces multiplicateurs si 
elle en admet un, et l'on peut toujours ranger les variables de manière 
à vérifier ces relations, merne s'il y a une correspondance entre les va-
riables des deux séries). Il suffit de considérer le cas où α agit sur les 
seules variables canoniques relatives à 

Si (-s) .Sy. 

et β sur les seules variables canoniques relatives à 

M 0» .... ίχ. 

Soil ntj le nombre des variables de la yirn"' suite relative à .v
n

 et sup-
posons d'abord les variables rangées de manière que 

1 i = '"/H 
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et 
mx . --- /n7| > — mqi+q% > · ,ηΊι+···+'ί,„ 

(j'écrirai m pour m
n
 q pour q

t
, ()

A
 pour 2*^,·). Des q premières suites 

seront dites former la première sous-série, lesç
a
 suivantes la deuxième 

sous-série, et ainsi de suite. On sait que les substitutions qui agissent 
de la même manière sur les variables de mcme rang des diverses suites 
d'une même sous-série sont permutables à α : elles forment évidemment 
un groupe que j'appellerai groupe des sous-séries. 

D'après les hypothèses, à la j1™0 suite relative à s
4
 répond une suite 

également nombreuse (que je supposerai être la j'eme) relative à 
Sj(i = i,..κ) et une suite également nombreuse (que je supposerai 
être layiemn) de variables de β relative à Après la y'e,',e suite relative 
à s

t
 je placerai maintenant la y'*"1* relative à s

21
 puis la yieme relative 

à s
s

, puis la yi,n,c relative à α·
χ

, puis la (y H- i)iè,ne relative à s
t
, ..., 

et je désignerai par xl

k la kli'mt> variable de la i,eme des suites ainsi pla-
cées et par σ,· le multiplicateur relatif à x'k. De même, après la jwme 

suite relative à i, (= s~1 ), je placerai layiemc relative à /2(= «7* )' · · ·> 
puis lay'"1"' relative à /

x
( = s"'), puis la (y H- i)iemc relative k l

n
 ..., et 

je désignerai par yl

k la klvmo variable de la i]tme des suites ainsi placées 
et par τ, le multiplicateur relatif à A-

Soient alors 
r relatif à 

la forme considérée (je supposerai les lignes de la matrice a rangées 
dans l'ordre des x\ et les colonnes dans l'ordre des y'k) ; A'' la partie 
de a où, i et y restant fixes, 

A-= i, .... m,, / = i, nij 

(A indiquant la ligne et l la colonne); ksh la matrice des Aij où 

/ = Ur — i)x-hi, y=(A-i)x+i, . Λ κ 

(/ indiquant la ligne et y la colonne); Λ>ρσ la matrice des Àgh où 

8 — Qp-i 1 > · · · ι Qpi k — Qa-i + ' ι · · · ι Qa 

(g indiquant la ligne et /* la colonne); la-matrice des matrices 
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A (i-1) + 7- 0*+μ 0Ù 
h j — 'ι · · · »Q w 

(i indiquant la ligne et j la colonne) ('). A/y, devant être transformée 
en elle-même quand on applique α aux χ et β aux y, est évidemment 
nulle si σ,τ, φ ι. Donc les seules A'y φ ο sont celles où 

l —j -+· ι mod* (ij = i, .. .,Q„>x). 

Soit donc 
i= j ■+■ ι mod/. 

Alors a'k{x
l

kyi est remplacé par 

"11ι{**+χί-ι)(?ί ■+· yi ι) (*ί=/ί = o), 

et, pour que le coefficient de x\y[ dans βαα soit encore a'k
J
n il faut et 

suffit que l'on ait, en regardant al

k
J
t comme nul pour k > m, ou / > m j, 

(|) alii +a'h-x + a'i iy = o (A = 2, ..., /»
(
h-i ;/— 2 /w,-+-i). 

Cette équation donne en particulier 

a'ki,— ο pour K=2, 
a'J

H
i — Q pour / 2, 

et montre de proche en proche que tout élément de A'·7 situé au-des-
sous de la transversale principale de A,y [j'appellerai transversale 
d'une matrice ξ = (ξ,·*) de type (ρ, σ) toute file d'éléments perpendicu-
laire à la diagonale principale, k',émc transversale celle qui contient ξ,* 
et transversale principale la p'™1'* si ρ < σ, la σί<,,,,β si ρ : σ; le kmm élé-
ment d'une transversale sera celui appartenant à la fcie,,,° ligne] est nul: 
on le voit clairement sur la jigure. Quand on se donne un élément de 
chacune des my transversales passant par α'/η ..., a^,., par exemple 
les a'fn on voit encore de suite sur la figure que (1) détermine complè-
tement les α%. En particulier, si α'ΐ,,φ ο, a'(t étant nul pour / > r {ou 
r étant égal à m j), tout élément situé au-dessous de la transversale 

(') Pour la seule analyse des η08 2-6, il sérail plus simple de déterminer sépa-
rément aix par exemple. 
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passant par a\J
r
 (que j'appellerai alors transversale caractéristique de 

rang r) est nul, ceux de cette transversale étant égaux alternative-
ment à alj

r
 et à — a'/j., en sorte que le rang de A'·' est r. 

On remarquera que, si AiJ(a\{) est la détermination de A'y quand 
on fait nuls tous les a'j

t οιι l φ λ, 

Α'/=ΣλΑ"(β{0. 

car les my
 égalités analogues à (i) relatives aux m

y
 matrices Aij(a[i) 

ont évidemment pour somme l'égalité correspondante relative à Α'Λ 

4. Achevons maintenant d'introduire la condition |a|^o. Soient 
ApJ la matrice des ajj où k et / restent fixes l<m

Ve
) tandis 

que r parcourt les nombres 

xQp_j-M, xQp, 
et j les nombres 

xQ.i-i-t-1, xQ„; 

Ap^,„ la matrice qui se déduit de Aji quand i parcourt seulement les 
nombres 

xQp_,+ /, xQp-i + i + x, xQp, t H- / -+- (q9—i)x 

et j les nombres 

xQff ι + «, xQ(j_i + w-+-x, ···> xQ(j_ι -+- u h- («/g.— ι)κ 

(i indiquant la ligne et j la colonne); ÂJi la matrice des A££,„ où i, 
u = ι, .. κ (t indiquant la ligne et h la colonne; il estclairqueA^se 

déduit de Ap^ par une permutation de lignes et de colonnes); A'^ la 
matrice des ÂJi où 

A — Qp-i +■ ι, ..., Qp, 1 — Qc-i ■+· ι, . ·., Q<x 

[& indiquant la ligne et / la colonne; les ÂJJ situées au-dessous de la 
transversale principale de sont nulles, et, dans chacune des autres, 
les seules Αρί,,,^ο sont celles où (/, u) est l'un des couples (ι, κ), 

(2> 2)» ···» κ~ θ]· ^ar une permutation des lignes et 
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des colonnes on peut faire en sorte que chaque <Α.ρσ soit remplacé 
par <Α>ρ

σ
 (1 ). Or les matrices 

* I m II » A*’/"'1, A».«-*, • • 

qui forment la transversale principale de 4/
n

 sont égales à ± et 
les Â*' situées, dans cJb'^, au-dessous de celles-là sont nulles. Donc 

|Λ/
11|=±|ΑΙ7|'-, 

et de même 
|x'wl=±|A{;>|*s. 

Je vais montrer que 
| α | — Π',1' ) «Λορρ J. 

Pour cela remarquons d'abord que, si i a | est φ ο, une au moins des A'y 

(*) Les deux figures suivantes, où les points indiquent des éléments de a (les 

Fig. ι. 

éléments non indiqués étant nuls), représentent la matrice a avant et après cette 
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de chaque ligne {colonne) de , considérée comme matrice desAtj 

est de rang ra, sans quoi, la transversale principale d'un A" de 
rang < m étant formée d'éléments nuls, a aurait une ligne (colonne) 
nulle. Soit, par exemple, A'* de rang m. Si A" (i pouvant être > qκ) 
est de rang k et si «'{}· = «> est la substitution qui remplace 

y'i Ρ«Γ y'k+'tfk-/ (λ—/+i m\f^\ûi~h) 

sans altérer les autres variables, on pourra déterminer λ de manière 
qu'en prenant 

wa — a! pour ci ( | a' | = | a j) 

le rang de A" soit < k | la matrice wa se déduit de a par addition des 

permutation. On a supposé m
x
~ 5, qK =r 3, mt— 3, qi=2, ω = 2, κ = 4· bes 

Kig. a. 

traits pleins séparent, dans la figure i, les Λ,ρσ et. dans la figure 2, les .1^; les 
traits pointillés séparent, dans la figure i, les À^et, dans la figure 2, les Api. 

Journ, de Math. (0e série), tome V. — hase. I, 1909. 2 
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colonnes de rangs 

mil m. mh -+- m — ι, ..., mh -t-/ + ι 

multipliées par λ, à celles de rangs, 

mi 4- m — /, mi m — / ι mi ι 

respectivement; je dirai que cette série d'additions est une addition 
de multiplicateur λ 

de la ( mh -t- /n)ième transversale de a à la ( mi m — / )iè,,"\ 

et que le groupe engendré par les substitutions de la forme vv·", est le 
groupe des additions relatif à β ; a\v se déduit de a par des additions 
symétriques de lignes constituant Yaddition symétrique de transver-
sales], D'ailleurs, w étant permutable à cl et à β, on a 

fia'ot — a'. 

Donc a' a les mêmes propriétés que a, et l'on pourra, en répétant l'opé-
ration et en faisant, au besoin, des permutations de lignes et de co-
lonnes, ramener d'abord considérée comme matrice de Λ*7', à ne 
contenir qu'une ΚβΗφο par ligne et par colonne, puis les l

7l et 
les A>,/ où ι à zéro. Ces opérations n'ont pas altéré |et,, |. lin opé-
rant de même sur les ci

2/ et les 472, etc., on ramènera a à la matrice 
diagonale des App. 

Pour que \a | soil φ o, il faut donc et il suffit que chaque | \ | 
soit φ ο, c'est-à-dire que 

i I i est-à-dire <¡iu\ 

dont il est le produit, soient φ ο. 

i>. Le nombre d'arbitraires entrant dans a se détermine aisément. 
On prendra d'abord, pour chaque valeur de p, lesc/J éléments de A,! "S 
de manière que | Ar'"S | soit φ ο. Soit 

Ν (Qi,/««,; g,., m^: ...) 

le nombre des autres éléments de a. il y a, clans - I ,,, matrices A'·' 
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dans chacune desquelles il reste m — ι éléments arbitraires. Dans 
chaque Aijφ ο où l'un des indices est ^ v.q et l'autre > xQA , et ^ */.(),„ 
il y a mQli arbitraires. Donc 

(2) N(Qi. wQl;...) — 1) -h 3'/.7
l
(/#i

s
<y
s
-i-j»i,7s + ...) -f- N(<

v
>j, mQri;...). 

♦ 

(>. On peut par des changements de variables conservant In: 
forme can ο nique de α et de fi l'amener a à une forme simple com-
plètement déterminée, — En répétant, au besoin, l'opération qui con-
siste à remplacer a par κν'ϊ,α ('), on ramène d'abord comme tout à 
l'heure les -lpp (considérées comme matrices de Λή'Λ) à ne contenir 
qu'une Keh par ligne et par colonne, puis les Λ>p<T où ρ φ σ à ο. En 
remplaçant alors a par ξ α, ξ étant une substitution du groupe des 
sous-séries relatif aux yl

k, on ramène chaque 4·ρρ, considérée comme 
matrice des A*4, à la forme diagonale et le premier élément de la 
transversale principale de chaque AtJ φ ο à 1. En remplaçant enfin a 
par irffa, 011 pourra donner à une valeur arbitraire. Supposons, 
par exemple, que av(\ = ο et que η1,*, ..., alf

m
 sont les coefficients de 

(— ι)"' ' (1 -f-j;)'" - ordonné suivant les puissances croissantes de x. 
Alors, d'après (1), a1* est nul pour /i<m (a*

m
 = 1), et<

2
, ..., alf

m
_

h+{ 
sont les coefficients de (— i)w_A (1 -+- ar)β,"*~, ordonné suivant les puis-
sances croissantes de x. 

On opérera de même pour réduire à cette forme, que j'appellerai 
forme /tili mat ire type ou du premier type, les autres A'j φ ο. En 
supposant que a\'\, ..«'*, sont les coefficients de (— 1 — x)'n~1 or-
donné suivant les puissances croissantes de χ, a™, ..., al

klu_
/(+t seraient 

ceux de ( — 1 — x)'"~k ordonné de môme; j'appellerai cette forme bili-
néaire du second type (3). 

(1 ) Lorsqu'on fera plus loin des réductions analogues en s'astreignant à traiter, 
dans les changements de variables, les w et les y comme cogrédients ou conjugués, 

il faudra supposer qu'on remplace ici a par »'>')·««'j"·ou par wfjawtfi. La même 
remarque est à faire au sujet du remplacement de a par ξα ou par dans un 
instant. 

(2) On remarquera que les transformations de lignes et de colonnes qui con-
duisent à la forme réduite obtenue s'opèrent en réalité sur chacune des ma-
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7. a n'étant pas enlièrcnnnit déterminée par βαα = a et|«| = o, 
on peut lui imposer d'autres conditions. Adjoignons, par exemple, 
la condition a=zt. a ou a — a (on peut omettre le cas a = — a qui 
se ramène au cas a = a en posant a = iar). Tout en ne regardant pas 
β comme nécessairement égal à α ou à a, je traiterai les χ et les y, dank 
les changements de variables, comme cogrédients si a — zt. a, 
comme conjugués si a— a-, de manière à conserver ces propriétés. Je 
supposerai donc qu'on peut canoniser simultanément α et β par de tels 
changements de variables. La correspondance établie entre x-

t
 et y, 

par la condition α = άζα ou a = a quand on assimile a à Σαί/ίχίγ/ί se 
traduit par la correspondance entre les variables canoniques x\., y). 
(l'ordre étant celui du n° 5). 11 est clair que /,·= st si β — α, et que 
/f = Si si β = α. On a ici 

( 3 ) ail — aft si a = a ; aJ,'
k
 = · - a'f si a — a ; <tJ,i = a'j, si a = a. 

Ces relations exigent, on le voit sur la ligure, que χ soit ; 2. Si 
j φ i, elles déterminent les a{l

k situés au-dessous de la diagonale de a 
par ceux qui sont au-dessus. Si j = i et si \"φ ο (alors χ =- ι et 
t

{
 = s\1 ), elles exigent que le rang r de Â" soit impair pour a — a, 

pair pour a — — a. Si a — a, r étant impair, on a, d'après (1 ), 

"λ'-.,Λ — 1 - — (/'· -0· 

On peut donc prendre, dans Λ", ])our seules indéterminées a"u 

α'μ
μ

, 2μ — ι étant le plus grand nombre impair W/| α = ' j » 

E(x) désignant le plus grand entier χ . Si a ~ — a, r étant pair, 

on a al

kfi~o : 011 peut donc prendre, dans Λ", pour seules indéter-
minées 

on pouI done pmidro, duns .V% pour seules i 

trices av/·, a"x, <tli, ..«*»* 1 (3) prises séparément. Pour la réduction précé-
dente, cf. JORDAN, ./. M.. p. ^3r--j38; DICKSON, Transact, of the Am. Math. 
Soc., 1906, p. 283-284. 
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sa étant le plus grand nombre pair rj m, a = af 1° 
tang/· de A" peut être pair ou impair; mais la transversale caracté-
ristique se compose d'éléments réels pour r impair, d'éléments pure-
ment imaginaires pour r pair. De plus (3) exige que les akk

 soient réels, 
en sorte que, d'après (i), la partie réelle des α" A_,(/i >2) est déter-
minée par les akk. On peut donc prendre, dans A", pour indétermi-
nées, si nii est pair = 2 p., les nombres réels 

IHM iti it 

et les parties imaginaires do 

tmayinaires de 

si ///, est impair = up — 1, les nombres réels 

Janv 111 ntl < a[L\L 

et les parties imaginaires de 

y* 111 » » « « “Mw ^=n 

8. Λ ιι lieu de la condition a = ±floufl = a, adjoignons la condi-
tion a ou a — $a (en traitant, dans les changements de va-
riables, les χ et les y comme cogrédients si a — βα, comme conjugués 
si a = β a, de manière à laisser inaltérée la forme de cette condition), 
xa■ ety\ étant toujours les variables correspondantes. On aura 

(4) ail = ';(«/// + «#/+,) sî α? = βα, «#· = τ,·(ό#/ + ά#/+1)
 si « = jââ. 

En remplaçant donc, si a = β a, aljt par 

Wfe/=ü 
et «#/,. par 

τ/(«#ι ,Λ+^Η.Λ+Ι), 

on obtient, d'après (1), les A'' n'étant pas tous nuls, 

T, TY — Ι ; 
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ΟΓ 
?,■?/— > ; 

done, | αβ| étant φ ο, = τ,· ou 

β = * 

(on remarquera que ααα = α résulte de a = xa par rélimination de 
a entre a = xa et sa transposée). Si a = fia, on obtient de même 

B = a 

(a αχ = α résulte encore de a — α a). Dans ces deux cas χ est Γ; 2. Si 
i φ j

f
 (4) détermine les aft situés au-dessous de la diagonale quand on 

connaît les autres. 
Soit i = j (donc κ = ι). Si a = α α, on a 

S = it I . 

et le rang r de A" est impair ou nul pour s = ι |(4) donne, pour 
k = l, α£Α+ι = ο ; or, pour r = 2ρ, «"p

(
, est sur la transversale carac-

téristique |, /)om/· s = — 1 [(4) donne, pour k — /, 

ìur s ~ — i it c¡) nonne, pour h =: i 

d'où, pour /· = 2ρ — ι, 
"pp = » ; 

or, aj/p est alors sur la transversale caractéristique). On peut donc 
prendre, dans A", pour seules indéterminées, si s = j («*_, * = ο ), 

ìur s ~ — i it c¡) nonne, pour h =: i 

2[A— i étant le plus grand nombre impair o. = Κ ' ) > 
si5=-i(2<--<AM), 

us grand nombre uair ' n>. v. = EÍ — 

2 p. étant le plus grand nombre pair 'j ///,· | α — Ε j · 

Si a = α α, on a 
\\ — I . 
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et la condition 
t LES FORMES BILtNËAIRBS ET QUA.DRA.TIQUEBT 

qui résulte de (4) (pour β = α, A = r, / = i) et de (i), détermine le 
rapport des parties réelle et imaginaire de chaque élément de la 
transversale caractéristique. Déplus (4), pour l = A, détermine akk+i 
par akk. Or, si r est pair = 2p, = u est sur la transversale carac-
téristique, et l'on a, en posant a'p'p = r, 

U — — St(, {» = .*(?+«). 

Mais ces équations donnent seulement une relation linéaire entre les 
parties réelle et imaginaire de u et une autre entre celles de v. Donc 
r peut être pair ou impair, et l'on peut prendre dans A1' pour seules 
indéterminées, si m ι est pair = 2 p., ..., αιφ. 

1>μ
_, et une des parties 

(réelle ou imaginaire) de αμμ et de si /rc
t
· est impair = 2p.— 1, 

a\\i ·· ·> βμ ι,μ—t et- une des parties (réelle ou imaginaire) de α
μμ

. 

9. Pour que | a \ soit φ ο, il faut que q9 soil pair dans les quatre 
cas suivants : 

mQ? P
aù'açec a—-a et si — 1 ; 

w!q? impair avec a —— a et si 1 ; 

w!q? pair avec a — βα(— χα) et s —1; 

w!q? impair avec a = β a ( —- α a ) et 0 =: — 1. 

Car, dans ces quatre cas, |Ap£S| est gauche d'ordre q? (ici κ = 1). 
La condition esi d'ailleurs suffisante, car, si elle est remplie, on 
pourra toujours choisir les éléments de AJJ'S de manière que | AjpS | 
soit φ ο ('). 

Si β = α, l'équation caractéristique de α est réciproque, et l'équa-
tion α α α = a donne 

Λ I = ± L. 

(*) Comparer, pour les deux premiers cas, avec β = oc, FROBEMIS, Cr., 
t. 84, p. 4i (1878), et, pour le cas AR-xa, KROTŒCKER, MO. A. B., 1874, 
p. 441 ( Werke. t. I, p. 4;(i). 
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Si a — αα, il est clair que | α | = ι. Si a = — a, ou a encore 

| a | — i, 

sans quoi α aurait le multiplicateur — τ, et un au moins des produits 
mhqh relatifs à s = — ι devrait être impair contrairement au théorème 
précédent. Si a = a, | α | peut être égal à — ι ; mais si | α | = ι avec 
s — — i, Q

w
 est > ι (■). Si a = α α, | α*| ~ ι. 

10. On remarquera enlin celte conséquence de la nullité des a"t 
situés au-dessous de la transversale principale de A" : si a est hermi-
tienne définie avec β = α, a a une forme canonique monome et des 
multiplicateurs de module ι (J), sans quoi certains coefficients dia-
gonaux seraient nuls. 

On en déduit immédiatement des conséquences connues analogues, 
relatives aux formes quadratiques définies. 

La détermination d'une forme hilinèaire à variables conju-
guées a telle que α«α = a se ramène de suite au cas où a est hermi-
tienne, car, a étant de la forme a' -+- ia" où a' et a'' sont henni tiennes, 
on a 

a a' oc — a\ oca" ο. — a". 

Si a est définie, α a encore une forme canonique monome et des 
multiplicateurs de module ι. Je laisserai désormais de coté les formes 
bilinéaires à variables conjuguées non liermitienncs. 

11. Calculons le nombre d'arbitraires entrant dans a. .Nous pren-
drons d'abord, pour chaque valeur de p, les q£ éléments de App% de 
manière que | App%| soit f ο (les a"

m
 satisfaisant aux conditions in-

diquées plus haut). Soit 

MQi· ! QÎ,■■■) 

le nombre des éléments arbitraires restants de a. Si st φ ι, il y a, dans 
ci,,, iq- matrices Aij φ ο dont q- sont déterminées par les q'1 autres, 

(*) Comparer ΝΕΤΤΟ, A. M., t. XIX, P. IO.J (1890). 
(2) LUËWY, Ν. Α. II., t. LXXI, »° 8, p. 887. 
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lesquelles renferment encore chacune m — ι arbitraires, et, dans 4ip 
(p>2), 'iqq^A!·' φ ο renfermant encore chacune m

p
 arbitraires; doWc 

Il i — X Æ. R AT 
^ \ N, — 7*(w — i) ■+■ 2q(m

2
q2-l· //i

3
r/

3
-h.. .) = 7'(»* — ') — "*7)· 

S/ .9/ = i, il y a, dans Λ ,,, q* — qAlJ (iφ j) dont y ^ q sont déter-

minées par les autres, lesquelles renferment encore chacune 

m — ι arbitraires, plus q2 A" contenant encore chacune un nombre 

ψ(///) d'arbitraires égal à si α = a, à Ε(^1 ^ ' j si a — — α ou 

si a = xa, à ~ ' (en comptant pour ̂ une partie réelle ou imaginaire 

indéterminée) si a -- a ou si a —- αr/ ; donc 

^ N(Qj, mtìl; . Ni H-N(Qj, mttl; ...), 

(6) Lumi) ' J>i -+- IN ((Ja5 • • • )> 

12. Il est aisé, d'après ce qui précède, de trouver toutes les ma-
trices a invertibfas ou non telles que 

« —αα (pu a — txa) 
| d'où, on l'a vu, 

aax—a (arta = rt)]. 

Les racines de | α — *ε| se répartissent en quatre catégories possibles : 
i° les racines égales à άζ ι (de module i, si« = aa); 2° les racines 
sίφ ± ι (de module φ ι ) telles que s\1 (s

f
·1 ) soit aussi une racine et 

que les exposants des diviseurs élémentaires relatifs à s{ et à sj* (Si-1) 

soient les mêmes; 3° les racines .?,· telles que «j1 (sT1) soit aussi racine, 
mais que les exposants des diviseurs élémentaires relatifs à ${ et à sj1 (i:') 
ne soient pas les mcmes; t\° les racines restantes. 

Soient encore xl

k la Au,ne variable de la iiiine suite ; yl
k la kiimc variable 

de la i"mc suite d'une seconde série de variables cogrédientes aux xk 

(aux x*k
 si ααα = α), yj. correspondant à xk et l'ordre des suites étant 
Journ. de Math. (6· série), tome V. — Fasc. I, iyoy. 3 
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provisoirement arbitraire; σ( le multiplicateur et /w, le nombre des 
variables de la ilimc suite; 

\v— loti-ri-yi 

la partie de a où figurent les χ de la /'l ,ne suite et les y de la Les 
seules AiJ φ ο sont celles où 

σ,σ,· — ι (σ,σ,· — i). 

et les atfg sont liés par (i) et (4) seulement. 
Admettons, pour lixer les idées, qu'il y ait des racines des quatre 

catégories, que 
ff,— . . . — fjj - - I, 

que 
σ/4.ι —... -- 7/t = — ι 

(que 
| σ, | —... = | 7/{ | =: ι si n~y.a), 

que 
Ο"/, 4-1, ···> */, 

soient de la seconde catégorie, , étant égal à (à σφ
2/
 si a = αα), 

et donnent lieu à des diviseurs élémentaires de mêmes exposants rangés 
comme au n° 3, que 

σ/..-Μι σ/
Λ 

soient de la troisième catégorie et σ/ Μ
, ..σ,

:
 de la quatrième. Soient 

a' la matrice des A'7 où i et j sont a la matrice des A'7 où i et j 
sont > /2

 et <y,, «"'(= o) la matrice des A'7 où / et y sont > f3 
α aura la forme 

Vt« / WVI » V —4¿ y *1« »-i (=j)) 

a' se détermine comme on déterminait a quand | a j était φ ο, mais en 
omettant les conditions du n° 4. a" de même; les A" y sont nulles; 
chaque A1' de a" située au-dessous de la diagonale principale sera dé-
terminée par A7' d'après (4); chaque A'7 de a" située au-dessus de 
cette diagonale sera déterminée, d'après (i), par les premiers élé-
ments de sa première ligne, mtj étant le plus petit des nombres mt 
et nij. Le nombre Ν des arbitraires figurant dans la solution générale a 



SUR LES FORMES BILINEAIRES ET QUADRATIQUES. 19 

de a — CL a et celui N' des arbitraires entrant dans la solution générale 
de a = α α se calculent aisément, d'après ce qui précède, à l'aide de 
formules analogues à (:>), (6) (on n'aura plus ici à choisir séparément 
les éléments de de manière que | Aj™"? | soit φ ο) qu'il est inutile 
d'écrire. 

On peut d'ailleurs ramener la détermination de « à un problème 
déjà traité. Soit c une solution invertible de 

c ——«c (c~ — xc). 
En posant 

(I xc, 
l'équation 

(t — za (a— au) 
devient 

.rc — —c.r (JTC— — ex), 

d'où, en transposant et en éliminant./; (en transposant, en passant aux 

conjuguées et en éliminant x), 

.va. —xx (XX —xx). 

La condition que χ soit permutable à α \k a) suffit d'ailleurs, comme 
on le voit immédiatement, pour que 

a — ^ (.rr — (!./·) J U - (j't' — CX '"j 

vérifie 
a — xa {a — za) (l). 

Donc, x parcourant les matrices permutables à % (à α 

~ (xc — c.r) (.rc — c.r) | 

parcourt toutes les solutions dea= aa(de a = xa). Pour que deux 
matrices χ et x-\- y permutables à α (à oc) fournissent la même solu-

(') Cf. Voss, Α. A. Mt. WIl, p. 33i (1890). 
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tion a,"il faut donc et suffit que 

yc — cy (yc = cy) ('). 

Soient M le nombre d'arbitraires entrant dans la solution générale de 

yc — cy, 

M'le nombre analogue relatif à 

yc — cy, 

(P') le nombre d'arbitraires entrant dans la matrice la plus générale 
permutable à « (à a). Les matrices permutables à « (à a) forment un 
groupe additif abélien dont les matrices y forment un diviseur, et l'on 
aura 

l'-M + N (I»'=M'+N'). 
Donc 

M=P-N (M'=I"-ÎV) (*). 

13. Revenons au cas où \a\ φ ο, et soit 

a=dta ou a —a. 

On peut, par un changement de variables conservant la forme cano-
nique de α et de § (les y étant regardés comme eogrédienls aux ./· si 
« = ±a, aux χ si a = a), ramener a a une forme simple complè-
tement déterminée. On verra d'abord comme au n°6 que, si A'7 ( i,j q) 
est de rang /w, on peut supposer que toutes les Α>μ où λ — i avec [A φ j, 
ou λ φ «avec [A — y, sont nulles et se borner par suite à déterminer 4>

n
. 

De plus, si si — ι avec a — a et m pair, ou avec a - — a et m impair 
(q est ici pair), on peut supposer que IcsÀ", dont le rang est alors < m, 
sont nulles et, en choisissant bien les notations, que A12 et A2' sont 

(l) Cette équation exige que y soit permutable ira (à α) : on le voit connue 
tout à l'heure pour x. 

(5) C'est la généralisation des résultats obtenus autrement par M. Yoss [S. A. 
M., t. XXVI, p. 311-272(1896)!. 
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de rang m, les autres A", A", A2t, A'2 étant nulles; puis, si q J\, 
que A:n et A" sont de rang /;/, les autres A", A'8, A", A'1 étant 
nulles, etc. (on retrouve ainsi que q est pair). Si st φ i, les A" sont 
nulles nécessairement, cl l'on peut opérer la même réduction. 

On remarquera que, quel que soit st, AJ'" est alternée pour a — a 
avec m pair el pour a — — a avec m impair, symétrique pour a~a 
avec m impair el pour a — — a avec m pair; la matrice im~% A]"' est 
hermitienne pour a — a. Si donc st — t avec a = a et m impair, 
ou avec a — — a et m pair, ou avec a —a, on pourra ramener AJ™ à 
la forme diagonale par une substitution du groupe des sous-séries 
relatif à a. Après un changement de variables produisant cet effet, 
les A" sont toutes de rang m (| Aj'

(
" | est φ ο), et, en opérant comme 

tout à l'heure, on annulera les A'7 où i ψ /. 

14. On peut aller plus loin. Tout d'abord, si st φι, ou si si = ι 
avec a — a et m pair, ou avec a -- — a et m impair, on ramène A<2, 
A3'. ... à la forme bilinéaire type, com nie au n° l>. 

Soif st — ι et m impair -- 2 α — ι avec, a — a ou a — a. Si a — a, 
on ne pourra pas toujours ramener les a\J

m
 à des valeurs arbitraires. 

Kn effet, soient Σζ le groupe des sous-séries et Σ γ le groupe des addi-
tions relatifs à y. Toute substitution permutable à α est de la forme ξγ, 
et, si change la forme réduite 

8 Y 7V w witc i /.•Ia' 1 **'/« cnl <lc 
de Aj; en 

les réduire à des valeurs absolues an\ (lui sont DOsilifs t'est;iilL inaUrn’-. il \s 

il est clair que ξ opère déjà à elle seule ce changement. Or ç, qui trans-
forme les a\J

m
 comme si 011 rappliquait à la forme henni tienne 

■\ qui sont posiuis restant inaline, il y a 

(6), permet seulement de les réduire à des valeurs absolues arbitraires, 
le nombre de ceux qui sont positifs restant inaltéré. Il y a donc, 
pour A|q types distincts. Si a —a, au contraire (AJ'," est alors 
symétrique), comme on peut employer des substitutions \ non réelles, 
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Ζ contenant les nombres complexes, on pourra donner aux a\\
u
 des 

valeurs arbitraires. 
Soit e

0
 une valeur réelle, positive, arbitraire. Je supposerai que, si 

a = «, a{j
m
 est égal à e„ pour j = i, .... <y, et que, si a — a, l'indice 

d'inertie de A]"'(quand on remplace^ par .-ή") étant η, a\J
nt
 est 

égal à e
0
 pour j< η, à — e

0 pour y > η. Je désignerai alors par eJ = e 
la valeur de α£'μ = ( — ι )**·"-· . 

Si a = a, (i) exige que atf_
x μ soit égal à — Si a — a, (i) exige 

seulement que la partie réelle de a{jμ soit égale à — *· En détermi-
nant convenablement λ dans 

<r = | χφ .ri, -h λ./·£ ., | (0.-9,,..., m ; y.w — <va), 

et en prenant κνακν pour ci, on aura encore α'φ
Λ

^-— — - (la transver-

sale étant ici réelle, cela conduit à une équation de la forme λ — λ -- /c, 
c étant réel) ; mais je supposerai plus généralement (en vue du cas où 
Ζ aura le module :>.) qu'on prend pour αφ

 i [L — χ une solution arbi-
traire de l'équation 

.r -+- χ — — e, 

qui résulte de (E ) cl (3). Dans les deux cas a — a, a == a, je désignerai 
par/7 = / la valeur de αφ_

χ μ. 
Si a = α

Ί
 on peut ensuite annuler a\\, α{φ..., αφ_

λ μ car, si a[l_
k μ._

Α 

est le premier en commentant par la droite qui soit φ ο, en détermi-
nant convenablement λ dans 

te rr-1 .rj, 1 (psi + i...., m; air - tea), 

et en prenant tvaiv pour a, αφ / μ , sera nul. Alors, d'après ( 1) et (3 ), 
les αφ où k et / sont < p. sont nuls. Si a — a, 011 pourra annuler de 
même a^_

k
 ^_

k
 (qui est réel) en prenant «·««■· pour cz, ce qui conduit 

pour λ à une équation de la forme λ h- λ = e, c étant réel. Mais de la nul-
lité de a{\,..., αφ_

χ
 résulte seulement que a{J.

À
, αί{,..., αφ^μ-1 sont 

purement imaginaires. On pourra cependant les annuler encore; car, 
si cd,

x
Lk-\. μ k est Ie premier en commençant par la droite qui soit φ ο, 
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en choisissant convenablement λ dans 

«· = j x^
t
 x^ 4- λΛ^_2/_ι I ( ρ = 2 k -4- a, .. ., m ; « w = wa) 

et en prenant waw pour a, a^_
k
_

x {i_k
 sera nul (l'équation que doit 

vérifier λ est de la forme λ — λ = ic, c étant réel) ; alors tous les aifl 
où k et l sont < u. sont nuls. On voit d'ailleurs sur la figure que la 
matrice d'ordre p. formée des a{{ où k = ι, .. , u et l = p., ..m est 
complètement déterminée par et (^i). Donc elle est la 
somme de deux matrices d'ordre ÎA, l'une du premier type (6) mul-
tipliée par e — f, Vautre du second type multipliée par f (1 ). 

Soient si = ι et m pair = ι [a avec a = - aoua = a. Si a = — a, 
A]"' es/ encore symétrique, et Von peut donner aux aJ/

m
 des valeurs 

arbitraires. Si a — a, la matrice iA\"1 est hermitienne et a q types 
distincts. 

e
0
 étant toujours une valeur réelle, positive, arbitraire, je supposerai 

que, si a = — a, a{j
nl
 = e

0
 pour j = i, ..., q, et que, si a — a, l'indice 

d'inertie de /AJ™ (quand on y remplace yJ
M
 par x{) étant η, a\J

m
 est 

égal à ie
9
 pour j < η, à — ie

0
 pour j > η, et je désignerai par 

ej = e 
la valeur de 

sont j ¡* sont nuls. Si a = a, on annulera d 

Si a = — a, on peut supposer aaî/.^ .... 0{ϋ
1(

μ nuls; car, si 
aijLk-ι,μ-Λ est le premier en commençant par la droite qui soit φ ο, en 
choisissant convenablement λ dans 

vc = IXJ
9

, XJ
9
 4- λΛ^_2Α_

2
1 (ρ = %k 4- 3, .. ., m) 

et en prenant α-ανν pour a, a^_
k
_

Xt
^_

k
 sera nul. Alors, d'après (i) 

et (3), les ajft où k et l sont < IA sont nuls. Si a —a, on annulera d'abord 
la diagonale (réelle) en prenant waw pour a, w ayant la forme 

| -H λXp-îA—t I (p = 2 A 4- 2, ..., m), 

(1 ) Pour le cas a — a, cf. JORDAN, J. M., 1888. 
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cc qui conduit pour λ à une equation du type λ — 7, — /V·, c étant reel 
(la transversale principale est ici pureinenl imaginaire ); a'Jh ,

 tl
._h est 

alors purement imaginaire, on rannulera comme dans le cas a = — a 
(d'où pour λ une équation du type λ -+- λ — r, e étant réel), et finale-
ment les (tJ

h'f où h et l sont p. pourront être supposés nuls. 

La matrice des e 1 a?jr où 

A ~ ι, . , .. μ el / y. ι, .. .. m 

est évidemment du second type ((>'). 

IIS. Soit maintenant 
a = aa. 

Comme précédemment, il suffit de déterminer
 e

i.
n

. 
Remarquons d'abord que, si st = ι, donc κ = ι, comme ici 3 — a, 

on a 
S — f — : ± I . 

et (4) donne 
(t\'

m — ta',!,, 
ou 

Λ ( -iV" 1 / ν ; ν. 

Sis — l— ι avec m pair, ou si s == / — — ι avec m impair, le rang· 
des A77 étant d'une parité différente de celle de /Λ, «m peut supposer 
les A77 nulles et annuler toutes les A'7 sauf les Λ-'" '27 et les A27'27'"1 

[on a vu (9) que <y était pair dans Πι> pollièse actuelle, et on le retrou-
verait d'ailleurs ici |. Si st i, les Λ77 sont nécessairement nulles, et 
l'on opérera de même. On donnera à A12, A:n. . .. la forme type, 
et A2', A4:1, ... seront déterminées par (4). Si s / = ι avec m im-
pair·, ou si s = /~ — ι avec m pair, AJ"' es! s\métrique et se ra-
mène à la même forme diagonale qu'au n" 11 (dont je reprendrai les 
notations). Si s ■--- ι = ι avec m impair = 2 p. — ι, les a{Jsont nuls 
d'après (4). On annulera par des additions de transversales les α77, 
αμ-ι,μ-ι· Alors tous les a{'

(
 où k et l sont < [j. son/ nuls, et la matrice 

des e"■ a{{ où k = 1, ..., p. el l — p., ..., ni est réduite au premier 
type. Si s = t — — 1 avec m pair = 2 p.. on annulera d'abord a77,, 
α77, ..., »77., μ par des additions de transversales. Alors, d'après (0 
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et (4), tous les a[J
t
 où k est <[ «a cl l"f: jx sont nuls, et la matrice des 

e~1 aJ
k

J
t où k — ι, ..p. et l — p. + ι, .... m est la somme de deux 

matrices d'ordre α, Γ une du premier, l'autre du second type. 

16. Soit enfin 
a— a. a. 

Si si φ ι, on procédera comme dans le cas précédent. Si st = ι 
(ici l = s)y en prenant ap pour a

y
 ρ étant une racine de p* = /, on 

peut supposer que, dans (4), / = ι. On a alors 

u\m—amt — \ 1/ a\w 

Donc i'" 1AJ7 est hermitienne et peut se ramener à la même forme 
réduite qu'au n° 14 (dont je reprendrai les notations). 

Si m est impair = a p. — ι, la transversale de A'J est réelle. Comme, 
d'après (4), 

ms íes ou n ei i som 

est purement imaginaire, on pourra, par des additions de transversales, 
annuler les α\{,

 Ιμ
. Alors a\\, — ojf,μ sont réels, et par 

des additions de transversales on pourra les annuler, ce qui, d'après (i), 
entraine la nullité de tous les aJ

k
{ où k et l sont < p.. La matrice 

des e~1 a{( où k = \, ..., u. el l = u., ..., m se trouve ainsi réduite au 
premier type (6). 

Si m est pair — 2 p., la transversale de Ajj est purement imaginaire. 
Mais on pourra procéder de inème pour annuler les afy où k est < [j. 
et / p. et la partie réelle de alors la partie imaginaire de «jj, esL 
déterminée, et la matrice des e~* où k = τ,.... α et / = (A -4- 1,.... 

m est la somme de deux matrices d'ordre (x, l'une du premier y l'autre 
du second type. 

17. De la forme réduite obtenue dans le cas a = a on déduit très 
simplement une inégalité établie d'abord par M. Lœwy (N. 4. H., 
t. LXXl, n® 8, 1898). Opérons en effet sur

 t
cette forme réduite où je 

remplacerai/*par ^en prenant/égal à— pour si = 1 et m impair^ 
la substitution, non permutable à α en général, qui consiste à prendre, 

Journ. de Math, ((i* sôric), tome V. — l'a sc. I. 190«!. 4 
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dans A8y 18y si φ ι, le coefficient de ayjf-1 (ά ι, ..., m2j) pour 
œïij-k+i (donc, dans A8y,8ycelui de 1 pour et, dans A" 

si *i = i, le coefficient de xJ
Â kι, ..pour x„,._k [donc 

celui de (—iyvijj pour xJ
>nj k

 . La matrice 

/ Ο V!Y »>2Y > 

\ Α-'·/'2·/ 1 ο J 

si st φ i) et la matrice Ayy si ri = i, seront alors réduites à leurs 
transversales principales. En observant que les formes 

■ry 4- >·./· et ii χ y — y.r ) 

se transforment, par les substitutions respectives 

(.r, y ; .r y, ·'· —y), ( ·*\ y ; ·ί ·+■ iy, ir 4- y i. 

en 
?.(./·.*·—y y I, 

on voit directement que la caractéristique de 

»posâmes, ou aI1.4 * V , V 1/ (\ I 

pour st φ ι est m.,j, et que celle de Ayy pour si = ι est E^~)· Donc, 

la caractéristique (' )c de a étant au moins égale à la soin me des carac-
téristiques de ses composantes, on a 

(;) »posâmes, ou aI1.4 * V , V 1/ (\ I 

m! parcourant les exposants des diviseurs élémentaires de y. - s 
relatifs aux racines s telles que si soil /- ι ( pour chacun d'eux κ _ ·±) 

et m" les autres. 

(*) Si une forme hermitienne a à η variables est réductible (par transforma-
tion linéaire) à la forme 

V[X-;JC. «.1 ΧίΧ: (r j:/1 ), 
M. Lœwv appelle caractéristique de a le plus petit des deux nombres h. r — h 
(/V. ,1. //.. t. 1ΛΛΙ. n" 8. i8<>8). 
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Si l'on se donne e et une substitution n-airc vérifiant (7)(outre les 
conditions déjà rencontrées), la méthode précédente fournit direc-
tement

f
 conjointement à la forme canonique α de cette substitution 

et à la substitution corrélative β, une, forme hermitienne réduite a 
de déterminant ψ ο et de caractéristique c telle que 

&ft7. - fi', 

car, en faisant varier le si^ne des composantes de caractéristiques 

^(~τ) on Pron<^re * wn'ftclériRtique de a toutes les valeurs 

possibles, depuis son minimum qui est le second membre de (7) 

jusqu'à son maximum E(- ) (cf. LATWY, loc. cit.). 

18. Supposons maintenant que Ζ soil un champ quelconque. — 
Prenons toujours les variables canoniques de α et cherchons à con-
struire a dans le champ ε

α
 résultant de l'adjonction à Ζ des multipli-

cateurs de oc. Une condition nouvelle de réalité intervient : c'est qu'en 
repassant aux variables primitives, a soit dans ε. Soit 

I 7. — .νε | —: I— I )" ίϊ///(ί)τ' (/=I,R. ..Λ 

f/(s)~ njL,(.s' — .V/p) étant irréductible dans ε(/, = /'; ν, =v; τ, =τ; 
.y ι ρ — .s*p ; .5,-5). Supposons aussi β sous forme canonique, et qu'on 
puisse établir, entre les variables canoniques de α et de β une corres-
pondance telle que les multiplicateurs 

l/\ , .... lf.fi ( / j ρ — ■ /p, ίχ -■-/) 

de fl qui correspondent ainsi à sh, .... .Y/v soient racines d'un facteur 
irréductible 

?/(•'■) llpL, ( s - t,.) 

de | β — .»ε |. D'après le n° 2, | β — .νε | est de la forme 

(— ι)λΠ/£7(.9)τ/, OÙ ,A'V (.« ) = 11J' - , ( Λ — ■"'/ρ
1
 ) =

 1 S'if, ( S ») | C, = /,(o)\. 

Soient OQ et β, les parties de α, β dont les déterminants caractéristiques 
sont

#
//(·ν)τ' et ot(s )T/respectivement. Pes ~t variables 

^ivsprchvomciit. Los vnnahlH 
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du système qui répond, dans a, à .ç/p (je les supposerai rangées de ma-
nière que zj

+l
 soit la variable qui vient après z'J dans la même suite, ou 

la première variable d'une nouvelle suite, selon que zj n'est pas ou est 
la dernière variable d'une suite) sont de la forme 

«IVmà/^^'-AI VA V V aftV»V>l »VJ 

les x\k (x\k = xik) étant des fonctions linéaires des .r, à coefficients 
dans ε. Soient 

/Î^TÔ ,i<p/„tp — „f>\ ¿tont 1*1 \rAninl\lA 

les ynt^y^—yik) étant des fonctions linéaires des à coefficients 
dans ε, les variables de β/, uf(u\? = m?), étant la variable correspon-
dant à zf. Soient a? l'action de α sur s'p, ..., β£ celle de β sur 
u'f, ..., ull\ αρ («Ρ = ap) la partie de a où figurent seulement, avec 
yp, ..., P, les P' répondant à //y = s

t
^ (à chaque suite de α relative 

à stp répond, dans β, une suite également nombreuse relative à /,·ρ·) : 
on voit que 

?/' — gh V/, 7/' 7/. 

On peut évidemment numéroter les /,,/ de manière (jue //p = .v
/p
 s' 

// (ζ/*· «") et que */> = Sl ?f — //· Si ?/' —/o comme// est irré-
ductible, ν est pair ou égal à ι : si ν est pair = 2v', on peut en outre 
numéroter less/p de manière que 

s'Vp — «'/.ν' ι ρ ( fi — ι, ν ) ; 

si ν = ι, 
/„ — Sfi ± I. 

Si donc on aura 

(8) un poly nome de dc%ré < v, ù coefficients dans c. 
t (,f= -y/ah ()zj “r ~ ~jj-Lk-a;,■ (*/¡>)4" ‘"-W/V 

αη (χ) étant un polynome de degré < v, à coefficients dans ε. Si 
φ,· — //, on aura 

(9 ) j «f = Ijf alfc ( stp) z'f u'/' +P — 2J/U, a'}'. (·ί/ρ )A^'".r J,, ν}Λ. 
t (,f= -y/ah ()zj “r ~ ~jj-Lk-a;,■ (*/¡>)4" ‘"-W/V 

J'écrirai «J. pour aj
;
? et Λ pour /' quand / - ι. 
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Soit la somme des matrices composantes a{
n
 ..., a)1. Comme on 

peut exprimer dans £α,, β/ (Ε., 204) et par suite a
t
(2), on pourra, 

en faisant jouer à c(«çp) (') le rôle de a et à «P celui de a
h
 exprimer 

«P dans a(çp) par les xl
jk et les yl

jh
„ De plus, comme a

x
 — Σαρ, étant 

dans a, est fonction symétrique des s?, aΡ se déduit de aK par le chan-
gement de s en ip [en considérant le coefficient de

 0
 dans e

n
 on 

voit que seul le terme constant de a^,{x) pourrait dépendre de p; mais 
le terme en Xjxy^

0
 montre qu'il n'en dépend pas]. 

Si <ρΗφcomme *
Λρ

= ax vérifie βΑα' aj = a', β
Α
 agissant sur 

les uf* comme aj sur les Zj sauf que s est remplacé par t
hx
 = $~,(2). 

On pourra donc déterminer «' dans a (s) sans s'occuper de la condi-
tion de réalité qui revient à ce que a? se déduit de aK par le change-
ment de s en sp, et qui sert par suite à déterminer les aP 011 ρ est > ι. 
La détermination de a1 dans a (.s·) rentre dans le problème traité au 
n°6(2). 

Si φ, = /, el ν = 2 ν', a1 vérifie β^'α' α| = a1 où β*'+1 = a|+l, et l'on 
opérera de même. Si φ, —/, et ν — ι, il n'y a pas de condition de 
réalité. 

19. Ajoutons maintenant l'hypothèse a— Οα(θ = ±ι), xt et 
y ι étant les variables correspondantes, et asLreignons-nous (cf. 7) 
à n'introduire, dans les changements de variables, que des variables 
cogrédientes, de manière à conserver la propriété a ==θα. Je suppo-
serai donc les u'? et les zf cogrédients, uf répondant à zf (pour que 
les xl

ik et lesy'A fussent cogrédients, il faudrait que β = α). 
Si h > ι, a1 = Σ,-jaijzl uf se détermine comme au n° 6, et, puisque 

les variables ζ·, uf ne se correspondent pas, on pourra prendre, pour 
les αι*

ηι
φ ο (avec les notations du n° 6) de la forme réduite, des 

valeurs arbitraires. La condition a= 0a détermine ah par a,. 
Soit h = ι, ν -- MV'. 

(') J'entends en général par C(.r, y, ...) le champ résultant de l'adjonction 
de /, ... au champ C. 

(') Ici et dans ce qui vu suivre, il est clair que les substitutions employées 
pour la réduction de a\ doivent être accompagnées des substitutions conjuguées 
agissant surab ..., a''

n de manière que l'opération totale représente une sub-
stitution des variables primitives à coefficients da ns €. 
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Ici 
βι = 3t,, — lij-ofjzf nf^ 

et 
«P.— QaV-yï 

c est-a-dire 
«}/·(«?) —0«/y( y)· 

On voit donc que, en posant 

S"1— .V, .V -+- .V — h 

(7/ est racine d'une équation de degré V irréductible dans ε ; si ε a lo 
module 2, b est φ ο, sans quoi s2 serait égal à 1, d'où ν — ι), 

S - S : - /, 

et, en désignant d'une manière générale par v la conjuguée d'une ma-
trice v relativement à Q(b) — C, s, .v (si v = c, c sera dite hermi-
tienne relativement à C, .s·, .ν), a* .«V/ = a, o// /V/1 « « = — a, il oit rira 
hermitienne relativement à C, .v, v, /c.v a) '1 étant <0 gradient es aur ζ 
Si ε n'a pas le module 2, on a 

Iiormilimino r^lntivonìonf — /1 

Ο(Λ)- Cil), 

et a1 (ou l'a1) est aussi hermitienne relativement à C, /', — i. 
Pour former a* ou ia* (que je prendrai maintenant pour a avec les 

notations du n° 14) dans C(.N), on peut opérer comme précédemment 
(dans le cas sa = 1), C jouant le role du champ des nombres réels, et .v, 
5 celui des racines de r2 -4- 1 — o, en ajoutant les observations sui-
vantes : 

1® Bien qu'on puisse toujours ramener A à la forme diagonale {' >, 
on ne pourra, bien entendu, pas toujours réduire lesrrf^. à des valeurs 
respectives arbitraires [sous la réserve des conditions ( 3) qui exigent 
en particulier, si © a le module 2, que a{j

m
 soit dans C quelle que soit 

la parité de m\. Soit, par exemple, q = 1. a\]
n

, qui peut toujours 

( 1 ) DIC.KSOV Transect, of the Am. Ilath. Soc., 190O, p. ·?Κυ, 
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s'écrire e[c~\ c étant quelconque dans C, ne peut être réduit qu'aux 

formes u étant dans G(s), et la condition 

uu — c 
ou, en posant 

u -- a0-h uxs 

(u
0
 et u

t
 étant dans C), 

«o+ bu
9
u
t
-h u\—.c 

ne peut.pas toujours être vérifiée. Mais elle peut toujours l'être si 
Ζ est fini. De même, si q > ι et si Ζ est fini, on pourra réduire a\J

m
 à 

e{ en remplaçant par ujjj{. Lorsqu'on sera maître de choisir les cJ
0

, 
je les supposerai égaux à e[. 

2° Si ζ n'a pas le module 2, en introduisant i au lieu de s, la ré-
duction s'achève comme au n° 14. 

Si ζ aie module 2, i est dans G, et l'on doit se servir de l'irration-
nelle s. Les éléments de la transversale principale sont toujours dans C. 
On peut donner à /la forme/", s, /, étant arbitraire dans C. Lorsque 
la diagonale principale est réduite à zéro, a{{, a{{, — sont 
dans G. Le reste de l'analyse se poursuit comme au ηυ 14, avec des 
modifications obvies, et l'on arrive encore aux mêmes résultats. 

Soil enfin h — ν = ι, donc f — s =t 1. 
β, est encore égale à α, ; mais il n'y a plus de condition de réalité. 

Si α, — — a,, a, n'a qu'un type comme aun° 14. Si a, == le nombre 
des types dépend encore de ε, et de plus, ici, on ne pourra pas toujours 
réduire AJ"' à la forme diagonale (*). Une fois la forme réduite de A]'" 
déterminée, on opérera d'ailleurs, pour a

t
 — ±l a,, comme au n° 14. 

(') On vérifie par exemple directement que xy'-hyx\ x·' et y' étant cogré-
dientes à Λ-· et y, n'est pas équivalente à jcx'yy' dans un champ fini de mo-
dule 2. Pour préciser, si Ζ n'a pas le module ·?, on pourra toujours par des ad-
ditions symétriques de lignes et de colonnes réduire A1/," à la forme diagonale. 
Si Ζ u le module 2, on peut le réduire, comme l'a fait M. Jordan pour le cas où 
Ζ est fini (J. M., 190a, p. 268), à la somme de deux matrices composantes dont 
l'une est diagonale, l'autre ayant la forme type d'une matrice alternée. Si de plus 
tout élément de-3 est carré, on pourra pousser la réduction jusqu'au point où l'a 
poussée M. Jordan, c'est-à-dire réduire la composante diagonale à être d'ordre ί a 
et tous les coefficients à r. 
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20. Faisons maintenant l'hypothèse a = α a, donc ft = y. (8). 
Si h > i, la condition α = *α détermine, comme dans le cas pré-

cédent, ah par ar 

Soit h = i, y = 2 v*. 
Désignons par af

lJ+l)
 une quantité égale à ο ou à selon que 

u!J est ou n'est pas la dernière variable d'une suite. On aura ici 

<*)?* — ·ν+-ρ(«f/ 4" «t/-n,)· 

d'où, avec les notations de tout à l'heure, 

(IO) «},·($) - *| «)/(.*) + Α}
ΛΜ

 ,,(«)] (S ̂  Λ·
 1

 ). 

Désignons par ρ une racine de pa=s, et cherchons d'abord dans 
quel cas ρ est dans C(A ), c'est-à-dire dans quel cas ρ est de la forme 

Ρ Ο + pi si po PI '-'tant dans C [alors C (ρ) — C(s)]. La condition 

(Po+ M)'=* 
jointe à 

s- — b.s — ι 
donne 

PI PL· PI( '■ S Ί T>P\ ) H 
OU 

(n) pi--0y p*(ô-r ·.»$) = !. 

Donc, pour que ρ soit dans C(.v), il faut et suffit que //-4-2 ou 
h — 2 soit carré dans C. Cela a toujours lieu si C est fini, car, ou bien 
C a le module 2 et la chose est évidente, ou bien fr — \ est non carré 
(.v- = fjs — 1 est irréductible). De même si C est formé de tous les 
nombres réels, car, h* — 4 étant négatif, h est compris entre 2 et — 2. 
Mais cela n'est pas nécessaire, car, si C est le champ des nombres ra-
tionnels, le produit de deux non-carrés peut être un non-carré. 

Lorsque ρ est dans C (s), la conjuguée ρ de ρ = ρ
β
(ι -f- O.v) relative-

ment à C, s, s est entièrement déterminée et l'on a, d'après (11), 

(is) pp = p* ( I Ολ ) ( I 4- θ s) — pl(bO -V ~ 0. 

Le polynome 
y — bpi-1- 1 



SU H LES FORMES BILINÉ AIRES ET QUADRATIQUES. 33 

qu'annule ρ est le produit de 

2.Orsn'estpasdansC(?):sieneffet ?émitch 
et fie 

2.Orsn'estpasdansC(?):sieneffet ?émitch 

Lorsque ρ n'est pas dans G(s), on peut convenir que la conjuguée ρ 

de ρ est la racine carrée de s qui est égale à p~1. Il est d'ailleurs facile 
de préciser. Le polynome 

ρ4 — b\ρ*4- ι 

qu'annule ρ est le produit des deux facteurs 

rr — 90 H- r el ps 4- 4- ι, 

où 0- = h -h 2. Or s n'est pas dans G(^) : si en effet tp était de la 
forme o04- ç,.s· (φ

0 et ©, étant dans G et <ρ
{
 ^o), l'équation φ2 ==//-b 2 

conduirait à 
?o~ φ2 + ίΦι(^φ,4- 2<p

0
) = ù 4- a, 

d'où bo
t -h 2O

0
 = ο : cela exige d'abord que G n'ait pas le module 2, 

puis que ( h — 2 ) = 1 contre l'hypothèse que b -h 2 et b — 2 sont non 

carrés, s n'étant pas dans C(ç) = C,, on peut se servir de G, au lieu 
de G : alors 

s — o* et .* = p5, 
et de même 

<(p') et <·<:>) 

sont conjugués relativement à G,, p, p. 
Supposons d'abord que b -h 2 est carré ou que b 4- 2 et b — 2 son/ 

//on carrés. Alors pp = 1, et (10) peut s'écrire 

( '3 ) P~"1 «/< ( ρ" ) = Ρ 1 «// ( ρ") + Ρ"1 al </+«» ( Ρ2 ) ■· 

Pour former p—< , que je prendrai pour a en revenant aux nota-

tions du n° 16, on pourra alors opérer comme au même n° 16 (dans le 
cas ss = 1) avec les modifications suivantes : 

Désignons par a?, y, ζ des éléments de la forme ρ- ,ξ, \ étant dans 
Journ. de Math. (6* série), tome V. — Faso. I, 1909. 5 
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C(s) (tous les a'k'f ont cette forme), et convenons d'appeler encore her-
mitienne une forme 

c — dLikCjk*/*k (t, k — ι, ...
 y
 n) 

telle que c = c, c'est-à-dire telle que cki = c
tA

, les cik ayant la forme χ : 

les en ont la forme plus particulière χ -+- χ [ car, si C n'a pas le module 2, 
on a 

C// — C//— C,·/' )· 

et, si C a le module 2, 
()zj “r ~ ~jj-Lk-a;,■ (*/¡>)4" ‘"-W/V 

Une telle forme se réduit, par une substitution des à coefficients 

dans G(^) jointe à la substitution conjuguée des zh à la forme 

(ρ-h pJS's/S/. En effet, si les cu ne sont pas tous nuls, on peut suppo-
ser ο

κχ
φ ο; si tous sont nuls, on peut, par une addition de colonnes à 

multiplicateur dans C(s) suivie d'une addition symétrique de lignes à 
multiplicateur conjugué, rendre ο

η
φ ο. Par de nouvelles additions 

de lignes et de colonnes de même sorte on annulera c^ etc,·, pour 

;>i [cela conduit, pour chaque multiplicateur λ, à une équation de la 

forme ~k(x -ha?) = y, dont la solution λ est bien dans G(.ç)]. On opé-
rera de même sur la matrice des cik ou /, A — 2, ..n. Etc. 

Ici 
//«-ι \ l'ii ( i — s — s ) 

est hermitienne et se ramène à 

(0 -r- p) ï\x\yj
nl

. 

Les ctjf
mk+l

 ont la forme particulière .v — r, cl 

<jm~ aJun' 

Par des additions de transversales de multiplicateur λ [λ étant dans 
C(s)J accompagnées chacune de l'addition conjuguée par rapport à G, 

s
1
 $, on peut annuler d'abord les a^A+1 situés hors de la transversale, puis 

les aJ
kk également situés hors de la transversale : si m = 2 u. — 1, on est 
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conduit à des équations de la forme (λ — \)y = χ — χ avec y = y 

(vérifiée par λ = yix) et (λ \)y = zwecy = yetz = ζ ^vérifiée 

par λ = ~ si C n'a pas le module 2 et par λ = ^ si C a le module 2^; 

ύ m = 2 (A, on aura des équations de la forme (λ -+- λ)^ = χ — χ 

ayecy = —y (vérifiée par λ z=y{x) et (λ — \)y = ζ avecy = —y 

et ζ = ζ ^vérifiée par λ = ̂  si C n'a pas le module 2 et par λ = -

si C a le module 2^. Les résultats sont les mêmes qu'au n® 16, en 

donnant à e un sens convenable. 
Supposons maintenant h+ 2 non carré el b — 2 carré. Alors 

pp ——1 et (10) s'écrit 

(i4) P"la}
i
(pi)=—p-la}j(pt) — ç-ta}j(p3). 

Kn reprenant toujours ρ 'a' pour a avec les mêmes notations, 
les gardent la même forme; i'"A]est hermitienne et se ramène 

à la même forme que tout à l'heure; les ajfMi ont la forme χ-+■ *·, 
et a{{„ = (— Les mêmes opérations peuvent encore s'effectuer 
et conduisent au même résultat. 

Soil Λ = ν — 1 et / = / =,? ± 1. 
Il n'y a plus alors de condition de réalité, et l'on rentre dans le cas 

du n° 1«>, sauf que le nombre des types de A]"' dépend de 0. 

21. Supposons maintenant que 3 résulte de l'adjonction à un champ C 
des racines υ, υ d'une équation υ2 — ζυ H- η =o irréductible dans C, 
et ajoutons Vhypothèse a = a, a étant la conjuguée de a relative-
ment à C, υ, υ [on peut omettre l'hypothèse a — — a qui se ramène à 

l'hypothèse a = a. en posant α = (υ — υ)β']. 
Convenons encore de traiter les xt et lesy,·, dans les changements de 

variables, comme des variables conjuguées. On ne peut plus alors sup-
poser qu'un même changement de variables permet de canoniser à la 
fois α et β, car, un changement de variables qui canonise α n'ayant 
pas, en général, ses coefficients dans 3, on ne peut parler du change-
ment conjugué. Supposons donc 

t (,f= -y/ah ()zj “r ~ -
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et posons 
t/p— s/p> ^/p—S,? 

(si donc φ,= fh s,? = s,p). La relation = #/(*)» qui montre ici 
que Cf=c~j\ donne, en changeant s en et en passant aux conju-
guées, 

£>(·*) ~ ?/(·«)· 
On a donc à la fois 

ns a A J 1 

La condition a — a donne alors, en observant que jffK, ne ligure que 
dans af

9 

—pa'j^(srp) *rp '' — ~'pajj.(s/p) siip h ( A'— '··■>'■>/— 1 )< 

d'où 
«%{*sp)-<<'fj.(s<ph 

ce qui détermine at- par ah si Ι' φ L 
Supposons donc 1 = 1= i, et d'abord f φ f. Remarquons d'abord 

que F —ff n'est réductible dans C que si f = f (tout facteur de F 
irréductible dans C devant être égal à f ou à/). Donc ici, en posant 
s -h s = A, b sera racine d'une équation de degré ν à coefficients dans C 
irréductible dans 8. De plus s + .s·-1 — A, qui définit s relativement à 
C(A) = C, ne sera pas résoluble dans C, sans quoi s serait racine d'une 
équation de degré ν à coefficients dans G. Mais s H- = A, qui a une 
seule racine commune avec f o, est résoluble dans Ο'(υ) = GO). 
Donc υ est hors de G' (on voit que, si G' est fini, ce cas ne peut se 

présenter que pour ν impair), s est conjuguée de s relativement à G', 

υ, υ, et de même «},(·ν ) l est de aj-(s). Donc la matrice de a%, expri-
mée par les variables ..., ή, //], ..., sera hermilienne relati-

vement à G', υ, υ. 
Soient maintenant l — ι etf — / avec ν = a ν' [si Θ est fini, ce 

cas ne peut se présenter, car C(s) contiendrait alors G(o), puisque 
ν = 2v', et s vérifierait une équation de degré v' à coefficients dans C(u) 
contre l'hypothèseJ. 

υ ne peut être dans C(.v), car G(.v ) serait imprimitif (E.. 18), et 
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/(*) serait par suite réductible dans C(u). Soit toujours 

S + r'r: b 

l'équation irréductible dans C(b) = C' que vérifie s (si © n'a pas le 
module 2, on peut supposer ζ = ο; alors — η est non carré dans C', 
sans quoi υ serait dans C(s), et b2 — 4 de même, = b étant ir-
réductible dans C'; si ζ a le module 2 on peut supposer η = ι (cf. Ε., 
32, 33). Soit 

<t> —■: ο>(υ, s) 

une fonction rationnelle de υ, s telle que 

ω,ι^ω, ω,= ω = ω(υ, s) = ω,(υ, s), 

ω,= ω(υ,ί)= ω,(ν, s), ω, = ω(υ, s) = w
t
(y

f
 s) 

soient distincts. On aura 

C' ('->,$) — C'(co/) 

(E.
f
 47). D'ailleurs l'équation irréductible dans C' que vérifie ω est 

de degré 4, sans quoi elle serait de degré 2 [C(w) contient s qui est 
de degré 2 relativement à C'| et, s étant alors primitif dans Ο'(ω) 
(Ε., 48), υ serait dans C (s). 

Les quatre conjuguées d'une fonction 

φ(ν,*) = Φ[ω(ν,#Χ] 
sont évidemment 

Φ (ω,) ™φ„ 

Φ(ω,) = φ(ύ, s) — φ,(y, s) = φ
2

, 

Φ(ω,) = φ(ύ, s) — φ,(y, s) = φ2, 

Φ ( ο>
4 ) = φ (υ, s ) — 9ν (υ, * ) = φ ν 

Si donc ^(υ, s) =Φ(ω) est une fonction symétrique de ω, (υ, s) et 
de ω

2
(υ, s) = to, (υ, s), on a 

?i~?t el <p3—φ*· 

lin particulier, la fonction 
u(m) rr 0) -f- 0» 
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est racine d'une équation de degré 5 2 dans C', et de même ρ(ω) = ωω. 
Comme d'ailleurs ω n'est pas dans C'(u, Γ) ( tout élément de ce champ, 

étant une fonction symétrique de ω, ω, annule un polynôme du second 
degré irréductible dans C') et vérifie 

ι»)'— u o> H- c — o, 

il faut que u ou c soit de degré 2 (cf. E., 47). Si donc 13 est un 

élément de degré 2 de C'(m, e) = C/(U ), a^Çs) et α^($) = aj
;
.(e) sont 

conjugués et a1 est hermitienne relativement à (/(Ι1), ω, ω. 
On peut toujours prendre pour ω une fonction linéaire de υ, s 

(Ε., 47). Mais il est plus simple ici de prendre ω = υ«, car l'égalité 
de deux des quatre valeurs 

υ s, υ s r— ( ζ — υ ) ( h — .s), -js ~ υ ( b — .*)> ν s — (ζ — J ).V 

constituerait une relation bilinéairc entre υ et s, et υ serait dans C(.v). 
On peut prendre 11 = u, et l'on a 

w2-+- b%u -h ζ2-}- Τι {b- — \) : .J O, — Mf,) -h YJ — o. 

On remarquera que toute substitution des z- à coefficients dans 

C '(υ, .«) = <:·(*»), 

accompagnée des substitutions conjuguées par rapport à .y seul (c'est-
à-dire en laissant υ invariable et en remplaçant seulement s par les ra-
cines de f) opérées sur les équivaut à une substitution des œ\k à 
coefficients dans C(u), dont on obtient la conjuguée relativement à C, 

υ, υ en remplaçant simplement υ par υ (on le voit de suite en substi-
tuant une indéterminée ku). 

Si i — l' = ν = 1 et / —/, il n'y a plus de condition de réalité. 
Pour la construction effective de a\ -+· a*, si h > 1, ou de α', si h = 1, 

les mêmes remarques générales sont à faire qu'au n° 19. Après avoir 
déterminé la forme réduite de A|™ (en prenant a\ -+- a\ ou a' pour« et 
en revenant aux notations du n° 14) dans 0(.y), C'(v) ou C'(ÏJ) selon 
les cas, 011 opérera comme au n° 14. 
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22. Supposons maintenant que a — ex.a au lieu de a —a, les autres 
hypothèses restant les mêmes qu'au numéro précédent. Posons 

y i—xi% y'ih — — ^A^/p^/A» 

cl convenons que sJJ._
n
 désignera ο ou ή_

Λ
 selon que s'f est ou n'est pas 

la première variable d'une suite. Alors 

«/«/— 2pjj-s,-?afj,(sip) sf (s/-4- 5(/-n)> 

et Tidentification des coefficients de xlj
k

xfrk< dans α et α α donne 

2pfl75,(*rp)*#y*= 2çSt'ç>[a%(sip) +à'l (ί/ρ)]4'(Λ 

a-J
/ +j)

 désignant, comme au n° 20, ο ou af
>r+x

 selon que u1·? = zf est ou 
n'est pas la dernière variable d'une suite, d'où 

(ι5) a%(*/·Ρ) ~-Vp[a%() + af
t{J

,
+
,i/p ) |. 

Si l' -φ l, cela détermine encore at> par a{. 

Soit ί = l = i, et d'abord f φ f. 
D'après le n° 21, υ est hors de C(/>) = C'; G'(o) = C'(s), et s~x = s 

est conjuguée de s relativement à C, υ, υ. 
Si b -+- 2 est carré ou si b -f- 2 et b — 2 sont non carrés, on peut 

regarder p~* — ρ comme conjuguée de ρ relativement à C', υ, υ, et (i5) 
s'écrit 

06) P ia}/(p') = p-l«v(pt)+ Γι*/,υ+α(ρ*)· 

Pour former ρ 'a1, que je prendrai pour a avec les notations 
du n° 16, on peut opérer comme au même n° 16 (dans le cas ss = 1) 
avec les modifications suivantes. Désignons par χ, y, ζ des éléments de 
la forme p"'S, \ étant dans C'(Î) (les ak{ sont tous de cette forme), et 
étendons, comme au n° 20, la définition d'une forme liermitienne (C 
étant seulement remplacé par C). 

l"i~\ A1 >" ( i — s — s) 

est encore hermitienne et se réduit à 

{o + o)l'[x{y>
ni

. 
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Les a{\
+x

 ont la forme particulière χ — a?, et 

jjaii m-a;,■ (-1>)m" ‘"-W/V 

En opérant comme au n° 20 (C étant toujours remplacé par O), on 
arrive encore aux résultats du n° 10, en donnant à r un sens conve-
nable. 

Si b -H 2 est non carré et b — 2 carré, pp = — ι, (in) s'écrit 

('7) P"1«J/(p')= — Ρ '«//ρ1) - ρ '«Μρ'λ 

et l'on opérera comme après (i4). 
Soit l'—l=i cl f — f avec v' = 2ν (ce cas ne se présente pas si ζ 

est fini). Pour que ρ soit dans C'(s) il faut et suffit, on l'a vu, que 
b 4- 2 ou b — a soit carré. Donc, pour qu'il soit dans C'(u, s) hors 
de G '(s) il faut que b-\- a et b — a soient non carres. Cherchons les 
conditions suffisantes. Soit 

Ρ — Po-f- prj 

(ρέ = p'. -+- et pj étant dans C' et ρ, φ ο). On aura 

ρ4 —Λ = ρ2 —ρ2Υ5-Ηυο,(ζρ, 4-ap0), donc Çp,4-ao0—o. 

Si donc C a le module 2, on arrive à une impossibilité, puisque alors 
ζ φ ο. Supposons que C 11'ait pas le module 2. On aura, en posant 

ητ — η = δ (non carré), 

Po — — ·* = fyî = dfp',1 — p",2 -4-xp\ (bf
x
 -h ap\ )], 

donc 

p? = 0p', (0=±i), pi= (I + 6s), dp',2(6-h a0)~ 1. 

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que ρ soit dans 

C'(u, s) hors de C '(s) est que $( b 4- 2) ou $(b — 2) soit carré, 

C n'ayant pas le module 2. 
Si 

Ôp',2(6-+-a0):= I, 
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C n'ayant pas le module 2, on a 

P = PÎ0 + ;)» pp — — Θ. 

Supposons que b H- iclb — ι soient non carrés {donc Γ. n'a pas 
le module 2) el que $(b -+- 2) et $( b - 2) soient également non 
carrés. Alors ρ n'est pas dans Γ/(υ, .s), et l'on peut convenir que la 

conjuguée ρ de ρ est la racine carrée de s qui est égale à p~L 

Pour préciser, on peut d'ailleurs observer que ρ et ρ = p~' sont les 
racines de 

p* — 00 -j- ι ~ ο ( φ1— 6 -t- a), 

et que u{ = us -+- os) n'est pas dans C'(<p) = C'r Si en effet une ra-
cine Ρ d'une équation p2 = CP — c/, irréductible dans O, est dans C',, 
c'est-à-dire si φ est de la forme φοΗ-φ,Ρ (?0

 el ?» étant dans C 
et φ, φ ο), l'équation φ2 = b 2 donne 

ψ,= —et 4d) — b ■+· 2, 

cl cela est impossible dans les trois cas Ρ — s, ρ = υ, Ρ = u [si Ρ = u, 
c* — l\d— $(b* — 4)]· Partons alors de C',(M)=C" [je supposerai 

toujours que ω = os et que u — ω ■+■ ω —us -i- (b — s)(ζ — υ)| comme 
au numéro précédent de C, et, en faisant jouer à ρ, ω les rôles respec-
tifs de s, υ, adjoignons ω'= ρω. On remarquera d'abord que ω' n'est 
pas dans C"(p), car si us était de la forme ω

0
 H- ω,ρ, ω

0
 et ω, étant 

dans C", ρ serait dans G'(υ, s) contre l'hypothèse. Les quatre valeurs 

&)', po), ω, = pr,i ■= (ψ — p) ((/ — M ), 

f>ï3 ~ ρω = ( φ — ρ ) ω, ω'ν =: ρω = ρ ( u — ω ) 

sont distinctes, puisque ω est hors de C"(p); donc 

(7(W') = C'(
?>

«), 

et l'équation irréductible dans C" que vérifie ω' est de degré 4? sans 
quoi elle serait de degré 2 [0"(ω ) contient ρ j et, ρ étant alors pri-
mitif dans (^"-(ω'), ω serait dans C"(p). En posant alors 

u' ~ ρω -1- ρω, 
Journ. de Math. (6* série), tome Y. — Fuse. I, 1909. 6 
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on aura 

it'* -+- φ itu' -Η Μ1 + η(φ! — 4) ~ ο, <»>'2— it'w η — o. 

Relativement à C"(V), la conjuguée d'une fonction rationnelle 
Φ (ρ, ω) à coefficients dans C"(«') est Φ (ρ, o/ : si par exemple Φ( ρ, ω) 
est une fonction rationnelle Ψ(ρ, υ) à coefficients dans C, 

φ(ρ, ω)= Ψ(ρ, y). 

Si donc b -h 2 est carre (ce qui a toujours lieu si C a le module a) 
ou si c(b - 2) est carré, ousi b -+- 2, b 2, o(b 4- 2), 0( h — '2)sont 
non carrés, on a 

pp = I, 

(i5) s'écrit sous la forme(i6), et l'on peut opérer comme tout à l'heure 
après l'équation (16) [C'(.s) étant remplacé par Γ/(υ, s)J. 

Si b-h 2 et û(b — 2) sont non carrés (alors C n'a pas le module 2), 
et si t(b -4- 2) ou o(b — 2) est carré, on a 

pp = - I, 

(1 )) s'écrit sous la forme(17), et l'on peut opérer comme tout à l'heure 
après l'équation (17) [C(s) étant toujours remplacé par ( '/(υ, v)|. 

,S7 /' — / = ν — 1 et f — f — s ± 1, il n'y a plus de condition de réa-
lité, et, après avoir déterminé les formes réduites de A]"' (en prenant «' 
pour a et les notations du n° Itf) dans £, on opérera comme 
au n° 1β. 

2,>. Supposons que Ζ soil le champ des nombres réels et que a~ a. 
Alors ν est < 2. 

Soit d'abord h ]> 1 et ν = ι. s est réel ^ ± 1, et Z(s) — Z. a
K
-\-ah 

est symétrique réelle. Prenons-la sous la forme réduite obtenue au 
n° 14 pour s- φ ι, et opérons la substitution qui consiste à prendre, 
dans A2'", 2t, le coefficient de.rJ.'",(Ar = 1,..., m.2i) pour/Û,(donc, 
dans A2i'2i~·, celui de pour (cf.-17;. La matrice 

o Ail '>u \ii, 1-1 o 
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sera alors réduite à sa transversale principale, et, en observant que xy 
se transforme par la substitution 

{x, y, χ+γ,α? —/) 

en x2 — y2
y on voit que sa caractéristique [en l'assimilant à une 

forme quadratique (')] est m
2i

. 
Soit ι, vi=2. s est imaginaire et |·ν|ί>ι (sans quoi h serait 

égal à i). S(«) est le champ des nombres .réels et complexes. 

«, a\ -+- a\ 

est hermitienne dans les variables 

7-1 .Ja li ../*s /-Al 

et sa caractéristique (calculée au n° Id pour ss φ ι) est doublée lors-
qu'on passe aux variables réelles. 

Soit h = ν = ι, donc s = db ι. 
Réduisons «, comme au n° 14, en observant seulement que, par des 

substitutions de 3, on pourra ramener Atoujours et seulementà une 
forme de même caractéristique. e

0
 étant une valeur positive arbitraire 

et η l'indice d'inertie de A|"', je supposerai a{\
n
 égal-à e

€
 pour j ί η, à 

— e
0
 pour/> η. Sur la forme réduite ainsi obtenue opérons la substi-

tution qui consiste à prendre, dans AJJ\ le coefficient de x{ |^A = ι,..., 

I IffTínl) pour yî„
rk

+
x
 (donc celui de y[ pour xi

m

.
 k+l

). On voit alors 

comme tout à l'heure que la caractéristique de A-/y est E (mj / 2). 

Des observations précédentes il résulte immédiatement que, c étant 
ht caractéristique de a, on a 

(·«) ire que la caractéristique de A7y est 

(') Si une forme quadratique a réelle, à η variables, est réductible (par trans-
forma lions linéaires réelles) à la forme 

. n“ 8. 180S il 

M. I appelle caractéristique de a le plus petit des deuv nombres r—h 
(/V. Α. II., t. Ι,ΧΧΙ. n" 8, i8c>8). 
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m', m", tri" parcourant les exposants des diviseurs élémentaires de 
α — se relatifs aux racines de module φ ι (réelles ou non), aux 
racines imaginaires de module i, aux racines ri: ι respectivement. 
[D'ailleurs (18) n'est que la formule (y) appliquée à la forme hermi-
tienne de même matrice que α et à des substitutions α, β réelles.] 

Si l'on se donne c et une substitution n-airc vérifiant (18) (outre 
les conditions déjà rencontrées), la méthode précédente fournit di-
rectement, conjointement à la forme canonique a de cette substi-
tution et à la substitution corrélative β, une forme quadratique ré-
duite a, de dé terminant φ ο, réelle dans les variables données et de 

caractéristique c, telle que βαα = a. On le voit comme au n° 17 ('). 

24. Supposons maintenant Ζ fini d'ordre pK (ρ premier). On 
peut alors se proposer de compter toutes les formes réduites de a ainsi 
que toutes les formes équivalentes (par changement de variables) à 
chaque forme réduite de a. 

Prenons les notations du n° 14 dont la forme a désignera la forme 
a\ H- a\ si h > ι, la forme «, si h: = ι, la forme nommée primitive-

ment a vériliant a = r±ra ou a = «, la forme ρ 'α, si h = i, la forme 

primitive a vérifiant a = αα ou a — αα (en supposant, ce qui est per-
mis, que les sj, z'j, Uj, u'j si //> i, et les variables ζj, ..., z'p 
υ), ..., Uj si h = », soient les variables ajJ, yk- de la forme réduite). 11 
s'agira d'abord de déterminer dans chaque cas les types réduits distincts 
de Aj"'(en partant de chacun d'eux on obtient un seul type réduit de «), 
puis le nombre M

/W(?
 des formes équivalentes à chacun de ces types ré-

duits de A|7 : le nombre x(Q,, Qa, m...) des formes équiva-
lentes à chaque type réduit de a est donné par la formule 

(19) 3&(Q„mttl; ...) — Μ,,,,,π*· ·Κ> (<)2, mtfj; ...), 

ou N, est donné par (Λ) si // > 1, et par ((>) si // = 1. 
Soit d'abord h > 1. A['," peut toujours se réduire à la forme 

M {*V~l y m + cx\Jy*{ 1 ), 

(') Cf. LOKWY, toc. cit. 
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c étant égal à (— i)'"-1 si a = a et si a — a, à (— i)'w si a = — a, 

à(—si a=aa, à (— si a = aa. Les x*'~x sont ici 
cogrédients aux y'lj~x et les#Jy auxy'fj. Donc la transformée de A]7 Par 

une substitution linéaire est entièrement déterminée par celle de 

\<t T\j~\ vtj 

dont toutes les transformées s'obtiennent en faisant subir aux χseuls 
toutes les substitutions possibles, puisque, les substitutions que subissent 
les x\jx et les sont indépendantes. En désignant par L(/&, px) le 
groupe des substitutions Λ-aires à coefficients dans le champ d'ordre ρ*, 
on voit que est ici l'ordre de L(q, πν). 

Soit h — 1, ν = 2v'. A|7 se réduitalors, à un facteur près, àE q, x', y' m 

yJ
tu
 étant cogrédient à x{ : le sens du symbole χ relativement à χ variant 

ici suivant les cas, d'après ce qui a été dit précédemment. En appe-
lant Γ le champ des quantités de la forme χ -h x

%
 il est clair que M

fni
 est 

l'indice dans L(^,itv) du groupe des substitutions à coefficients dans Γ 
(jui laissent inaltérée, ou, plus brièvement, du groupe de cette 
forme dans Γ. L'ordre de ce groupe est 

portile dans T. L*ordre de ce groupe estj 

Dans tous les cas suivants, M
w<f/

 étant de même l'indice dans L (y, πν) 
du groupe de chaque forme réduite de A)'" (dans un champ analogue 
à Γ), je me bornerai à indiquer ces formes réduites dont les groupes 
sont connus. 

Soif h = ν = 1 cl d'abord a — ±a avec ρ > 2. Si m est pair avec 
a — ou impair avec a — — a, AJ7 se ramème à la forme 

ri = 1 yli — *\j?m 1 ) (7 -2
 9' )■ 

Si m est impair avec a = a, ou pair avec a = — «, A] 7 se ramène à 

Fc = Zq, -11 x\yJ
m -+■ cx\ y m 

(c — τ ou Ν, Ν étant un non-carré quelconque). 

(') Voir DICKSON, iff. Α., t. LU, p. 561 —58( (1899); Linear Groups, p. 134 
(1901); JORDAN, J. M1905, p. ·ι(\η. 
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Toute substitution permutable à α étant le produit ξγ d'une substi-
tution ξ du groupe des sous-séries par une substitution γ du groupe 
des additions, et les substitutions ξ fournissant évidemment à elles seules 
les mêmes transformées de A]" que les substitutions ξγ, aucun chan-
gement de variables laissant α inaltérée (α étant donnée, on ne peut en 
employer d'autres) ne peut transformer l'un dans l'autre les types ré-
duits obtenus pour a. Donc, si A ν > ι, il y a pour a un seul type ré-
duit; si h = ν = ι il y en a 21 distincts, t étant le nombre des m, im-
pairs. 

Lorsque a = a avec ρ > 2 et A ν ς! ι, on peut assimiler a à une forme 
quadratique et chercher quelle est sa classe. Cela revient au calcul du 
déterminant de a relativement à xl

ik,y
l
ik (aux facteurs carrés près) : ce 

calcul sera fait au numéro suivant. 
Soient toujours Λ = ν = 1 el a = ± «, mais avec ρ = a. A]"' se 

ramène ('), si q = '±q'1, au type 

Φ,=y)n + (*ï W +· *r+l /?„'), 

et, si q = iq\ à l'un des deux types distincts 

φφ,=- \vi/')· 

Si m est impair = 2 α — ι et > 1, a^est nul, d'après (1) et (2), en 
sorte que q = 2 q' (| A ]"'| est φ °) cl que A se ramène à Φ

0
. Si m = 1 

ou si m est pair, AJ'
t
" se ramène à Φ, pour q = 2</'-h 1, à Φ

0
 ou à Φ

2 

pour q — 'iq'. 

Le nombre des types réduits auxquels on peut ramener a (par 
des substitutions permutables à a) est donc 1 si //v> 1, et, si 
/4 = ν = 1, 21, 1 é/a/fc/ /e nombre des sous-séries contenant un nombre 
pair de suites formées elles-mêmes d'un nombre de variables pair 
ou égal à 1. 

En revenant aux variables x*
jk

, yl
ik

, on voit directement, d'après (8) 
et (9), que la diagonale de a, est toujours nulle sauf si h = ν = /w = 1 ; 
c'est donc seulement alors que, pour q — 'iq\a

s
 peut être de la seconde 

classe (c'est-à-dire du type analogue à Φ
2
). 

(') Voir JORDAN, ./. M190;), p. 268-269. 
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Soit h = ν = ι avec a= αα el d'abord ρ > 2. Si s = l = ι m 
pair

y
 ou si s = / = — ι auy.'c m impair, AJ™ se ramène à i. Si s — l — \ 

avec m impair^ ou si s — t — — ι avec m pair, A|"' se ramène à F
t>

. 

Soil ρ — 2. Si s = / — ι(= rfc i) avec m pair
f
 A]"' se ramène à ri. 

Si s = 1 = ι avec m impair, AJ™ se ramène à Φ, pour q = iq' ■+■ i, 
à Φ, ou à Φ2

 pour q — :iq'. 

Donc, si hv > ι, il y a, pour p>i, un seul type réduit. Si. h, = ν = ι 
et p^> 2, il y en a ί\ t étant le nombre des m ι impairs pour s = 1 = ι, 
le nombre des m,· pairs pour s — l = — ι. Si h = ν = ι et ρ = 2, ι7 
y en a 2', 1 étant le nombre des sous-séries contenant un nombre 
pair de suites formées elles-mêmes d'un nombre impair de va-
riables. 

Soil h — ν — 1 avec a = α ou α = «α. 
A]"' se ramène alors à 

il~m 2? /i, (7 — υ — υ), 

lesy^ étant cogrédients aux: x{ (χ désignant la conjuguée de χ relati-
vement à C', υ, υ). 

2ï$ ('). Pour déterminer la classe de a lorsque a = a et ρ > 2, il 
reste à calculer, aux facteurs carrés près, le déterminant D (relative-
ment aux x'j

h
, yl

Jk) de a
t
 H- aJn si h > 1, ou de a,, si h = 1. 

Si h > 1, le déterminant de 

fr A" A11 \ 

(avec les notations du numéro précédent) est(— i)m, comme on le voit 
de suite en échangeant les lignes équidistantes des extrêmes. On a donc, 
relativement aux variables jJ, u'f, 

1 a\ «î 1 -= (— οτ> I «ι «/»I = (— 0τν· 

Lorsqu'on prend les variables yl
Jk, ce déterminant est multiplié 

(') Cf. JûRDAX, J. M., 1906. 
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par (ΔΔ }1τ, Δ étant le déterminant d'ordre ν dont la pi, mc ligne est ι, *p, 
§ 2 p, · · ·» sl'\ et Δ étant formé avec les s

A?
= s

?
f comme Δ avec les s

?
. 

Δ2, produit des (sp — sp·)2, est dans s et est non carré (sa racine Δ, fonc-
tion non symétrique des est hors de ε) ; de même Àa. Donc (ΔΔ)2 

est carré, et D = ( — î)™ à un facteur carré près. 
Si h = ι avec ν = ·2ν', | AM (avec les notations du numéro précé-

dent) est égal à 

\ /Il a UUIIL/J lLiauV^lllülll «* U A. *>y $ J_ 

On a donc, relativement aux jJ, «J", 

Π·; 1 | = π;,f |i
r
, -,

f
—Sp', M^î"ίί\ ] 

OU 
n*|«p| = IID*« 

Donc 
ιηΐβΡΙ = · 

à un facteur carré près. On voit d'ailleurs, en rangeant les « dans 
l'ordre ~j, ..., zl, s;, ..c·2, s[, ..., ^ et en faisant passer les τν'' 
dernières colonnes de a

t
 avant les τν' premières («p contient, avec sf,..., 

rp, les variables iî*'+p, ..., et non les variables correspondantes 
U p1, ..., mp), que 

Kjrr(-.)^ir;|„P|. 

Kn passant aux xl
jk. y'

A
, Δ ayant le même sens que tout à l'heure, on a 

donc, à un facteur carré près, 

D =_Δ
Η
(- ·)

ΤΝ
', 

Δ2 étant non carré. 
Soil h = ν = 1. 
On voit d'abord, avec les notations du numéro précédent, que, si m est 

pair, le déterminant de 

A 11V /a 21N ° A 1)2 A 11 

est égal à 1, et que, si m est impair, 

Vy V Cl fff' vav MitsuiF"" y15m int — Hw (Wl-ii 
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Donc, en désignant par d
r
 l'unité siest pair, et la quantité analogue 

m I m — 1 ) (/ 
à ( — i) a c"1, relative à Λ.

ΓΓ
, si mQr est impair, il est clair que 

D = Π dr. 

26. Quand 0 a le module 2, on peut se poser un problème voisin du 
précédent, celui de trouver toutes les formes quadratiques a = Σα,*#,#* 
telles que la substitution α conserve a. On ne peut plus ici assimiler α à 
une matrice (' ). Mais on peut opérer comme au n° 19 jusqu'à la déter-
mination de a' exclusivement, sauf que uf? doit être remplacé par zj, et 
que, pour h > 1, aj se confond par définition avec af, et, pour h = 1, 
ν = 2v', a''*? avec «f. 

Si h est > 1 ou .sà h — 1 avec ν > ι, il est clair que a1, qui est encore 
bilinéaire, se détermine comme au n° 19. 

Soil donc h — ν = ι. 
Désignons ici par a, en revenant aux notations du n° 3, la forme 

1α%χ'Λχί, 

hermitienne relativement à 0 et aux racines υ, υ d'une équation 

υ* = Çy -h I 

irréductible dans 0 (3) (donc ζ φ ο), dont on déduit aK en remplaçant 

(') Cf., pour ce qui suit, JORDAN, J. M., igoS; DICKSON, Transactions of the 
Am. Math. Soc., 1906, P. 285-292. 

(a) Si 0 est fini, on peut prendre ζ dans 0 (Ε33). Si 0 est infini il suffit 
de faire jouer le role de Θ au champ 0(ζ), ζ étant une indéterminée. En 
ellet, si 

x2 + ζχ H- 1 = ο 

avait une racine de la forme — οίι 

u—luiV, (ι = ο,ι,...), 

les M/, étant dans 0 (cf. E.
}
 4-6) et α0, β0

 n'étant pas tous deux nuls, l'annu-
lation des coefficients de ζ° et de ζ1 dans ιι*-\-ζιιν -+- v* donnerait 

"0 ■+■ *'2 = 0 (ou = d'où «
#

=C
4

) et M* = O. 

On remarquera que, si 0 est fini d'ordre 2, ζ est égal à 1 et qu'alors les deux 

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. I, 190;). 7 
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a?J par αή. Je poserai 
<*ll!i = c,£l + dl£lv, 

si a'J'est au-dessus de la diagonale de a ou sur cette diagonale, et 

«Êi = 4Jj d'
k

J, υ ( c£, = c{{., d!£, = dft, dl£
k
 = ο ) 

s'il est au-dessous, les c et les d étant dans 0 (j'appellerai désormais 
les éléments de 0 réels). Il-est clair que, si l'on ne considère comme 
ici que α1, cJj peut être négligé sauf si i = j avec h = l, et que l'échange 
de υ, υ revient à augmenter c'£{ de d'ffQ. Je poserai encore 

a1 — b — 2 b'A!, x[. xj 

(K't = «« + < sauf si i = j avec k = /; ûft = a«)i 
aui si i — j a y ui; n(* = ', .··,'«/; / =1 »»y); 

aui si i — j a y ui; n 

i parcourant les nombres 

QP_,-M. Qp, 
et j les nombres 

Qe-, + 1, Q* (k.'iwQ?, L wQJ; 
Ub po — -//Βρσ ( /· = ι, , m

Ue
 ; / = ι, . m

0e
). 

J'entendrai enfin par discriminant d'une forme he.rmilienne 

ν = lvik.XjXk 

le déterminant | ρ |' qui se déduit de | ρ | = | P/* | en y remplaçant p
l7
 par ο 

et v
ik
 par v

ik
 -+- v

ki
\ si «ρ = ^\v

ik
XiX

k
 est une forme quadratique à coeffi-

cients dans s, |iv| désignera son discriminant, c'est-à-dire le détermi-
nant de ses dérivées secondes : ainsi 

I b I = I a I' . 

types canoniques d'une forme quadratique b = 2b/kXiXA-{E; 4-5) se distinguent, 
lorsqu'on l'assimile à la forme hermitienne 

a — TLa
ik

XiX
k
(aijzzzbu

}
 a

ik
 ~ c^-hb^.-j, a

hi
 = a

ik
, les c

ik
 restant indéterminés) 

par ce fait que J a J est nul pour l'un et non pour l'autre. 
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Il est clair que, si ρ est dans 8 et si φ = (<p/A)estune substitution réelle 
des xh φρφ = φρφ donne, en y remplaçant xt par xh le même résultat 
que la substitution φ dans ZvikXixk. 

Formons la condition pour que l'accroissement de b, quand on opère 
sur les a?,· la substitution a, soit nul. En général, le terme en x'k_

t
 de 

cet accroissement figurera dans les seuls accroissements de bl/
i
xt

k
xj

l
 de 

UJu-\X\'Àet de b'l_
{
 et l'on aura 

(20) B'^ ,-H BIÏ-O (K—2, ...,·/»/+!; /=A,..., mj + 1), 

d'où 

(21) d&-t + rf#.|,,-+-rfft = o (Ar = a, /=2, . ..,/ny+i), 

en regardant et d'h comme nuls pour k > m,· ou l > my·. Mais il y 
a trois exceptions exactement : pour j= 1, 1 = k, les deux termes 
k.l— I k l— I xJene sont Pas distincts; pour j = i, l=k-1- 1, 
l'accroissement du premier n'a pas de terme en pour j = 1, 
l = Zr — 1, l'accroissement du second n'a pas de terme en a?!-». Ces 
trois cas exceptionnels donnent respectivement 

k.l— I k l— I (^2)> t>Î^=btuk+x (k>2)
t
 b'i^^b'l^ <Ar>3), 

équations qui se réduisent à 

(22) *&=*£ A-, (Aria), ^., = *2*-, (kl 3), 

d'où 

(23) 
I «** = *^«,*+<*-1 = ^,.*? (*=1)· 

I «** = *^«,*+<*-1 = ̂ ,.*? (*=2)· 

Ainsi (20) et (m) subsistent tant qu'un des trois termes des pre-
miers membres n'est pas de la forme b"k ou dkk. Donc, pour / φ ι, 
(21) donne les mêmes conséquences que précédemment. Pour j = i, 
elle montre de même, jointe à d"k = o, que les d'k( situés au-dessous de 
la transversale principale de A" sont nuls. (a3) montre ensuite que 
les akk situés au-dessous de la transversale principale sont tous nuls si 
mi est impair, tous nuls sauf le plus voisin de cette transversale si m, est 
pair. 

27. Soit mt impair = 2 μ.
Γ
— i. D'après la seconde équation (a3) 
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où l'on fait A: = -H f, est nul. Donc, d'après (21), tous les 
éléments de la transversale principale, sauf «μ.μ., sont nuls. De même, 
si a"A est φ ο pour k = l et nul pour A > l, tous les éléments situés 
au-dessous de la transversale T, passant par aJJ sont nuls comme aussi 
ceux de T, autres que aJJ [on peut encore supposer les éléments de T/ 
réels et égaux à aJJ ; c'est T/ que j'appellerai ici caractéristique (cf. 5)]. 
On voit sur la figure, d'après (21) et (a3), que A" est complètement 
déterminée par a",, ..., aii u1 u2. 

Les A,y d'une même ligne ou colonne de 4
 n

 (considérée comme 
matrice des Aly ) ne sont pas toutes de rang sans quoi a aurait 
une ligne ou une colonne nulle, et \a \ serait nul (on peut même affir-
mer ici, pour la même raison, qu''une des Aiy où i est φ j est de 
rang m). En raisonnant alors comme au n° 4, on voit que 

| ci | — H «Λορρ, 
que 

ΐΛ,,^μιπ-ΜΑϊϊΙ, 
que 

I α I'— ΠI Λ.ΡΡ I' 
et que 

I-M'=(|AI» i'r=iBvri«. 

Or | A] l'est un déterminant gauche d'ordre q. Donc q est pair = 'iq'. 
Soit mi pair = 2 p./. 
Si a"k est φ ο pour k — l et nul k > /, la transversale caractéristique 

(au même sens que dans le cas de m, impair) est celle passant par Oi-
liest clair aussi que Λ" est complètement déterminée para",, ..., αμ+1μ.

(1 

(ce dernier élément peut ici être φ ο). Comme précédemment, on voit 
que 

| a j' — Π | Λρρ J' 
et que 

|Λ„|'=|Β!Π». 

Les réductions ultérieures dépendent des différents types canoniques 
de B|'w dans ε. 

28. Supposons désormais Ζ d'ordre 2K. 
Soit d'abord 2μ,— ι (μ, = μ), donc q — iq' (27j. 
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Par une substitution rcelle du groupe des sous-séries, on peut réduire 
BfJ à Pun des deux types canoniques contenus dans la forme 

Fe= (-4)*] if 4*-' 4*, 

0 étant égal à ο ou à un élément définissant (Ε27 ) arbitraire λ de a, 
tel aue 

z14- ζ 4- λ 

soit irréductible dans Ζ (Ε., 45; j'appellerai premier type celui où 
θ=ο, second type celui oùQ = λ, et je dirai qu'une forme quadratique 
est de la première ou de la seconde classe suivant qu'elle est réduc-
tible au premier ou au second type). A12 et Aai, A3i et A'3, ..., A*""1* 
et A^-1 étant donc seules de rang m parmi les Aij où i et j sont diffé-
rents et < y, on pourra, par des additions de transversales à multiplica-
teurs réels jointes à des additions symétriques par rapport à la diago-
nale principale, annuler tous les autres A'·7 des <&,/ et desoh,,, sauf, 
si θ = λ, An et A22 (en observant qu'on peut supposer la transversale 
caractéristique de chaque A" formée d'éléments réels et égaux). Par 
des additions de même espèce, on réduira ensuite Aai~<'lf(e^gr/) à la 
forme bilinéaire type (6) multipliée par υζ-1 = ξ. 

Si Ο = ο, la réduction est achevée. Si θ = λ, par des additions ana-
logues de la transversale principale de A'2 aux transversales de AH (la 
transversale de A22 qui s'ajoutera en même temps aux transversales de 
A21 et de A13 pourra être négligée, puisqu'elle n'introduit que les élé-
ments réels), on annulera a\x

k pour k < p. Alors tous les d\\, où k et / 
sont < p., sont nuls, et, d'après (21) et (23), la matrice des a\\ où 
Λ =ι, ..., p. et l — p., ..., m est, à l'exception de αμ.μ,= ι, le produit 
par ξ d'une matrice du second type (6) (en négligeant toujours les 
parties réelles des éléments non diagonaux). A22 se ramène à la même 
forme que AH. 

Soit 
a? = 2AV (7 = 1,2), b'i' = 1 Β" (1, j = 1, 2). 

Prenons dans h™ le coefficient de χ j pour 4, P11^ celui de a?J pour χ'", 
et appliquons la même substitution à a™. Soient IÇ 1 et a'""' les formes 
qui se déduisent alors de a'." quand on annule 4 4 4 4

:
 fc* 

matrice se déduit de a!" en supprimant la première ligne et la 
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première colonne de chaque AiJ où i,j = ι, i, et 

b» = x\-h x\ x)n 4- bf-* 

(a™ 2 et h™2 n'ont plus les formes réduites analogues à celles de a™, 
bJ1). En répétant l'opération, on ramène b™ à la forme 

R + Λ^Λ$4- β[(Λ?μ)' 4- (^μ)'], 

R étant une somme de rectangles où chaque variable autre que #μ ou 
x 2unfigure une fois et une seule. Cette transformation se faisant quel que 
soit θ et pouvant par suite se faire sur 

bT=2 B'J (i,J = 3,4), ..., 

on voit que ui»,, est de la même classe que Fe (avec mq variables). 

Remarque. — En écrivant a?a*_,, χaA, y2*-n y*k respectivement 
pour 

A-jL*, Xp-k, ·*μ+λ, #μ+Α ( b — I » . . ., μ — I ), 

x
0
 pour #μ, χ

0
 pour Faction du changement de variables effectué 

sur les x\, x2 est de la forme 

(24) X/—&i) Y/— yi~^~ 9' (.Ko» ···!.}'/· i» •"'mm *··ι «Τίμ—ί)ι 

le changement inverse ayant la même forme. L'action de α sur ces va-
riables a la forme 

(25) 
X/ X/+X/+, (i=0, . . ., 2/Λ—4) 

Yo Yo 4" X| 
Y/ Y/4- Φ/(Υο» · ·> Y/-|,Xo, . Υ2μ z) (<"' ΐμ — 2) 

Χ
2
μ-3 et Χ2μ_

2
 étant conservés. 

En écrivant de même xk pour x'kt+l (/ > i) et yk+i pour .χ'"+*, l'action 
du changement de variables effectué sur les x\'*% et les x2

k
U2 a la forme 

ei ,\.2|A^ ciani conserve».cri vani de mèrnc .1'k pour xl'+l (/ > i)^t yk+{ pour-r;^', faci 
(26) 

l r» /VA »V\ A M 4 rJ An Vk) An APTAAIH A C<ll1ì I A/1 AI I At\ ^ ^ H I u Ìah 

le changemeut inverse ayant la même forme. L'action de α sur ces va-
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• riables a la forme 

(27) 
X/ X/·+· X/_ 1 (t — 2, ...

 t
 m) 

Y
t Υ(-»-Φ/(Υ/+ι, Y«.) (« = I. ···. m — I) 

X, et Y
m
 étant conservés. 

29. Soit m
t
= 2p./ (p., = p.), d'abord q = 2^'. 

On peut alors ramener Β J à la forme Φ
0
 ou à la forme Φ

2
 du n° 24 

(où l'on remplace chaque/^ par Ό· 
Si Β se ramène à la forme Φ

0
, les d'{

m
 et, par suite, d'après (21) 

et (23), les 0μ+1,μ+1
 sont tous nuls. On pourra donc opérer comme dans 

le cas de m impair pour annuler tous les A'y autres que les Aai~,,2,(i<§'') 
qu'on ramènera à la forme type (6) multipliée par ξ = υζ-4 et pour 
vérifier que Β

 H
 est, comme BJf de la première classe. La forme du 

changement de variables effectué pour canoniser ift>
n

 et l'action de oc 
sur les nouvelles variables sont données par (26) et (27), l pouvant ici 
prendre la valeur o. 

30. Si B]f se ramène à la forme Φ
3
, d"

m
 et αμ+ι,μ+ι sont encore nuls 

pourf>2; mais, pour i<2, d"
m

=% et «|^.,
ιμ+

,= ι [d'après (21) et 
(a3)]. On pourra opérer comme précédemment pour annuler d'abord 
tous les A'y autres que An et A22 où l'un des indices i, j est <2 (en 
négligeant la partie réelle des éléments non diagonaux; ainsi la 
présence de αμ+U[L+i φ ο et le fait que al

Al = a"A n'altèrent pas les résul-
tats), puis tous les A<y où i ou j est J 3, sauf les A2*"""''2* et les A2*'2*""4 où 
A = 1, ..q' qu'on réduira à la forme type (6). 

Par une addition de la mieme transversale de Aly(« = i, 2) à la 
(m — i)ième jointe à l'addition symétrique, on peut ramener aμμ à 
α'μμ -f- t-h t'2, l étant quelconque dans 3. Si donc z'J -h ζ -+- αμμ est ré-
ductible dans 3, on pourra ainsi annuler αμμ. Si z% -h ζ -h αμμ est irré-
ductible, on pourra réduire αμμ à une quelconque des 2K_1 valeurs ν 
telles que z*-h ζ -h t> soit irréductible dans 3 (Ε., 40, 45). En toute 
hypothèse, et sans altérer αμμ, on pourra, par des additions analogues, 
annuler successivement αμ_

ι μ_η ..., a\\, et alors, d'après (21 ) et (23), 
tous les dl

An où A et l sont << p. (< p. si αμμ = ο), seront nuls. 
Si donc 2s + s + αμμ et z2 -h ζ 4- αμμ sont réductibles dans 3, on 
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peut annuler et aJJ, et la matrice des ajj où Ar = τ, ..μ + ι et * 
l — μ H- ι, ..m est, à l'exception de βμ

+1
.μ+, égal à ι, le produit par ξ 

d'une matrice du second type (6). 
Si l'un des trinômes :J + 2 + «μμ (i — i, 2) est irréductible 

dans S, on peut toujours faire que ce soit 

Z* ■+■ S 4- Λμμ. 

Si est φ ο, on peut l'annuler par une addition de la (m — i)ii>mc 

transversale de A11 à la (m — de A12, puis de la (m — i)ii,,Be trans-
versale de A12 à la (m — i)MMnode A22 (chaque opération étant toujours 
suivie de l'opération symétrique). Soit donc 

#μμ—λ, ύΤμμ—Ο. 

A22 a la même forme que dans le cas précédent, où «μμ et aJJ étaient 
nuls. AH se détermine aisément en utilisant la remarque finale du n° 5. 
Soit, en effet, d'une manière générale et quel que soit m, 

A» («Ml, Λμ+ι,μ+ι)/« 

la détermination de AH quand on fait nuls tous les sauf et 
ailtw Ûn aura 

A"(i, i)
M
=An(o, ])«,-»-λAn(i, o)

/rt
, 

et il est clair que AH(i, o),
H
 s'obtient en bordant AH(o, i)

/n
_, (qui est 

la forme réduite trouvée pour la valeur 2 μ — ι de m) d'une miétue colonne 
et d'une //iièmc ligne de zéros. 

Dans les deux formes de a qu'on vient d'obtenir, il y a, pour chaque 
i~q, un seul j<q tel que A'y soit φ ο. Donnons à j cette valeur pour 
chaque iSq, puis prenons, si j = i< 2, 

Ά b'/(.r} pour x',
u

, 
IfSé b^xi pour χ'

η
_
χ

, 

l^b'^ulxj pour xi +2i. 

X iu + 1 ou d *χ'μ+ι (d'=r)[) pour Λ·μ
+

, selon que a^=o ou λ, 

xl Λ?μ
+1

 ou άϊΧμ pour χ'μ selon que «μμ — ο ou ), 
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et, si j φ i, 

2/=~,A àf
k
i

u
,oc\ pour xl

M
_

k
 {k — o, ..., m — ι ). 

nb
H

 se trouve ainsi réduit, si «μμ = ο, à 

H -h <2?μ·2?μ
+

ι, 
si α^=λ, à 

R + -h <#[( #μ )* H- ( ], 

R désignant une somme de rectangles où chacune des variables autres 
que α?μ, figure dans un terme et dans un seul. Or ces deux formes 
ne sont pas équivalentes (E., 45). Donc les formes correspondantes 
de b ne sont a fortiori pas transformables l'une dans l'autre par des 
substitutions permutables à a, lesquelles permutent exclusivement 
entre elles les variables de ub,,. Donc aucun changement de variables 
conservant la forme de oc ne peut transformer l'une dans l'autre 
les deux formes considérées de b. On voit en même temps que \)bH 

est de la première ou de la seconde classe selon que, dans la forme 
réduite, a^ est égal à ο ou à λ. 

Remarque. — Si «μμ= ο, le changement de variables effectué sur 
les x\ est, en écrivant xk pour x{

h(k=.i, ..., p.) et yk+i pour 
X1ù - k + 1 (K = ι, K·)» de la forme 

\ ν~·*7 (f = 1, . .., μ — l), Χμ— .*ν+Κμ, 

(28) ) V, — ·Κ,·+φ,·( . . .,Γμ) (1 = 1, ..., μ— I), Υμ=.Χμ> 

et le changement de variables inverse a la même forme. L'action de α 
sur ces variables a la forme 

(29) 

X, X, 

Χ,· Χ,· + X/ -, (t=a μ—ι) 
Χμ Χμ—ι Υμ 

\ / Υ / Η- Φ/ ( Y/-n » · · ·. Υμ, Χ μ) (l — I, . . ., μ — I ) 

^ μ ^ μ -+" Χμ 

Si c/μμ ~ Λ, le changement de variables effectué sur les x\ est, en 
écrivantx^pour^(A- = i,..., μ — ι), ykhi poura?;

M
_A+l(/f = 1,..., μ-ι), 

Jour η. de Math. (6· série), tome V. — Fasc. I, 1909. b 
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x
0
 pour y

0
 pour de la forme 

(3o) 

j X/·— X/ (I ~ I, . . . , μ I), X<,~ rf* .r0, 

| Y/~+ ?/(//+1» · · ·» JV-1» /0, Λ?β) (ί= ι, . . μ — ·*). 

\ Υμ-ι — ,)'μ-ι "t" φμ-ι Ο'οι «^o)? Υο— d a^o> 

et le changement de variables inverses a la même force, d y étant rem-
placé par d"*. L'action de α sur ces variables a la forme 

<30 

X, Xt 

X/ X/-+- X/-1 (ί=2, ..., μ—i) 

X
0
 Χ,+ ^'Χ^, 

Y,· Y/4- Φ/ ( Y/'-i-i » · · · > Υμ-ι> Y., X<>i Χμ-l) (' — I> · · · > μ 2) 
Υμ_ι Υμ-ι H- Φμ—ι ( Υ0ι Xo> Χμ— ι) 
Y0 Y. + rf-'X. 

51. Soil m ι = 2 [λ,· ((/., = [a) avec q — iq' -Η ι. 
Alors Bj"'se ramène à la forme Φ

η
 et l'on peut annuler tous les A'7, 

sauf A11 et les A2''2""1, Aa,+,-"(j = i, ..., </'), AH se ramenant à l'une 
des deux formes précédentes et les A"'2'"1"1, A2i+,-2*àla forme bilinéaire 
type (β). 

Sur la distinction et la classe des formes réduites, comme sur les va-
riables à introduire pour ramener b au type normal correspondant, et 
sur la forme de α avec ces nouvelles variables, il n'y a qu'à répéter ce 
qui a été dit au numéro précédent. 

52. Le nombre N(Qn
 m0i; ...) des éléments de α (ou de b) 

qui restent arbitraires, une fois choisis les éléments de B]^ (de ma-
nière que | B|J>| soit φ ο) et les éléments ",+l qui répondent 
aux Bppue équivalentes à des types normaux de la forme Φ

2
 et Φ,, est 

fourni, d'après ce qui précède, par 

N(<
v
>i, /"Q,; Qâ, .. .)= Ν,-h N(()

s
, ...), 

Ν, = ψ(μ)-4- —0 + q(n—qm), 
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ψ(μ) étant égal à q{\k — 1) si m est impair, à qp. si m est pair et B|"4 

équivalente à Φ
β

, à qy. — 1 si m est pair et BJ"4 équivalente à Φ
2
 ou 

à Φ,. 
Le nombre X(Qn Q

2
, ...) des formes b est donc donné 

par 
^(Qh Qi1 wQt; mQï1 ...), 

M
mq

 étant l'indice dans L(q
t
 ir) du groupe de F0 si m est impair, du 

groupe de Φ
0
 si m est pair et B|'" équivalente à Φ

0
, du groupe de Φ

2
 ou 

deΦ
1
 si m est pair etB]"4 équivalente à Φ

2
 ou à Φ, respectivement, 

enfin ci étant égal à 1 si m est impair, ou si m est pair et B]"4 équivalent 
à Φ

0
, à - dans tous les autres cas. 

De l'analyse précédente résulte, comme au n° 24, que le nombre des 
types réduits distincts est 2δ3δ', δ' étant le nombre des sous-séries 
pour lesquelles m, et qk sont pairs, 0 le nombre des autres. 

55. Le problème inverse de celui considéré jusqu'ici est celui qui 
consiste, étant donnés la forme bilinéaire a et le champ 3, à trouver 
tous les couples de substitutions α, β telles que 

βαα = a. 

Sur ce problème, qui a donné lieu à de nombreux travaux, je me bor-
nerai à deux observations. 

Supposons que, 3 étant le champ des nombres complexes ordinaires, 
a soit une forme bilinéaire à variables conjuguées déjinie, et soit le 
groupe des α telles que αα<χ = α. L'ensemble ιΐί> = Σβ des substitu-
tions de d. dont les coefficients sont des entiers algébriques du 
champ &= K(£) résultant de l'adjonction au champ Κ des nombres 
rationnels d'une racine ξ d'une équation du second degré à coeffi-
cients dans R et à racines imaginaires est un groupe fini ( ' ). En 
effet, le produit de deux entiers de Λ est un entier de A. De plus, 
comme |ββ| = 1, | β | divise 1 et par suite tout entier de Donc les 
coefficients de β~' sont entiers et ut» est un groupe (E.

y
 8). D'ailleurs 

(M C'est l'extension d'une observation déjà faite par M. Picard [A, M., t. 1, 
p. 3oo (1882)]. 
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les multiplicateurs de a, ayant pour module ι (10), sont ici des racines 
algébriques de ι (*). Donc ill» est fini (2). 

Le théorème analogue relatif au cas ού a est une forme quadratique 
définie, G étant le champ des nombres réels, se démontrerait de même. 
Mais il se réduit à ceci que l'ensemble des substitutions linéaires à coef-
ficients entiers (ordinaires) qui conservent la formel"#? est un groupe 
d'ordre η ! in formé de toutes les permutations des xt accompagnées de 
la multiplication de chacun d'eux indépendamment les uns des autres 
par ± ι. Or on le voit de suite directement. 

34. Soit G d'ordre ρκ= π (ρ premier), a = ψ -h Σ" ψ ayant, 
si ρ > 2, l'une des formes o, ex2 ( c étant quelconque dans G ), χ2 — h y2 

(irréductible dans G), et, si ρ = 2, l'une des formes o, xy -+- h(x'2 -hy'2) 
(irréductible dans G). Je désignerai par η le nombre des variables 
de a. 

Le groupe Jb(/i, π) =: A de a dans G dérive (3) : 
i° Des substitutions 

XX A X/c yk y*— iîcX.r — cXVx 

XX A X/c yk y*— iîcX.r — cXVx 

2° Des substitutions V
0j

&, V
/0

>. (i; k = ι, ..., ν) égales respective-
ment, si ψ = o, à ι,i ; 
si ψ = c#2, à 

XX A X/c yk y*— iîcX.r — cXVx 

si ψ = χ'—hy2
y
 à 

XX A X/c yk y*— iîcX.r — cXVx 

(*) Voir LCEWY, N. A. H.
}
 t. LXXI, 1898, p. 391; KROXECKER, Cr., t. L1LI, 

185^, p. 173. 
(2) Voir BURNSIDE, P. L. M. S.

t
 2E série, t. III, 1905, p. 438. 

(') Les générateurs indiqués ici ne sont pas tout à fait ceux employés par 
M. Jordan et M. Dickson; mais la démonstration du théorème sous la forme 
adoptée ici se fait d'une manière toute semblable. 
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si ψ = xy -+- h(xa -hy*), à 

X X -f- X Xfty k yk — X y — 2 h X x — h X1 ¿r* X X -f- X Xfty k yk — X y — 2 h X x — h X1 ¿r* 

3° Des générateurs du groupe Ψ de ψ dans a. Si ψ = ο, je supposerai 
que Ψ = τ. Si ψ = c.r2, Ψ est engendré par \x, — x \ d'ordre 2. Si 
ψ = χ*—hy% Ψ dérive des substitutions de la forme 

X X -f- X Xfty k yk — X y — 2 h X x — h 

(λ, u. étant une solution quelconque de λ2 — Λμ2 = ι) qui forment un 
groupe cyclique Ψ' d'ordre π -h 1 , et de 

X X -f- X Xfty k yk — X y — 2 h 
Si 

Y — xyh(x*-μy*) (alors ρ — a), 

Ψ dérive des substitutions 

ir ae ^ torme ae ses SUDI 

[λ, p. étant une solution quelconque de 

λρ 4-Λ(λ'Η- μ') = A] 

qui forment un groupe cyclique Ψ' d'ordre π -h 1, et de 

a torme ae ses SUDI 

En posant encore Ψ'= 1 pour ψ = ο et ψ = ca?2, on voit que Ψ' est, 
pour ρ > 2, le diviseur de Ψ formé de ses substitutions de détermi-
nant 1. 

Soit de même, pour ρ > 2, <Λ>'(/ι, π) = cl' le diviseur de A formé de 
ses substitutions de déterminant 1. On a 

AIL» OAE' T£O\ 

t étant l'une des substitutions l0 (/n""-1 pour ψ = ο et <|/ = ca?a), 
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i1,..., tv. /
v

. On peut donc définir A' comme le plus petit commun mul-
tiple Ρ de Ψ' et des 

téji Vijh 
U//> = tj V

/7
xiy, Wij\— tjVj^xtj, m

k
\ {hj= O,v; i^j\k = t, v); 

car Ρ est évidemment permutable à t, en sorte que 4> = Ρ -MP. 
Si ρ = 2, cette seconde définition de 4/ a un sens. 4/ est alors 

encore d'indice 2 dans 4 . Pour n = 2, cela a déjà été indiqué tout 
à l'heure. Soit donc /*]> 2. Toute substitution α de 4/, prise sous la 
forme 

( 3a ) α = | xt, y,; 1 k(aikxk■+■ oé(kyk), lk(β/Λ.xk + $'ikyk) | (/, k = ο,..., v) 

vérifie l'égalité 

(33) Ια=Σ/*α/*β/*+Λ,(α9ο+αβ1ο+β5ο + βΛ)=^ (/, k — o,,.... v) ; 

car la substitution unité vérifie (33), et, γ étant un générateur de ri', 
γα vérifie ou ne vérifie pas (33) en même temps que a, comme le 
montre un calcul direct (d'après les relations connues qui lient les coef-
ficients de a). Donc t, ne vérifiant pas (33), est hors de 4/ et 
4^ = 4j' 4- /4'. Comme t α ne vérifie pas (33) si α la vérifie, on voit de 
plus que ci' est formé des substitutions de ci qui vérifient (33) (*). 

35. Pour ρ = 2 les substitutions de 4/ sont dites paires, les autres 
impaires. Tout changement de variables à coefficients dans 0 qui 
conserve a conserve a priori ci et 4/ (la matrice du changement de 
variables est celle d'une substitution de ci), donc aussi la parité de 
chaque substitution α de ci et celle de I

a
. 

La forme canonique d'une substitution α de 4> a un nombre pair 
ou impair de suites selon que α est paire ou impaire. — Si α n'a que 
des multiplicateurs égaux à 1, on le vérifie directement à l'aide des 
remarques des nos 28 et 30. Dans le cas contraire, soient a' la partie 
de α (mise sous forme canonique) répondant aux multiplicateurs φ ι, 
et a' la partie correspondante de a. Prenons oc·' pour α et a! pour α. α a 
un nombre pair de suites, et l'on peut introduire des variables réelles 

(l) Voir DICKSON, Linear Groups, P. 206-208. 
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(c'est-à-dire des fonctions réelles des variables primitives xt à coeffi-
cients dans a) ξ/, η,· telles que a ait la forme Σξ,-η,· (22). D'après (33) 
(appliquée à la substitution primitivement donnée), tout revient à 
montrer qu'avec ces variables α est paire. Or on peut introduire 
d'abord, comme au n° 28, des variables (en général non réelles) X,·, 
Y/ ramenant α à la forme ΣΧ,· Y,· = a

0
 et α à une forme a

0
 vérifiant (33). 

Le groupe de a
6 dans a est 4.. Soient 4

 α
 et 4^ les groupes analogues 

à 4·, 4>' dans le champ a
a
 résultant de l'adjonction à a des multiplica-

teurs de a. 4/ est évidemment le plus grand commun diviseur de 4«, 
4^. «

0
 est dans 4^, et l'introduction des variables ξ,·, η

{
·, qui conserve 

à a0 sa foi me, revient à transformer a
0
 en une substitution de 4' 

(oc
0 vérifie la condition de réalité). 


