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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur les formes bilinéaires et quadratiques;

Par M. J.-A. e SEGUIER.

1. M. Jordan a déterminé les formes quadratiques invariantes par
unc substitution donnée dans le champ des nombres complexes ordi-
naires ou dans le champ de (zalois défini par une équation a coefficients
entiers, irréductible mod p, ct formé les types réduits distincts aux-
quels on peut les ramener par des changements de variables (ui
n'altérent pas la substitution donnée (J. M., 1888, 1905 ). M. Dickson
s'est ensuite occup¢ du mnéme probléme lorsque le champ est quel-
conque et ’a complétement résolu pour les champs finis (Transactions
of the Am. Math. Soc., 1gob, p. 275). M. Leewy avait auparavant
appliqué la méme méthode que M. Jordan aux formes hermitiennes,
mais sans chercher & les réduire 4 un type canonique (N. 4. H.,
t. LXXI, n° 8, 18g38).

Ce sont ces recherches (ue je voudrais poursuivre ici. Je partirai de

Journ. de Math. (% série), tome V. — Fasc. 1, 190y, I



2 J.-A. DE SEGUIER.
I'équation
Baa=a (1),

ol «, f3, a sont trois matrices n-aires invertibles, appartenant 4 un
champ ¢, dont on peut assimiler la troisitme 4 une forme bili-
néaire Za;x;);, o & une substitution des x et § 4 une substitution

des y. a et B étant données, il s’agira de construire a (si en particu-
lier B =a"', a est assimilable 4 une substitution (uelconque permu-
table 4 a).

J'assujettirai ensuite @ aux conditions

. Z:"l._:a, t—*a

[¢ désignant en général la conjuguée d’une matrice ¢ relativement 4 un
champ C et aux racinesv, v d’unc équation quadratique, irréductible
dans C, telle que ¢ = C(v) résulte de 'adjonction de v & C],

a=Ba ou ;:Ba

Mais alors je supposerai que « et 3 peuvent étre canonisces par des
changements de variables identiques (ou conjugués relativement & C,
u, u) et, dans le cas olt @ = a et ot C n’est pas le champ des nombres
réels, que B = a : ces restrictions se trouvent suggérées par la nature
méme de la question. Le cas @ = Ba conduira notamment & 'exten-
sion d'un théoréme de Kronecker ct & celle des résultats obtenus par
M. Voss sur les solutions de I'¢quation a = aa.

Lorsque ¢ a le module 2, la recherche des formes quadratiques inva-
rianles par une substitution donnée échappe 4 I'analyse précédente.
Mais, en substituant & la forme quadratique une forme bhilinéaire con-
venable, on peut encore employer une analyse analogue. Cest ce que
j'indiquerai pour terminer, principalement dans le but d’arriver & une
démonstration nouvelle du théoréme de M. Jordan surles substitutions

(') La terminologie et les notations employées seront les mémes que dans
mes Iléments de la théorie des groupes abstraits (Gauthier-Villars, 1go4), aux-
auels je renverrai par la lettre F.
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patires qui conservent une forme quadratique donnée (/. M., 1905,
p. 278).

Malgré certaines différences (u'il serait trop compliqué d’indiquer
ici, la méthode employée ne pouvait évidemment pas étre autre dans
le fond que celle de M. Jordan. J'ai cru utile néanmoins de reproduire
certains résultats déja obtenus qui se présentaient conjointement avec
d’autres.

2. I.’équation Baa = a équivaut &
a(a —se)= (B~ —se)a

(e =¢,, & étant la matrice unité d’ordre N). Pour qu’il existe une
forme a telle que

Baz =a et |aj#o,

il faut donc et il suffit (E'., 201) que B! — se ail les mémes divi-

seurs élémentaires que o — s, c'est-g-dire que o — sc. Les multi-
plicateurs de B sont donc les inverses de cecux de «.

SiBax=aetsilerang r(Co)deaestSn,|a—se|et | — se|
ont un facteur commun de degré r, c’est-a-dire que r racines, dis-
tinctes ou non, de |3 —se| sont les inverses de r racines de | o — se|.
Car on sait trouver dans 2 deux matrices x et y telles que

(er 0)

ray = .

o o

ray =b, v (z—se)y=c, 23 '—se)at=d

“Crr Cpg ) ( dyy dyy >
c= , d= ,
( Cop  Uss ds,  d

¢,s et dy; désignant des matrices de type i(z, ¢) (7 + s = n), on aura

Si donc on pose

et

be =db

dy © __[Crr Crs
dy, o/  \o o)

ou
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d’ol
Aep = Cps=20, d,) = Cpp.
Siz et sont des sommes de substitutions composantes parmi les.
quelles " agissant sur &, ..., x, ct B’ sury,, ..., y, il est clair que

a'— Zagx; vy (d=1,...,psh=1,...,9)

est égale a f'a’a’. Si done aucun multiplicateur de 3 west linverse
d’un multiplicateur de ', @’ est nulle.

3. Supposons maintenant d’abord que < soit le champ des
nombres comple.:es ordinaires.

Prenons o sous forme canonique, et faisons sur les y un change-
ment de variables canonisant 8 (si 8% '= 8 et si fa =« 'équa-
tion [ﬁa;:: a tquivaul 4 Ba'a=da, et, si ¥ est donnée, la con-
naissance de o’ équivaut i celle de a). Soient s,, ... les multiplica-
teurs de 2, ¢,, ... ceux de B. D’aprés ce qu’on vienu de voir, a est unc
somme deformesdans chacunc desquelles figurent les seules variables .«
relatives & un multiplicateur s; de = et les seules variables y relatives
a un multiplicateur ¢, de 3 tel que

te=s7'.
Soit

L =s,', Ly== s, ceey y=s,",

% etant minimum (par hypothese, 2 admet tous ces mulliplicateurs si
elle en admet un, ct 'on peut toujours ranger les variables de manicre
a veérifier ces relations, méme s'1l y a une correspondance cntre les va-
riables des denx séries). Il suffit de considérer le cas ol & agil sur les
seules variables canoniques relatives a

51( =), ) Sz
el 3 sur les seules variables canoniques relatives i
tl(:t)) PP t-/_.

Soil m; le nombre des variables de la /" suite relative & sy, ct sup-
posons d’abord les variables rangées de maniére que

m;_ I'Ij 1
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et
My=... Mg > Mg 1 =...== Mg, >+ .= My, g,

(j’écrirai m pour m,, q pour ¢,, Q; pour 2tq,). Les g premiéres suites
seront dites former la premiére sous-série, les g, suivantes la deuxiéme
sous-série, et ainsi de suite. On sait que les substitutions qui agissent
de la méme maniére sur les variables de méme rang des diverses suites
d’une méme sous-série sont permutables i a : elles forment évidemment
un groupe que j'appellerai groupe des sous-séries. '

D’aprés les hypotheéses, & la ji“™ suite relative a s, répond une suite
également nombrcuse (que je supposerai étre la ;™) relative &
s;(i=1,...,%) et une suite également nombreuse (que je supposerai
¢tre la ji“m) de variables de § relative & ¢;. Aprés la ji“m suite relative
s, je placerai maintenant la jime relative 4 s,, puis la j“m relative
A 8y, ..., puis la jime relalive & s,, puis la (j + 1) relative a s, ...,
ct je désignerai par x la ki variable de la /*™ des suites ainsi pla-
cées et par o; le multiplicateur relatif 4 z}. De méme, aprés la jieme
suite relative & ¢,(=s;'), je placerai la ji*me relative & ¢,(=s7"), ...,
puis la jiem relative & ¢,(=s;"), puis la (j + 1)*™ relative 4 ¢,, ..., et
je désignerai par y4 la ki“me variable de la /™ des suites ainsi placées
ct par =; le multiplicateur relatif & .

Soient alors

a-

a— zuk!“fﬁ'}wi)’{

fa forme considérée (je supposerai les lignes de la matrice @ rangées
dans Pordre des &4 et les colonnes dans 'ordre des y); AY la partic
de a ol 7 ctj restant fixes,

k=, ..., my, l=1,...,m;
(k indiquant la ligne ct / la colonne); As* la matrice des A% o
i=(y—nDx+1,...,98 J=(h—1)x+1, ..., hx
(i indiquant la ligne et j la colonne); &, la matrice des A#* ou
g:Qp_,-i-l,...,Qp, /lI.Qg_,-i-l,...,Qc

(g indiquant la ligne et A la colonne); @™ la ‘matrice des matrices
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A Ak (- R ol
L=t ..., Qu

(¢ indiquant la ligne ct j la colonne) ('). A%, devant étre transformée
en elle-méme quand on applique « aux x et § aux y, est évidemment
nulle si 6,7 1. Donc les scules AY = o sont celles oi

i=j+1  modx  (Ly=1,...,Qux).

Soit donc
i=j+1 modx,

Alors @i, y/ est remplacé par
al(zi+ 2l ) (¥l +yl ) (#i=yl=o0),

et, pour que le coefficient de 2y’ dans Bax soit encore a¥, il faut et
suftit que l’on ait, en regardant a;} comme nul pour k> m; ou I > m;,

() efy+af, +al ;=0 (k=2 ...,mi+r1;l=2 ..., mi+1).

Cette équation donne en particulier

a;;{,,l. —=o pour k.o,
ally=o0  pour l.2,

et montre de proche en proche que tout élément de AV situé au-des-
sous de la transversale principale de AY [j’appellerai ranscersale
d’une matrice § = (%) de type (p, o) toute file d’éléments perpendicu-
laire & la diagonale principale, k™ transcersale celle qui contient %,
et transversale principale la pi™ si g <o, la g™ sig g le ki*me ¢lé-
ment d’une transversale sera celui appartenant & la k" ligne | est nul :
on le voit clairement sur la figure. Quand on se donne un élément de
chacune des m; transversales passant par a”, ..., ai/,, par exemple
les a*, on voit encore de suite sur la figure que (1) détermine complé-
tement les af. En pavticulier, si a¥ # o, a¥, étant nul pour > r (ou
rétant égal @ m;), lout €lément situé au-dessous de la iransversale

(') Pour la seule analyse des n°s 2-6, il serait plus simple de déterminer sépa-
rément a'* par exemple.
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passant par a”, (que j'appellerai alors transversale caractéristique de
rang r) est nul, ceux de cetle transversale étant égaux aliernative-

ment & a' et @ — a', en sorte que le rang de AY est r.
On remarquera que, si A¥(aj{) est la détermination de A% quand

on fait nuls tous les a% ot [ #£12,
AT=3,A(af),

car les m; égalités analogues 4 (1) relatives aux m; matrices AY (al
ont évidemment pour somme ’égalité correspondante relative 4 A%,

4. Achevons maintenant d’introduire la condition |a | o. Soient
Afs la matrice des aj) ol k et [ restent fixes (k<myg, {Sm,,) tandis
que 7 parcourt les nombres

xQp 141, ..., xQp,
et/ les nombres

#Qs1+1, ..., 2Qg;
Afe.. la matrice qui se déduit de Ag; quand i parcourt seulement les

nombres

®Qpy+ & %xQgy+t4x, ..., 2Qp + ¢4 (gp—1)x
et j les nombres

Qs 1+, Qs+ u+u, ..., xQg_y+ U+ (gg—1)x

(¢ indiquant la ligne et j la colonne); f\’gé la matrice des Az, ou ¢,
U=T,...,% (t indiquant la ligne et «la colonne; il est clair que f\:é se
déduit de Aj; par une permutation de lignes et de colonnes); S
matrice des f&;,’, ol

A =Qp-141, ..., Qp, l=Q¢y+1, ..., Qq

[k indiquant la ligne et  la colonne; les Al situées au-dessous de Ia
transversale principale de 1., sont nulles, et, dans chacune des autres,

les seules Ag;,, £ o sont celles ot (¢, u) est I'un des couples (1, ),

(2, 1)y (35 2)y vny (%, % — 1)]. Par une permatation des lignes et
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des colonnes on peut faire en sorte que chaque &, soit remplacé
par g (*). Or les matrices

;\:"”, Ahm-t’ f\s,m—s’ .
ui forment la transversale principale de -1, sont égales 4 == A'”, et
(K] (R

les A¥ situées, dans o\, ,, au-dessous de celles-la sont nulles. Donc
Loy [ =AY,
et de méme
| M | == =5 [ AL [,
Je vais montrer que
Va| =T dopp |.

Pour cela remarquons d’abord que, st |a] est & o, une au moins des A%

(') Les deux figures suivantes, ou les points indiquent des éléments de a (les

Fig. 1.
wrrr r oy
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b - '
T '
]
(R !
..... M -
i H i H
n.-----:.-...,,.,‘;-----.s. g ———
B o T
' )
):: c
13y r
..... 1 }
] 1)
' ]
' \
H '
-—---1.—.:‘--~—.-n
] T e
€
T Y .
3 b '.°
3 S -
..... P h . '
1 1 -
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E .. » h i [
, ' [
: 1 e ' i O] :
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: v e i vee
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éléments non indiqués étant nuls), représentent la matrice a avant et aprés cette
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de chaque ligne (colonne) de <X, considérée comme matrice des AY
est de rang m, sans quoi, la transversale principale d'un AY de
- rang < m étant formée d’éléments nuls, @ aurait une ligne (colonne)
nulle. Soit, par exemple, A'* de rang m. Si A' (i pouvant étre > g%)
est de rang k ct si )} = w est la subslitution qui remplace

yh opar yh+dyi, (k=f+1....omyfzisii=h)
sans altérer les autres variables, on pourra déterminer A de manic¢re
qu’en prenant

wa—a pour a

(la'|=]a])

le rang de A" soit < k& |la matrice wa se déduit de a par addition des

permutation. On a supposé my=3, ¢, =3, my=3, ¢,=12, w =12, x==4. Les

Fig. 2.

Ty T T TS U e
i Sy :EE_ s oo
i g tH 4 S+
BEOOo@, @ H B
] [ [ H e [
B3] 1 . ' e : . : . ' :
L---Aﬁl,ral---.’J&.,#---l‘.ln‘:-.-&‘-’-‘-‘:_--Ju----4.‘-.:‘.-:..:!}--_-4
T L T oo,
ki 3 ] ! L : !
r y ¢ i P
' 1 ' ' [ i
vy T ' i !
----A..n..‘.,l---Au.ﬂ,,-__.u&..a-..-av_-f._....--.. -.-.:,.::....n...!l----
. .. e, 9 ! “ !
25 £ E ! ' ‘ 1
3 ’r | | ] )
. Vo ] ] 1 ! I
tee s 1 \ } ol )
IR .‘ --;'.r,....tll---:..w .% ..... .J| ...... ._..'_.:...--.'_---
]
.. ' [ { !
3 | ! | | !
s | ' ] 1 1 |
e ) ' H 1 ! '
) t 1 )
..--.us.‘ .‘L---a'..' ------ :’""'"l""_ --—-;- ---r---J
L. By ! ) ] \ i
4 i ! y ] . )
] ‘ ' ) ' [
. ! ' ' ] :
HHIR ) ' ' -
aed cie b N o it
3% e ! ! (A +
[ 1 ! ! ! I
L Ll HL : vk i
fo--atanp - - ‘,_' P e e r ...... ~ bl - .“:.--_.
. b | e,
Fel.. e, 1 \ 1 'Y :
L T ! K R |
.--ua..";__-t.“.-l-----—L---_-*--------u.,).-.;-..;..._-_
e B ! ] L. '
T [l ] ¥ ] Lo ] )
oer [} ] ! [} I ]
I . 1 ] PO U

traits pleins séparent, dans la figure 1, les «Apq et. dans la figure 2, les g les
. . 1g e » A - A
Lraits pointillés séparent, dans la figure 1, les A, et, dans la figure 2, les A{»:;,-.

Journ. de Math. (i¢ séric), tome V. — ¥asc. I, 1goy. 2
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colonnes de rangs

mh~+m. mh+m—1, ... mh+f+1

multipliées par 4, & celles de rangs,

mi+m—f, mi+m--f 1. ... mi+1

respectivement ; je dirai que cette série d’additions est une addition
de multiplicateur '\

de la (mh + m)eve  ransversale dea a la  (mi + m — f)ieme,
)

et que le groupe engendré par les substitulions de la forme o’ est le
groupe des additions relatif a B; aw se déduit de @ par des additions
symétriques de lignes constitnant I'auddition symétrique v transver-
sales). Dailleurs, w étant permutable a o et a3, on «

gaa=u.

Donc a' a les mémes propriétés que @, ct 'on pourra, en vépétant I'ope-
ration et en faisant, au besoin, des permutations de lignes et de co-
lonnes, ramener d'abord -1.,,, considérée comme matrice de \$%, i ne
contenir qu'une Aé"‘yéo par ligne et par colonne, puis les -1, et
les <b,; o> 1 & zéro. Ces opérations n’ont pas altéré|a.,, |. Kn opé-
rant de méme sur les .\.,; et les -1,;,, ete., on ramenera @ & la matrice
diagonale des cb,.

Pour que |a| soit # o, il faut donc et il suffitque chaque | A,
soit = o, c'est-a-dire que

I 3 1my, b lm,,?l ) ) ' lm,l?

‘ PRE e o
[Nk [l v L

dont il est le produit, sotent £ o,

#. Le nombre d’arbitraires entrant dans « se détermine atsément.
11
9.

On prendra d’abord, pour chaque valeurde g, les¢2 ¢léments de A,
de maniére que | A% | soil 5 0. Noit

N(Quymy s Qo mys ...

le nombre des autres éléments de «. il y a, dans -1, z¢* matrices A
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dans chacunc desquelles il reste m —1 ¢léments arbitraires. Dans
chaque AY=£ o ot 'un des indices est “x g et 'autre > % Q, , et<z(),,
il y a m,, arbitraires. Donc

(2) N(OQpmg,;...)=2zqi(my— 1) 42z (mags+myqs+...) + N(Qqy mg3...).

6. On peat par des changements de variables conservant In
Sforme canonique de o et de 3 ramener a a une forme simple com-
plétement determinée. — Yin répétant, au besoin, Popération qui con-

siste i remplacer « par wi‘a ('), on raméne d’abord comme tout &

*

I'heure les -1, (considérées comme matrices de Ai"’) a ne contenir
qu'une A#" par ligne et par colonne, puis les <l ol p# ¢ 4 0. En
remplacant alors @ par %a, % étant une substitution du groupe des
sous-s¢ries rclatif aux yj, on raméne chaque -1,,, considérée comme

matrice des A#%, i la forme diagonale et le premier élément de la
transversale principale de chaque A% 0 4 1. En remplacant enfin a
par wita, on pourra donner & @,%,_-une valeurarbitraire. Supposons,
par exemple, que @} = o et que a, ..., @}, sont les coefficients de
(— )y *(1+ )" * ordonné suivant les puissances croissantes de ..
Alors, d’apres (1), @' estnul pour k < m (al,=1),etal, ..., a8, ..,
sont les cocfficients de (— 1)™~* (1 + x)"~#~* ordonné suivant les puis-
sances croissantes de .z,

On opérera de méme pour réduire i cette forme, que j’appellerai
Sorme bilinéaire type ou du premier type, les autres A% =£ o. En
supposanl que «, ..., a\%, sont les coefficients de (-- 1—ax)"=* or-
donné suivant les puissances croissantesde ., a%, ..., @, .. seraient
ceux de (— 1 —.¢)"~* ordonné de méme; j’appellerai cette forme bili-
néaire du second type (*).

(") Lorsqu'on fera plus loin des réductions analogues en s’astreignant & traiter,
dansles changements de variables, les & et les y comme cogrédients ou conjugués,

il faudra supposer qu’on remplace ici a par wiawf/ ou par wiiawl!. La méme

remarque est a faire au sujet du remplacement de @ par Za ou par w}¥* dans un
instant.
(*) On remarquera que les transformations de lignes et de colonnes qui con-

duisent a la forme réduite obtenue s’opérent en réalité sur chacune des ma-



12 ).-A. DE SEGUIER,

7. « n’étaut pas enti¢rement déterminée par ,’iaa— aectla|=o,
on peut lui i imposer d’autres conditions. Adjoigaons, par (wempl(’,
la condition a = = a ou a = a (on peut omettre lc cas @ = — a qui
se ramine au cas @ = d en posant @ = ia’). Tout en nc regardant pas
B comme nécessairement égala % ou# x, je traiterai les - et les s Yy dans
les changements de variables, comme cogrédients si a ==+ a,
comme conjuguds si « = @, de maniére i conserver ces propriétés. Je
supposerai donc qu’on peul canoniser simultanément a et 3 par de tels
changements de variables. La correspondance établic entre x; et y,
par la condition a=*aoua=a quand on assimile @ & Za,.;y; se
traduit par la correspondance entre les variables canoniques z/, 4
(Pordre étant celui du n° 3). 1l est clair que 7;,=s; si B = a, ct que

l;=s;813=ua.Onaic

(3) afi=a¥ si a=a; ali=--a¥ si a:z—a; dwi=df si a=a.

Ces relations exigent, on le voit sur la ligure, que x soit 2. Ni
bo) b]

J # i, elles déterminent les ¢} situés an-dessous de la diagonale de «
par ceux qui sont au- dessus. Si j=1i et si N0 (alors »==1 ¢t

t,=s,"), elles cxigent que le rang r de A sott impair pom'a =,

pair pour a = — a. Si a = a, r étant impair, on a, d'aprés (1),
all o=ally o =Yai. (h n).

On peut donce prendre, dans A*, pour scules indéterminées af, . .. ..

n;—+ 1
u.:h(——'—)’
‘ )

ayyy 21+ — 1 étant le plus grand nombre impair ~ m;

k() désignant le plus grand eatier .r ‘ N w= --a, I élant pair,

on a @y = o : on peul done prendre, dans A“, pour scules indéter-
minées

i i 1
"I‘.” (l;,‘,, “een (7!),‘!}”“

trices a'%, o', @32, .. a®%' (3) prises séparément. Pour la réduction précé-
dente, ¢f. Jornan, /. ). 1q0), p. 231-238; Dickson, Transact. of the Am. Math.
Soc., 1906, p. 283-28].
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] . - «f N i o
2w ¢tant le plus grand nombre paiv m,ly. =L (T’>J Sia=ua, le

rang 7 de A¥ peut étre pair ou impair; mais la transversale caracte-
ristique se compose d'¢léments réels pour 7 impair, d’éléments pure-
ment imaginaires pour 7 pair. De plus (3) exige que les «, soient réels,
en sorte que, d’aprés (1), la partic réelle des o, , (k2 2) est déter-
minée par les af,. On peut donc prendre, dans A¥, pour indétermi-
néces, si m; est pair = 2, les nombres réels

ally o
et les parties imaginaires de
aly, aly, ..., afy.,
si m; est impair = 2u. — 1, les nombres réels
aly, ... affy
ct les parties imaginaires de

ii ii il
@z Gage ooy Quogyu.

8. Aulieude la condition a = = a ou a = a, adjoignons la condi-

tion @ = Ba ou « =fa (en traitant, dans les changements de va-
riables, les et les y comme cogrédients si @ = Ba, comme conjugués
si @ = Ba, de maniére & laisser inaltérée la forme de cette condition ),
&4 el y; élant toujours les variables correspondantes. On aura

(%) di=<af,+af,;,) si a=pBa, alfp=r;(a}, + dﬂ!;,,,,) s a=fa.
in remplacant donc, si @ = Ba, ai} par
z'i(aﬁ + a{f/w 1)
i
et a;.,,, par 3 5
Ti( @510+ @15y e1)s
on obtient, d’aprés (1), les AY n'étant pas tous nuls,

T =1,



14 J.-A. DE SEGUIER.
or
7T, =13
done, |af| étant £ o, 5,==; ou
p=ua

(on remarquera que aaa = a résulte de @ = aa par I'élimination de
aentre a = «a et sa transposée). Si a = Ba, on obtient de méme

ﬁ::'z

(eaa = a résulte encore de a = xa). Dans ces deux cas x est 2. Si
i ], (4) détermine les &} situés au-dessous de la diagonale quand on
connait les autres.

Soit i =j (donc x =1). Si a = aa, ona

s=1.

etle rang r de A% est impair ou nul pour s =1 |(4) donne, pour
k=1, a,, = o; or, pour r = 2p, a4, est sur la transversale carac-
téristique |, pair pour s = --1 [(4) donne, pour k = {,

aal = —ail,,,,
d’ol, pour r=12p —1,
(lé’! =0}

or, aj, est alors sur la wansversale o n'lctérisliquc| On peut done

prendre, dans A%, pour seules indéterminées, sis=1 (a}’, , = o),

aly, ..., afly,
. S e fmi+
2p —1 étant le plus grand nombre impair :mf[y. = l‘( — ) |»
S - i i )
sis=—1(2a,=—a,),
diiy. oo ally (ou ally, i ... a1

21 étant le plus grand nombre pair = m; | o= h('"'

Sia aa on a
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et la condition
Al = (— 1) Vsall,

qui résulte de (4) (pour 8 = a, A =r, {=1) et de (1), détermine le
rapport des parties réelle et imaginaire de chaque élément de la
transversale camctcrlsuquc De plus (4), pour | = k, détermine a .,
par ai’. Or, si r est pair = 29, a p.a+1 = U oSt sur la transversale carac-
téristique, et I'on a, en posant a“ =,

u=—su, e=s(¢+u).

Mais ces équations donnent seulement une relation linéaire entre les
parties réelle et imaginaire dc u et une autre entre celles de ¢. Donc
r peut étre pair ou 1mpa1r, ct I'on peut prendre dans A¥ pour seules
indéterminées, si m; est pan' =2, a, TR @y -, et une des parnes
(rtelle ou imaginaire) de ay, et de Gy w1y S1M; st impair =2 —1,
al, ..., ay ,, et une des parties (réelle ou imaginaire) de ayy.

9. Pour que|a|soit # o, il faut que ¢, soit pair dans les quatre
cas suivants :

my, pair avec a==a et s
my, impair avec «=—a el st=:1;
my, pair avec a=Ba(=aa) el s=1;
my, impair avec  «=pRa(=aa) et  s=—I.

Car, dans ces quatre cas, |\, | est gauche d'ordre g, (ici x =1).
La condition est d’ailleurs suffisante, car, si clle est remplie, on
pourra toujours choisir les éléments de A" de maniére que | Aj |
soit = o ().

Si B = x, l'équation caructéristique de a est réciproque, et I’ équa-
tion « @ « = a donne

(*) Comparer, pour les deux premlers cas, avec 3 =ua, Frosenws, Cr.,
t. 84, p. 41 (1878), et, pour le cas « = xa, Knowcxm\, Mo. A4, B., 1874,
P- 441 (Werke, v. 1, p. 476),
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Si a = aa, il est clair que |a| =1. Si a = ~ a, on a encore
Je| =1,

sans quoi % aurait le multiplicateur — 1, et un au moins des produits
myq, relatifsid s = — 1 devrait étre impair contrairement au théoréme
précédent. Si @ = a, |« | peut éire égala — 1; mais si|a|=1 avec
s=—1,Q,est >1("). Si u=2za, |ax|=1.

10. On remarquera enfin cette conséquence de la nullité des af,
situés au-dessous de la transversale principale de A” : si a est hermi-
tienne définiec avec B = a, o a une forme canonique monome et des
multiplicateurs de module 1 (*), sans quoi certains coefficients dia-
gonaux seraient nuls.

On en déduit immédiatement des conséquences connues analogues,
relatives aux formes quadratiques définies.

La détermination d’une forme bilinéaire a variables conju-
gudes a telle que aax = a se raméne de suite au cas oit a est hermi-
tienne, car, a élant de la forme «' 4 7a” ot @’ el @’ sont hermitiennes,
ona

- . -—
! ! ” "

a2a'a=d, aad’a—=ua".

St a est définie, o a encore une forme canonique monome ¢t des
multiplicateurs de module 1. Je laisserai désormais de coté les formes
bilinéaires &4 variables conjuguées non hermitienues.

11. Calculons le nombre d’arbitraires entrant dans a. Nous pren-
drons d’abord, pour chaque valeur de p, les ¢} éléments de Ag," de
manicre que | J\P';"u?l soit £ o (les a‘;‘,,,.,? satisfaisant aux conditions in-
diquées plus haut). Soit

N(Qy. mrg,; Quy g5 .00

le nombre des éléments arbitraires restants de «. Si st 5= 1,1l y a, dans
by, 2¢° matrices AV = o dont ¢* sont déterminées par les ¢* autres,

(*) Comparer Nerro, A. M., t. XIX, p. 105 (1895).
(®) Loewy, &, A. 1], 1, LX\I, n° 8, p. 38;.
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L |

lesquelles renferment encore chacune m — 1 arbitraires, et, dans ., 0
(¢22), 244, A & o renfermant encore chacune m, arbitraires; doitc

oo N(Qyy mg,5 Qaomg,s - D =N+ N(Q,, my,; ...),
) l Ny==q2(m — 1) +-2q(myqa+ Mgyt .. D=q*(m—1)+q(n— mgq).

; ] 1 i (1L 7 9—9q
Sist=r,il ya,dans & ,,, ¢*— gAY (i=£j) dont “— sont déter-
7—1

]
m — 1 arbitraires, plus ¢*A” contenant encore chacune un nombre

. e . R « gnfm\ .- o m—1\ .~ -
4 (m) d'arbitraires égal & P‘(?) sia=a, a h( S ) si @ = — a ou
m—1
2

minées par les

autres, lesquelles renferment encore chacune

sia=xa,a

I . 9 . . .
(en complant pour —unc partie réelle ou imaginaire

indéterminée ) si @ == @ ou si @ = aa; donc
7/
N(Qu, mg,; «.2) = Ny+ N(Qqy mg,; . ..),
¢ —
2

(6)

| M= L (- 1)+ g g (m) + g (0 — ma).

12. 1l est ais¢, d’aprés ce qui précéde, de trouver toutes les ma-
trices @ invertibles ou non telles que

ea=oa (ou a=uaa)
Id'm‘n, on I'a vu,

aax=a (aaz=a)l.
Les racines de | = — s¢| sc répartissent en quatre catégories possibles :
1° les racines égales & == 1 (de module 1, si @ = aa); 2° les racines
;% =1 (de module 1) telles que s, (s;') soit aussi une racine ct
que les exposants des diviseurs élémentaires relatifs 4 s; et a s7' (s7')
soient les mémes ; 3° les racines s; telles que s7' (s7') soit aussi racine,
mais que les exposants des diviseurs ¢lémentaires relatifsas;et a s7* (s;*)
ne soient pas les mémes; 4° les racines restantes.

Soient encore x la Ai"¢ variable de la 7™ suite; ¥4 la ki‘me variable
de la {*™ suite d'une scconde série de variables cogrédientes aux z;
(aux xi si eaa = a), yi correspondant & x et I'ordre des suites étant

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. I, 1goy. 3
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provisoirement arbitraire; ¢; le multiplicateur et m; le nombre des
-variables de la /*®e suite;

Nii= Sall.z,yl

la partie de @ ou ligurent les x de la /" suite et les y de la ji“m. Les
seules A% =£ o sont celles ou
g:9,=1 (D‘gc}j:l).
et les @i/ sont liés par (1) et (4) seulement.
Admettons, pour fixer les idées, qu’il y ait des racines des quatre
catégories, que

ei=...=a; "I,
que
Oreg=...T20=—1
(que
|a,!:...:lq/~'|:[ si u::z(;),
que
T4y cevy Ty,

soient de la seconde catégorie, g, ,,,_, ¢tant égala 77!, (a o7}, sia = aa),
et donnent lieu & des diviseurs élémentaires dec mémes exposants rangés

comme au n° 3, que
Crety +--- Or,

soient de la troisi¢éme catégorieet o, ,, .... o, de la quatriéme. Soient
@ la matrice des A“ ou i etjsont S f,, ¢’ la matrice des AY ol F et §
sont > f, et £ f,, @"(=o0) la matrice des A o1 / ¢t j sont > f,.
a aura la forme

a’ se détermine comme on déterminait a quand |« ¢tait = o, mais en
omettant les conditions du n° 4. @” de méme; les A“ y sont nulles;
chaque A” de a” située au-dessous de la diagonale principale sera dé-
terminée par A/‘ d'aprés (4); chaque AV de a” située au-dessus de
cette diagonale sera déterminée, d’aprés (1), par les m;; premiers élé-
ments de sa premiére ligne, m,; étant le plus petit des nombres m;
et m;. Le nombre N des arbitraires figurant dans la solution générale @
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de a = aa et celui N’ des arbitraires entrant dans la solution générale
de @ = aa se calculent aisément, d’aprés ce qui précéde, & l'aide de
formules analogues i (5), (6) (on n’aura plus ici 4 choisir séparément
les éléments de A;," de maniére que | A;." | soil 5 o) qu'il est inutile
d’écrire. '

On peut dailleurs ramener la détermination de @ & un probléme
déja traité. Soit ¢ une solution invertible de

c=—oac (ec=—="ac).
En posant
e,
I’équation
«=2za (a= oet)
devient
S£He = — c:; . (xc::—c.;),

d’ol, en transposant et en éliminant .: (en transposant, en passant aux

conjuguces ct en ¢liminant .’L‘),
ra=ar (ra=axz).

La condition que x soit permutable & « { 4 «) suffit d’ailleurs, comme
q P \ H
on le voit immédiatement, pour que

= -;j(([‘('— (3.7) | o :l:(lc — C;\)_]

verifie
a==2a (¢ =aa) (V).

Donc, x parcouranl les matrices permutables & o (4 2.

-;(.l‘l' — ('.7) ! —l; (.rl: —_ (:)—

parcourt toutes les solutions de@ = aa(de a = aa). our que deux

matrices x et .-+ y permutables it & (4 a) fournissent la méme solu-

(") Cf. Voss, A. A, M., 1. \VIL, p. 331 (18g0).
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tion a, il faut donc et suffit que

1

re=ey  (ye=cy) ().
Soient M le nombre d’arbitraires entrant dans la solution générale de
ye=cy, |
M’ le nombre analogue relatif &
ye=cy,

(P") le nombre d’arbitraires entrant dans la matrice la plus générale

permutable & « (4 «). Les matrices permutables & « (2 «) forment un
groupe additif abélien dont les matrices y forment un diviseur, ct I'on

aura .
P=M+N (P'=M_N).
Donc

M=P—N (M=I"—N) (%)

43. Revenons au cas ol | @| o, et soit

a==*a ou a=d.

On peut, par un changement de variables consercant la forme cano-
nique de a et de B (les y étant regardés comme cogrédients aus » si
a==a, aux £ si @ = «), ramener a i une forme simple comple-
tement déterminée. On verra d'abord comme au n° 6 que, si AV (4,5 ¢)
est de rang m, on peut supposcr (ue toutes les A* ot A = favee . # J,
ou A = favec s = j, sont nulles ct se horner par suite & déterminer-1.,,.
De plus, si st =1 aveca = a elm pair, vwaceca:.. — el m impair
(g est ici pair), on peut supposcr que les A“, dont le rang est alors < m,
sont nulles et, en choisissant bien les notations, que A'? et A*' sont

(*) Cette équation exige que ) soit permutable i & (2 @) : on le voit comme
tout a I'heure pour .

(*) Clest la généralisation des résultats obtenus antrement par M. Voss | 8. 4.
M., t. XXVI, p. a51-272 (1896)|.



SUR LES FORMES BILINEAIRES ET QUADRATIQUES. 21
de rang m, les autres A", A", A¥, A" étant nulles; puis, si ¢4,
que A’ et A¥ sont de rang m, les autres A%, A, A¥, A" étant
uulles, etc. (on retrouve ainsi (ue ¢ est pair). Si st =~ 1, les A* sont
aulles néeessairement, el Uon peut opérer la méme réduction.

On remarquera que, quel que soit s£, AV est alternée pour C=a
avec m palr el pour ¢ = — « avee m unpalr symcmquc pour a=a
avec m impair cl pour @ == - @ avee me pairy la matrice ' A" est
hermitienne pour a=a. St done st=1aveca=a el m impair,

ot avec a = — a el m pair, ou avec a=a, on pourra ramener A 4
la forme diagonale par une substitution du groupe des sous-séries
velatif 4 a. Apres un changement de variables produisant cet effet,
les A“ sont toutes de rang m (] A}}'| est % o), et, en opérant comme
tout & ’heure, on annulera les A7 oft i £ 4.

14. On peut aller plus loin. Tout d’abord, s/ st £ 1, ou st st =1
avee @ =« el m pair, o avee d == — @ el mimpair, on raméne A'®,
A ala forme bilinéaire (ype, comme au n® 6.

Soit st =1 et m impair == 20— aveca=«qouda =a.Sia=a,
ol ne pourra pas toujours ramener les (1{{,, a des valeurs arbitraires.
Ln effet, soient X% le groupe des sous-séries et Xy le groupe des addi-
tions rc!.mfs Qo loulc substitution permutable d e« est de la forme &y,
ety st &y change la forme réduite

Ny i1 0 o
” Lm: 4 lym

de A}V en

Ny
-y ['|/n r 1 y/n’

il est clair que 2 £ opere déia‘\ aelle seule ce changement. Or % qui trans-
forme les @/ comme sion I’ appliquait a la forme /cel'mi//mme

1

a{f,.,x’ !

m

(6), permet seulement de les réduire & des valeurs absolues arbitraires,
le nombre de ceux qui sont posilifs restant inallévé, Il y a done,
pour AV, q types distincts. Si ¢ = a, au contraire (A'"‘ est alors
symétrique), comme on peut employer des substitutions £ non réelles,
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 contenant les nombres complexes, on pourra donner aur al, des
valeurs arbitraires.

Soit e, une valeur réelle, positive, arbitraire. Je supposerai que, si
a=a, ay, esl égal & ¢, pour j =1, .... ¢, et que, si a = a, I'indice
d'inertic de A}” (quand on remplace y/, par /) étant ¥, aly, est
égal & e, pour j<u, & - ¢, pour j > 1. Je désignerai alors par ¢/ = ¢

S — - yid
la valeur de @, = (-~ 1)*'al/,.

.= . T .o . [ N .
Sia = a, (1) exige que q}/, , soit égal &t — ~- Sia = a, (1) exige

. ' /j [ . e .
seulement que la partie réelle de @y’, |, soit égale & — —- En détermi-
nant convenablement % dans

w = |af rh-- haf | (20 oo m 2w — wat),

et en prenanl «waw pour d, on aura encore @i, == — g (la transver-
sale étant ici véelle, cela conduit a une équation de la forme A — i = e,
¢ étant réel ) ; mais je supposerai plus généralement (en vae du cas oi
< aura le module ») qu’on prend pour @ ,, = £ une solution arbi-
traire de I'équation

£z = —e,

qui résulte de (1) el (3). Dans les deux cas @ — «, a = a, je désignerai
- Ji
par f° = Slavaleurde a), . 4
Si @ =a, on peut ensuite annuler al’ , af’,, ..., all, , ;car,sial , .,
est le premier en commencant par la droite qui soit # o, en détermi-
nant convenablement A dans

W= | of, 2l haf oy (p=ak=+1. .., myan Zwa),

el en prenant waw pour «, ¢/, ., sera nul. Alors, d’aprés (1) et (3),
y AUl s, p- ’ , .
les @l ow & et / sonl < w sont nuls. Si @ = «, on pourra annuler de
méme @, , . (qui est réel) en prenant & aw pour @, ce qui conduit
pour A & une équation de la forme A + A = ¢, ¢ étant réel. Mais de la nul-
lité de a’, ..., @, , ,vésultesculement que @i}, @}, ..., ai_, ,_, sont
purement imaginaires. On pourra cependant les annuler encore; car,
sial!,_, . ., estle premier en commencant par la droite qui soit =% o,
e kmd e b P
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en choisissant convenablement A dans

w =|zf, 2} + A} 2| (o=2k—+2,.... mjaw=wa)

et en prenant waw pour @, ai/,_, , , sera nul (I'équation que doit
vérifier A cst de la forme A — A = éc, ¢ étant réel); alors tous les al?
ot k et l sont < w sont nuls. On voit d’ailleurs sur la figure que la
matrice d’ordre . formée des @) ot k =1, .. ,uetl=y, ..., m est
complétement déterminée par alf, @il .., et (1). Donc elle est la
somme de deux matrices dordre @, ’une du premier type (6) mul-
tiplide par e — f, Uautre du second type multiplice par f (*).

Soient st =1 et m pair = 2p. avec a = - aoua=a. Si a= - a,
A" est encore symétrique, et U'on peut donner aux; @)}, des valeurs
arbitraires. Si a = a, la matrice tA\"™ est hermitienne et a q types

distincts.

¢, étant toujours une valeur réelle, positive, arbitraire, je supposerai
que,sia= — a, a¥, =e¢,pourj =1, ..., q, et que, si @ = a, I'indice
d’inertie de iA!™ (quand on y remplace y;, par /) étant v, a}/, est
égal & ie, pour jS v, & — ie, pourj > 1, et je désignerai par
el—=¢
la valeur de ) 3
a{z{p.u = (—1)¥tal),.

Si @ = —a, on peut supposer ay}, ay, ..., al,, nuls; car, si

a{[_k_,, u—s €st le premier en commencant par la droite qui soit = o, en
choisissant convenablement A dans

ﬂ':l.’lf{,;‘l){-{—l%-gk-gl (p:2k+3, ...‘m)
- - .
et en prenant waw pour @, @', , ., sera nul. Alors, d’aprés (1)

et (3), lesafs ou k et Isont < w.sontnuls. Si @ = a, onannulera d’abord
la diagonale (réelle) en prenant waw pour «, w ayant la forme

| 2§, 24+ A&hsi | (p=2k-+2,...,m),

(') Pour le cas @ = a, cf. Jorban, J. M., 1888,
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ce qui conduit pour Ad une équation du type 4 — % == ie, ¢ dlant réel
(la transversale principale est ici purement imaginaire ); ally \ u oSl
alors purement imaginaire, on 'annulera comme dans le cas ¢ = — @
(d’ott pour A une équation du Lype 7 + % = ¢, ¢ étant réel), et finale-
ment les «g) ot k et I sont " u. pourront étre supposés nuls.

La matrice des e 'af’ oi

fA=1,....0 el l=u+1,....om

est évidemment du second (ype (6).

A3. Soit maintenant

a= qu.

Comme précédemment, il suffit de déterminer ..
Remarquons d’abord que, si s/ =1, done z = 1, comme ici =2,
ona

s=11—x.
et (4) donne
“jllm o= t”Il{l !
ou
K“":"‘ (=) 11‘\:,;:'
Sis==t=1 avec m pair, ou s{ s = { = - 1 avee m impair, le rang

i étant d’une pavité différente de colle de m, on peut supposer
des A// ¢tant d’une pavité différente de celle de m, on peut supy
les A7/ nulles ct annuler toutes les AY sanf les A2/ 120 o Jes A3/2i—!
[on a vu (9) que ¢ était pair dans I'hy pothse actuelle, et on le retrou-
verait d’ailleurs ici|. S s/ £ 1, les A7 sont nécessaivement nulles, et
Pon opérera de méme. On donnera a A3, A%, .. la forme type,
et A, A ... sevont détermindes par (4). Sis == =1 avee m im-
pair, ou st $ =1=—1 avec m pair, A|}" esl sxmélrique et se ra-
méne a la méme forme diagonale qu'an n® 14 (dont je reprendreai les
notations). Si s = ¢ = 1 avee m impair = 21 — 1, les af’;,, sont nuls
d’aprés (4). On annulera par des additions de transversales les a”/ ,. ..

] P [X] b
ay sy A.lors tous les aly oa k et L sont < w sont nuls, et la matrice
des e'allot k=1, ..., m et =, ..., mest réduite au premier

ke ) h g ’
type. Si s =1=—1 avec m pair = 2u, on annulera d’abord a//,
al’, ..., all, , par des additious de transversales. \lors, d'aprés (1)
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et (4), tous les al} ot k est L u. et 1< sont nuls, et la matrice des
etapouk=1,. ..., petl=p+1,.... mestla somme de deux
matrices d’ordre ., 'une de prenuer, Uaualre du second lype.

16. Soit enfin
a—«u dc
Si st#1, on procédera comme dans le cas précédent. Si st=1
(ici t=s), en prenant ap pour a, p étant une racine de 5*=1, on
peut supposer que, dans (4), t = 1. On a alors
all.im = a‘;'l;i = ("— l)m-la‘;jm’

Donc i ' A}} est hermitienne et peut se ramener & la méme forme
réduite qu’au n° 14 (dont je reprendrai les notations).

Si mest impair = 2u. — 1, la transversale de A// est réelle. Comme,

d’aprés (4),

i i " ii
@t = Ahk— ik

est purement imaginaire, on pourra, par des additions de transversales,
annuler les /%, aZ/,....aj/ ,,. Alors @, ....a} ,, ,sont réels, et par
des additions de transversales on pourra les annuler, ce qui, d’aprés (1),
entraine la nullité de tous les al} ot k et I sont < .. La matrice
dese'alloik=1,...,pell=u, ..., mse trouve ainsi réduite au
premier type (6).

Si m est pair = 2p., 1a transversale de A// est purement imaginaire.
Mais on pourra procéder de méme pour annuler les al ot k est < 1.
et U u et la partie réelle de af; alors la partie imaginaire de af, est
déterminée, et la matricedes e~'all o k=1,....uetl=uw+1,..,
m estla somme de devwx matrices d’ordre ., Uune du premier, I autre

du sccond type.

17. De la forme réduite obtenue dans le cas a = @ on déduit trés
simplement une inégalité établie d’abord par M. Lewy (V. 4. H.,
t. LXXI, n° 8, 1898). Opérons en effet sur cette forme réduite ou je

remplacerai y*par 2 (en prenant fégal a — = pour s¢ = 1 el impair
J i 2
la substitution, non permutable & x en général, qui consiste & prendre,

Journ. de Math. (G scéric), tome V. — Fase, Lo 1goy. t’l
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2/-4.25 o L : j—
dans A% %/ si sl #1, le coefficient de ¥~" (£ =1, ..., m,;) pour
Zp . (donc, dans A***, celui de ¥~ pour &}/ _,,,), et, dans A4

Myj

si st=1, le coefficient de x/ [k =1, ..., E(m’ )] pour :&,,,,.4 [done

E)
celui de (—1)"~'x; pour =/, ,|. La matrice

o 5 1,2/

si st£1, et la matrice A7/ si st =1, seront alors réduites a leurs
transversales principales. Kin observant que les formes

ay 4 ya et ilay —yr)
se transforment, par les substitutions respectives

(v, y5.r+y,0—y), (e g+ Ly, 6r 4y
en
2( pTL—YY |,

on voit directement guc la caractéristique de

L 0o A:j 1,27
( A2ir2j-t 0 )

/

y o m;
pour st =1 est m,, et que celle de A/ pour s/ =1 est I(-,—’\ Donc,
la caractéristique (') c de ¢ étant au moius égale ala somme des carac-
Léristiques de ses composantes, on a
. o’
)'"'I"*— ‘\-l“(T )’

N

!
- ¢ 2
() ;
m' parcourant les exposants des diviseurs clémentaires de u - -«
relatifs aux racines s telles que st soit -1 (pour chacund’cuz« - )
el m” les aultres.

(1) Siune forme hermitienne ¢ a » variables est réductible ( par transforma-
tion linéaire) & la forme

It~ XS5 2w (rsa),

M. Leewy appelle caractéristique de « le plus petit des deux nowmbres i, r— h
(N. AL L LXNL ne R, 18g8),
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St l'on se donne ¢ et une substitution n-aire vérifiant (7 ) (oulre les

conditions déja rencontrées), la méthode précédente fournit direc-

tement, conjointement @ la forme canonique = de cette substitution

et a la substitulion corrélative B, une forme hermitienne réduite a
de déterminant + o et de caracteristique e telle que

(5(1;! g

car, en faisanl varier le signe des composantes de caractéristiques

Afm" . . C e
h(T) de «, on fait prendre a la carvacléristique de « toutes les valeurs

/

possibles, depuis son minimum qui est le second membre de (7)

. . . <\ ' .
]usqu'a son maximuni h(—) (c/‘. Lawy, loc. cit.).
! Ay ‘)'v ) *

I8. Supposons mnaintenant que < soit un champ quelconque. —
Prenons toujours les variables canoniques de a et cherchons i con-
struire @ dans le champ ¢, résultant de 'adjonction a4 < des multipli-
cateurs de x. Une condition nouvelle de réalité intervient : c'est qu'en
repassant aux variables primitives, @ soit dans <. Soit

| —se| = t— )" [, (s)% ({=1,2,...%
Si($)= I (s —s,,) étant irréductible dans e(f, = /v, =v; 7, =7}
81,7 Sp4 8, = ). Supposons aussi 3 sous forme canonique, et qu'on

puisse établir, entre les variables canoniques de « et de 3 une corres-
pondance telle que les multiplicatenrs

Ly oon Uy (= Ly =2 )

de 8 qui correspondent ainsi & s, .... %p5, soient racines d’un facteur
irréductible

’?I(.\') T ]l;’:l(ﬁ — t/r‘\
de|B — sc|. D’aprés le n® 2, | 3 — sz est de la forme
(=1 Wg(s)™ on g ()= (s —st)y=c"sufils Y |er=[fi(0)).
Soient a, et 3, les parties de %, 3 dont les déterminants caractéristiques
sont f;(s)% et g,(s)vespectivement. Les 5, variables

=1 1%
= {3

TR

t
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du systéme qui répond, dans x, i sy, (je les supposerai rangées de ma-
niére que 3%, soit la variable (ui vient aprés sf dans la méme suite, ou
la premiére variable d’une nouvelle suite, selon que 5% n’cst pas ou est
la derniére variable d’une suite) sont de la forme

ste= SiSesh 2

les w!, (2}, = ry) étant des fonctions linéaires des a; i coefficients

dans 2. Soient
”IP: 32"0119‘)':/.

les yi, (¥}, =xu) étant des fonctions linéaires des y; a coefficicnts
dans <, les variables de f;, (ulf = uf), étant la variable correspon-
dant 3 s, Soient of l'action de a sur 5%, ..., 52; ff celle de § sur
u, ..., uf; af (af = af)la partie de a ou ﬁgurent seulement, avee
%, ..., 5%, les u{” répondant & £y = s, (& chaque suite de « relative
a s, rcpond, dans (3, une suite également nombreuse relative i ¢,,) :

on voit que

9= 8N Vit Yy, TS

On peut ¢videmment numéroter les 4y, de manitre que 4=+, si
or# Ji (cf. 3) et que = s, 51 9o = f. Si = f;, comme f, est iree-
ductible, v est pair ou égal & 1 : siv est pair == 2V, on peul en outre
numéroter les s, de maniére que

8 1yraep == S15! el Sin=Sv . (o==1,....¥)N

siv=1,

Si donc 3, /;, on aura

— N
v @f=3al(s,) 3P uif = 3 eal 1 (srg ) st Mgyl

8
() ( (o =1 . ok, M =o0,...,9—1),

al’(z) étant un polynome de degré < v, a coefficients dans €. Si
9r = f1, on aura

9) af =2, &lf (s1p) 57 )" V0= X g fi (810 ) 8057 1 v
(/o J v ook l=o. . .ou—).

J'éerivai af, pour alf et A pour ' quand £ = 1.
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Soit a, la somme des matrices composantes a,, ..., @;'. Comme on
peut exprimer dans ca,, §, (E., 204) et par suite ,(2), on pourra,
en faisant jouer & £(s,) (*) le role de e et & a? celui de a,, exprimer
a® dans 2(s,) par les i, et les y;,. De plus, comme a, = Xa?, étant
dans 2, est fonction symétrique des s, af se déduit de a' par le chan-
gement de s en s, [en considérant le coefficient de x;,y}, dans a,, on
voit que seul le terme constant de af;,(x) pourrait dépendre de ¢; mais
le terme en x;,y;, montre qu'il n’en dépend pas].

Si @45 f,, comme 4, =s;', a' vérifie B,a' x| = a', B; agissant sur
les u}' comme «; sur les 5} sauf que s est remplacé par ¢, = s~*(2).
On pourra donc déterminer «' dans 2(s) sans s’occuper de la condi-
tion de réalité qui revient a ce que af sc déduit de a' par le change-
ment de s en s,, et qui sert par suite & déterminer les a? ot g est > 1.
La détermination de a' dans &(s) rentre dans le probléme traité au
n° 6 (). |

Si g, = f, el v=2v, a' vérifie f!*'a'a} = a' o0 fi*' = a}*, et 'on
opérera de méme. Si 9, = f, et v=1, il n’y a pas de condition de
réalité,

19. djoutons maintenant Uhypothése a=la(h==*1), z; et
y; élant les variables correspondantes, et asireignons-nous (¢f. 7)
a n’introduire, dans les changements de variables, que des variables
cogrédientes, de maniére 4 conserver la propriété a =6a. Je suppo-
serai donc les uf et les 5 cogrédients, uf répondant & s¥ (pour que
les %, et les ¥/, fussent cogrédients, il faudrait que § = a).

Sih>1, @' =X;a;;5; u} se détermine comme au n° 6, et, puisque
les variables 5/, #%' ne se correspondent pas, on pourra prendre, pour
les @/, = o (avec les notations du n°® 6) de la forme réduite, des
valeurs arbitraires. La condition a = 6 détermine a; par a,.

Soit A=1,v=2v.

(') Jentends en général par C(z, », ...) le champ résullant de P'adjonction
de z, y, ... au champ C.

(*) lci et dans ce qui va suivre, il est clair que les substitutions employées
pour la réduction de @} doivent étre accompagnées des substitutions conjuguées
agissant sur ai, ..., @}, de maniére que I'opération totale représente une sub-
stitution des variables primitives a coefficients dans 2,
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Ica

— —N O
=z, ab=3;af,zf e

W

et
(l?j = 0(1}7*,
c’est-a-dire
aj;(sy) =fa}(s,').

On voit donc que, en posant

st=y, s+s=0

(& est racine d'une équation de degré v irréductible dans €3 si = ale
module 2, b est # o, sans quoi s* serait égal a 1, d’ott v = 1),

S -85z l',

et, en désignant d’une maniére générale par ¢ la conjuguée d’une ma-
trice ¢ relativement a4 (/) = C, s, s (si ¢ =, « sera dile hermi-
ticnne relativement i C, s, 8), a' sia = a, ou ia* si a = - a, doit étre
hermitienne relativemncnt & C, s, s, les w'! ' élant cogrédientes aur ;.
Si € n’a pas le module 2, on a

by . )
§= -

’ -

2 2

C(s)- G,

et @' (ou ia*) est aussi hermitienne relativement a C, 7, -— 1.
Pour former a' ou ia' (que je prendrai maintenant pour « avee les
notations du n° 14) dans ((s), on peut opérer comme précédemment

(dans le cas ss = 1), Cjouant le réle du champ des nombres réels, et s.

s celui des racines de 2 -+ 1 o0, cn ajoutant les observations sui-
vantes :

1° Bien qu’on puisse toujours ramener A}y & la forme diagonale ( '),
on ne pourra, bien entendu, pas toujours réduire les a4/, i des valeurs
respectives ¢/ arbitraires | sous la réserve des conditions (3) qui exigent
en particulier, si ¢ a le module 2, que ¥, soit dans C quelle que soit
la parité de m]. Soit, par exemple, ¢ = 1. !, qui peut toujours

(Y Duekson. Transact. of the Am. Wath. Soc.. 1go6, p, 280,
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g'écrire ¢)c~*, ¢ étant quelconque dans C, ne peut étre réduit qu’aux
formes ¢)c~'uu, u étant dans C(s), et la condition

uu=c
ou, en posant
U= g+ 1y
(u, et u, étant dans C),

uy -+ buguy+ui—=c

ne peut pas Loujours étre vérifice. Mais elle peut toujours I'étre si
2 est fini. De méme, si ¢ > 1 ¢t si € est fini, on pourra réduire a}), &
¢} en remplacant x/ par « .} Lorsqu'on sera maitre de choisir les ¢},
je les supposerai égaux a ¢,.

2° Si e n’a pas le module 2, en introduisant ¢ au lieu de s, la ré-
duction s'achéve comme au n° 44. A

Si 2 a le module 2, i est dans C, et 'on doit se servir de l'irration-
nelle s. Les ¢léments de la transversale principale sont toujours dans C.
On peut donner & £ la forme f\s, f, étant arbitraire dans C. Lorsque
la diagonale principale est réduite & zéro, ¢, a4, .... all,, , sont
dans C. Le reste de I'analyse se poursuit comme au n* 14, avec des
modifications obvies, et 'on arrive encore aux mémes résultats.

Soit enfin h =v =1, donc f=s=*1.

8, est encore égale & a,; mais il n’y a plus de condition de réalité.
Sia, = - a,,a,n’a qu'un type comme aun® 14. Si a, = a,, le nombre
des types dépend encore de 2, ct de plus, ici, on nc pourra pas toujours
réduire A" i la forme diagonale (*). Une fois la forme réduite de A, '

"
déterminée, on opérera d'ailleurs, pour @, == a,, comme au n° 14.

(') On vérifie par exemple direcltement (ue £y’ -+ y.&'y 2’ et y' étant cogré-
dientes a & et y, n'est pas équivalente & xz'+ yy' dans un champ fini de mo-
dule 2. Pour préciser, si & n’a pas le module 2, on pourra toujours par des ad-
ditions symétriques de lignes et de colonnes réduire A% a la forme diagonale.
Si € a le module 2, on peut le réduire, comme I'a fait M. Jordan pour le cas ot
< est tini (J. M., 1903, p. 268), & la somme de deux matrices composantes dont
I'une est diagonale, I'autre ayant la forme type d'une matrice alternée, Si de plus
tout élément de-2 est carré, on pourra pousser la réduction jusqu’au pointou I'a
poussée M. Jordan, c’est-a-dire réduire la composante diagonale a étre d’'ordre S 2
et tous les coefticients a 1.
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20. Faisons maintenant I'hypothése a = za, donc p = 2 (8).

Si b > 1, la condition @ = xa détermine, comme dans l¢ cas pré-
cédent, a, par a,.

Soit h=1,v=12av,

Désignons par aff ;,,, une quantité égale & o ou & ¢, selon (ue
u} est ou n'est pas la derniére variable d’une suite. On aura ici

”,‘;'?F = ~"v'+p(a?j -+ a?,:;’-m)'
d’ol, avec les notations de toul a I'heure,
(10) a}i(s)-—_—5Ia}i(*’)+”:’.aju,(s')] (s 1),

Désignons par p une racine de g>=s, et cherchons d’abord dans
quel cas p est dans C(s), c’est-i-dire dans quel cas ¢ est de la forme
o+ 48, P €t p, ¢lant dans C [alors C(p) = C(s)]. La condition

- (Po + pr8)'= s
jointe &

s?=bhs —
donne
gi= po s hoy oy
ou
(11) pr=: b0, (6= ‘'), pi(b+2G)y=1.

Done, pour que ¢ soit dans C(s), il faut et suffit que b+ 2 ou
b — = soit carré dans C. Cela a toujours licu si C est fini, car, ou bien
C a le module 2 et la chose est ¢vidente, ou bien /* — } est non carré
(s*=bs — 1 est irréductible). De méme si C est formé de tous les
nombres réels, car, b* — 4 étant négatif, b est compris entre 2 et — 2.
Mais cela n’est pas nécessaire, car, si C est le champ des nombres ra-
tionnels, le produit de deux non-carrés peut étre un non-carre.

Lorsque p est dans C(s), la conjuguée ¢ de g = z,(1 + Os) relative-
ment & C, s, s est enlicrement déterminée et Pon a, d’apreés (11),

(12) £o=pt(14 051 (1 +0s)==p2(b9 - 2)= 5.

Le polynome
o= o4
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qu’annule p est le produit de

P pt
Po
et de

]
o —n A1,
) pal

Lorsque g n'est pas dans ((s), on peat concenir que la conjuguée g
de 7 est la racine carrée de s qui est égale & g~'. Il est d’ailleurs facile

de préciser. Le polynome
pt—bpt+1

u’annule ¢ est le produit des deux facteurs
)
P 0p 41 et o+,

ol 5* =N + 2. Or s n'est pas dans C(9p) : si en cffet ¢ élait de la

forme 9, + 9,5 (go €L 9, étant dans C ct ¢, 5 0), 'équation ¢* =0+ 2

conduirait a '
Po— 91+ 501 (b9 +2¢,) = b + 3,

d'out by, + 20,= o : cela exige d'abord que C n’ait pas le module 2,
52 .
puis que%‘,’(b — 2) =1 contre 'hypothése que b + 2 et /) — 2 sont non

carrés. s n’étant pas dans C(g) = C,, on peut se servir de C, au lien,
de C : alors

s==ot et § == 5’, .
et de méme

al;(p?) et a}/(if;*)

sonl conjugués relativement & C,, ¢, 2.
Supposons d’abord que b + 2 est carré ou que b + 2 et b — 2 sont
non carrés. Alors pp = 1, et (10) peut s’écrire

(13) o ta)(pt) = .'9"'“}/(!;’) + .5_' “I’,(i+l>(52)-

Pour former s~ a', que je prendrai pour a en revenant aux nola-
tions du n° 16, on pourra alors opérer comme au méme n° 416 (dans le

cas ss = 1) avec les modifications suivantes : )
Désignons par z, ¥, 5 des éléments de la forme p='%, % étant dans

Journ, de Math. (6* série), tome V. — Fasc. I, 1909, 5
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C(s) (tous les @/ ont cette forme), et convenons d’appeler encore her-
mitienne unc forme

c—=3ikCik3i%k (6, hk=1,...,n)

telle que ¢ = ¢, cest-a-dire telle que ¢;; = ¢4, les ¢ ayant la forme x :
les c;; ont la formeplus particuliére .- + | car, si Cn'a pasle module 2,
ona

. 1 .
Cir==C1i= ;(cu+ ¢ii )

et, si C a le module 2,
C;i= {)'"’(80/,'+ ?(’,,)I .

Une telle forme se réduit, par une substitution des 3; a coefficients
dans C(s) jointe a la substitution conjuguée des z;, 4 la forme
(p -+ p)Z’,‘ 5;5;. En effet, siles ¢; ne sont pas tous nuls, on peut suppo-
ser ¢,, 5= 0; si tous sont nuls, on peut, par une addition de colonnes &
multiplicateur dans C(s) suivie d’'une addition symétrique de lignes &
multiplicateur conjugué, rendre ¢,, = o. Par de nouvelles additions
de lignes et de colonnes de méme sorte on annulera c,; et ¢;, pour

i{>1 [cela conduit, pour chaque multiplicateur A, i une équation de la

forme A(« +x) =y, dont la solution A est bien dans C(.s")]. On opé-
rera de méme sur la matrice des ¢;z ou £, A =2, ..., n. Etc.
Tt
im=r At (i=5—+)

est hermitienne et se rameéne
(o + ) 21yl
Les @/ ont la forme particuli¢re .« — ., ¢t
@l = (— 1)"=1al,.

Par des additions de transversales de multiplicateur A [ étant dans
C(s)] accompagnées chacune de I'addition conjuguée par rapport a C,
s, s, on peut annuler d’abord les @/, , situés hors de la transversale, puis
les af), également situés hors de la transversale : si m = 24 — 1, onest
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conduit & des équations de la forme (A — A)y =z — x avecy =y
(vérifice park =y 'z) et (A +L)y =savecy = yets=3 (vériﬁée
par A = ;;; si Cn’apas le module 2 et par A = i—; si C a le module 2
8i m = ap, on aura des équations de la forme (A+ Ny =w —=x
avec y = — y (vérifiée par A=y ~'z) et (A—A)y =savecy =—y

58

- v ey 5 . 0 — =%
ets=3 (venﬁee par A = ;;anna pas le module 2 et par A= By

si C a le module 2). Les résultats sont les mémes qu’au n® 16, en
donpant a e un sens convenable.

Supposons maintenant b+ 2 non carré et b — 2 carré. Alors
pp = —1 et (10) s’écrit

3

(14) pralpt) =~ ptal(5t) — ot (50)-

‘n reprenant toujours p 'a' pour a avec les mémes notations,
les a¥% gardent la méme forme; i A!™ est hermitienne et se raméne
i la méme forme que tout & I'heure; les @i/, ont la forme x + u,
et @/, = (— 1)" /! . Les mémes opérations peuvent encore s’effectuer
et conduisent au méme résultat.

Soith=v=1et f=f=s=*1.
' n’y a plus alors de condition de réalité, et Pon rentre dans le cas
du n° 13, sauf que le nombre des types de A} dépend de e.

21. Supposons maintenant que & résulte deI'adjonction 4 un champ C
des racines v, v d'une équation v? — v + 1 = o irréductible dans C,
et ajoutons Ulypothése a = a, a élant la conjuguée de a relative-
ment a C, v, v [on peut omettre hypothése @ = — @ qui sc raméne &
hypothése @ =« en posant a = (v — v)a’ .

(lonvenons encore de traiter les z; et les y;, dans les changements de
variables, comme des variables conjuguées. Onne peut plus alors sup-
poser qu'un méme changement de variables permet de canoniser a la
fois & et @, car, un changement de variables qui canonise a n’ayant
pas, en général, ses coefficients dans 2, on ne peut parler du change-
ment conjugué. Supposons donc ’

?‘ :-29 '.;;,(S):j',(s),
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el posons
‘/p:slp’ ‘lp-—: Sip

(si donc o= f .;',P:: s,p). La relation g,(s)= g,(s), qui montre ici
(ue ¢;= ¢;', donne, en changeant s en s** ct en passant aux conju-
guées,

&ris)==g,(s).
On a donc a la fois

t{'p = S/r,l et ‘/9 =S ;.

Lﬂ C()llditiOll a=—aqa (lOlIlle alors en OhSCrVilllt que .L‘{: . 1€ ﬁ ure que
b J'k
dans ar,

Zpa;Z,?(.s'r(,)s{‘-"p e "paz,,(s,p)sf‘o' By M =0,...,9—1),

d’onu

€. gl (¢}
”;--pj("l‘,o) =@ (86 )

ce qui détermine ay par ay, si U= 1. .

Supposons donc I = l=1, et d’abord f 5 f. Remarquons d’abord
que I =fj" West réductible dans C que si f = f (tout facteur de F
irréductible dans C devant étre ¢gal & f ou i f). Donc ici, en posant
s -+ = b, b sera racine d’une équation de degré v & coefficients dans C
irréductible dans <. De plus s + s~ = b, qui délinit s relativement &
C(b) = C, ncsera pas résoluble dans C, sans quoi s serait racine d'une
¢quation de degré v a coefficients dans C. Mais s + s~' = 0, qui a une
seule racine commune avec f == o, est résoluble dans C'(v) = C'(s).
Donc v est hors de €7 (on voit que, si C' est fini, ce cas ne peul se
présenter que pour v impair), s est conjuguée de s relativement a (7,
v, U, ct de méme «!, (s) Vest de a};(s). Done la matrice de o', ecpri-
mée par les variables z), ..., 3, u), ..., ulsera hormitionne relati-
vement a C', v, v.

Soient maintenant I = ==1 et f == f avec v = 2V’ |si € est lini, ce
cas ne peut se présenter, car C(s) contiendrait alors C(v), puisque
v = 2/, et s vérifierait une équation de degré v’ i coefficients dans C(v)
contre I'hypothésc|.

v ne peat étre dans C(s), car C(s) serait imprimitif (£.. 48), et
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J (s) serait par suite réductible dans C(v). Soit toujours
s+s1=1b

I’équation irréductible dans C(b) = C’ que vérifie s (si  n’a pas le
module 2, on peut supposer { = o; alors — v est non carré dans C/,
sans quoi v serait dans C(s), et ? — 4 de méme, s + s~' = b étant ir-
réductible dans C'; si < a le module 2 on peut supposer n =1 (cf. E.,
32, 33). Soit

o =u(v,s) '
une fonction rationnelle de v, s telle que

W) = Gy m,:&,:m(ﬂ,&):m,(u,s),

m,:m(w,.’s)zmn(u, $), m,:w(ia,s):rm(v,s)

solent distincts. On aura
C'(v,s) =C'(w;)

(E., 17). D'ailleurs 1'équation irréductible dans C' que vérifie w est
dec degré 4, sans quoi elle serait de degré 2 [C(w) contient s qui est
de degré = relativement 4 C'| et, s étant alors primitif dans C'(w)
(E., 18), u serait dans C(s).
Les quatre conjuguées d’une fonction
¥(v,8) =@lw(v, )]

sont évidemment

®(wy) =9(v,s) =g,

®(03) = 9(0,5) = s (v, 5) = g,

O () = ?(”: s) =3(vy8) = @3

B(n0) = 5(5,5) =4 ) = 91

Si done g(v, s) = ®(w) est une fonction symétrique de w,(u, s) et
de w,(v, §) = ©,(u,s),ona

91 =92 et Q3= @y-

kn particulier, la fonction

w(w)=m+mn
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est racine d’une équation de degré <2 dans C’, el de méme ¢o(v) = ww.
Comme d’ailleurs w n’est pas dans C’'(«, ¢) (tout élément de ce champ,
étant une fonction symétrique de w, ©, annule un polynome du second
degré irréductible dans C’) et vérifie

m— wuo + i =0,

il faut que u ou ¢ soit de degré 2 (cf. E., 47). Si donc U est un
¢lément dedegré 2 de C' (u, v) = (V(U), a};(s) et aj,(s) = d}j(é) sonl
conjugués et a' est hermitienne relativement & ! (U), o, v.

On peut toujours prendre pour o une fonction linéaire de u, s
(E., A7). Mais il est plus simple ici de prendre w = us, car I'égalité
de deux des quatre valeurs

Vs, ’Js:::,(c-—-u)(b——s), vs = v(b—x), :;sz(:——a)s

constituerait une relation bilinéaire entre u et s, et u serait dans C(s).
On peut prendre 1/ = «, etl'on a

w4 biu 452+ n(b*—4): 2o, w2 — ey 41 = 0.

On remarquera que toute substitution des z! & coefficients dans

C'(uy 8) = C' (m).

accompagnée des substitutions conjugudes par rapport i s seul (c'est-
a-dire en laissant v invariable et en remplacant sculement s par les ra-
cines de f) opérées sur les 3}, équivaut & une substitution des w«), &
coefficients dans C(v), dont on obtient la conjuguée relativement a G,
v, v en remplacant simplement v par v (on le voit de suite en substi-
tnant une indéterminée 4 v).

Sil=10=v=1ct f=f;iln’y a plus de condition de réalité.

Pour la construction effective de ¢; + a},sih >1,0ude a',sih =1,
les mémes remarques géncérales sont a faire qu'au n° 19. Aprés avoir
déterminé la forme réduite de A!” (en prenant a! + aj ou a' poura et
en revenant aux notations du n° 14) dans C(s), C'(v) ou C'(U") sclon
les cas, on opérera comme au n° 14.
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22. Supposons maintenant que a=aa aulicude a=:a, les autres
hypothéses restant les mémes qu’au numéro précédent. Posons

— /e P_.F_ X
Yi=Zi Yit= Tigs u; = ,,s,pa',,.,

et convenons que 3_, désignera o ou z7 , selon que 3 est ou n’est pas
la premiére variable d’une suite. Alors

. o v e b r
oa= zpjj'sl'pajsv(slp) sz ( SI.P-F 5(/?_“),
et I'identification des coefficients de «, z/, dans a et «a donne
I N S 4 ° * ! S k' -k
Soay). (sep) oty = Zsepl alfy () + af s (sip)) sk,

@ al? .., désignant, comme au n° 20, o ou @, selon que u;? = 5P est ou
n’est pas la derniére variable d’une suite, dot

(15) alj?.(srp) = Sl'pl “.llp; (";'19) -+ ‘.lsp,(j'ﬂ)(-.‘lp ) I

Sil' £ 1, cela détermine encore ay par a,.

Soit I =1 =1, et d’abord f = f.

D’aprésle n® 24, v est hors de C(b) = C'; C'(u) = C'(s),et s~ = ¢
est conjuguée de s relativement & C', v, v.

Si b+ 2 est carré ou si b+ 2 et b — 2 sont non carrés, on peut
regarder p~' = p comme conjuguée de p relativementa C', u, u, et (15)
s’écrit
) ) =4 401 () + e (5):

Pour former g~'a', que je prendrai pour a avec les notations

du n° 16, on peut opérer comme au méme n° 16 (dans le cas ss =1)
avec les modifications suivantes. Désignons par z, y, z des éléments de
la forme p~*§, % étant dans C'(s) (les @i sont tous de cette forme ), et
étendons, comme au n° 20, la deﬁmtlon d’une forme liermitienne (C
étant seulement remplacé par C').

=AM (i=s—s)
est encore hermitienne et se réduit a

(°+9)2' l m
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Les af/,,, ont la forme particuliére z — x, et

a’l’m = (— ‘)m-—l a'“n‘
En opérant comwe au n® 20 (C étant toujours remplacé par €), on
arrive encore aux résultats du n° 16, en donnant it » un sens conve-
nable.
Si b + 2 est non carré et b — 2 carré, pp = -1, (13) s'écrit

(17) P""E}i(?’)’z"'é’ l(“ljj(éi)—é |"‘}j(..“"%

et 'on opérera comme aprés (14).

Soit ' =1=1 et f=f avec v'= 2v (ce cas ne se présente pas si
est fini). Pour que p soit dans (7'(s) il faut et suffit, on I'a vu, que
b+ 2 ou b — 2 soit carré. Donc, pour qu'il soit dans (V(v, s) hors
de C'(s) il faut que b + 2 et b — 2 soient non carrés. Cherchons les
conditions suffisantes. Soit

P=Pot+ PV
(pi=pi—+ ¢:5, p; et p; élant dans € et p, =% 0). On aura
pPr=s=p)—pin+vo(lp+2p,), donc  {p;+ 2g,=o.

Sidone C a le module 2, on arrive 4 une impossibilité, puisque alors

{ # o. Supposons que C n’ait pas le module 2. On aura, en posant
2
¢ — 1 =23 (non carré),

4

po=— Tm  s=doj=0|p\!— g’ +5p\ (Lp} + 2p))),
donc

oi=0p, (0==x1), p=p1(1+0s), o+ 20)=1.

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit dans
C/(v, ) hors de C'(s) est que 8(b + 2) ou 8(b — 2) soil carré,
C r’ayant pas le module 2.

Si
o' (b+a0) =1,
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C n’ayant pas le module 2, on a
p=pi1 +9s)(v - %) pp =—6.

Supposons que b + 2 et b — 2 soient non carrés (donc C. n’a pas
le module 2) et que 8(b+2) et 5(b — 2) soient également non
carrés. Alors p n'est pas dans C'(v, s), ct I'on peut convenir que la
conjuguée pde p est la racine carrée de s qui est égale a p='.

PPour préciser, on peut d’ailleurs observer que p et p = ~' sont les
racines de
pPl—op+1=0 (@*=b—+2),

et que u( = vs + us) n'est pas dans C'(9) = C. Si en effet une ra-
cine ¢ d’'une équation ¢* = ¢o — d, irréductible dans C', est dans C,,
c’est-d-dire si 9 est de la forme ¢,+¢,¢ (9, et ¢, étant dans C
et 9, # o), 'équation ¢*= b + 2 donne

2%
c

2
1= et B(eE—fd)=bro,

et cela est impossible dans les trois cas ¢ = s, 0 =, v = u [si v = u,
¢* — 4d = 8(b*— 4)]. Partons alors de C (u)=C" |je supposerai
toujours que w =us et que u = + w=us + (b —s)({ —v)| comme
au numéro précédent de €', et, en faisant jouer & p, o les roles respec-
tifs de s, v, adjoignons w’ = pw. On remarquera d’abord que o’ n’est
pas dans C”(p), car si us était de la forme w,+ w,p, w, et w, étant
dans C’, ¢ serait dans (7' (v, s) contre ’hypothése. Les quatre valeurs

@ = o, wy=pm = (9 —p) (U —uw),
Wy =pw=(¢—plw, @, =pw=p(u—o)
sont distinctes, puisque w est hors de C”(p); donc
G(o) =C' (3, 0),

et Péquation irvéductible dans C” que vérifie ' est de degré 4, sans
quoi elle serait de degré 2 [ C"(w') contient p] et, ¢ étant alors pri-
mitif dans C"(w’), o serait dans C"(p). En posant alors

' = pw + pw,

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. 1, 1909. 6
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on aura

Wt quu'+ w (@' —4) =0, W*—u'm4n=o.

Relativement a C’(u'), la conjuguéc d’une fonction rationnelle
®(p, w)a co?fﬁcients dans C" (') est @' ¢, 0" 2 si par exemple ®(g, w)
est une fonction rationnelle W'(g, v) i cocfficients dans (¥,

0<p,m): ‘F(.&,'.J).

Si done b + 2 est carré (ce qui a toujours licw st C a le module »
owsi e(b - 2) estearré, ousib+ 2, b - 2, 8(h + 2),2(h—2)sont
non carrés, on a

pe=1,

(15) s’écrit sous la forme (16), et I'on peul opérer comme tout & heure
aprés I’équation (16) [ C’(s) étant remplacé par (X(v, 5)].

Si b+ 2 et 8(b — 2) sont non carrés (alors Cn'a pas le module »),
et si 6(b + 2) ou 8(b — 2) est carré, on a

po=--1,

(15) s’écrit sous la forme (17), et I'on peut opérer comme tout i Pheure
aprés I'équation (17) [(7’(s) étant toujours remplacé par (V'(v, s)].

Sil==l=v=1elf=f=s=x1,il "y aplus de condition de réa-
lité, et, apres avoir déterminé les formes réduitesde A% (en prenant @'
pour « ct les notations du n® 16) dans 2, on opérera comme
au n’ 16.

23. Supposons que € soitle champ des nombres récls et que a= a.
Alors v est S o,

Soit d’abord h’>1 etv =1.sestréel £ E1, 0L 2(s)=¢. a,+a,
est symétrique réelle. Prenons-la sous la forme réduite obtenue au
n® 44 pour s* =~ 1, et opérons la substitution qui consiste & prendre,
dans A% '¥ le coefficient de 2" (k == 1. ..., m,;) pour yi._;.,(donc,
dans A*%*-', celui de y;™' pour £ _,,) (¢f-17). La matrice

o A2
(me 0 )
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sera alors réduite & sa transversale principale, et, en observant que zy
se transforme par la substitution

(Zyys x4y, z—y)

en z*— y*, on voit que sa caractéristique |en I'assimilant & une
forme quadratique (*)] est m,,.

Soit h>1, v:=2. s est imaginaire et |s|>1 (sans quoi / serait
égal & 1). &(s) est le champ des nombres. réels et complexes.

a, = al + a}

est hermitienne dans les variables

zl, W, si=3s), W=,
et sa caractéristique (calculée au n° 18 pour ss 7~ 1) est doublée lors-
((u’on passe aux variables réelles. '

Soith=v=1,doncs==+1.

Réduisons @, comme au n° 14, en observant seulement que, par des
substitutions de 2, on pourraramener A" toujours et seulement & une
forme de méme caractéristique. ¢, étant une valeur positive arbitraire
et n 'indice d’inertie de A}Y, je supposerai a//, égala e, pour jiv, a

— ¢, pour j > v. Sur la forme réduite ainsi obtenue opérons la substi-
tution ([ui consiste & prendre, dans AJ/, le coefficient de «] [k =1,
~fm, ; . . ; C .
I“<_{/ )J pour yi, ., (donc celui de y{ pour 7, ,.,). On voit alors
. IR P ~ /Ny
comme tout & ’heure que la caractéristique de A// est E(-o—’)

Des observations précédentes il résulte immédiatement (ue, ¢ élant
la caractéristique de a, on a

Tl L/ m' L/ m"
(18) c;;.‘..l)z’+23h(—o—>+2|a(—2-),

(') Si une forme quadratique a réelle, o n variables, est réductible (par trans-
formations linéaires réelles) & la forme

Shet— 3, 2} (rin),

M. Lawy appelle caractéristique de a le plus petit des deux nombres 2, r—h
(Ve A, v LXXL ne 8, 1898).
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m', m", m" parcourant les exposants des diviscurs élémentaires de
a— se relatifs aux racines de module 1 (réelles ou non), aur
racines imaginaires de module 1, aux racines % 1 respectivement.
[Drailleurs (18) n’est que la formule () appliquée a la forme hermi-
tienne de méme matrice que @ et 4 des substitutions a, {§ réelles.]

Si lon se donne c et une substitution n-aire vérifiant (18) (outre
les conditions déja rencontrées), la méthode précédente fournit di-
rectement, conjointement @ la forme canonique a de cette substi-
tution et a la substitution corrélative 3, une forme quadratique ré-
duite a, de déterminant # o, réelle dans les variables données el de

caractéristique c, telle que Baa = a. On le voit comme aun® 47 (').

24. Supposons maintenant & fini d’ordre p* (p premier). On
peut alors se proposer de compter toutes les formesréduites de @ ainsi
que toutes les formes équivalentes (par changement de variables) &
chaque forme réduite de a.

P’renons les notations du n° 14 dont la forme a désignera la forme
a,+ a, si h>1, la forme a, si i =1, la forme nommée primitive-
ment a vérifiant @ ==aq ou a = «a, la forme o 'a,si h=r1, la forme
primitive a vérifiant @ = ¢ ou @ = aa (en supposant, cc qui est per-
mis, que les sz}, 3%, «!, ' si A >1, et les variables sj, ..., 3,
Ujy ..., U;sih =1, soient les variables :c';, yf de la forme réduite). Il
s'agira d’abord de déterminer dans chaque cas les types réduits distinets
de A}V (en partant de chacun d’cux on obtient un seul type réduit de @),
puis le nombre M,,, des formes ¢quivalentes 4 chacun de ces types ré-
duits de A} : le nombre 9%(Q),, my ;3 Qu, My, ...) des formes équiva-
lentes & chaque Lype réduit de ¢ est donnd par la formule

(19) DG (Qyy My, 3 Qay Mgy3 «o2) = My @ T (g mg 5 . ).

ou N, est donné par (3) sih > 1, et par (6)si h=1.
Soit d’abord h>1. A" peut toujours se réduire & la forme
(@i eyl ),

" Cf. .Lm:wv, loc. cit.
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c étant ¢gal 4 (—1)*'sia=a et sia=a, a(— )" sia=—a,
a(—1)*"'s'sia=uaa, d (—1)"'s"' si a=«aa. Les z!/~' sont ici
cogrédients aux y; ' et les 2}’ aux /. Donc la transformée de A" par

une substitution linéaire est entiérement détermince par celle de
Sty

dont toutes les transformées s'obtiennent en faisant subir aux z?/~* seuls
toutes les substitutions possibles; puisque les substitutions que subissent
les z}/* et les y%/ sont indépendantes. En désignant par L(a, p') le
groupe des substitutions n-aires & coefficients dans le champ d’ordre p?,
on voit que M,,, est ici I'ordre de L(q, =*).

Soit h=1,v=2v". A} seréduitalors, & un facteur pres, a X7z’ y! ,
¥4, ttant cogrédient a ! : le sens du symbole  relativement a « variant
ici suivant les cas, d’aprés ce qui a été dit précédemment. En appe-
lant T'le champ des quantités de la forme « + , il est clair que M, est
Pindice dans I.(¢, ") du groupe des substitutions & coefficients dans T
qui laissent X!/ inallérée, ou, plus briévement, du groupe de cette
forme dans T'. L’ordre de ce groupe est

Jlg—="n

r T Mfai - (=0 ()

Dans tous les cas suivants, M,,, étant de méme I'indice dans (¢, =")

m

du groupe de chaque forme réduite de A}"' (dans un champ analogue
aT'), je me bornerai i indiquer ces formes réduites dont les groupes
sonl connus.

Soit h=v=1 el d’abord a= = a avec p>2.Si mest pair avec

a = a, ou impair avec @ =— a, A!" se raméme a la forme
F=2 (2} 'y —aVril ") (g=129).
Si m est impair avec a = a, ou pair avec a = —a, A!" se raméne &
P, =231z, v}, + caxl yl

(¢=10u N, N éiant un non-carré quelconque).

(') Voir Diwssox, M. A., v. LIl, p. 561-581 (1899); Linear Groups, p. 13}
(1go1); Jormax, J. M., 1905, p. 247.
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Toute substitution permutable & « étant le produit &y d’une substi-
tution § du groupe des sous-séries par une substitution y du groupe
des additions, et les substitutions § fournissant évidemment 4 elles seules
les mémes transformées de A7 que les substitutions £y, aucun chan-
gement de variables laissant a inaltérée (« étant donnée, on ne peut en
employer d’autres) ne peut transformer I'un dans I'autre les types ré-
duits obtenus pour a. Donc, st kv > 1, il y a pour a un seul type ré-
duity sih =v=11tlyena 2 distincts, \ étant le nombre des m; im-
pairs.

Lorsque @ = a avec p > 2 et v>1, on peut assimiler & & une forme
quadratique et chercher quelle est sa classe. (Cela revient au calcul du
déterminant de a relativement a x’,, v, (aux facteurs carrés prés) : ce
calcul sera fait au numéro suivant.

Soient toujours h=v =1 el a == a, mais avec p=12. A" se
raméne ('), sig = 2¢'+1, au type

=2y, + 2 (2t yiH 2 ),
et, si ¢ = 24, 4 I'un des deux types distincts

m

O=3[(@}" yhi+atiy ), @y=alyl+riyh - M@l iyl ).

Si m est impair = 2u. — 1 et > 1, aj, est nul, d'apreés (1) et (2), en
sorteque ¢ = 2¢' (JA}}"| est #o)etque A} serameéne a®,. Sim=
ou si m est pair, A,\' se raméne 4 ®, pour ¢ =24+ 1,4 ®, ou 4 O,
pour ¢ = 2¢'.

Le nombre des types réduits aucquels on peul ramener a (par
des substitutions permutables a a) est donc 1 si hv>1, el, si
h =v =1, 21 étant le nombre des sous-séries condenant un nombie
pair de suites formées elles-mémes d’un nombre de variables pair
ou égal a 1.

En revenant aux variables };, ¥, on voit dircctement, d’aprés (8)
et (9), que la diagonale de a, est toujours nulle sauf si b =v =m = 1;
c’est donc seulement alors que, pour ¢ = 2¢’, @, peut étrede la seconde
classe (c’est-a-dire du type analogue a @, ).

(') Voir Joroan, J. M., 1903, p. 268-269.
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Soit h=v=1avcca=aa etd’abord p >2.Si s =t=1aveccm
pair, ousi s = {=—1avecm impair, A}y seraménea §. Si s =( =
avec m impair, ou si s = { =—1 avec m pair, A}} se raméne a F,.

Soit p=2. S s=1t=1(==1) avec m pair, A|} se raméne a J.
Si s == avec m impair, A} se raméne & @, pour ¢ =2¢'+1,
a ®, ou a4 &, pour ¢ = 2¢".

Done, si hv>1,1ily a, pour p2 2, un seultype réduit. Si h=v =1
el p> 2, ily en a2, élant le nombre des m; impairs pour s = (=1,
le nombre des m; pairs pour s=t=—1.Sih=v=1elp=2,il
yena 2, dlant le nombre des sous-séries contenant un nombre
pair de suites formées elles-mémes d’un nombre impair de va-
riables.

Soit h =v=1aveca=aoua=uaa.
AV se ramene alors a

‘l-mz"l"ldl }’{n (‘ =V —U)’

les y/, étant cogrédients aux x/ (x désignant la conjuguée de x relati-
vement a C', v, v).

23 (*). Pour déterminer la classe de @ lorsque a = a et p > 2, il
reste & calculer, aux facteurs carrés pres, le déterminant D (relative-
ment aux x’, yjk) dea,+a;sih>1,0udea,, sih=1.

St > 1, le déterminant de

}\ll AI! N

( A!l AS! )
(avec les notations du numéro précédent) est(— 1), comme on le voit
de suite en échangeant les lignes ¢quidistantes des extrémes. On a donc,
relativement aux variables 5, u}',

laj+at| = (=17 |a+ap]=(—1™

’ " oy 4 4 ' . . .
Lorsqu’on prend les variables 27, y%, ce déterminant est multiplié

(") Cf. Jorpaxn, J. M., 1903.
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par (AA)™, A étant le déterminant d’ordre v dont la o' ligne est 1, s,

8gy -+ ey S, et A ¢tant formé avec les s, = s,' comme A avec les s,.

A?, produit des (s, — s,)?, est dans 2 et est non carré (sa racine A, fonc-

tion non symétrique des s, est hors de <) ; de méme A2, Donc (AA)?
est carré, et D = (— 1)™ & un facteur carré prés.

Sih =1 avecy =2v',|A'" (avec les notations du numéro précé-
dent) est égal a

mim—~—1 ne—m
—

P

(—1) T imi—m) — (a2 @ (i =s—s4),

On a donc, relativement aux 3 u;",

. — M . N (1 — i)
Milapl =M |G spsst, M 3 2L )
ou

. M
Iy ap | =Wy
Donc
Ija,| =1

4 un facteur carré prés. On voit d'ailleurs, en rangeant les = dans
lordre 5|, ..., 33, 3, ..., 53, ..., 3}, ..., 3¢ ct en faisant passer les 7y’
derniéres colonnes de @, avant les 7v’ premiéres (af contient,avee 5%, ...,
=?, les variables «}*%, ..., «!"* et non les variables correspondantes
ufy ..., uf), que ' '
|y )= (— O™} ar|.
n passant aux %, y%, A ayant le méme sens que tout i Pheure, on a
donc, & un facteur carré pres,
D = A7 (— )™,

A? étant non carre.

Soit h=v=. _

On voitd’abord, avec les notations du numéro précédent, que, sim est

pair, le déterminant de
'AII Al‘.’
( A2l A 1 )

est égal a 1, et que, si m est impair,

mim~H mim—1;

2

JAH | = (—1) oU<aq), JAT == ™ (—1) .
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Donc, en désignant par d, I'unité si m,, est pair, et la quantité analogue

mim—1)y

a(—1) *  c" relative & -\, si my, est impair, il est clair que

D=1d,.

26. Quand ¢ a le module 2, on peut se poser un probléme voisin du
précédent, celui de trouver toutes les formes quadratiques a = Za ;%%
telles que la substitution « conserve a. On ne peut plus ici assimiler a 4
une matrice ('). Mais on peut opérer comme au n° 19 jusqu’a la déter-
mination de a' exclusivement, sauf que ¥ doit étre remplacé par 57, et
que, pour . > 1, af sc confond par deﬁnmon avec af, et, pour /t =1,
v =1V, a]*? avec af.

Si h est > 1 ou si h =1 avec v > 1, il est clair que @', qui est encore
bilinéaire, se détermine comme au n°® 19.

Soitdonec h =v =1. ’

Désignons ici par @, en revenant aux notations du n° 3, la forme

af, x4z,
hermitienne relativement & 2 et aux racines v, v d’une équation
vi={0u 41

irréductible dans e (*) (donc { # o), dont on déduit a' en remplacant

(*) Cf., pour ce qui suit, JorpaN, J. M., 1905; DicksoN, Transactions of the
Am. Math. Soc., 1906, p. 285-292, .

(*) Si € est fini, on peut prendre { dans & (E., 33). Si S est infini il suffit
de faire jouer le role de & au champ (%), { étant une indéterminée. En
ellet, si

x*+4+fx—+1=—o0

. . u .
avait une racine de la forme S ol

w=u, v=2¢ (i=o,1,...),

les u;, v; étant dans € (cf. E., 46) et &, (3, n’étant pas tous deux nuls, I'annu-
lation des coefficients de {° et de ! dans w2+ L uv + ¢? donnerait

ul+vi=o (ou ui=193, d’ol uy==v,) et ul=o,

On remarquera que, si S est fini d'ordre 2, { est égal 4 1 et qu’alors les deux

Journ, de Math. (6* série), tome V, — Fasc. [, 1guy. 7
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, par z}. Je poserai
all = il + div,

si a/’est au-dessus de la diagonale de a ou sur cette diagonale, et
afy=cf+djv  (chh=cli, di=d}}, di,=0)

¢'il est au-dessous, les ¢ et les d étant dans e (j’appellerai désormais
les éléments de @ réels). Il-est clair que, si Pon ne considére comme
ici que a', ¢/ peut étre négligé saufsi i = javeck =/, et que I'échange
de v, v revient i augmenter ¢’} de dj;{. Je poserai encore

a'—= b =3} xlx]
(b= ai}+ ajj sauf si i = j avec k =15 by = a}})3

Bi/ = X;, b, xrix] k=1, ..o,my l=1,....m;);
Bii =3, b} =),

i parcourant les nombres

i Qp_1+1. ..oy Qg
et j les nombres

Qs—y+1, ...y Qg (/u‘;’mQ,(, 1. mgy);
'llbpd--:.“.,,.,Bgé (/.'=l,...,m°?;1:1,....m0“).
Jentendrai enfin par discriminant d’une forme hermitienne
0 =20 Z; Ty
le déterminant |¢| qui sc déduitde | o] =| ¢y |eny remplacant v;; par o
et o par Vi -+ Ox;3 1 W = Sy X0y est une forme quadratique a coeffi-

cients dans €, | w | désignera son discriminant, c¢'est-i-dire le détermi-
nant de ses dérivées secondes : ainsi

5] =|al.

Lypes canoniques d’une forme quadratique b =2 b;, z;x; (E., 48) se distinguent,
lorsqu’on l'assimile & la forme hermitienne .

a= Za,-k:r;x‘-(ai,-: bisy @i = ci+ b, ari=ai;, les c;; restant indélerminés)

par ce fait que | @ | est nul pour I'un et non pour V'autre.
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1l est clair que, si ¢ est dans © et si p = ( ;) est une substitution réelle
des x;, $9p = gvp donne, en y remplacant z; par x;, le méme résultat
que la substitution 9 dans Zo;x;.44.

Formons la condition pour que I'accroisscment de b, quand on opére
sur les z;la substitution &, soit nul. En général, le terme en xk ,x; de
cet accroissement figurera dans les seuls accroissements de it ) de

ij ' J i ’
g _cixl  etdeldy ,xl x), etlon aura

(20) b, + b, 1+ bii==0 (k=2a,...om+1;l=2,...,mi+1),
d'ou
(21) dY, +df,,+d{=o0 (k=2 ...,m+1;l=1,...,m+1),

en regardant b, et d%, comme nuls pour k> m, ou {>m;. Mais il y
a trons excepuons exactement : pour j =1, =k, les deux termes
s i J
d bl b o, @) ne sont pas distincts; pour_]_t l-_k-i-l,
I'accroissement du premier n’a pas de terme en x_, x}; pour J=1i
l =k — 1, I'accroissement du second n’a pas de terme en z}_, xk-2. Ces
trois cas exceptionnels donnent respectivement

i, =0bi .y (k22), b’,'c‘;,ﬂ_‘:1)‘,',"_1‘,,H (k22), Of =0l iy (£23),

¢quations qui se réduisent &

(22)  Of=0bf.,  (ka), B s = b sy (K23),
d’ou

{ afj,l.:aﬁ,,k-i—ai.‘;,‘._,,:d{;{k_,t (kZ1),
(23)

. A
| @ik =% gkt A pa=di, ,  (Kk22).

Ainsi (20) et (21) subsistent tant qu’un des trois termes des pre-
miers membres n'est pas de la forme by, ou dif,. Donc, pour /#c,
(21) donne les mémes consequenccs que precedemment Pour j =,
elle montre de méme, jointe a d¥, = o, que les d}, situés au-dessous de
la transversale principale de A“ sont nuls. (23) montre ensuite que
les @l situés au-dessous de la transversale principale sont tous nuls si

m; est impair, tous nuls sauf le plus voisin de cette transversale si m; est
pair.

27. Soit m; impair = 2p;— 1. D'aprés la seconde équation (23)
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ot l'on fait k =p;+1, d_, ., estnul. Donc, d’aprés (21), tous les
¢léments de la transvcraale principale, sauf @, , sont nuls. De méme,
si a}, est % o pour k=1 et nul pour k > I, tous les éléments situds
au-dessous de la transversale T, passant par aj; sont nuls comme aussi
ceux de T, autres que aj; [on peut encore supposer les ¢léments de T,
réels et égaux a al}; c’est T, que j'appellerai ici caractéristique (cf. 3)).
On voit sur la ﬁgurc, d'aprés (21) et (23), que A” est complétement
déterminée par ay’,, ..., @i,

Les A% d’'une méme ligne ou colonne de -%.,, (considéréc comme
matrice des A% ne sont pas toutes de rang < m, sans quoi @ aurait
une ligne ou une colonne nulle, et |a | serait nul (on peut méme affir-
mer ici, pour la méme raison, qu'une des A oi i est # j est de
rang m). En raisonnant alors comme au n° 4, on voit que

[ ooy | = ALY |1 [ARY,
que
et que

| oy, l': (l A”' ll)m: I Bii':‘lm'

Or|A}}| estun déterminant gauche d’ordre ¢. Donc g est pair =2q'.

Soit m, pair = 2.

Si ajj, est # o pour k = [ et nul & >/, la transversale caractéristique
(au méme sens qque dans le cas de m; impair) est celle passant par ;.
Ilestclairaussi que / “cqtcompl(-tementdctermmeepara‘., oo Uy
(ce dernier élément peut ici étre 5£ o). Comme précédemment, on voit

que
la l’: ﬂ I U"Dppl,

et que ,
|| = Bl

Les réductions ultérieures dépendent des différents types canoniques
de B}7 dans <.

28. Supposons désormais < d’ordre 2*.

Soit d’abord m;= 2p;—1 (@, = p.), donc ¢ = 2¢9' (27).
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Par une substitution réelle du groupe des sous-séries, on peut réduire
B! & I'un des deux types canoniques contenus dans la forme

Fo=0[(z})* + (2})?] + 37 z}* 2}¥,

0 étant ¢gal a o ou & un élément dé¢finissant (£, 27 ) arbitraire Ade e,

tel que
B+z4+1

soit irréductible dans & (E., 45; j’appellerai premier type celui ot
8 = o, second type celuiou = A, et je dirai qu'une forme quadratique
est de la premiére ou de la seconde classe suivant qu’elle est réduc-
tible au premier ou au second type). A'? et A?', A% et A*?, ..., A"
et A47~' étant donc seules de rang m parmi les AY o1 7 et j sont diffé-
rents ct < g, on pourra, par des additions de transversales 4 multiplica-
teurs réels jointes & des additions symétriques par rapport a la diago-
nale principale, annuler tous les autres AY des c\,; et des -\, sauf,
sif=2%, A'' et A** (en observant qu'on peut supposer la transversale
caractéristique de chaque A formée d’éléments réels et égaux). Par
des additions de méme espéce, on réduira ensuite A*~*¥(iZg')ala
forme bilinéaire type (6) multipli¢e par v{~' =&.

Si = o, la réduction est achevée. Si § = A, par des additions ana-
logues de la transversale principale de A'? aux transversales de A'' (la
transversale de A** qui s'ajoutera en méme temps aux transversales de
A*' ct de A'* pourra étre négligée, puisqu’elle n’introduit que les élé-
ments réels), on annulera ¢;; pour k < u. Alors tous les d,;,ouk et
sonl < u, sont nuls, ct, d’aprés (21) et (23), la matrice des a;; ol
k=1,...,petl=uy,..., mecst, i 'exception de a,, =1, le produit
par £ d’une matrice du second type (6) (en négligeant toujours les
parties réelles des éléments non diagonaux ). A?? se raméne a la méme
forme que A'*.

Soit

ay=232AV  (i,j=1,2), b =3B (i, =1, 2).

Prenons dans 47 le coefficient de ., pour &}, puis celui de &7 pour 7',

m ne 2

et appliquons la méme substitution a a;'. Soient b} * et a}' * les formes

qui se déduisent alors de 4}, @) quand on annule 2!, &%, x!, 2? : la

matrice a; * se déduit de a en supprimant la premiére ligne et la
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premiére colonne de chaque A¥ o1 7, j =1, 2, et
b} =z z}, + ziz), + 0F?

(a3 et by * n'ont plus les formes réduites analogues & celles de a7,
b;'). En répétant 'opération, on raméne &' & la forme

R + i+ 6[(xh)+ (2} )],

R étant une somme de rectangles oil chaque variable autre que x;, ou
, figure une fois et une seule. Cette transformation se faisant quel que
soit 6 et pouvant par suite se faire sur

b= ZB!/ (Lj=3,4), .

.oy

on voit que w,, est de la méme classe que F, (avec mgq variables).

Remarque. — En écrivant .4,y Tagy Yax—yy Yai espectivement
pour

Tl by Thoky Thiky Ther k=1, ...y p—1),

1 2 1aat) " . |
Z, pour xy, y, pour x,, I'action du changement de variables cffectué
sur les x}, x} est de la forme

(24) Xi=waxy;, Yi=yit@i(Yor <o vy Vi 10 Toy .1y Zap—2);

le changement inverse ayant la méme forme. I.’action de « sur ces va-
riables a la forme

Xi; Xi+Xiea (i=o0,...,2p—14)
(25) Yo Yo+ X,
Y, Yo+ @Yo, o Yoy Xoy oo Xapp) (E7=10.0., 2p—2)

X.p-s et X,,—, étant conservés.
En écrivant de méme x; pour ;™' (/21) et y,,, pour x;/*;, I'action

du changement de variables effectué sur les ;' et les 23" a la forme

xt’:mir Yl':yi'*"(Pi(yi-i-h --o:ym) . (i'-:“ ceuy Mt —2),

26
( ) Ym—l =Ym-1 szy'n;

le changemeut inverse ayant la méme forme. L’action de « sur ces va-
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riables a la forme

X; Xi+Xiy (i=2,...,m)
(27) Y, Y4y, ..., Yn) (i=1,...,m—1)]

X, et Y,, étant conservés.

29. Soit m;=12y,;(@, =), et d’abord q = 24'.

On peut alors ramener B,}' 4 la forme @, ou & la forme @, du n° 24
(ot 'on remplace chaque y‘,‘,‘ par z%,).

Si B!™ se raméne & la forme ®,, les d¥’, et, par suite, d'aprés (21)
ct (z.i), les aH, - sont tous nuls. On pourra donc opérer comme dans
le cas de  impair pourannuler tous les A% autres que les A*~'*(i<g’)
qu’on raménera & la forme type (6) multipliée par § = u{~* et pour
vérifier que B,, est, comme B,}" de la premitre classe. La forme du
changement de variables effectué pour canoniser #,, et I'action de « '
sur les nouvelles variables sont données par (26) et (27 ),  pouvant ici
prendre la valeur o.

30. SiB!" se raméne ala forme ®,, d“‘m etay,, ., sontencore nuls
pour ;> 2; mais, pour <2, di, =§ et a,,,,,=1 [d'aprés (21) et
(23)]. On pourra opérer comme précédemment pour annuler d’abord
tous les A%/ autres que A'' et A?? ou I'un des indices Z, j est S2 (en
négligeant la partie réellc des éléments non diagonaux; ainsi la
présence de af,, .., o et le fait que aff = aii n'altérent pas les résul-
tats), puis tous les A% ol i ou j est 23, sauf les A2~ et les A2~ o1
k=1, ..., ¢ qu'on réduira a la forme type (6).

Par une addition de la m*™e transversale de A%(i=1, 2) a la
(m—1)me jointe & I'addition symétrique, on peut ramener ay, &
aj, + t+ £, 1 étant quelconque dans 2. Si donc z* + 5 + af, est ré-
ductible dans , ON pourra ams1 annuler ajy,. Siz'+ 3+ aNL est irré-
ductible, on pourra réduire ay, & une quelconque des 2*~* valeurs ¢
telles que 3* + z + v soit 1rreduct1ble dans  (E., 40, 45). En toute
hypothése, et sans altérer aw, on pourra, par des additions analogues,
annuler successwement @y sy @) " et alors, d'aprés (21) et (23),
tous les d,;,, ou ket sont <e (S < . si am,L = 0), seront nuls.

Si donc 3%+ 3+ ay, et 3+ 3 + ay, sont réductibles dans 2, on
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peut annuler a, et aw, et la matrice des agou k=1, ..., u+r1et
l=p+1,..., m est, & I'exception de a,, ., egal ai,le prodmt part
d’une matrice du second type (6).

Si Dun des trinomes 3*+ s+ aj, (i =1, 2) est irréductible
dans <, on peut toujours faire que ce soit

342+ apl.

Si a;y est # o, on peut 'annuler par une addition de la (m — r)ime
transversale de A" ala(m —1)“m* de A2, puis de la (m — 1)*®* trans-
versale de A'? & la (m — 1)¥m de A?* (chaque opération étant loujours
suivie de I'opération symétrique). Soit donc

ali=A>», aji=o.

A*? ala m¢me forme que dans le cas précédent, ot @, et aj; étaient
nuls. A'! se détermine aisément en utilisant la remarque ﬁnale du n° 3.
Soit, en effet, d’une maniére générale et quel que soit m,

A“ (ahl’" ag+l,p+i )lu

la détermination de A'' quand on fait nuls tous les a;,, sauf @, et
@1y On aura

AN(1, 1),, = A" (0, Nm+ AA"(1, O),

et il est clair que A'!(1, 0),,s’obtient en bordant A** (o, 1),,_, (qui est
la forme réduite trouvée pour la valeur 2 — 1 de m) d’une mi¢™ colonne
et d'une mie® ligne de zéros.

Dans les deux formes de a qu’on vient d’obtenir, il y a, pour chaque
i< g, unseul j<q tel que A¥ soit = o. Donnons & j cette valeur pour
chaque i<¢, puis prenons, si j =i%2,

S bl pour .z,
Em ! “ l pOUl‘ ‘Tfn—h
2 it . ‘ .
zll,::i bU—l,le pour x['-H-h.
1
Ly ou d *xp, (d*=1)) pour Zpyy selon que afy—o ou A,
1- . y )
&' + xhe ou d'z) pour  z{ selon que all,=o ou 7,
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et, si j 1,
,I';—ikb;:jﬂ,le pour E - (k= 0y ...y — ).

W, se trouve ainsi réduit, si a,, = o, 4

' R+ zhz),,
s aé}l.—_ A, a
R+ zloia+d[(zh)+ (2f)],

R désignant une somme de rectangles ot chacune des variables autres
que z,, x,,, figure dans un terme et dans un seul. Or ces deux formes
ne sont pas équivalentes (E., 45). Donc les formes correspondantes
de b ne sont @ fortiori pas transformables 'une dans I'autre par des
substitutions permutables & «, lesquelles permutent exclusivement
entre elles les variables de w,,. Donc aucun changement de variables
conservant la forme de « ne peut iransformer Uune dans Uautre
les deux formes considérées de b. On voit en méme temps que v,
est de la premiére ou de la seconde classe selon que, dans la forme
réduile, a,, est égal a o ou @ \.

Remargue. — Si a,, = o, le changement de variables effectué sur
les x, est, en écrivant x; pour x,(k=1, ..., ) et yz., pour
) o (h=1,..., ), dela forme

{ Ny (E=v, e =), Xp = 2y 4 vy,

28 .
(=5) ) Yi=Vi+ @i Vi oo p) (=1, o0y p—1), Y=y,

ct le changement de variables inverse a la méme forme. L’action de a
sur ces variables a la forme

X, X,
X; Xi+Xia (f=2, ....p—1)

(29) Xp Xpoi+ Yy .
Yo Yi+®(Yon oY Xp) (E=r1...,p—1)
Yo Yu+Xgu

Si ay, = 4, le changement de variables effectué sur les «x;, est, en
ort - S (F — . ' —
écrivantw, pourxy(k=1,..., . — 1), Yk pourz,, ;. (k=1,..., p—1),
Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. I, 1gog. 8
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Z, pour x,, ¥, pour x,,,, de la forme

=

1
‘ Ximae, (I=1, .., p—1), Xo=d* r,,
(30) )Yi—-yi+?i(yi+l7---a,yp.—-uym Z,) (i=1,.., p—2)
_1
4 Yo 1= pp-1+9p-1(>0s To) Yo=d %y,

ct le changement dc variables inverses a la méme force, ¢/ y étant rem-
placé par d-'. L’action de « sur ces variables a la forme

Xy X
X; X,—i—X,-_, (i=2, ...,[.L—l)

1
3 | X X+ diXy, :
Y; Yi+® (Yiryy oo 0y Yp-—h Y,, X,, xp.—l) (t=1y ..., p—12)
Yp.—i Yp.—1+ (Dp.—n(Yoq Xo, xp.-—l)
Yo Y°+d—lXo

3. Soit m;=2p; (p, =) avec g =2q'+1.

Alors B} se raméne 4 la forme @, et I'on peut annuler tous les AY,
sauf A'' et les A2+t A¥+120([ —1 ..., q'), A" se ramenant i I'une
des deux formes précédentes et les A2+, A2+1-2 4 [y forme bilinéaire
type (6).

Sur la distinction et la classe des formes réduites, comme sur les va-
riables & introduire pour ramener b au Lype normal correspondant, et
sur la forme de « avec ces nouvelles variables, il n’y a qu’a répéter ce
qui a été dit au numéro précédent.

32. Lenombre N(Q,, my; Q,, my,; ...)des éléments de a (ou de b)

. . . . [ 'ye 1
(ui restent arbitraires, une fois choisis les éléments de Bp';'“? (de ma-
Qo 1+1.Qp—a+1
. Bogha,
m ’ . 1
aux By équivalentes & des types normaux de la forme @, et @, est
fourni, d’aprés ce qui précéde, par

nicre que | B%] soit # o) et les éléments @ qui répondent

N(Qy, mg 5 Qs my,; .00) = N+ N(Qy, my,; ...),

N=4(w) + L2220 (1) + g(n—gm),
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Y (@) étant égal & ¢ (i — 1) si m est impair, & g si m est pair et B,
équivalente & ®,, 4 g — 1 si m est pair et B)} équivalente 4 ®, ou

D,.

Le nombre 96(Q,, my,; Q,, m,,; ...) des formes b est donc donné
par

f-L2d

I (Qy, my,; Qs mg,; .. .) :Mmq"N‘wat’(Qz: me, ...)

M,,, étant I'indice dans L(g, =) du groupe de Fj si m est impair, du
groupe de @, si m est pairet B! ¢quivalente & @,, du groupe de @, ou
de ®, si m est pair et B}}" équivalente & ®, ou & ®, respectivement,
enfin @ étant égal & 1 si m est impair, ou si m est pair et B}}' équivalent
A . ﬂ

ad,,a: dans tous les autres cas.

De l'analyse précédente résulte, comme aun°® 24, que le nombre des
types réduils distinets est 2*3%, ¢ dtant le nombre des sous-séries
pour lesquelles m; et ¢, sont pairs, ¢ le nombre des autres.

33. Le probléme inverse de celui considéré jusqu'ici est celui qui
cousiste, étant donnés la forme bilinéaire a et le champ 2, & trouver
tous les couples de substitutions «, 8 telles que

Baax —a.

Sur ce probléme, qui a donné lieu & de nombreux travaux, je me bor-
nerai 4 deux observations. _
Supposons que, 2 étant le champ des nombres complexes ordinaires,
a soit une forme bilinéaire & variables conjuguées définie, et soit ol le
groupe des a telles que aaa = a. L’ensemble w» =3 des substitu-
tions de <\ dont les coefficients sont des entiers algébriques du
champ & =R (&) résultant de Uadjonction au champ R des nombres
rationnels d’une racine & d’une équation du second degré a coef fi-
cients dans R et a racines imaginaires est un groupe fini (*). En
effet, le produit de deux entiers de & est un entier de &. De plus,
comme | BB| =1, || divise 1 et par suite tout entier de &. Donc les
coefficients de (3~' sont entiers et v est un groupe (£., 8). D’ailleurs

(*) G'est I'extension d’une observation déja faite par M, Picard [4. M., L. ],
p. 300 (1882)].
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les multiplicateurs de «, ayant pour module 1 (10), sont ici des racines
algébriques de 1 (*). Donc w est fini (*).

Le théoréme analogue relatif au cas ol @ est une forme quadratique
définie, © étant le champ des nombres réels, se démontrerait de méme.
Mais il se réduit & ceci que 'ensemble des substitutions linéaires & coef-
ficients entiers (ordinaires) qui conservent la forme | 2} est un groupe
d’ordre n!2" formé de toutes les permutations des x; accompagnées de
la multiplication de chacun d’eux indépendamment les uns des autres
par = 1. Or on le voit de suite directement.

34. Soit ¢ d’'ordre p*== (p premier), a =} + Z|x,y;, J ayant,
si p> 2, 'une des formes o, cx* (cétant quelconque dans € ), x*— /i y?
(irréductible dans 2), et, si p= 2, I'unc des formes o, zy + A(«* + y?)
(irréductible dans 2). Je désignerai par n lc nombre des variables
de a.

Le groupe \.(n, ©) =<\ de a dans & dérive (*):

1° Des substitutions

x; yi x; xi+ Ax) .
=¢, s | T Vi (iZ£ k),
Yi i Ye Ye—AYi
X )\x,- B
! L I:m,-; (G hk=1,...,v);
Yi IS Y

2° Des substitutions Vo, Vi (3 k=1. ..., v) égales respective-
ment, siy = o0, & 1,1}
si{=ca?d

x x + Ay
y Iy

Vi Yr—o2ckr —chtay
siy=a'—hy* a

x x 4+ Ay

]

.

Yi Yr— 20z — Az,

x; xi—2hdhy + hity, '
Y y—Ayi

(1) Voir Lewy, N. A. H., t. LXXI, 1898, p. 391; KroxEckEr, Cr., t. LILI,
1857, p. 173.

(%) Voir Burnsiog, P. L. M. 8., 2¢ série, t. III, 1go5, p. 438.

(3) Les générateurs indiqués ici ne sont pas tout a fait ceux employés par
M. Jordan et M. Dickson; mais la démonstration du théoréme sous la forme
adoptée ici se fait d’une maniére toute semblable.
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siy=xy+ h(z*+ y?), 4

xr -T+)\:L'k
Y& Yi—Ay—ahdiz —hNz; |

' z; xi+he+2hhy—hNy; |
y y—Myi ’
3° Des générateurs du groupe ¥ de ¢ dans . Si{ = o, je supposerai

que ¥ =1. Si y =cz?, ¥ est engendré par |z, — x| d’'ordre 2. Si
{ = 22— hy?, W dérive des substitutions de la forme

x )\.z'-i—ltp.yl
Y px+dAy

(A, w étant une solution quelconque de A* — A u*=1) qui forment un
groupe cyclique ¥ d’ordre & + 1, et de

to=

xr =z ‘
y =y
Si

Y=y 4+ h(z?+ y?) (alors p=12),

Y dérive des substitutions

z Az —py
Y pz+(A+pht)y l

[A, @ étant une solution quelconque de
A+ h(R2+ p2) = 4]

qui forment un groupe cyclique ¥ d'ordre = + 1, et de

En posant encore ¥"=1 pour § =0 et { = ca?, on voit que ¥ est,
pour p > 2, le diviseur de W' formé de ses substitutions de détermi-
nant 1.

Soit de méme, pour p > 2, \'(n, &) = A’ le diviseur de -\ formé de
ses substitutions de déterminant 1. On a

do =N + LA,

¢ étant l'une des substitutions ¢, (4,1 pour ¢ =o et ¢ = cx?),

[N
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Liy -y Uy. On peut donc définir A/ comme le plus petit commun mul-
tiple P de W el des

tityy Vip
Uin==tVint;, Win==V 2l mu (L7 =0, .., v;iZ [ k=1, ..., ¥);

car P est évidemment permutable & ¢, en sorte que L. =P + (P.

St p = 2, cette seconde définition de A’ a un sens. A est dlors
encore d’indice 2 dans -\.. Pour n = 2, cela a déja ¢té indiqué tout
a I’heure. Soit donc 2> 2. Toute substitution a« de -, prise sous la
forme

(32) a=|ai, yi; 2n(ainxr+ aypye), J(PBaze+ Buye)l  (Lh=o0,..,v)
vérifie I'égalité
(33) ]qzzika"‘ﬁ'm-}‘h’(ago_*_ a;)20+550+ﬁ:>21’):% (b k=0, ....v);

car la substitution unité vérifie (33), et, y ¢tant un générateur de 1/,
ve vérifie ou ne vérifie pas (33) en méme temps que x, comme le
montre un calcul direct (d’apreés les relations connues qui lient les coef-
ficients de a). Donc ¢, ne vérifiant pas (33), est hors de " et
b = '+ 11", Comme /& ne vérifie pas (33) si « la vérifie, on voit de
plus que A’ est formé des substitutions de A qui vérifient (33) (*).

38. Pour p = 2 les substitutions de <1 sont dites paires, les autres
tmpaires. Tout changement de variables & coefficients dans ¢ qui
conserve a conserve a priori <\ et A’ (la matrice du changement de
variables est celle d'une substitution de 1.), donc aussi la parité de
chaque substitution « de . et celle de 1,.

La forme canonique d’une substitution o. de -\ a un nombre pair
ou impair de suites selon que o est paire ou impaire. — Si & n’a que
des multiplicateurs égaux & 1, on le vérifie directement & 'aide des
remarques des n® 28 et 30. Dans le cas contraire, soient a’ la partic
de a (mise sous forme canonique) répondant aux multiplicateurs £ 1,
et a’la partie correspondante de a. Prenons «’ pour « et @’ pour @. « a
un nombre pair de suites, et l'on peut introduire des variables réelles

(*) Voir Dicgson, Linear Groups, p. 206-208.
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(c’est-i-dire des fonctions réelles des variables primitives x; 4 coeffi-
cients dans ) &, »; telles que @ ait la forme 5%, (22). D'aprés (33)
(appliquéc & la substitution primitivement donnée), lout revient a
montrer qu’avec ces variables o est paire. Or on peut introduire
d’abord, comme au n°® 28, des variables (en général non réelles) X,,
Y; ramenant a 4 la forme 2X;Y ;= @, et « & une forme «, vérifiant (33).
Le groupe de @, dans 2 est -1. Soient ., et -1, les groupes analogues
a ., \' dans le champ 2, résultant de I'adjonction 4 & des multiplica-
teurs de . -\ est évidemment le plus grand commun diviseur de -,
oy @, est dans o4, et I'introduction des variables £;, v;, qui conserve
4 a, sa forine, revient a transformer «, en une substitution de <&’
(, vérifie la condition de réalité).



