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SUR L'APPROXIMATION DES FONCTIONS DE GRANDS NOMBRES. 2O3 

.Sur l'approximation des fonctions de grands nombres; 

PAR M. MAURICE HAM Y. 

Je me suis attaché, dans le présent travail, à généraliser la méthode 
de M. Darboux (') concernant la recherche des expressions asymplo-
ticpies des fonctions d'un nombre η très élevé, c'est-à-dire des 
expressions dont le rapport à ces fonctions tend vers l'unité, lorsque η 
croit indéfiniment, et qui donnent leurs valeurs numériques, avec de 
faibles erreurs relatives, pour η assez grand. J'ai été conduit à m'occupe!· 
de ce sujet à l'occasion de mes travaux sur le développement approché 
de la fonction perturbatrice, qui nécessitaient l'étude préalable de 
diverses questions demeurées en dehors du Mémoire de M. Darboux. 

Parlant d'un théorème d'Ossiun llonnet, sur les séries trigonomé-
triques, M. Darboux a montré que la détermination des expressions 
asymplotiques des termes éloignés du développement d'une fonc-
tion Φ( -), par la série de Mac Lauriu, est intimement liée à la connais-
sance des points singuliers de Φ (3) situés sur le cercle de convergence. 
Il a établi la marche à suivre pour obtenir ces expressions, lorsque le 
développement de Φ (3) est algébrique dans le voisinage des points 
singuliers dont il s'agit. 

M. Flamme (2) a étendu la méthode de M. Darboux aux coefficients 

(1 ) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1878 : DARBOUX, Mémoire 
sur l'approximation des fonctions de très grands nombres. 

(S) FLAMME, Thèse de doctorat, Paris, Gauthier-Villars, 1887. 

Journ. de,Math. (6* série), tome IV.— Fasc. III, 1908. 20 
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de la série de Laurent et plus généralement aux intégrales de la forme 

I =/♦(») r£p 

dans laquelle η désigne un entier positif très grand (K ), lorsque la 
fonction Φ (s) possède un ou plusieurs points singuliers séparés de 
l'origine par le contour d'intégration, les extrémités de ce contour 
étant, en outre, plus éloignées de l'origine des coordonnées que l'un 
au moins de ces points singuliers. 

Prenant un point de départ différent du théorème d'Ossiau llonnef, 
dans mes recherches, je me suis d'ahord occupé de déterminer 
l'expression asymptotique de l'intégrale I : i° en m'aliranchissant de 
la restriction que η est entier; 2° en examinant toutes les positions que 
le contour peut présenter par rapport à l'origine des coordonnées. 
J'envisage notamment l'hypothèse où l'une des extrémités du contour 
d'intégration est plus rapprochée de l'origine que ses antres parties. 
J'obtiens, du reste, Γ expression asymptotique de l'intégrale 1, non 
seulement lorsque le développement de Ψ(-) est algébrique dans le 
voisinage du point du plan dont la considération est nécessaire, pour 
revaluation approchée de celle intégrale, mais encore lorsque ce déve-
loppement contient des termes de la lorine ( ; — a)% logv(r — a ), 
q étant un entier positif. 

J'aborde ensuite un autre problème plus général, relatif à la déter-
mination de l'expression asymptotique de l'intégrale 

J h, 

η étant un grand nombre quelconque. 
On sail que Laplace a résolu ce problème (2), par une méthode 

d'ailleurs sujette à critiques, dans le cas où la variable 3 est réelle, 
en admettant que le chain ρ d'intégration renferme une racine ^ = c 

(') Le cas où η est négatif se ramène à celui dont il est question en changeant 
ι 

ζ en - · 

(2) Calcul des probabilités. 
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de ο' (z) correspondant à un maximum absolu de z(z) dans ce champ 
et ne coïncidant pas avec une des limites de l'intégrale. Il a, en outre, 
suppose ψ(ζ) holomorphe dans le voisinage de ζ = c. 

M. Darboux a confirmé le résultat de Laplace et l'a étendu aux inté-
grales dont l'élément différentiel dépend d'une variable complexe, 
lorsqu'à la racine ζ = c de ?'(s) correspond un maximum de 1φ (ζ) \ 
absolu le long du contour d'intégration. 

Le problème ainsi posé rentre dans une question plus générale que 
j'ai étudiée dans mon Mémoire et dont l'examen comprend deux cas 
tout à fait distincts. 

Admettons d'abord que la plus grande valeur de | φ (ζ) le long du 
chemin d'intégration, corresponde à l'une des extrémités ζ = c de ce 
contour, après l'avoir convenablement déformé, s'il est nécessaire. 

Dans ces conditions, on peut toujours obtenir la valeur asympto tique 
de l'intégrale J, si les développements de f(z) et de 0 (z), dans le voi-
sinage de ζ = c, peuvent se mettre sous la forme 

f{z) = 13, (z — c)P> log*>(z — c) -h B
2
(Z — c/*logt*(z — c)-K.., 

o(z) = z,(c)-hA
l
(z- c)*·-hA

3
(z- c)*«-+..., 

les α désignant des nombres positifs, les q des entiers positifs ou nuls 
et les β des quantités supérieures à — 1. 

Si 19('-)| ne prend pas sa plus grande valeur à une extrémité du 
contour d'intégration, imaginons qu'on puisse remplacer le contour G, 
le long duquel est prise l'intégrale J, par un autre chemin G,, passant 
par un point d'affixe z = c, jouissant des propriétés suivantes : i° si 
le chemin C, n'est pas équivalent au contour G, il le devient en le 
déformant infiniment peu dans le voisinage du point z = c; 20 la plus 
grande valeur de | φ (^r) | le long du chemin C, es110 (c) |. Il arrive alors, 
sauf quelques exceptions, que la considération du point z~c conduit 
à la détermination de l'expression asymptotique de J. On suppose que 
le développement de /(-) et de γ(ζ), dans le voisinage du point c, 
rentre dans la même forme que précédemment, les β n'étant plus assu-
jettis à être supérieurs à — 1. 

Les exceptions comprennent le cas où/(z) et 9 (z) sont holomorphes 
dans le voisinage du point z = c, sans que o' (c) soit nul. 
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J'ai dit que le cas où | 9 (ζ) | prend sa plus grande valeura une extré-
mité du contour d'intégration est a distinguer de celui où ce module 
prend sa plus grande valeur le long de ce contour. Par exemple, en 
faisant l'hypothèse que le point τ — c ne coïncide pas avec une ex trémité 
du contour d'intégration, M. Darboux a obtenu la valeur asyinptolique 
de J en supposant 9(2) et f(z) holomorplies dans le voisinage du 
point ζ = c, 19 (s) | maximum absolu pour ζ = c, le long de ce contour, 
et 9'(c)= ο. Il a trouvé, dans ces conditions, que le développement de 
l'expression asymptolique de J, suivant les puissances descendantes 
de Λ, procède suivant une suite de termes tels que le rapport de l'un 

d'eux au précédent conlienl en facteur -· Or, j'établis dans mon tra-

vail que ce rapport contient eu facteur ~ lorsque le point c coïncide 

avec une des limites de l'intégrale (1 ). 
Dans le but de ne pas allonger outre mesure le présent Mémoire, 

je me suis contenté d'établir des formules générales sans les appliquer 
à des exemples particuliers. Les commentaires dont elles sont accom-
pagnées comblent, je pense, suffisamment celte lacune pour· qu'il ne 
puisse en résulter aucune difficulté dans leur emploi (2). 

J'ai également laissé complètement de coté l'élude des intégrales 
doubles dont l'élément différentiel contient des facteurs élevés à de 
hautes puissances. On consultera avec fruit les recherches de i\I. Poin-
caré sur ce sujet (3), 

(l) Les résultais contenus dans le préseul Mémoire ont déjà été énoncés par-
tiellement dans quelques-unes de mes publications antérieures : Sur ('appro.ri-
ma lion des fonctions de grands nombres (Comptes rendus, 1 S<)>,, Γ1 semestre, 
et 1897, 2E semestre), Sur le développement approché de la fonction pertur-
batrice dans le cas des inégalités d'ordre élevé ( Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, i8<>4> p. 3q,3 à l\o~)). 

('-) Voir au sujet de l'application de la méthode de M. Darhoux. : DARROIN, 

loc. cit.; FLAMME, loc. cit.; POINCARÎ:, Les méthodes nouvelles de la Mécanique 
céleste, t. I, p. 282; IIAMY, Jiullelin astronomique, 1893, et Journal de Mathé-
matiques pures et appliquées, 1894 et 1896; HAIIAMARD, Sur les fonctions 
données par leur développement de Taylor (Annales de l'Ecole Normale 
supérieure, 1893); COC.LLESCO, Thèse de doctorat, Paris, Gauthier-Villars, 1895; 

FTIRAUD. Thèse de doctorat, Paris, Gauthier-Villars, 1897. 

(3) Loc. cit., p. 280. 
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Ee présent Mémoire est divisé de la façon suivante : 

s '· 

1. Définitions d'un contour de première, de deuxième et de troi-
sième espèce par rapport à un point. — 2. Propriétés des intégrales de 

la forme /' dz >. . 

Théorème I. 

s "· 

5. Lemmes préliminaires relatifs à l'élude des intégrales de la 

forme f O(z) dz prises le long d'un contour de troisième espèce. 

i. Propriétés de ces intégrales. Théorème II. — 5. Evaluation appro-
chée de ces intégrales pour η très grand. 

8 III. 

0. Eeinmes préliminaires relatifs à l'élude des intégrales de la 

forme Φ(3) dz, prises le long d'un contour de première espèce. — 

7. Propriétés de ces intégrales. Théorème III. — 8. Evaluation appro-
chée de ces intégrales pour 11 très grand. — f). Généralisation de la 
règle. — 10. Cas particulier lorsque /1 est entier. Evaluation de termes 
éloignés du développement d'une fonction par la série de Mac Laurin. 
Méthode de M. Darboux. 

δ IV. 

11. Variations du module d'une fonction autour d'un point. — 

12. Evaluation approchée de l'intégrale I = Jf(u)^n(u)du, pour η 
très grand, lorsque, u — c désignant l'affixe de l'une des extrémités du 
contour d'intégration, on a |φ(υ)| > |9(<G| pour tous les points de ce 
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contour : i° cas où / et φ sont holomorphes dans le voisinage de 
u = c en môme temps que ο'(c) = ο; 2° cas où le point u = c est un 
point singulier algébrique de / et ο ; 3° cas particulier. — 15. Κ valua-
tion approchée de I, pour η très grand, lorsque | φ (m)| prend sa plus 
grande valeur en un point u = c du contour d'intégration, ne coïn-
cidant pas avec l'une des extrémités de ce contour. Examen de dilîé-
rents cas. 

s v. 
14. Généralisation du théorème II concernant les intégrales de la 

Φ(5) prises le long d'un contour de troisième espèce, et 

conséquences relatives à leur évaluation approchée pour n très grand. — 
15. Généralisation du théorème 111 concernant les mêmes intégrales 
prises le long d'un contour de première espèce, et conséquences re-
latives à leur évaluation approchée pour η très grand. 

S VI. 

16. Généralisation des résultats obtenus, en ce qui concerne l'éva-

luation approchée de l'intégrale j f(u ) φ" ( u) du, lorsque | 9 ( ιι )| prend 

sa plus grande valeur, le long du contour d'intégration, en un 
point coïncidant avec l'une de ses extrémités. — 17. Même question 
lorsque 19 (m)I prend sa plus grande valeur, le long du contour d'inté-
gration, en un point qui ne coïncide pas avec l'une des extrémités. 
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§ I 

Des intégrales de la forme j Φ ( S ) prises le long d'un contour 
de deuxième espèce. 

1. DÉFINITIONS. — Ktant donnés, dans le plan représentatif d'une 
variable complexe, un point dont l'aflixe est a et un contour BCD 

(fig* ι), admettons que les circonstances suivantes se présentent 
simultanément : 

1" Les extrémités 13, D du contour sont plus éloignées de l'origine 

Kig. 1. Fig. 3. 

que Ιο point a\ 2° le contour BCD est rencontré par la droite Ο a en 
1111 point unique, compris sur le segment Ο a, ou satisfait à cette 
condition après des déformations convenables. 

Nous dirons alors, pour abréger le langage, que le contour BCD est 
de première espèce par rapport au point a. 

Nous désignerons par contour de deuxième espèce par rapport à 
1111 point a un contour dont toutes les parties sont plus éloignées de 
l'origine que ce point a. 

Considérons enfin un contour ab limité à un point a (fig. 2). Admet-
tons <pic toutes les parties de ce contour soient plus éloignées de 
l'origine que l'extrémité a. Nous dirons que ce contour est de troisième 
espère par rapport au pointa. 

Nous ne considérerons, dans la suite de ce travel, que des contours 
décomposables en un nombre lini d'arcs convexes et d'arcs concaves, 
par rapport à l'origine, et 11e tournant pas indéfiniment dans une 
région du plan. 

Si une fonction Φ (τ) est finie le long d'un pareil contour C, sauf 
dans le voisinage d'un certain nombre de points ζ — ci9

 ζ = e2, ..., 
et qu'il existe des nombres γΜ γ2, ..., inférieurs à 1, tels que les pro-
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duits(s — ε,)τ>φ(5),(5 — ο3)γ«Φ(>3), ... ne dépassent pas un nombre 
fixe lorsque ζ tend respectivement vers cn c2 ..nous dirons encore, 
pour abréger le langage, que Φ (s) est quasi finie le long de ce 
contour. Nous adopterons la même qualification pour Φ(-), si le 
contour s'élendant à l'infini et si Φ(-) devenant infini le long de ce 

contour, pour z — oo, le module du quotient ^-7— ne dépasse pas un 

nombre fixe pour les points à l'infini le long du contour, ρ désignant 
un nombre fixe. 

2. THÉORÈME 1. — q désignant un nombre Jixe quelconque et 
η V intégrale 

(0 η =/*(;& 

pr ise le long d'un contour de deuxième espèce par rapport à un point 
d'affixe a, ou Ψ ( " ) désigne une fonction finie ou cpiasi finie le long 
de ce contour, le produit nqa"(] tend vers zéro lorsque η augmente 
indéfiniment par des valeurs positives. 

Premier cas. — L'intégrale (1) est prise le long d'un contour qui 
n'a pas de points à l'infini et le long duquel la fonction Φ(ζ) est 
finie. On a identiquement 

n9a'tT
i
= J ·;Φ(~) /*'' ̂  j dz. 

Appelons M le module maximum de nq (^j le long du contour C. 

Comme " < 1 par définition, M tend vers zéro lorsque // croîL indé-

finiment. Or, on peut poser le long du conlour C, cn appelant λ un 
facteur imaginaire de module au plus égal à l'unité, 

(2) '
 =

 Μλ; 

il en résulte 
nq an yj == τΦ(-) dz. 

L'intégrale figurant dans le second membre de cette égalité est finie ; 
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ce second membre tend donc vers zéro avec M, lorsque η croît indé-
finiment. c. Q. F. D. 

Deuxième cas. — Le contour d'intégration n'a pas de points à 
l'infini, la fonction*!» (s)devient infinie en un point ζ = c de ce contour, 
maison peut trouver un nombre γ< ι tel que le produit (z — c.y Φ (z) 
soit fini ou nul pour z = c. On a identiquement 

2pann=f(z-c)Yo(s)(a)dz 

En appelant M le module maximum de nq (^j le long du contour, 
on peut écrire comme plus haut (2) 

2pann=Mf(z-c)Yo(s)(a)dz 

Le module de l'intégrale qui figure dans le second membre est 
inférieur à 

JI - ο-<ογ' 

et comme, par hypothèse, la première partie de l'élément différentiel 
est finie le long du contour, cette nouvelle intégrale est finie en même 
temps que l'intégrale 

f(dz) 

qui est finie puisque γ < ι. 
Le produit nqcùlt\ tend donc vers zéro avec M, lorsque η croît indé-

finiment. c. Q. F. D. 

Troisième cas. — Le contour d'intégration s'étend à l'infini, et l'on 
peut trouver un nombre positif ρ tel que ^Φ(ζ) ne dépasse pas un 
nombre fixe le long du contour. On a identiquement 

W,attYi = a/H-tJ'^y-^n (^j1 P dz. 

Journ. de Math. (6* série), tome IV. — Fasc. 111, 1908. 2φ 
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Appelons M le module maximum de l°nS du contour, 

module qui tend vers zéro lorsque η augmente indéfiniment puisque 
ρ est fixe ; on peut écrire comme plus haut 

np(a)n-p-= MX, 

λ étant de module au plus égal à l'unité. Il en résulte 

nqanη = ap+* M f λ Jç ~ -

Le module de l'intégrale qui figure dans le second membre est infé-
rieur à 

f(Ao(z)]]dz 

et comme, par hypothèse, la première partie de l'élément différentiel 
est finie le long du contour, cette nouvelle intégrale est finie comme 
l'intégrale 

m\ 
Le produit Λ* α" η tend donc encore vers zéro avec M, lorsque η 

croît indéfiniment. c. Q. F. D. 

Le cas général où le contour passe par plusieurs infinis de Φ(^) et 
s'étend à l'infini se ramène aux trois cas qui viennent d'être examinés 
en fractionnant le contour. 

§ II. 

Des intégrales de la forme fΦ(^) prises le long d'un contour 
de troisième espèce. 

V {n h} 5. LEMME 1. — Le rapport ^ ^ » où Γ représente la fonction 
eulërienne de deuxième espèce, h un nombre fini quelconque et η un 
nombre positif très grand, est de l'ordre de · 
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Cette proposition résulte de ce que le produit 

(3) W un η Γ(Μ + Ι) 

tend vers une limite finie et déterminée lorsque η augmente indéfini-
ment. On peut l'établir en prenant pour point de départ l'expression 
approchée de Stirling; en voici une démonstration directe (') : 

Appelons ν l'entier contenu dans η et posons 

FL V A , 

u =(ν-Ηλν+ΛΓ(ν + λ~Λ). 

Si l'on donne à ν une valeur entière finie ρ supérieure à Λ, est une 
quantité finie et non nulle. Cela étant, on a, d'après une propriété fon-
damentale de la fonction Γ, 

uy=(1-1)-14(I-h+1) 

llemplaçant dans cette identité ν successivement par ρ, ρ -1-1, ... v, 
et ajoutant membre à membre après avoir pris les logarithmes népé-
riens, il vient 

Logu„ = Logu„ + 2 [L°s(1 ~ STl) _ (li + ')L<>g(i ~ iTl)]· 77-,. 

Lorsque v augmente indéfiniment, la somme écrite au second 
membre devient une série absolument convergente, car le terme 

général multiplié par GJ2 a une limite finie — 
LogMp étant fini, Logw

v
 tend vers une limite finie et M

v
, ou le se-

cond membre de la formule (3), vers une limite finie et différente de 
zéro. c. Q. F. D. 

(*) Je n'insiste sur cette proposition connue qu'à cause de son extrême im-
portance pour ce qui va suivre. A.u sujet de cette proposition, voir BAILLAUD, 

Cours d'Astronomie à l'usage des étudiants de la Faculté des Sciences, t. I, 
p. 5 et 6). — Voir aussi DE SAINT-GEKMAIN, Bulletin des Sciences mathéma-
tiques, 1890, Partie, p. 212. 
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LEMME 11. — Considérons une droite indéfinie ab parlant d*un 
point a et située sur le prolongement de Ο a. Vintégrale 

(4) I=f(z-1)h dz 

prise le long du chemin ab, dans laquelle h est un nombre supè-

Kig. 3. 

rieur à —i et nun nombre entier ou fractionnaire supérieur à //, 
a pour valeur 

(t\ τ ' Γ(Λ 4- ι)Γ(/ί — h) 

On suppose d'ailleurs que la détermination du binôme ^-1)h 

qui figure sous le signe j"est celle qui est réelle et positive le long de ab. 

En effet, le long de ab, ^ est réel et compris entre ι et ao; on peut 

poser, en appelant t une variable réelle comprise entre ι el o, 

z-1 

e-HM"· 

(1-I)h étant réel et positif. Cela étant, l'intégrale proposée devient, 

en prenant l comme variable, 

I=
£jf(·- o4

tn-h1 dt. 

Or, l'intégrale qui figure dans le second membre est une intégrale 
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eulérienne de première espèce, qui a pour valeur 

f(1-t)htn-h-1 dt=r(h+1)R(n-h) 

Notre proposition est donc démontrée. 

Prenons sur ab (fig. 3) un point d à une distance de a finie d'ailleurs 
aussi petite qu'on veut. 

Le chemin db prolongé à l'infini étant de seconde espèce par rap-
port au point a, on peut écrire, en vertu du théorème I, 

ou 
(ad) = (ab) +· η 

(ad\ - — r(/'+')r(» — Λ> + r 

le produit nqani\ tendant vers zéro lorsque η augmente indéfiniment, 
quel que soit le nombre fixe q. 

De là il résulte que le produit ann^h(ad) a même limite que le 
produit anni,¥,t(ab) qui, d'après le iemme I, tend vers une limite finie 
et différente de zéro lorsque n augmente indéfiniment. 

Remarque. — Appelons ω l'argument de a, R son module, l la 
longueur ad. On peut poser, le long de ad, 

ζ = (Κ + χ)Είω, 

χ étant une variable réelle comprise entre ο et l. L'argument de ^ - — ι jh 

le long de ad étant nul, l'intégrale (ad) devient, en prenant χ pour 
variable d'intégration, 

(ad) — (R + ipt+i^· 
On en tire 

ann1-h(ad)=RnN+/' («γn+1dx. 
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Le premier membre tendant vers une limite lorsque η augmente 
indéfiniment, il en est de même du produit 

f (rY R
"'

i,+4
i (ÏÏÎT)^· 

L'intégrale qui y figure est donc, pour η très grand, de l'ordre 
de ÏV»1 n1+h. 

C'est là un point essentiel. 

LEMME III. — L'intégral·' 

1= y>(r)rf-, 

prise le long d'un chemin AA', peut s'écrire 

I = XarcAA'/(l*), 

λ étant un fadeur de module inférieur à i, arc A A' la longueur du 
chemin d'intégration et ξ Vaffixe d'un point de ce contour. 

De cette proposition bien connue, due à M. Darboux, il résulte 
que l'intégrale 

Ι=/φ(=θ£τ' 

prise le long d'un arc de cercle A13C décrit d'un point a comme 

Ma-1· 

centre avec un rayon infiniment petit, est infiniment petite, si l'on 
peut trouver un nombre k inférieur à ι, tel que le module du pro-
duit ̂  Φ(-) ne dépasse pas un nombre fixe lorsque ζ est infini-
ment voisin de a. 
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lin (*(let, posons 
(£ - ,j φ(ζ) = φ

ι
(ζ). 

On peut écrire 
1 =/*·(')(5-')" 5^ 

OU 

I = X(arcABC)«I>,(?)-i-pr— 

En appelant r le rayon de la circonférence et R le module de a, on a 

|Xarc(ABC)|<21er, pj < Rkr-k 

On peut donc écrire 

ΐΊ<-·**(Κ
Β^1.|Φ.(ξ)Ι; 

ι — k étant positif, on peut toujours prendre r assez petit pour que, 
quelle que soit la valeur donnée à Λ, 111 soit inférieur à toute quantité 
donnée. 111 tend donc vers zéro lorsque r tend vers zéro. c. Q. F. D. 

LEMME IV. — Appelons h une quantité plus grande que — Ι, 
η un nombre supérieur à h, et considérons l'intégrale 

I=f(z-I)h dz 

prise le long d'un chemin ah {fig. 5) de troisième espèce par rap-
port au point a, dont l'extrémité b est à l'infini. Admettons que la 
détermination de ̂  figurant sous le signe Jsoit celle qui est 
réelle et positive le long du prolongement, au delà de a, du seg-
ment de droite joignant l'origine au point a. 

Dans ces conditions, si l'intégration part du point a, on a 

(6) /g\ ι _ ι Γ(Λ -hi)T(/t — h) 
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En effet, menons suivant le prolongement de Ο α une droite indé-
finie ab{ et décrivons : i° de l'origine comme centre, un arc de cercle bb{ 

de rayon infini; 20du pointa comme centre, avec un rayon infiniment 
petit, l'arc de cercle cct. 

On peut écrire 

(/) (cb) = (cc
t
) ■+■ (c

t
b
t
) + (b^), 

en convenant, suivant l'usage, de représenter l'intégrale proposée prise 

Fig. 5. 

le long d'un certain chemin par ce chemin écrit entre parenthèses. 
D'après le lemme III, l'intégrale (et·,) est infiniment petite. 

Ainsi, en faisant tendre vers zéro le rayon de l'arc ce,, l'équation (7 ) 
devient 

(8) (ab)=(ab)+(b,b) 

L'intégrale (bb
{
) est nulle, car en appelant, comme ci-dessus, λ un 

facteur convenable, de module inférieur à 1, et ξ l'affixe d'un point 
particulier du chemin d'intégration, on a 

(bt b) = .Aarc/y/>l —-· 

Or, en appelant ρ le rayon avec lequel a été décrit l'arc bb
K
, on a 

arc bb
K
 < 2πρ, 

\a / 1 1 h 1 
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On peut donc écrire 

(b,b)<2M[1-1h1 

Lorsque ρ augmente indéfiniment, x- tend vers zéro; le fac-

teur 1- 1— h reste fini et le facteur 1 tend vers zéro. L'inté-

grale (b
i
 b) tend donc vers zéro et l'égalité (8) se réduit à 

(9) (ab) = (ab
i
). 

L'argument de (z — 1 )h le long de ab1 étant nul, l'égalité (9) 

donne, d'après le lemme II, 

<ai) = 7? —Γ(»-Η.) · °· «■ *· °· 

COROLLAIRE. — Si Vextrémité b du contour est à une distance de a 
finie. on peut écrire 

(,0> —Γ<» + ο μγ!' 

le produit id a'1 y] tendant vers zéro lorsque η augmente indéfini-
ment. quel que soit le nombre fixe q. 

C'est ce qui résulte du théorème I. On passe effectivement du cas 
actuel au cas où b est à l'infini, en ajoutant au chemin d'intégration 
donné un contour de seconde espèce par rapport au point a. 

LEMME V. — Soient f(x) une fonction imaginaire d'une variable 
réelle χ, et F(x) une fonction réelle de χ qui ne change pas de 
signe lorsque χ reste compris entre α el$\ on a 

(ii) J Il(x)f(x)dx = \f{\)J F(a?)da?, 

λ étant un facteur de module inférieur à 1, et ξ une valeur de χ 
comprise entre α et 3. 

Journ. de Math. (6· série), tome IV. — Fasc. III, 1908. - 3θ 
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Cette proposition, découverte par M. Darboux ('), est entièrement 
générale et s'applique du moment où les intégrales 

f F(x)f(x)dx et Γ F(x)dx 

sont finies. 

LEMME VI. — Considérons Vintégrale 

(12) I=f(z-I)h(z)dz 

prise le long d'un chemin ab {fig- 6) de troisième espèce par rap-
port au point a, h étant un nombre supérieur à — r et ψ (s) une 
fonction finie ou quasi finie de ζ le long du contour d'intégration 
(n° 1). 

Supposons : i° que les singularités de celte fonction soient à une 
distance du point a supérieure à une longueur finie ρ ; 2° que ψ (a) 
soit finie, le point a pouvant d'ailleurs être un point singulier de 
ψ(~). Dans ces conditions, le produit Rn//I+A|l), où R = |«|, ne 
dépasse pas un nombre fixe lorsque η croit indéfiniment. 

En effet, prenons un point D, sur le contour ab, à la distance ρ du 
point a. 

Décrivons du point a comme centre : i° un arc de cercle DC, limité 
d'une part au point D et d'autre part en C, à la droite Ο α prolongée; 
2° un arc de cercle a'a" avec un rayon infiniment petit. 

D'après les hypothèses faites, les singularités de ψ(-) sont exté-
rieures à l'aire C«'a"D. Il en résulte que le chemin a"D peut être 
remplacé parle chemin α"a'CD. 

Ainsi on peut écrire 

(a" h) = (a" a') + (a'C) + (CD) + (D b). 

(*) DARBOLX, Journal de Mathématiques, 1876. — Voir aussi E. PICARD, 

Traité d'Analyse, ire édition, t. I, p. 36. 
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Les chemins CD, D b sont de seconde espèce par rapport au point a, 
en sorte qu'en désignant par Y] la somme (CD)-h (Db), le pro-
duit /i?Rn'/) tend vers zéro, en vertu du théorème I, lorsque η aug-
mente indéfiniment, q désignant un nombre fixe quelconque. 

Fig. ti. 

Quant à l'intégrale (a"a'), elle est infiniment petite, comme on l'a 
établi au lemme III. 

Ainsi on peut écrire, en faisant tendre vers zéro le rayon de l'axe a"a', 

(ah) = (aC) -4- η. 

Appelons ω et R l'argument et le module de a; on peut faire le long 
de aC 

z = (x-h R)E'W, 

χ étant une variable réelle comprise entre ο et £ = aC. On a aussi le 
long de aC 

{à - v - U) ' 

(x) n étant positif et réel. 

En prenant χ comme variable d'intégration, l'intégrale (aC) devient 

(aO) = -XsJ cu ΨΟ + xEm)dx + η. 

La fonction (xR)h est positive ; on peut donc, d'après le lemme V, 
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faire sortir la fonction ψ du signe Jet prendre comme valeur de l'in-
tégrale (12) 

(13) (ι3) (αίι) = λψ(α + U'-'") (R + Αχ + η, 

λ étant un facteur de module inférieur à 1 et \ l'aflixc d'un point de aC. 
Or l'intégrale qui ligure dans le second membre de cette égalité 
(lemmc II) est telle que son produit par 11Λ/ι,+Α reste fini lorsque // 
augmente indéfiniment. 

La proposition à démontrer résulte immédiatement de cette pro-
priété puisque la fonction ψ est finie et que le produit ϋΛ/ί,+Αη tend 
vers zéro lorsque η augmente indéfiniment. 

THÉORÈME II. — Soient η un nomin e positif très grand, entier ou 
fractionnaire, et F(J) une fonction indépendante de n. Considé-
rons Vintégrale 

('4) *(:)£,, 

prise le long d'un contour C de troisième espèce par rapport à un 
point (Vajfixe a. Celle intégrale étant supposée finie, admettons 
que a soit séparé des singularités de F(J) et de l'origine par des 
espaces finis. Admettons, en outre, qu'on puisse écrire dans le 
domaine de a 

(.S) 

F(s)_ ' + A
a
(j-1)az+... 

+ A'(s _

 ')'
+

(3 ~ ')aY(z), 

la fonction ψ(~) étant finie dans le domaine de a; A
4
, À

2
, ..., Ap 

désignant des constantes, α,, a
2

, ..., a des nombres entiers ou frac-
tionnaires vérifiant les inégalités 

- 1 < a, < a2< a.,<... < a. 
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Dans ces conditions, si Von pose 

(.6) F,(s) = A, g — A.g - .)V... + A,g -I)ap 

et 

Ν=/*Ρ.(Ά 

l'intégrale étant prise le long du contour C, le produit 

Rnn1+a(M-N) 

n'augmente pas indéfiniment avec n. 

On a en effet, identiquement, 

M-N = /'|F(5)-F)(3)J^,. 

Figurons le chemin C et prenons sur ce chemin un point b' assez 

Fig. η. 

près du point a pour que l'expression (i5) de F(s) soit valable tout 
le long de l'arc ab'. On peut écrire 

(17) M - Ν = (ab') -h (b'b). 

Le chemin b' b est de seconde espèce par rapport au point a ; dési-
gnons par η' l'intégrale (b'b). On sait, en vertu du théorème I, que le 
produit annqr{ tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, quel 
que soit le nombre fixe q. 

Or, en remplaçant dans l'intégrale (ab') la différence F(s) — F,(j) 
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par sa valeur tirée des équations (i5) et (16), on a 

M-N=f(z-1)aY(z)dz+y1, 

d'où 

α'ι/ι'+α(Μ — N) = annK+* ί ^ — ι) ψ(^)^ίΐ -+- «"/*,+αη. 

Lorsque n augmente indéfiniment, α"/ί,+βη tend vers zéro, 

et αηη*+Λ Γ (- — Ι ) ψ(^) reste fini d'après le lemme VI. c. Q. F. D. 

15. EVALUATION APPROCHÉE DE L'INTÉGRALE (I4)· — Nous suppose-
rons essentiellement, pour l'application de ce théorème, que les con-
stantes A,, A o, Ap ont été choisies de façon que les déterminations 

des binômes ~ ^ , (~ ~~ \ ··■■· figurant dans le développe-

ment (i5) de F(-), soient celles qui sont réelles et positives pour les 
points s situés sur le prolongement, au delà de a, du segment de 
droite allant de l'origine à ce point a. Posons 

' ' /l~ a" 1V + ') 

on a, d'après le lemme IV, 

(19) (*9) f — ï—ΝΛ+ηΛ, 

le produit α"«<+ΛηΛ tendant vers zéro lorsque // augmente indéfi-
niment. 

Le théorème II donne 
M = N + N', 

le produit α"// ,+βΝ' n'augmentant pas indéfiniment avec n, et 

N=A,f(z-1)a1dz+A2f(z-I)a1dz+.. 

+A2f(z-I)a1dz. 
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On peut écrire, d'après la formule (i()), 

Ν = A,V| -H AoV.j 4-.. .4- Λp\p-\r Y), 

en posant 
η = A,η, 4- A

3
rla4-.. .4- Α^η,/, 

et comme A,, Aa,.Ay, sont des constantes finies, le produit αηη^αΎ\ 
tend vers zéro lorsque η augmente indéfiniment. 

Ainsi on peut écrire 

(20) M = A,V, -h AaV 
2
 -+- A

;
, V

 3
 -l·... 4- A Ρ Vy, 4- Ν,, 

le produit αηΛ,+α\τ', n'augmentant pas indéfiniment avec //. D'après le 

Icminc II, V
4
 est, pour η très grand, de l'ordre de ^3 de 

l'ordre de — — M se trouve donc décomposé en un nombre fini 

de termes qui décroissent de telle sorte que le rapport d'un terme au 

précédent tend vers zéro en même temps que -

On voit aussi qu'en prenant A,V, comme valeur approchée de M, 

on commet une erreur de l'ordre de · On peut écrire 

M = A,V
1
(i -H ε2 ), 

ε
2
 étant infiniment petit, de l'ordre de 

Si l'on prend A
4
V,4-A

a
V

a
 comme valeur approchée de M, on 

coin met une erreur de l'ordre de -τχ=-: on peut écrire 

M = (A,V, 4- A
2
V

2
)(I 4- ε3

), 

ε, étant infiniment petit, de l'ordre de
 g

ï_
(X

 · 
Etc. 
L'erreur commise en prenant pour M sa valeur approchée, lorsque η 

est très grand, est d'autant plus petite que le nombre des termes pris 
dans le second nombre de l'équation (20) est plus considérable. 
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Si l'on veut avoir l'expression de M développée suivant les puis-
sances descendantes de n, il restera à faire usage de la formule de 
Stirling. Nous établirons plus loin directement [formule (5i)] l'expres-
sion très commode pour cet usage, 

T(n + p) = ν^πΕ-η""'' 5j n- J-fn- fip(p - ι)](ι + ε)|, 

dans laquelle Ε désigne la base des logarithmes népériens, ρ un 
nombre fini, η un grand nombre et ε une quantité de l'ordre de -, 
c'est-à-dire telle que nt tend vers une limite pour η — oo. 

§ III. 

Des intégrales de la forme /► ^ „ prises le long d'un contour 
de première espèce. 

β. LEMME Vil. — L'intégrale 

I=1f(Iz)hdz 

prise le long d'un contour ABC de première espèce par rapport 
au point a, dont les extrémités A, C sont à l'infini, a pour valeur 

(21) { Τ — -1 T(/t —A) 

// désignant un nombre quelconque supérieur à h. 

On suppose : i° que la variable en cheminant sur le contour d'inté-
gration tourne autour du point a dans le sens des arguments décrois-

sants; 2° que la détermination du binôme ^ qui figure dans 

l'élément différentiel de l'intégrale proposée est celle qui est réelle et 
positive le long du segment de droite joignant l'origine au point a. 

i° Supposons h > — ι. 

Prenons sur la branche BC du contour un point quelconque H, plus 
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éloigné de l'origine que le point a, et menons la droite Ha. Prenons de 
même sur la branche BA un point D, plus éloigné de l'origine que le 

Fig. 8. 

point a, et menons la droite «D. Du point a comme centre décrivons, 
avec un rayon infiniment petit, l'arc de cercle EFG limité aux 
droites aD , «H. 

Le chemin DEFGH est équivalent, pour l'intégrale proposée, au 
chemin DBH. On peut donc écrire 

(ABC) = (ADE) -h (EFG) H-(GHC). 

L'intégrale (EFG) peut devenir plus petite que toute quantité 
donnée, en prenant le rayon de la circonférence assez petit, comme 
nous l'avons 'déjà établi à propos du lemme III. En faisant tendre r 
vers zéro, il vient donc 

(ABC) = (aHC) — (aDA). 

Or, étant donné que la détermination de > qui rentre sous 

le signe Jde l'intégrale proposée, est celle dont l'argument est nul le 
long de Ο α, on peut écrire 

(aHC)=E-thmF(z-1)hdz 

<·■*>-£ le-r*· 
Journ. de Math. (6· série), tome IV. — Fasc. III, 1908. 3l 
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la détermination de ̂  qui figure sous les signes j*étant celle 

dont l'argument est nul le long du chemin rectiligne ab situé dans le 
prolongement de Ο a. Il en résulte, en vertu du lemme IV, 

x 7 2nz atl Γ(« +1) 

(EDA) = ^ Λ R(/LT"1'("-/'), N 7 2 ί71 CL 1 ( η ι) 

/ Aiif\ Γ(h -h ι) Γ(η — h) ^ 7 π Γ(Λ 1) 

Tenant compte de la relation connue 

Γ
(
-Α)Γ(. + A>=-M, 

on tombe sur le résultat qu'il fallait établir. 

2° h est inférieur à — ι. 

11 suffit d'établir que le théorème, supposé vrai pour h, a encore lieu 
lorsqu'on remplace h par h — ι. 

De l'identité 

-tïL- <„+,,Ηί -tlîl 

on tire 

^ ftîrd.- _jho /"HL. 

Les limites du contour étant à l'infini, la partie (ABC) intégrée dis-
parait puisque /* > h \ il reste 

f(15)h-1 n+1 1 f(1-z)h 
2ιπ j c"^1 h 'un J z"*· 
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ou, d'après la formule (21), 

Ι Ι \ a ) , 1 n ·+■ 1 Γ ( Λ 4- 1 — h) 

ce qui devient, d'après l'une des propriétés fondamentales de la fonc-
tion 1\ 

dz' Γί"-(Α~'>1 

C. Q. F. D. 

COROLLAIRE. — Si les extrémités A, C du contour sont à dislance 
finie de Vorigine, on a 

« 1 Γ(/Ι — h) 

le produit η'1 a"η tendant vers zéro lorsque n augmente indéfini-
ment, quel que soit le nombre fixe q. 

C'est ce qui résulte du lemme II. On passe effectivement du cas 
actuel au cas où les extrcmilés du contour sont à l'infini en ajoutant, 
au chemin d'intégration donné, des contours de seconde espèce, par 
rapport au point a, joignant les points A et C à l'infini. 

LEMME VIII. — Considérons l'intégrale 

1 =yvo£,. 

prise le long d'un chemin A Β CD Κ {fig. 9) de première espèce 
relativement à un certain nombre de points singuliers de Φ(^), 
n désignant un nomine positif. 

Cette intégrale étant supposée finie lorsque n est fini, appelons 
a l'ajfixe de celui des points singuliers de Φ(δ) qui approche le 
plus de l'origine et posons R = | a |. 

Admettons : i° que a soit séparé des autres points singuliers et de 
Γorigine par des espaces finis; 2" que si la fonction Φ {z) est infinie 
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pour ζ —a cet infini est d'ordre inférieur à l'unité; 3° que si le 
contour rencontre une ou plusieurs singularités de Φ (s) ces singu-
larités sont plus éloignées de l'origine que le point a. Dans ces 

F'G· 9· 

conditions, on peut remplacer le contour d'intégration, donné par 
deux chemins de troisième espèce, par rapport au point a, à la 
condition d'ajouter au résultat obtenu une quantité η dont le pro-
duit par rdW" tend vers zéro, quel que soil le nombre fixe q, lorsque 
η augmente indéfiniment. La longueur de ces chemins de troisième 
espèce doit être finie, mais peut être prise aussi petite que l'on 
veut. 

Kn effet, sur la branche CK du contour, prenons rn point D plus 
éloigné de l'origine que a et menons la droite 1)«; sur in branche C\ 
du contour, prenons un point Β plus éloigné de l'origine; que a et 
menons la droite B«. Du point a comme centre, avec un rayon infi-
niment petit, décrivons un arc de cercle GHK. limité aux droites 
aB, «D. 

D'après l'hypothèse, on peut choisir les points 1) et Β de telle 
sorte que les singularités de la fonction Φ(Γ) soient exlérieures au 
contour BCDKHGB. On peut donc remplacer la partie BCD du 
contour donné par le chemin BGHKD. 

Prenons sur a Β un point B, quelconque, à distance finie de α, suraD 
un point D, quelconque à distance finie de a. Ces points B, et D, sont 
plus éloignés de l'origine que le point a. 

Cela étant, on peut écrire 

(ABCDK) = (ABB,) + (B,(i) -μ (Oilk) -t- (kl),) 4- (D, DK). 
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Les chemins ABB,, D,DE sont de deuxième espèce par rapport au 
point a. On peut donc, d'après le lemme II, représenter la somme 

(ABB,)-4-(D, DE) 

par η le produit /*f ΚΛη tendant vers zéro lorsque η augmente indéfi-
niment. 

Quant à l'intégrale ((iHïC), elle est infiniment petite, comme on 
l'a établi à propos du lemme III. 

Ainsi, en faisant tendre vers zéro le rayon de la circonférence GHK, 
il vient 

(ABCDE) = (Β,e) (aD,) + η. 
C. Q. F. D. 

Remarque. — Les points D, et B, étant plus éloignés de l'origine 
que a, on peut relier ces deux points par un chemin S de seconde 
espèce par rapport au point a. Il en résulte, d'après le théorème I, 
qu'on peut écrire, si ·(*) est une fonction holomorphe dans le voisi-
nage du point a, 

f φ+ f φ(3) jtït=i'i 

le produit Λ* II"η' tendant vers zéro lorsque η augmente indéfiniment, 
quel que soit le nombre fixe q. 

Le chemin S est effectivement équivalent au chemin B, eD, pour 

l'intégrale fO(z)dz 

7. THÉORÈME III. — Soit η un nombre positif très grand, entier 
ou fractionnaire. Considérons l'intégrale 

(22) M=1fF(z)dz 

prise le long d'un contour C de première espèce par rapport à un 
certain nombre de points singuliers de F(s). 

Appelons a l'a ffi.ee de celui de ces points singuliers qui approche 
le plus de l'origine. 
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Supposons que ce point a soit séparé des autres singularités 
de F(z) et de Vorigine par des espaces finis et que le contour ne 
rencontre aucune singularité de F(z) à une distance de l'origine 
inférieure ou égale à | a |. Admettons en outre qu'on puisse écrire, 
dans le voisinage de a, 

(23) 
F(z)=o(z)+A1(I-3)a1 

+ A*('~î) +···+Α/'(Ι_ϊ)' + (1_·^) Ή5): 

la fonction y étant holomorphe et la fonctionψ finie dans le domaine 
de a\ An

A
a

, Ap désignant des constantes ; a, un nombre supé-
rieur à — ι, vérifiant les inégalités 

a< < a2 < a
3
<...<«

p
<*. 

Dans ces conditions, si l'on pose 

(24) V,(z) = A,(I — Ί)"* -+- AJ(I — I)
>!

 +...+ A
;

,(I — J)*' 

et 
N=^X'^X-.· 

l'intégrale étant prise le long du contour C, le produit 

IW A(M - Ν) 

η' augmente pas indéfiniment avec η, en faisant H — | a\. 

Les binômes affectés d'exposants positifs entiers renIrani dans la 
fonction φ, on peut faire l'hypothèse que la suite α

η
 «

3
, ..., αp ne 

contient pas d'entiers positifs. 
Cela étant, considérons la différence 

<»*) Μ-Ν = 4
ΐ
^'|Κ(=)-Ι··,^)|;^

7
· 
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Dans le voisinage du point a on peut écrire, en vertu des for-
mules (22) et (23), 

(
2
C) F(Z)-F,(i) =

 ?
(i) + (.-i^(0· 

Si donc la fonction F(z) — F, (z) devient infinie pour ζ = α, cet 
infini est d'ordre inférieur à l'unité, puisque α > — ι. On peut dès lors, 
pour évaluer l'intégrale ( 25 ), remplacer le contour C par deux chemins 
de troisième espèce par rapport au pointa, B,a, aD, {fig.9), comme 
il a été dit au lemme VIII. 

La longueur de ces chemins doit être finie, mais aussi petite qu'on 
veut; on doit d'ailleurs ajouter au résultat obtenu une quantité η' dont 
le produit par tend vers zéro lorsque η augmente indéfiniment, 
quel que soit le nombre fixe q. 

Ainsi on peut écrire 

M-N=1f[F(z)F1(z)dz^H-,·. 

Kn choisissant les longueurs de Β, α et de aD, de façon que l'expres-
sion (26) soit valable le long de ces chemins, on aura 

M —N= -4- f ©(s) H—l— f φ(ζ) 

+1f(i-z)aY(z)dz 

+1f(i-z)(ad)I-z(aYdz+n' 

On peut remplacer la somme des intégrales dont l'élément diffé-
rentiel dépend de φ (s) par η", comme on l'a fait observer à la fin du 
lemme VIII, le produit ayRny)" tendant vers zéro lorsque η augmente 
indéfiniment, quel que soit le nombre fixe q. Il vient donc, en fai-
sant η'η" = η, 

M
 - " - Hi ~ - Hi' ~

 +-· 
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Le théorème qu'il s'agit de démontrer résulte de cette égalité, car le 
produit /&,+eRn η tend vers zéro et le produit par /i<+eRn de chacune 
des intégrales qui figure au second membre n'augmente pas indéfi-
ment avec n, d'après le lemme VI. c. Q. F. D. 

Remarque. — Si la fonction ψ(ζ) est identiquement nulle, c'est-

à-dire si l'expression (22) de F(z) se termine au terme en (I-z)ar, 

la différence M — Ν se réduit à η d'après ce qui précède. 
On voit que le produit R"/Î*(M — N) tend alors vers zéro lorsque 

η augmente indéfiniment, quel que soit le nombre fixe q. 
Cette circonstance se présente notamment lorsque a est un pôle 

de F(s). 

8. ÉVALUATION APPROCHÉE DE L'INTÉGRALE (22). — Le théorème qui 
précède conduit à l'évaluation approchée de l'intégrale(22) lorsque // est 
un grand nombre. 

Posons 

Τ __ J_ Γ(Λ — <xh) 

On peut écrire, en vertu du théorème précédent, 

M = N - N', 

le produit Rn/i,+eN'n'augmentant pas indéfiniment avec n. Or on a 

N = — f( 1 - -V1 — 

+
 Tiπ£('~ ϊ) ' ̂

7
' 

Supposons le sens de l'intégration choisi de façon que la variable, en 
cheminant sur le contour, tourne autour du point a, dans le sens des 
arguments décroissants. Admettons d'ailleurs que les déterminations 

des binômes qui figurent sous les signes J"dans l'expression de N soient 

celles dont les arguments sont nuls Je long du segment de droite joi-
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gnant l'origine au point a. Dans ces conditions on a, d'après le corol-
laire du lemme VII, 

ΆΧ(
,
-{Γ^=

Τ

'
+Ί

Ϊ" 

If(I-z)a1dz=T1+n1, 

y 

ÏTS Χ(· — s)ap dz=Tp+np, 

le produit de chacune des quantités η,, η
2

, ..r\
p
 par R"/ï,+ct tendant 

vers zéro en même temps que γ· Il en résulte 

Ν = Α,Ί, A
2
T

2
 -h AjT

3
 . .-h A^T^-h η, 

le produit Rn n1-an tendant vers zéro en même temps que 1 
Ainsi on peut écrire 

(*2~) M = Α,Τ, -+- A
2
T

2
 -4- A

3
T

3
 + A^T^h- Nj, 

le produit Rra/i,"HXN'
1
 n'augmentant pas indéfiniment avec n. 

En vertu du lemme I, T, est de l'ordre de ~ pour η très 

grand, T
2
 de l'ordre de ~ ;ρτ3Γ'

 etc· M se trouve donc décomposé en 

un nombre fini de termes qui décroissent de telle sorte que le rapport 

d'un terme au précédent tend vers zéro en même temps que 1 

On voit ainsi qu'en prenant A,T, comme valeur approchée de M, 

on commet une erreur de l'ordre de ~ —^— H" ni+*> r· On peut écrire 

M = A,Τ, ( 1 -h ε2), 

ε
2
 étant infiniment petit de l'ordre de · 

Si l'on prend Α,Τ, -4- A
2
T

2
 comme valeur approchée de M, on 

Journ. de Math. (6' série), tonic IV,— Kasc. III. 190S. - 3'2 
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commet une erreur de l'ordre de ̂  P
eut

 ®
cr

*
re 

M = (Α,Τ, -4- A
2
T

2
)(I 6a)» 

ε
3
 étant infiniment petit de l'ordre de ^

ga

!_
g|

 > etc. 

L'erreur relative commise en prenant pour M sa valeur approchée, 
lorsque η est un grand nombre, est d'autant plus petite que le nombre 
de termes pris dans le second membre de l'équation (27) est plus con-
sidérable. 

Si l'on veut développer M suivant les puissances descendantes de Λ, 
il convient de faire usage de l'expression de Γ(Α* -f- p) donnée à la fin 
du n° «5, formule qui sera établie plus loin. 

Remarque. — En général, la fonction ψ(ζ) est développable en 

série de termes composés de puissances positives de On peut, 

dans celte hypothèse, accroître à volonté l'exposant α et diminuer 
autant qu'il est nécessaire l'erreur relative commise lorsqu'on prend à 
la place de M son expression approchée. 

9. GÉNÉRALISATION. — Revenons à l'énoncé du théorème III. Il peut 
se faire que, parmi les points singuliers de F(w) par rapport aux-
quels le contour est de première espèce, un certain nombre de ces 
points a, b, ... soient équidislants de l'origine el en même temps plus 
rapprochés de l'origine que tous les autres. 

Chacun de ces points a, b, ... apporte alors un appoint à l'expression 
approchée de M. 

Considérons, pour simplifier, le cas où les points singuliers particu-
liers dont il est question se réduisent à deux, a et b. Prenons (Jig. 10) 
un point D, plus éloigné de l'origine que a et ù, et joignons ce point à 
un point B du contour donné, de façon que le chemin DR sépare les 
points a et b et ne rencontre aucune singularité de b\<z), ce qui est 
évidemment possible d'après les hypothèses qui ont été faites. 

On a identiquement 

(ABCj = (ARD) H- (DRC). 
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Le chemin ABI) est de première espèce par rapport au point a et le 
chemin DUC de première espèce par rapport au point b. Les inté-
grales (A11D), (DBG) s'évaluent donc d'après la règle que nous avons 
déduite du théorème II. 

Ainsi, pour obtenir l'évaluation approchée de M il faut appliquer la 

règle donnée au n° 8 à chacun des points singuliers a, 6, ... succes-
sivement et faire la somme des résultats partiels. 

L'ordre de l'erreur commise, lorsqu'on remplace M par cette expres-
sion approchée, est égal à l'ordre de l'erreur qu'apporte avec lui le 
résultai partiel le moins approché. 

Le théorème 111 comprend, en supposant 11 entier, les résultats aux-
quels est arrivé M. Flamme, dans sa thèse de doctorat, par des consi-
dérations entièrement différentes. 

10. De ce qui précède nous allons tirer quelques conséquences, en 
supposant η entier. 

Supposons que l'intégrale (22) soit prise, dans le sens direct, le long 
d'un contour fermé C {Jig. « 1) entourant l'origine, et admettons que 
la fonction F(s) reprenne sa valeur lorsque la variable, après avoir 
décrit le contour en entier, revient au point de départ. Soil a l'affixe 
du point singulier de F(s) extérieur au contour C, le plus rapproché 
de l'origine. 

L'évaluation approchée de M, pour η très grand, s'obtient en appli-
quant au point a la règle exposée au n° 8. 

En effet, F(s) reprenant sa valeur lorsque la variable décrit le con-
tour G en entier, ce contour peut être déformé arbitrairement à con-

Fig. 10. 
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dition de ne faire traverser au contour ni l'origine ni aucun point sin-
gulier de E(s). En particulier, on peut prendre comme nouveau con-
tour d'intégration une circonférenceDEAB, de rayon supérieur à | a|, 
déformée comme il est indiqué sur la ligure de façon à laisser le 
point a à l'extérieur du contour. Le rayon de la circonférence doit 
d'ailleurs être choisi de façon que les points singuliers de F(s), plus 
éloignés de l'origine que «, soient à l'extérieur du nouveau contour. 

En prenant comme extrémités du contour un point Ε, A sur la cir-

Fig. II. 

conférence, le contour ABDE est de première espèce, par rapport au 
point a. La règle donnée au n° 8 est donc applicable. c. Q. F. D. 

On raisonnerait de la même façon s'il y avait à l'extérieur du con-
tour C plusieurs points singuliers île F(s) à égale dislance de l'origine 
et plus rapprochés de ce point que les autres singularités de F(J) exté-
rieures au contour C. On doit, dans ce cas, appliquer la règle exposée 
au n° 9. 

Supposons en particulier que Ε (s) soit développable par la série de 
Mac Laurin à l'intérieur d'un cercle de rayon Β et admettons (pie la 
convergence du développement cesse au delà de ce cercle parce que la 
fonction possède sur la circonférence un ou plusieurs points singuliers 
de la nature de ceux qui ont été considérés jusqu'ici. M représente 
alors le coefficient de z': dans le développement de Ε(-). La considé-
ration des singularités dont il s'agit permet d'obtenir la valeur appro-
chée de ce coefficient. 

C'est cette proposition très importante que M. Darboux a établie 
dans son Mémoire sur l'approximation des fonctions de grands nombres 
et qu'il a appliquée notamment à l'élude des polynômes de la série 
hypergéométrique. 
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Si la fonction F(s) est développable, non par la série de Mac 
Laurin, mais par la série de Laurent à l'intérieur d'une couronne circu-
laire limitée extérieurement par une circonférence de rayon R, la con-
sidération des points singuliers situés sur cette circonférence permettra, 
comme l'a remarqué M. Flamme, d'obtenir la valeur approchée du 
coefficient de z'1. 

Pour obtenir la valeur approchée du coefficient de on po-

sera ζ = j, et l'on cherchera la valeur approchée du coefficient de z'n. 

Évaluation approchée des intégrales de la forme 1=1 /( *0φΛ(«)du. 

U. Il convient, avant d'étudier l'intégrale I, de rappeler comment 
varie le module d'une fonction <ρ (u) dans le voisinage d'un point u = c. 

Supposons cette fonction holomorphe autour de ce point et non 
nulle pour u = c. 

Lorsque |ç'(c)| o, il existe une droite AB (fig* 12) passant par c 
et divisant le plan en deux régions telles que, pour les valeurs de u 

suffisamment voisines de c, | φ(«/)| < | ̂ (c)| dans une des régions, et 
| ç>(u) | >| ç>(e) | dans l'autre région. 

Lorsque o'(c) = o, il existe deux droites rectangulaires AB, DE 
passant par c ( jig. i3) et divisant le plan en quatre régions jouissant 
des propriétés suivantes : i° dans les régions comprises à l'intérieur de 
deux angles opposés par le sommet, DcÀ, BcK, par exemple, et pour 
des valeurs de u suffisamment voisines de <·, on a 

§ iv. 

Fig. i2. 

O(u)>]O(c)]; 
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2° dans les régions comprises à l'intérieur des deux autres angles op-
posés par le sommet, on a 

l?(«)l<lï(c)l· 

Lorsque φ{u) n'est pas holomorphe, mais peut se mettre, dans le 
voisinage de c, sous la forme 

f(u)= <p(c) + A,(u - i)#' + A,(« -- ι )α»-κ.. (ο < «ι < α
2

...), 

il existe autour du point c des régions dans lesquelles | | > | ?(c)| 
et d'autres régions dans lesquelles J φ (M) | < | φ(ο) |. INous reviendrons 

Fig. i3. 

sur ce point un peu plus loin. Ce qu'il importe de retenir pour le 
moment, c'est que, dans le voisinage du point u = e, 011 peut tracer 
des chemins partant de c et le long desquels | φ(«) | < 19(c) |. 

12. Étant données deux fonctions /(«) et φ(«), nous allons cher-
cher l'expression asymptotique de l'intégrale 

(28) I —Jf{u)y
n
{u)du 

dans les circonstances suivantes : i° le chemin d'intégration S = cA 
{fig» i4) est limité au point c; 20 le long de ce chemin | φ(«) | est infé-
rieur à J φ (c) | ; 3° η est un nombre positif très grand entier ou fraction-
naire; 4° la variable d'intégration part du point u = c sur le contour. 

Posons 

, _ V(-\~ /W 
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L'intégrale proposée ( ' ) se change en 

<
2

S>) I=/F(-)^f' 

et cette nouvelle intégrale est évidemment égale à la proposée si on la 

Fig. 14. 

prend le long d'un chemin d'intégration S, obtenu en faisant corres-
pondre, dans le plan de la variable s, à chaque point u du contour pro-
posé S un point ayant pour affixe 

z=1 

Le long du chemin S, on a | <P(H)| < |Φ(Ο)|;
 ON VO

*
1 donc que 

le chemin S< part du point ζ = et que tous ses points sont plus 

éloignés de l'origine des ζ que le point Le contour S, est donc de 

troisième espèce par rapport au point z= ^pj' Nous sommes ainsi 

ramenés, pour trouver l'expression asymptotique de l'intégrale (28), 
à appliquer le théorème 1 à l'intégrale (29), ce qui nécessite la con-
naissance du développement de la fonction F(z) dans le voisinage du 

point z I. 

Premier cas. — Les fonctions f(u) et φ (M) sont holomorphes, dans 
le voisinage de la valeur u = c, et c est racine de l'équation φ'(#) = ο. 

Nous nous appuierons sur un résultat concernant la série de La-
grange (2), pour obtenir le développement de F(s). 

(') Ce changement de variable a été indiqué par M. Flamme (loc. cit.) à 
propos de l'intégrale dont il sera question au n° 13; il n'en a d'ailleurs fait au-
cune application. 

(*) M. HAMY, Sur une extension, de la série de Lagrange (Bulletin des 
Sciences mathématiques, ιΓβ Partie, 1896, p. 2i3). 
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Étant données l'équation 

(3o) u-c- νχ(η) = ο, 

ούχ(η) est une fonction holomorphe dans le voisinage du point c, 
et une fonction Φ(«} uniforme autour du point c, admettant la 
valeur u = c comme pôle simple, si l'on désigne par ζ la racine de 
l'équation (3o) qui se réduit à c pour ν = ο, on a, pour des valeurs 
finies de ν dont le module est inférieur à une quantité finie convena-
blement choisie, 

(3t) φ(ζ) = _Α-+.ν vP ÉLLf+>(u)± («-»)♦(")·] . 

A désigne le résidu de la fonction Φ (h) relatif au pôle c; on doit 
d'ailleurs faire u — c après avoir effectué les dérivations indiquées. 

Revenons à notre objet. Convenons de remplacer, pour simplifier 
l'écriture, 9(c), 9"(c), 9"'(c)· ... par 9, 9", 9*, ..., et de môme /(c), 

/'0)I/"(C)PAR/I ···· 

De l'équation 

z=1 
on tire 

φ — 9(u\ ©" , 1 + ©" 3 3.4 ©" 3.4.5 ~+_"· 

et ensuite 

(32) « - c = y/—- ι Ι ■ φ» „_c „,» (a-cf ψ („_c)» I 

hn posant 

V-2ovzo-1)v, 

X(")~ | φ" « — c œ,v (u—"ë)> φ" (« — c)» I ' 
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l'équation (32) devient 

u — c — νχ(κ) = ο. 

On peut convenir de prendre comme determination de /,(«) celle 
qui se réduit à 1 pour u — c = o, en rejetant sur ν la double détermi-
nation du produit νχ(ι/) qui a été introduite en extrayant la racine 

j. 
carrée. On peut de même choisir, à volonté, l'argument de (ζφ — i)a 

dans l'expression de v, en rejetant sur le radical y/ — ̂  le double 

déterminant de v. 
Il suffiL maintenant de remplacer, dans l'équation (3i), /,(«) par sa 

valeur et le produit (u — ^)Φ(μ) par 

+ +7X3 ("-«)' + ··· 

+ +7X3 ("-«)' + ··· 

pour obtenir le développement de F(î) dans le voisinage du point ζ = - · 
Le résidu Λ de Φ(«) relatif au pôle G* étant 

A = — —, 

on a, puisque / (G·) = 1, 

I i»c> Γ j 

(33) F(z)=fy-1Evp dp d f(n) 

I . . 9mu — c , 9™ {U — C)J ( ov(w — c)3 , I I 

Journ. de Math. (G· série), tome IV. — Fasc. Ill, 1908. 33 
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Il est à remarquer que le coefficient de vp est une fonction linéaire 
et homogène des dérivées /, ..., fpJrK. 

Kn calculant les premiers termes, on peut écrire la formule (33) 

F(z) — — — ν' ■+■ — £-

. , ù? . /£ _/Λν 

-4- des termes contenant ν2 en facteur, 

ou, en remplaçant ν par sa valeur, 

F(s)=_ Ψ 7=5(l<f~I)4+iw* ~ £)(s* ~l)' Ν ?" 

+ -L 4/_ î? _lù- +/Lsl + Ùl- f'\( ;o - 0* 

4- (s® ~ ΐ)ψ(-), 

la fonction ψ(^) étant finie dans le domaine de la valeur ζ = -

Nous pouvons maintenant appliquer à l'intégrale ( 29) la règle éta-
blie au n° o, en partant de ce développement de F(s). 

Dans le cas actuel, - joue le role de la quantité a du n° il et 11 ■+· 1 

est mis à la place de n. 
Puisque nous pouvons choisir la détermination de (z^> — 1)2, nous 

prendrons celle dont l'argument est inférieur à en valeur absolue, 

pour les points situés sur lé contour S, dans le voisinage de ζ = 1. 

Les arguments des autres puissances de ζψ — ι, figurant dans le 
développement de F(s), restent dans ces conditions inférieurs en 

valeur absolue au produit de ^ par les exposants de ces puissances. 
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On trouve maintenant, en appliquant la règle exposée au n° o, 

(34) 

1 =/l'<»dz 

_ _ 1 1 — I w V1 (ÙL - LV«*> + 1) 

, _L /" ,Λ-™ 

R(3)R(n+1) 
X Γ(η -H 2) <1+')' 

ε étant, pour n très grand, de l'ordre de -^· 
n2 

En admettant la formule suivante, où 11 désigne un grand nombre 
positif et ÛT un nombre fini quelconque, 

Γ(// -h gj) = ν'«π Ε "n - j ! H- — [1 -h ()Gï(gj — 1 )| -f- ^( ) 4-...}, 

que nous établirons plus loin [formule (43)], on Peut ordonner 
l'expression de 1 suivant les puissances descendantes de //; il vient 

C34') 
ι _ ! 4 A t /_ i? / , ι _9_/Z_9'" _ /-Λ 

1 ^1/ a?r 3 /■ 1 ?(i/?v 5 ·»" ι /Λΐο 1 

Il reste à lixer la détermination du radical t/ — ^j· Ur, entre l'af-

fixe a d'un point infiniment voisin du point c pris sur le contour 
donné S et l'affixe ζ du correspondant de ce point sur le contour S

n 

on a, d'après l'équation (3·>.), 

U C y/ — \ „ Ç> l. 
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On en déduit, à un multiple de 2π près, 

argument de (u — e) = argument de ^ -4- argument de \zo — r · 

L'argument de u -- r est égal à l'angle Θ que fait la tangente 
menée au point r. au contour donné S, dans le sens de l'intégra-
tion cΛ {fig. 14), avec l'axe des abscisses, cet angle étant compté 
dans le sens des arguments croissants. 

D'autre part, l'argument de \jzo — ι est inférieur à j en valeur 

absolue. On peut donc écrire, en appelant λ un nombre compris 
entre — ι et -+-1, 

.argument de y/ — = Θ H- λ y· 

La partie réelle de a donc le signe de cos^0 et la 

partie imaginaire le signe de sin^Θ + λ^· 

Or, cos ^0H-X|^ restant positif, quelle que soit la valeur de A, 

lorsque Θ est compris entre — | et + £>
 on v

°it que partie réelle 

dey/- est alors positive. 

Si 0 est compris entre | et ~r » c'est sin ^0 -h qui est positif; la 

partie imaginaire de y/ — ^2 est donc positive. 
-ι· · 3 ̂  D 7Γ · » Si 0 est compris entre ~ et -j-i la partie réelle de y — est 

négative. 

Si 0 est compris entre — et la partie imaginaire de y — 22 

est négative. 

Remarque. — Supposons l'intégrale proposée fonction d'un para-
mètre qui n'entre que dans /(-). En diflërentiantla fonction /(-) par 

rapport à ce paramètre, sous le signe j*, on obtient une nouvelle in lé-
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grale qui est la dérivée de la proposée par rapport au paramètre. Le 

développement de celte dérivée, suivant les puissances de s'obtient 

en différentianl terme à terme le second membre de la formule (34). 
Cette proposition résulte sur-le-champ de ce que les coefficients des 

différentes puissances de ~ dans la formule (34) sont des fonctions 

linéaires de /, /', f", .... 
Deuxième cas, — Considérons maintenant Je cas plus général où 

l'on a, dans le voisinage du point u — c, 

(33) 
/( u) = 13, ( u - cf. -+-13, ( u - φ -h..., 
9(w) = 9(c) -h A,(w — <·)"« + As(ff - c)"«-4-..., 

les exposants βη β,, ... élanl rangés par ordre de grandeurs crois-
santes, ainsi que α,, α,, ..ces derniers exposants élanl de plus posi-
tifs, les Λ et les 13 représentant d'ailleurs des constantes, 

lin désignant, pour simplifier, 9(c) par 9, 011 tire de là 

Z == -J—- = - Ι I — —(u - 6·)Α.Η- I * 

lin posant 

(ΊΟ)
 v=_±(;o-l), 

l'équation qui précède devient 

ν = (κ — c)a« -f-

On en lire, par la méthode des approximations successives ou celle 
des coefficients indéterminés, 

(37) u — c— ve,-K... 

Or, on a 

(38) F(z)=-f(u)=-B1(u-e)B1+1-x1+... 
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En remplaçant u — c par sa valeur (37 ), 

F(3) = --5r-V «· "'-h... 

ou 

(39) O9) F(s)=-^(- l) *B1+1 (zo-1)B1+1-1[1+...]. 

Les termes non écrits entre crochets sont formés de puissances 
positives de zq — 1, le plus faible exposant h de ces termes étant le 
plus petit des nombres 

β2— β, α2 — α, 

Il est à remarquer que, si l'on avait posé 

ν=£,<ι~ίι)> 

on aurait remplacé, dans le développement ( i7 > de F(V), κ r par 

u-c(q)1(1-3Q)1+...., 

et Ton serait arrivé à l'expression 

(39) F(z)=-B1(o) (1-zq)B1+1+x1[1+...]. 

Nous nous servirons plus loin de celte seconde forme du développe-
ment de F(J). 

Dans la formule (3<j), on peut prendre une détermination qucl-

conque du binôme (so— 1) · *· , à condition de choisir, en consé-

quence, la détermination du facteur ( — γ ) 

Nous pouvons maintenant appliquer à notre intégrale (28 ), supposée 
mise sous la forme 

I = / F(s)£Î. 
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la règle établie au n° o, en partant de l'expression (3g) de F(j) dans 

le voisinage du point ζ = -

Dans le cas actuel, ^ tient lieu de la quantité a du n° et n ■+■ ι est 

mis à la place de n. 

Puisque nous pouvons choisir la détermination de (~φ— ι) B1+1-1 

dans le développement de F(^), prenons celle dont l'argument est 

inférieur à - ~~ *) 7 p°ur les points du contour d'intégration très 

près du point ζ — Dans ces conditions, en appliquant la règle, il 
vient 

1=/h» â-, 

» / r(êiûW« +
 a

-IV±JA 

=-«,Λ,\ A,/ ' r(n-t-a) '' 

ε étant de l'ordre de · 
n 

Cette formule peut encore s'écrire, en développant les fonctions Γ 
comme pour la formule (34), 

(40) I=B1(-o(c) B1+1 Qn(c) R(B1+1)(1+e) 

Pi-t-l 
Il reste à fixer la détermination du facteur *

 ou
>
 s

* ^
on 

veut, la détermination de (o(c))B1+1-1 

Désignons, comme plus haut, par Θ l'angle inférieur à 2π que fait, 
avec l'axe des abscisses, la tangente menée au point c au contour 
donné S, dans le sens de l'intégration cA (fig. i4), cet angle étant 
compté dans le sens des arguments croissants. 

Supposons les constantes A et Β des développements (35) détermi-
nées de telle sorte que les arguments de (u— c)r«, (# — c)?«, ..., 
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(u—c)*·, (u — c)%... aient respectivement pour valeur β,Θ, β2Θ, ..., 
α, Θ, α

 2
Θ,... lorsque u est infiniment voisin du pointe sur le contour S. 

Kn supposant ζ infiniment voisin de sur le contour S,, et infini-
ment voisin de e, sur le contour S, on a fait, dans le développement 
de F(-) |formules ('!()), ('^7)> (18)et ('lp)|, 

u-c=(-o)1(zo-1)1, 

(u-c)B,+1a,=(-o)b1+1x,(3q-1)B1+1+x1 

Nous pouvons donc écrire la relation suivante entre les arguments, 
à un multiple de 2π près, 

arg. (u - c) = arg. (- jj) ■+■ arg. (îo — 1 )*', 

arg.(K —r)P.+' a. = arg. j ' -i-arg. (es- 1) 11 , 

ou, puisque l'argument de zo — 1 est inférieur à ^ en valeur absolue, 
le long du contour S, dans le voisinage du point r, 

[i, tl x, 

arg. J = (β, -+- ι - α, )Θ Η- λ ' 1 ^ 1x, 

λ étant compris entre — i cl 4-1. 

Cette égalité permet de choisir, sans ambiguïté, l'argument 

ΚΓ": Bn+1+x, 

L'argument a prendre est celui qui s'approche le plus de 

(β, 4-1 — α<)Θ, 

puisque deux arguments de (- ■—) B1+1+x, différent d'au moins 

β, 4-1 — 
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Si l'on voulait avoir une valeur de ΐ plus approchée que celle que 
nous avons obtenue, il faudrait pousser plus loin le développement ( Ip) 
de F(s), le sens des facteurs susceptibles de plusieurs déterminations 
s'obtenant toujours par la règle qui vient d'être établie. 

Cas particulier. — Un cas particulier intéressant se présente 
lorsque, <ρ(«) étant holomorphe dans le voisinage du point u = c, sans 
que 9'(c) soit nul, on a, dans le voisinage de c, 

f(u) = (u — c)P[B, -h B
2

(W — C)H-B3(« — c)a+...]. 

De l'équation ζ = on tire 

u-c=-q(zo-,[1-(1-oo")(zw-1)+...] 

On a, d'ailleurs, 

-f(u)=(u-c-)B[-B1+(B;q"-b2)(u-c)+...], 

et l'on en conclut 

*·<--> = (- $)'<»»-O'y 

X{-B1-[B+2oo"-B)-oB2](zq-1)+....} 

Appliquant la règle donnée au n° «>, il vient 

'= //(=)q"(z)dz 

=(-q)B+1qnR(B+1){B1R(n-1-B) 

+(B1(B+3 qq-B)QB2 

X (β -4- ι)Γ(/Ί — ft) ) 

ou, en développant les fonctions Γ suivant les puissances descendantes 
Journ. de Math. (C" série), tome IV. — Fasc. III, 1908. o4 
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de //, comme nous l'avons déjà fait pour la formule (d/j), 

(41) I=(-q)B+1QnR(B+1){B1+B+1[B+2(qq"-1)B1-Qb2]+...} 

les termes négligés entre crochets contenant ~ en facteur. 

Si l'on suppose que la détermination du facteur (u — c)P, qui figure 
dans le développement de /(-), correspond au plus petit argument 
positif de u — c, et si l'on appelle Θ le plus petit angle positif que fait 
avec la direction positive de l'axe des abscisses la demi-tangente au 
contour d'intégration, menée au point u = c, du côté de ce contour, 

la détermination du facteur qui rentre dans l'expression de I, 

est celle dont l'argument diffère le moins du produit βΘ. Cette 
expression de I suppose essentiellement d'ailleurs, comme nous l'avons 
dit au commencement du n° 12, que le point de départ de la variable 
d'intégration, sur le contour, est le point M = c. 

15. Nous nous proposons maintcnantde chercher la valeur approchée 

de l'intégrale I = J f(u)<ç'l(u)du lorsque l'on ne peut déformer le 

contour d'intégration, de façon que |<p(w)|, le long de ce contour, 
prenne sa plus grande valeur à l'une de ses extrémités. 

Premier* cas. — Nous supposerons d'abord que l'on puisse faire 
passer le contour d'intégration par un point u — c, dans le voisinage 
duquel f(u) et y(u) sont holomorphes et tel que |ç(c)| soit la plus 
grande valeur de | ?(&) |, le long du nouveau contour, c. étant en outre 
racine simple de o'(u). 

La question ainsi posée est loin d'être nouvelle. Elle a été étudiée, 
pour la première fois, par Laplace, par des procédés peu rigoureux 
('Calcul des probabilités), dans le cas des intégrales de variables 
réelles. M. Darboux (loc. cit.) a cependant confirmé le résultat de 
Laplace et l'a étendu au cas des intégrales de variables complexes. 

Nous reprenons ici l'étude de ce problème, à cause de son impor-
tance. La voie que nous allons suivre, pour en obtenir la solution, est 
entièrement nouvelle et à l'abri de toute critique. 
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Soit A'cA le chemin d'intégration, tracé dans le plan de la 
variable M; on a 

\ = J*f(u)çn(u)du — ( A'cA) = (cA) — (cA'), 

et chacune des intégrales qui figurent au dernier membre de cette 
égalité rentre dans la catégorie étudiée au n° 12. 

Or, si l'on se reporte au changement de variable qui a conduit à 

Fig. ι5. 

l'équalion (32), on voit que, pour a infiniment voisin de c et, par 

suite, s infiniment voisin de -> on a la relation 

a
-

c
 = y/-^Vî?-i. 

De là il résulte que si l'on adopte un certain argument pour y'-o — 1, 
en partant du point ζ — sur le contour correspondant à C'A, on doit 

adopter un argument différent d'un multiple impair de π, pour ce 
binôme, quand on partira du même point, sur le contour correspon-
dant à cA', puisque u — c change de signe quand on passe du sens c A 
au sens c A'. 

Si donc nous partons sur le contour correspondant à cA avec la 

détermination de yzo — 1, d'argument inférieur à ^ en valeur absolue, 

comme nous l'avons fait pour établir la formule (34), nous devons 
partir, sur le contour correspondant à cA', avec la détermination dont 
l'argument diffère de π de celui de la première, c'est-à-dire avec la 
détermination adoptée tout à l'heure, mais changée de signe. 

Si donc on prend pour (cA) la valeur (34), on obtient (cA') en 
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changeant le signe du radical ^r* H
 en résulte 

(42) 

1 = (cA) — (cA') 

, r(i)r(« + ?) / a© \2y \ 2/ / a© \2y \ 2/ 

x „»|>+ jl/ZÎ _ i /£ +££+■[£- A 

ε étant une quantité qui tend vers zéro lorsque /t augmente indéii-
niment ('). , 

On choisit la détermination du radical t/ — V 9, comme il a été dit 

au n° 12. 
Il reste à développer I, suivant les puissances descendantes de Λ, en 

remplaçant Γ^Λ 4- ^ cl Γ(η H- 2) par leurs valeurs asymptotiquesqui 

se déduisent de l'expression de Stirling. Mais la formule qui vient 
d'être obtenue peut servir elle-même à trouver ces valeurs asympto-
tiques. Partons, à cet effet, de 

r(gr) = f Ε "ni {du, 

où Κ désigne la hase des logarithmes népériens. 
Changeons q en η -h p, // en nu, ρ étant un nombre fini et η un 

nombre qui peut croître indéfiniment; il vient 

R(n+p)=fup-1(uE-u)n du. 

(') Il est à remarquer que les termes de la formule (34), qui ne contiennent 

pas ̂  en dénominateur ou en facteur, disparaissent dans la différence 

(cA)— (cA'). Les termes dépendant de 1"*
 sonl au contraire doublés 

dans cette différence, proviennent des termes du développement de F(s) (p. i\(\) 
dans lesquels figurent les puissances fractionnaires du binôme so— 1. 
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La fonction ME~m passe par un maximum absolu pour u = ι 
lorsque u est réel et positif; nous nous trouvons donc dans le cas où 
la relation trouvée ci-dessus est applicable. En posant /(w) = u 
φ(&) = //E~" et ν = i, il faut faire dans l'expression de I 

/ =1» β = Ε-, ψ =~'<
 Γ

(ΐ) = ν
/π

· 

f'=p-1, qiv=3, 

f"=(p-')(p- 2)> q"'=-2, 

On trouve ainsi 

R(n+p) = V2^ + '( Ë- Γ ι +C-2 + ρ' - ρ) -i- (ι + ε-)1 ■ 

3 Faisant dans cette égalité successivement /i = -> puis /> = 2, et 
divisant membre à membre, il vient 

-A—lf = «"4, - d ί(ι +. ε")1. 

De cette expression on déduit la formule suivante, dont nous avons 
déjà fait usage au n° 12, pour passer de la formule (34) à la for-
mule (34), 

(.fi) r(« + /)) =
 v

/2i:K-"ft"+'' '}ι + ̂ [1 + C>p(p-ι)](ι + ε)|, 

ε tendant vers zéro, lorsque n croît indéfiniment. 
On en conclut également 

ι Λf.\ î_t /-*?. f , 1 [' * 5 /f3 . /V ,ΛΊ,, , ν) 

expression dans laquelle le radical t/a le sens qui a été défini 
au n° 12 (p. a4b). 
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Cette formule importante joue un rôle essentiel dans mes re-
cherches sur le développement de la fonction perturbatrice. 

Nous avons déjà fait observer que le second membre de la for-
mule (34) qui nous a servi a établir la formule (42) est une fonction 
linéaire et homogène de/, /', .... L'expression de I à laquelle 
nous venons d'arriver est donc, elle aussi, une fonction linéaire et 
homogène de /, /', /", etc. 

Une conséquence importante résulte immédiatement de cette pro-
priété. 

Si la fonction f(u) contient un paramètre dont ne dépend ni la 
fonction φ(«), ni la forme du chemin d'intégration, l'évaluation ap-
prochée de l'intégrale obtenue en dérivant ou intégrant, sous le 

signela fonction /(u) un certain nombre de fois par rapport à 

ce paramètre, cette évaluation, dis-jc, s'obtient en dérivant ou inté-
grant le second membre de la formule (43) autant de fois par rapport 
à ce paramètre. 

Nous nous bornerons à observer que, d'après cette remarque, il est 
légitime de dériver ou d'intégrer les deux membres de la formule (.{3') 

par rapport à ρ, puisque, dans l'intégrale jf up~{ (uE~" )" du qui nous 

a servi à évaluer asymptotiquement Γ(«Η- ρ), le paramètre ρ n'entre 
que dans up~K tenant lieu de la fonction f(u) qui fait partie de l'élé-
ment différentiel de l'intégrale (28). 

Deuxième cas. — Supposons maintenant que, dans le voisinage 
d'un point d'affixe u — c, on puisse écrire 

(45) 
f(u)=B1(u-c)B1+B2(u+c)B1+..., 

<p(u) = 9(c) -h A,(u — c)*i-h A
u
(u — cY'-h ..., 

β,, β
2

, ... allant en croissant et α
η

 α
2

, ... désignant des exposants 
positifs rangés par ordre de grandeur croissante. 

Imaginons qu'on puisse déformer le contour G, le long duquel est 
prise l'intégrale 

(46) Τ =Jf(u)f(u)du, 
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de manière aie faire passer par le point c, et supposons que ce nouveau 
contour C, jouisse des propriétés suivantes : i° ce contour serait équi-
valent au contour donné, si le point u = c n'était pas un point singu-
lier de/(κ) et de φ(α) ; 2° la plus grande valeur de | γ(α) | le long du 
contour C, est | f(c) |. 

Dans ces conditions, la considération de ce point u = c conduit 
souvent à l'évaluation asymptotique de l'intégrale I pour η très 
grand. 

Il convient, avant d'étudier le problème, de se rendre compte de la 
façon dont varie | φ (m) | dans le voisinage du point u — c. 

Posons, à cet effet, 

u — c = rE*
f
 ç(c) = α-h «β, Α, = γ-Η«δ, 

/· étant très petit. On en déduit, pour u très voisin de c, 

I ?(") I = I ?(c) I + Καΐ + βο) cosa, ζ h- (βγ — αδ) sina, ζ] -t-.... 

Les racines de l'expression entre crochets sont fournies par une 
équation en tanga,Ç. Si donc ζ = ζ, est une racine, les autres sont 
fournies par la relation 

C=kn+C1 

Marquons, sur la circonférence de rayon r décrite du point u = c 
comme centre, les points correspondant à ces racines; joignons, 
ensuite, ces points de division au point u = c. Nous divisons ainsi 
l'aire du cercle en secteurs tels que, pour tous les points compris dans 
un même secteur, la différence | <p( w) | — |?(c)| conserve un signe con-
stant. De plus, si |φ(«)|>|9(0| dans un secteur, on a |9(w)|<^(c)| 
dans les secteurs qui le comprennent. Enfin, dans un secteur où 
| ?(m)| > | φ (c) |, le point de la circonférence (r), où |?(M) | est maxi-
mum, se trouve sur la bissectrice de ce secteur; dans un secteur où 
|φ(α)|< | <p(c) |, le point de la circonférence (r), où | | est mini-
mum, se trouve également sur la bissectrice de ce secteur. 

Revenons à l'intégrale proposée et figurons un certain nombre de 
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secteurs autour du point c, en couvrant de hachures ceux dans les-
quels | o(u) | > 10(6· )|. 

Dans ces conditions, les deux branches du contour Cn
 séparées par 

le point c, passent nécessairement à travers les secteurs non hachurés 
pour atteindre le point c. D'autre part, pour que le contour C, 
devienne équivalent au contour C, pour l'intégrale proposée, il faut 
lui faire subir une déformation infiniment petite dans le voisinage du 
point u = e. On peut, par exemple, arrêter les deux branches du 
contour C,, séparées par le point u — c, à une distance infiniment 

Fig. ifi. 

petite de ce point et raccorder ces deux branches par un arc de cercle σ, 
de rayon infiniment petit, ayant son centre en c. Nous désignerons 
par Co ce nouveau contour qui est équivalent à (λ 

Il y a lieu de considérer plusieurs hypothèses : 

Ou bien l'arc de cercle σ sous-lend un angle inférieur à — cl il arrive 

alors nécessairement que le contour C
2

, dans le voisinage du pointe, 
se trouve dans un même secteur non hachuré ; 

ο 
Ou bien l'arc de cercle σ sous-tend un angle compris entre ~ et 3m, 

et il arrive alors nécessairement que l'arc σ traverse complètement un 
secteur hachuré et un seul; 

Ou bien l'arc de cercle σ sous-tend un angle supérieur à — et il arrive 

alors nécessairement que l'arc σ traverse complètement plusieurs sec-
teurs hachurés. 

Nous allons examiner successivement ces trois hypothèses : 
i° Dans la première hypothèse, | ?(*0| <C | ¥(c)l du con-

tourCa (fig. 17). 
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Or, si l'on fait la Iransformation %(u) = l'intégrale proposée est 

ramenée à la forme 

(47) I =/ FO>dz, 

et celle nouvelle intégrale doiL être prise, connue nous l'avons déjà 
expliqué, le long du contour correspondant au contour G

a
, dans le 

l-'ig. 17. 

plan de la variable r. D'après l'inégalité | ç>( u) | < | o(c) |, cc con-
tour correspondant est de seconde espèce par rapport au point 

z= correspondant du point. u = c. Ce point ne peut donc pas 

fournir la valeur approchée de l'intégrale. 
2° Les choses se passent d'une manière toute différente dans la 

seconde hypothèse. 
Figurons, en effet, les deux secteurs dans lesquels passent les deux 

branches du contour C, et le secteur intermédiaire, à l'intérieur 
duquel | φ( it) | > | o(r.) ] ( βμ. 18s). 

Du point c comme centre, avec un rayon inférieur à r, décrivons 
un arc de cercle σ = LIB' limité aux bissectrices des secteurs non 
hachurés, à l'intérieur desquels | φ(Μ)| < | ®(c)|. Nous pouvons d'abord 
déformer le contour C, à l'intérieur de l'aire des secteurs limités par 
la circonférence r, de façon à le faire passer par les points Β et B'. 

Remplaçant ensuite la partie BCB' de ce contour par l'arc BB', 
nous obtenons le contour C, équivalent au contour C, pour l'intégrale 
proposée. 

Si nous posons maintenant 

?W = y 
Journ. de Math, (ti· scrie), Lome IV. — Kasc. III, 1908. 35 
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pour ramener l'intégrale proposée à la forme (4y)f il est aisé de voir 
que le contour correspondant au contour C2, dans le plan de la va-
riable z, est un contour de première espèce par rapport au point 
ζ = > correspondant du point u = c. 

En effet, les différentes parties du contour C2, autres que BB', se 
transforment, dans le plan de la variable ζ, en deux chemins D et D' 

Fïg. 18. 
c 

(Jig. 19) plus éloignes de l'origine que le point s — —τ-τ> à cause de 

l'inégalité | y(u) | < 19(c)|. D'autre part, quand la variable u. suit le 

chemin BB', l'argument de u — c varie de —■> puisque l'angle de 

chaque secteur est —> et l'argument de 1 — zz varie de 21:, comme il 

résulte de la relation 

(4«) " — c = ( χ- )α ( ' —zq)x, 

que l'on a rencontrée à propos de la formule ^3c)' ). 
Nos chemins D et D' sont donc reliés par un arc de cercle qui enve-

Fig. «'Ι. 

loppe entièrement le points = comme l'indique la figure 19, et le 

contour formé est bien de première espèce par rapport à ce point. 
Nous pouvons donc trouver la valeur approchée de I, pour n très 
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grand, en partant du développement (^9') de F (z) dans le voi-

sinage du point ζ = ^ et appliquant les considérations développées 
au n° 8. 

On peut donc écrire 

(49) I=-2',:rr(r) ' X /8 +1—\ ('+*)» 

ε tendant vers zéro lorsque η augmente indéfiniment. 
Cette formule suppose, d'ailleurs, le sens de l'intégration tel que la 

variable ζ tourne dans le sens rétrograde autour du point ζ =1, 

S'il en était autrement, on devrait changer de signe le second membre. 
Or, la formule (48) permet de déterminer ce sens, connaissant le con-
tour Co dans le plan de la variable u. En effet, a, étant positif, la 

variable ^ tourne autour du point 5 = ~ dans Ie même sens que la va-

riable u autour du point c, puisque, quand l'argument de u — c varie 
1 

dans un sens, l'argument de (1 — so)"1 varie nécessairement de la 
même quantité, dans le même sens. 

Il reste à fixer la détermination du facteur (j^j » ËÎZLI—1, pour donner 

un sens précis à l'expression (49) de 1. A cet effet, il faut remarquer 
que, pour obtenir le développement (39') de F(s), en supposant u 

infiniment voisin de c et s infiniment voisin de —> q(c), on a fait 

ίΐψ*! ?,„-«, 

Admettons que les coefficients des développements (45) aient été 
calculés de telle sorte que les arguments de (u — c·)"·, (u — c)*«, ..., 
(u — c)P«, (u — c)^, ... s'obtiennent en multipliant respectivement 
par αn α2, ..., β,, β2, ... le plus petit argument positif Θ de u — c. 
On peut écrire, à un multiple près de 2π, d'après l'identité que nous 
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venons de rappeler, 
Pi-1-1-*· « ., „ 

(β,-l· ι — α,)Θ == arg. de ' ' -+■ arg. de (i — sç) a* . 

(Considérons le point M (//£'. id), milieu de l'arc 1313'. C'est en ce 
point du contour C2, tracé dans le plan de la variable M, (pie |9(^)1 

prend sa plus grande valeur. 
A ce point M correspond donc, dans le plan de la variable ζ, le 

point Ν où le contour correspondant à (λ est rencontré par le segment 

de droite joignant l'origine an point ζ = -^ry 
Or, l'application du théorème 111, exposée au n° 8, suppose essen-

tiellement que la détermination de (1 — zq)B1+1, qui figure dans le 

développement de E(-), soit réelle cl positive au point N. En pre-
nant égal à zéro l'argument de 1 — ;9 en ce point cl appelant Θ„ la 
valeur de Θ au point M, nous devons donc avoir, à un multiple de 
2π près, 

(β, + I - a, )«„ = arg. (le (j^) *' ,B1+1-x1, 

ce qui définit complètement le sens du facteur ( -r- )x B1+1-x, 

Mais 011 peut fixer autrement cette détermination. 
E11 effet, les points pour lesquels 191 //,) | > 19('')lnécessaire-

ment à l'intérieur du secteur couvert de hachures, si l'on appelle Θ, le 
plus petit argument positif de n c relatif à l'un d'eux, Θ, diffère 

de Θ„ d'une quantité moindre en valeur absolue que --· La règle 

donnée, pour trouver l'argument de (q)B1+1+x1 suite équiva 

lente à la suivante. On peut dire que l'argument de ce facteur, qu'il 
convient de choisir, est celui qui diffère de (β, H- 1 — α, )Θ, d'une quan-

tité moindre, en valeur absolue, que —— £· 

3° Examinons, enfin, la troisième hypothèse correspondant au cas où 
l'arc σ traverse complètement plusieurs secteurs couverts de hachures. 
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On doit remarquer tout d'abord que l'angle sous-tendu par σ est 
3 5 compris entre — et —1 si cet arc traverse complètement deux sec-

tcurs hachurés; que cet angle est compris entre ~ et si l'arc σ 

traverse complètement trois secteurs hachurés, etc. 
Lorsque Tare σ traverse deux secteurs hachurés, il est facile de voir 

que l'intégrale proposée est égale à la somme de deux intégrales de la 
nature de celles que nous venons d'étudier à propos de la seconde 
hypothèse. 

Si l'arc σ traverse trois secteurs hachurés, l'intégrale proposée est 
égale à la somme de trois intégrales de la nature de celles qui ont été 
étudiées à propos de la seconde hypothèse, et ainsi de suite. 

Démontrons-le, par exemple, dans ce dernier cas : 
Soit F(JcLP le contour C, {Jig. 20). Supposons que ce contour 

Fig. 20. 

devienne équivalent au contour (1, pour l'intégrale proposée, quand 
011 remplace la partie en pointillé Gch par Tare de cercle infiniment 
petit CiHKL. 

Les courbes d'égal module de passant par le point u — c 
étant tangentes aux rayons qui limitent les secteurs, ces courbes 11e 
peuvent s'entrecouper une seconde fois qu'à distance finie du point c. 
Il en résulte qu'on peut tracer, dans les secteurs sans hachures, des 
chemins de longueurs finies Mil et NK le long desquels |o(m)| <C |9(<-')|· 
Dès lors, on peut remplacer l'intégrale (FGHKLP) par la somme 
des trois intégrales (FtiHM) -+- (MHKN) (NKLP) qui sont cha-
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cune précisément de la nature de celles qui correspondent à la seconde 
hypothèse examinée ci-dessus. 

Toutes ces intégrales peuvent, du reste, se déduire d'une seule 
d'entre elles, car ce qui change, quand on passe de l'une à la suivante, 

c'est uniquement l'argument de (1 — zo) *'B1+1 dans le développe 

ment de F(s) autour du point ζ = argument qui varie, en plus 

ou en moins, de — 1^ 21c. 

La règle à suivre pour obtenir ces intégrales est donc la suivante : 
Quand on aura obtenu, au moyen de la formule (49), une inté-

grale correspondant à un secteur hachuré, on obtiendra l'intégrale 
correspondant au secteur hachuré voisin, rencontré en tournant autour 
du point u — c dans le sens direct, on obtiendra, dis-je, cette inté-

grale en multipliant la précédente par le facteur Ε 2m(B1+1-1). La 

seconde intégrale partielle, correspondant au second secteur hachuré 
rencontré en tournant autour du point u — c dans le sens direct, 
s'obtiendra en multipliant le second membre de la formule (4q) par 

E4/m(B1-1) , et ainsi de suite. 

Si au lieu de tourner dans le sens direct, autour du point ζ — rjyy 
on tourne dans le sens rétrograde, l'intégrale correspondant au pre-
mier secteur rencontré s'obtiendra en multipliant le second membre 

de la formule (49) E2/m(B1-1), l'intégrale correspondant au se 

cond secteur en multipliant la même expression par E-2/m(B1+1-1), etc. 

Si l'on voulait avoir une valeur plus approchée que celle que nous 
avons obtenue (49) pour l'intégrale I, il faudrait pousser plus loin le 
développement (3ç)') de F (s), le sens des facteurs susceptibles de plu-
sieurs déterminations s'obteijant toujours par la règle qui a été ex-
posée après avoir obtenu la formule ( 49)· 

Cas particulier. — Un cas particulier intéressant se présente 
lorsque, φ(ι/) étant holomorphe dans le voisinage du point u = c, sans 
que ç'(c) soit nul, on a, dans le voisinage de c, 

f{u) = (u — c)P[B, -t- Β.,(Μ — c) -H B
3
(H— c)

2
-K . .J. 
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De l'équation 
ι 

" ~~ ?(«) 
on tire 

"-';=ψ(' --?)['+ (>-$)(' --?)+·■ ·]· 

On a d'ailleurs 

- $§ = ("-
 c

)
p
|.- 7

 + (ΰ'ψ-γΥα -0+···]. 

et l'on en conclut 

ι?ω=(f )"(« - | - B.+[«.(^ % - β) - - *?> +··· 

les termes négligés entre crochets contenant (i — es)2 en facteur. 
On trouve maintenant, en appliquant la règle exposée au n° 8, 

1 = -uKf^+V'ï>q5> 

vin Γ(/ί—(3+ι) /ο , τ\Γη 99" ft\ 9 u 1Γ(,ί-~β) . \ 

ou, en développant les fonctions eulériennes, 

(5o) 
y lin / Φ VP"·"1 Φ" 

ΗΒ·+^Ρτ^-ι)Β·-;Η + ̂  >|· 

Mais il faut voir dans quelles circonstances cette formule est appli-
cable. 

Figurons, à cet effet, dans le plan de la variable u (fig* 21), les axes 
de coordonnées, le point u = c et la droite Ac Β séparant, dans le voi-
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sinage du point c, les régions du plan où 

q(u)[>]q(c) 
de celles où 

l?(«)l <!?('·>]· 

Couvrons de hachures les premières régions, comme nous l'avons 
lait jusqu'ici. Dans ces conditions, le contour C,, dont nous avons 

Fia. ii. 

donné plus haut la définition, doit nécessairement être Iracé dans la 
région non hachurée, dans le voisinage du point r. Il y a maintenant 
deux cas à considérer : 

i° S'il est nécessaire de déformer G,, infiniment peu, dims la région 
non hachurée, pour rendre ce contour équivalent au contour proposé, 
l'expression de I à laquelle nous venons de parvenir n'est pas appli-
cable ; 

2° Si le contour C,, pour devenir équivalent au contour proposé, 
doit être déformé vers la région hachurée, l'expression de 1 est appli-
cable. 

Au surplus, l'expression (5o) suppose que la variable, en chemi-
nant le long du contour C, déformé, tourne autour de r. dans le sens 
rétrograde. 

Dans le cas contraire, il faut changer le signe du second membre. 

Enfin, pour fixer le sens du facteur » on cherche celui de 

(q)B.' Supposons les coefficients 11 du développement de f(u) choisis 

de façon que la détermination du facteur (« — e)P qui y ligure corres-
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ponde au plus petit argument positif de u — c. Dans ces conditions, si 
l'on appelle Θ, le plus petit argument positif de u — c, pour un point 

quelconque pris dans la région hachurée, la détermination de (q)B 

correspond à l'argument qui diffère de βΘ, d'une quantité moindre 

que β ^ en valeur absolue. 

§ v. 
Généralisation des théorèmes II et III. 

14. Nous avons trouvé (p. 214) que l'intégrale suivante, dans 
laquelle h > — 1, 

l=/(s-<)'£· 
prise le long d'un contour de troisième espèce par rapport au point a, 
s'étendant à l'infini, a pour valeur 

τ Ι Γ(Λ-ΗΙ)Γ(Λ — h) 
a* Γ ( η ·+■ 1 ) 

Donnons au symbole 1
 j I

e sens E'106^" ^ et, pour achever 

de le définir, choisissons comme argument de ^ — 1 celui qui est nul 

le long du prolongement du segment joignant l'origine au point a. On 
peut alors différentier q fois les deux membres par rapport à A et 
écrire 

(5,) J = f(i - ,V Log* fi - Λ dz = -L * Γ':A t/>Γ(" ~ ■*>. 

Or on a, pour η très grand et positif 

Γ(« + ι) ni+h [_ 2 n J' 

ε tendant vers zéro lorsque η croît indéfiniment. 
Journ. de Math. (6· série), tome IV. — Fasc. III, ujoS. 36 
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Cette formule pouvant être différentiée terme à ternie par rapport 
à A, comme nous l'avons fait remarquer à propos de la formule (44), 
on en conclut que, pour n très grand, l'intégrale J est de l'ordre de 
Logn n, le produit 

J n1+h 

tendant vers une limite lorsque n croît indéfiniment. 
En s'appuyant sur ce résultat et suivant une marche analogue à 

celle qui a conduit au théorème II, on est amené à généraliser ce 
théorème. 

On remarque d'abord (notations de la remarque du lemme II) que 
le produit 

R"n1+hf(xR)hLogqxdx, 

tend vers une limite lorsque n croit indéfiniment. 
On en déduit que le produit suivant, dans lequel h est supérieur 

à — ι, q un entier positif et ψ(-) une fonction analytique finie dans le 
voisinage de a, 

a
" ~ ')"

Lo
^ (s ~ ')

ψ(;) ί/5
' 

ne dépasse pas une quantité fixe lorsque // croit indéfiniment (démon-
stration analogue à celle du lemme VI). De là résulte immédiatement 
le théorème suivant qui généralise le théorème II : 

THÉORÈME IV. — Soient n un nombre positif 1res grand, entier, 
fractionnaire ou incommensurable, ci F (τ) une fonction indépen-
dante de n. 

Considérons Vintégrale 

M=fF(z)dz, 

prise le long d'un contour C de troisième espèce par rapport à un 
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point d'affixe ζ = a. Celle intégrale élatil supposée finie, pour 
η fini, admettons que le point a soil séparé des singularités de 
F(c) et de l'origine par des espaces finis. Admettons, en outre, 
qu'on puisse écrire, dans le domaine de a, 

F(s) =F,(
S
)+ g - i)*|(

5
)Log»g-i). 

F.00= A^-iyW-g-i) 

+ A.g-,)*L°ef'(;-I)H—* 

+ A.g-,)*L°ef'(;-I), 

la fonction ψ (s) étant finie dans le domaine de α; a,, a*,a dési-
gnant des nombres entiers ou fractionnaires vérifiant les inégalités 

- lO.Oa< ·<«,<«; 

q
K

, q
2

, qp, q des entiers positifs el A,, A2
, ..., Ap des constantes. 

Dans ces conditions, si l'on pose 

N=/F.O)^P 

l'intégrale étant prise le long du contour C, le produit 

ann1+x(M-N) 

n'augmente pas indéfiniment avec n. 

Évaluation approchée de M. — On admet essentiellement, pour 
appliquer ce théorème, que les constantes A sont choisies de façon que 
les déterminations des binômes et des logarithmes népériens figurant 
dans le développement de F(-) correspondent à celui des arguments de 

- — 1 qui est nul pour les points du plan situés sur le prolongement, 
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au delà de a, du segment de droite allant de l'origine à ce point a. 
On admet de plus que le sens de l'intégration est tel que la variable 
parte du point a. 

Posons 
U ι Γ( 1)1 (n — et/,) 
p an dx ir R(n+1) 

En raisonnant exactement comme nous l'avons fait au n° i>, il 
résulte du théorème IV qu'on peut écrire 

(52) M = A.U, 4- AJJjj +...+ A„ïN„ 

le produit o
n
 N, n'augmentant pas indéliniincnt avec n. Par 

conséquent, si l'on prend A,U, comme valeur approchée de M on 

commet une erreur de l'ordre de ^ c'est-à-dire que le produit 

(M-A.V.Kï^ 

n'augmente pas indéfiniment avec n. En prenant 

M =A,VI +A
A
V

A 

on commet une erreur de l'ordre de ~ etc. 

L'erreur relative commise en prenant pour M sa valeur approchée 
est d'autant plus petite, pour n très grand, qu'on prend plus de termes 
dans le second membre de la formule (52). 

11$. Le théorème III relatif à l'évaluation approchée des intégrales 
de la forme 

2imI=fF(z)dz 

prises le long d'un contour de première espèce par rapport à un point 
singulier ζ = a de F(-), peut être généralisé de la même manière que 
le théorème II. 
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Nous avons trouve· qu'on a (lemme VII) 

Λ3\λ dz 1 Γ(/ί — h) 

l'intégrale étant prise le long d'un contour de première espèce par 
rapport au point a. On tire de là, en différentiant q fois par rapport à /«, 

( ) 21V z>^ d" — an dhi Γ(-Λ) 

et il en résulte, comme dans le cas de la formule (5i), que l'intégrale 
écrite dans le premier membre est, pour η très grand, de l'ordre 

de ~ ^ n est Pas un entier positif. Lorsque h est entier et 

positif, j ^ étant nul, l'intégrale est, pour η très grand, de l'ordre 

AP 1 Log7"1" 

La formule (53) suppose d'ailleurs essentiellement que les déter-
minations du binôme et du logarithme népérien qui figurent sous le 
signe Jcorrespondent à l'argument 1 — ^ qui se réduit à zéro pour 
les points du plan situés sur le segment de droile joignant l'origine au 
point a. D'autre part, la variable en cheminant sur le contour d'inté-
gration doit tourner autour du point a dans le sens rétrograde. 

En s'appuyant sur le lemme VIII, sur l'extension du lemme VI 
(p. 268) et sur le résultat que nous venons d'obtenir, suivant d'ailleurs 
un raisonnement calqué sur celui que nous avons employé pour arriver 
à la démonstration du théorème III, on arrive à étendre ce théorème 
comme nous allons l'indiquer. Il y a cependant une légère différence 
dans l'application du lemme VIII, parce que le long du chemin de 
troisième espèce αΒ, (βg· 9) on doit poser 

(, _ î)
a

Log»(i - - ,)"[«* + Log(; - 1)]', 

les déterminations du binôme et du logarithme népérien écrits dans le 
second membre correspondant à l'argument de ^ — 1 qui est nul pour 
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les points du plan situés au delà du point «, sur le prolongement du 
segment de droite joignant l'origine à ce point a. 

De même on doit poser, pour les points situés le long du contour de 
troisième espèce aD, {fig. 9), 

('- ϊ)",ΛΤ(' - 5)=e"™(5 - ·)"[- '"« +W(| - ')]'· 

Il en résulte qu'au lieu d'avoir à considérer deux intégrales dont la 

somme multipliée par a11 n'augmente pas indéfiniment avec /<, 

on se trouve en présence d'une somme de 2^-4-2 intégrales dont le 
produit par le même facteur n'augmente pas indéfiniment avec n. 

Ce point de détail réglé, voici comment peut s'énoncer l'extension 
du théorème III : 

THÉORÈME V. — Soient η un nombre positif très grand, entier, 
fractionnaire ou incommensurable, et F(r) une fonction indépen-
dante de fi. 

Considérons l'intégrale 

iirM = f F(3)^J 

prise le long d'un contour de première espèce par rapport à un 
point singulier isolé a de F(r). Admettons qu'on puisse écrire, 
dans le domaine de a, 

F(s> = ?<=) + F,(s) + [(. - ^)"Log»(i - i) | i(i), 

ψ(^) désignant une fonction analytique finie dans le domaine 
de a, <p(s) étant holomorphe dans le domaine de a et F, (3) repré-
sentant l'expression 

F,(z)= A1(1-z)a,Logq,(1-3) 

+ A2(1-z)x,Logq,(1-z)+... 

+Ap(1-z)pLogqp(1-z), 
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dans laquelle Λ,, Λ
2

, A
p
 désigne ni des constantes, les q des 

entiers positifs, les et vérifiant les inégalités 

*,<« 2
<·.. <«/»<«» 

α étant en outre supérieur à — ι. 
Dans ces conditions, si l'on pose 

aiisNejfF.COjra. 

l'intégrale étant prise le long du contour C, le produit 

a'1

 n
 ( M — N), α /iV.y/ pas «λ entier positif, 

ou 

a* t ^ (M — N), s/ α es/ «m entier positif, 

n'augmente pas indéfini ment avec n. 

Evaluation approchée de M. — On admet essentiellement, pour 
appliquer ce théorème, que les constantes A qui rentrent dans le déve-
loppement de F, (z) sont choisies de façon que les déterminations des 
binômes et des logarithmes népériens, figurant dans le même dévelop-

pement, correspondent à l'argument de ι — ^ qui est nul pour les 

points du plan situés le long du segment de droite joignant l'origine 
au point a. De plus, on suppose que la variable d'intégration che-
mine sur le contour, de manière à tourner, dans le sens rétrograde, 
autour du point a, dans le voisinage de ce point. 

Si l'on pose 

II — f(/t — «,,) J'~~ an dx'jf Γ(— oq,)Γ(/ί-Ηΐ)' 

il résulte de ce théorème qu'on a 

(54) M — A, U, -h A2L3 -κ..+ ApUy,Ν'
{
, 
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le produit —M,, si α est quelconque, ou a" si « est 

entier et positif, n'augmentant pas indéfiniment avec n. 
Les termes de cette somme étant tels que le rapport d'un terme au 

précédent tend vers zéro, lorsque η croît indéfiniment, si l'on prend un 
certain nombre de termes comme valeur approchée de M, on commet 
une erreur de l'ordre du premier terme négligé. 

Ainsi, en prenant A, U, comme valeur approchée, on commet une 

erreur de l'ordre de ~ ou Lo^' si a, est entier positif. On 
peut écrire 

M = A, U,(i Η-εΑ 
le produit 

H * « 

Logi~i\ne, 

n'augmentant pas indéfiniment avec n. 
En prenant A, U, 4- A2U

2
 comme valeur approchée, on peut écrire 

M = (A,U,-hA2U2)(iH-£2), 
le produit 

N**-*» 

Log?j—n 1 

n'augmentant pas indéfiniment avec n, etc. 
L'erreur relative commise sur M est d'autant plus faible qu'on 

prend plus de termes dans la formule (54) (')· 

(') Le théorème peut être étendu à des points singuliers auxquels corres-

pondent, dans F, (z), des termes de la forme Log
-

?^! — où q est un 

entier positif. Il faut partir à cet effet de l'identité 

fliêL*. 
Log2(1-3) 

= _(,). f'd/h f'dht.. ■ f'dhq Γ 

Mais on est ainsi conduit à des transcendantes qui ne se prêtent pas au calcul 
numérique. 
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Remarque. — Si le contour d'intégration était également de pre-
mière espèce, par rapport à d'autres points singuliers de F(-), situés 
à la même distance de l'origine que le point a, il faudrait, comme on 
l'a expliqué à propos de l'application du théorème III, considérer 
séparément chacun de ces points singuliers particuliers et faire la 
somme des résultats obtenus. 

Enfin, pour exprimer M suivant les puissances descendantes de /i, 
il faudra développer la formule (54) «tu moyen de l'expression (4'l)de 
la fonction eulérienne qu'on peut différentiel* par rapport à p, comme 
nous l'avons déjà fait observer. 

Le théorème qui vient d'être énoncé joue un rôle capital dans mes 
recherches sur le développement approché de la fonction pertur-
batrice. 

Les résultais obtenus aux n"s 14 et 16 conduisent à la valeur 
approchée des intégrales de la forme 

(j5) 
f{u) = 15,0 - c)P« Log*·(1* — c) 

+ Ilj(tt-/J« — c) -H..., 
q(u)= ç(c) + A,(tt - C )*«-+- \2(u — c)"» -h. . ., 

β
η

 β
2
, ... étant supérieurs à — 1 et rangés par ordre de grandeurs 

croissantes, α,, a.,, ... désignant des exposants positifs, rangés égale-
ment par ordre de grandeurs croissantes, les q représentant d'ailleurs 
des entiers positifs, les Β et les Λ des constantes. 

Journ. de Math. (f>· si'rio), tome IV. - Kasc. III, <>7 

VI. 

I --- j f(u ) z,"(u)flu, 

dans des conditions encore plus générales que celles dans lesquelles 
nous nous sommes déjà placés. 

16. Supposons d'abord que le contour d'intégration parte d'un 
point ir — e et, de plus, que |9(^/)| < |?(r)l» 'c ^on» ce contour· 

Admettons, en outre, qu'on puisse écrire, dans le voisinage du 
point c, 



27^ M. IIAMY. 
Dans ces conditions, l'évaluation approchée de I pour η très grand, 

peut être ramenée à celle des intégrales étudiées au n° 14. 
En posant 

I 

5" ÎW, 

on ramène l'intégrale à la forme 

• = /F(z)dz, 

le contour d'intégration, dans le plan de la variable étant de troi-

sième espèce par rapport au point z= comme 011 l'a expliqué 

au η" 12. 
Or, des équations (5.^) on lire, comme au 11" 12, en écrivant 9 à 

la place de 9(c), 
I 

(5(>) «-c = - !)«; + ...., 

cl l'on en déduit 

F(z)=-B1(-q)b1+1+x,(zq-1bn+1+x1 

χ ['-«»«(- +···' 
les termes 11011 écrits contenant en facteur une puissance de (^9 — 1) 

supérieure à 1—il égale au plus petit des nombres 

βί 4- l — «ι βι-Μ 4" *8—2 3C, βι 4-Ι 

On peut encore écrire 

F(z)=-B,(-q)bn+1+xn(zq-1B1+1+x1 

x l·)"+ ̂ Γ'°ίί(-"? —')] +···> 
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ou 

ι<γ-\ = _ JW_ \ α· 

Los(- ^)*'J sj(-?—0 lLo«(-? - 0Γ-!-···· 

Ce développement de F(-), dans le voisinage du point ·* = ^> 
donne, en appliquant la règle établie au n° 14, 

ι _ Βι / φ_\ α· y 7ii 

[r ( ο \β|Ί ' . ι dr Γ(ί+ι)Γ(» + ι- ί) 

I étant mis à la place de B1+1+a1, 

Les termes négligés contiennent en dénominateur une puissance 
de η égale au plus petit des nombres 

92-+- * β, 4-1-H α4—«ι βι + ι , . 

et en facteur une puissance positive de Log/a. 
11 reste pour clore la question à fixer la détermination de 

ΚΓ* «"·Log(-q)1. 

On part à cet effet de la formule (56). 
Appelons, comme au n° 12, Θ l'angle que fait, avec l'axe des 

abscisses, la tangente menée au point u c, au contour donné, dans 
le sens de l'intégration que l'on suppose partir du point c. 

Admettons que les constantes des développements (55) aient été 
choisies de telle sorte que les déterminations des binômes et des loga-
rithmes qui y figurent correspondent à l'argument de u — c égal à Θ 
pour les points du contour infiniment voisins de u = c. Dans ces con-



278 M. II AM Y. 

clilions on verra, par des considérations analogues à celles qui ont été 
1 

développées ail n° 12, que l'argument de ^ — qu'on doit prendre 

est celui qui diffère de Θ d'une quantité inférieure à en valeur 
P.Ή-«, 

absolue. L'argument de ~ j s'obtient en multipliant celui 

de
 (~^)

α
' Ρ

ΗΓβ« + Ι~α·· 

17. Supposons maintenant que le point e, dans le voisinage 
duquel f(u) et 9 (M) sont exprimées par les formules (;>5) ('), ne soit 
pas une extrémité du contour d'intégration C de l'intégrale 

1= Çf(it)?"(u)du, 

mais qu'on puisse déformer ce contour de manière à le faire passer 
par le point u == v. et qu'il jouisse alors des propriétés suivantes : 
i° ce nouveau contour L, serait équivalent au contour donné si le 
point u — c n'était pas un point singulier de f(u) et de 9(^)1 2" la 
plus grande valeur de |ç(w)| le long de C, est |9(<")|. 

ïl y a alors, comme pour le problème étudié au n" 15, à examiner 
trois hypothèses qui peuvent se présenter quand 011 déforme le con-
tour C, pour le rendre équivalent au contour C (se reporter au n° 15, 
2E cas) : 

i° Lorsque l'angle sous-tendu par l'arc σ, qui a été considéré 

page a5(), est inférieur à — > 011 voit, comme au n° l.>, que le point c 

ne peut servir à évaluer l'intégrale 1 ; 
20 L'angle sous-tendu par l'arc σ est compris entre — el — · 

Dans cette hypothèse, le contour C
3

, que nous avons considéré au 
n° 15 et qui est équivalent au contour C pour l'intégrale proposée, 

(*) Les exposants (3 figurant dans ces développements ne sont plus astreints, 
dans ce qui suit, à être supérieurs à — 1. 
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ce contour, dis-jc, passe par des points pour lesquels |ç(m)| > l9(c)|. 
Appelons Θ, le plus petit argument positif du binôme u — c relatif à 
l'un d'eux. Supposons que les déterminations des binômes et des loga-
rithmes figurant dans les formules (5ο) correspondent au plus polit 
argument positif de u — c. 

Dans ces conditions, en raisonnant comme nous l'avons fait pour 

établir la formule (/jq) et développant V(z) = — conune à la 
page 276, mais en partant de l'expression 

«-«=(£)*<' -»?>"+· -M 

on a 

(>;) F(
3

) = -J^(^) " (1 — 39) " [Log(£)
ft
+£Log(i-s

f

)]q,+..., 

ou 

F<s>=-&te) * B1+1+a1r=q,Eq1l[Log(q)1]q1-r1(1-za(b1-1+a1[Log(1-zq]r+..., 

et il en résulte, en appliquant la règle établie au n° 15, 

,58^ —1 -= - ο" Y 7,1 I ? \Λι Ι » dr T(n 4-1 t) , 

t étant mis à la place de —— · Cette formule suppose, du reste, le 

sens de l'intégration tel que la variable M tourne autour du point c dans 
le sens rétrograde en décrivant la partie du contour C2 voisine de c. 
Les termes négligés contiennent en dénominateur une puissance de u 
égale au plus petit des nombres 

β* -+- 1 βι 4- H-a2—«ι β, -t- ι , x 

et en facteur une puissance de Logn. 
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On verrait, par des considérations analogues à celles qui ont été 

I 

développées à propos de la formule (49), que l'argument de (q) 1, 

qu'il convient de choisir est celui qui diffère de Θ, d'une quantité 

moindre que en valeur absolue. De même l'argument de la déter-

mination de (q) B1-1-x1 qu'il convient de choisir est celui qui diffère de 

(β, -h ι — a,)©, d'une quantité moindre que 1 ~ Ξ
 en valeur 

absolue. 

3° L'angle sous-tendu par l'arc σ est supérieur à — · 

Si cet angle est compris entre (2k — 1) ^-et (2^ + 1) k étant un 

entier, on voit, par des considérations identiques à celles qui ont été 
développées à la fin du n° 15 (p. 263), que l'intégrale proposée est la 
somme de k intégrales de la nature de celle dont nous venons de 
trouver la valeur, en étudiant la seconde hypothèse. 

Toutes ces intégrales peuvent, du reste, se déduire de l'une d'entre 
elles, car ce qui change dans le développement (07 ) de F(s), quand on 
passe de l'une à la suivante, c'est uniquement l'argument de 1 — ssqui 
varie, en plus ou en moins, de 2π suivant le sens de l'intégration. 

La règle à suivre pour obtenir ces intégrales est donc la suivante : 
Quand on aura obtenu, au moyen de la formule (58), une des inté-

grales correspondant à un secteur hachuré (voir la fin du n° 15), 011 
obtiendra l'intégrale partielle correspondant au secteur hachuré voisin 
rencontré en tournant, autour du point u = c, dans le sens direct, 011 

obtiendra, dis-je, cette intégrale en remplaçant le rapport dans la 

formule (58), par^- Ε8,π, Ε désignant comme toujours la base des loga-

rithmes népériens. 
L'intégrale partielle correspondant au secteur hachuré, rencontré 

ensuite en tournant toujours autour du point u = c, dans le sens 
direct, s'obtiendra de même en remplaçant, dans la formule (58), 

-2- par Ε4,π, et ainsi de suite, 
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Si au lieu de tourner dans le sens direct, autour du point c, ori 
tournait dans le sens rétrograde, on devrait remplacer, dans la for-

mule (58), ^-par ^·Ε~2,π pour l'intégrale partielle correspondant au 

secteur hachuré immédiatement voisin de celui dont on est parti, puis 

par Ε~4<π pour l'intégrale partielle suivante, etc. 


