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Sur UCapproximation des fonctions de grands nombres;

Par M. Mavrice HAMY.

Je me suis attaché, dans fe présent travail, a généraliser la méthode
de M. Darboux (') concernant la recherche des expressions asymplo-
tiques des fonctions d'un nombre n trés ¢dleve, c'est-d-dire des
expressions dont le rapport & ces fonctions tend vers P'unité, lorsque
croit ind¢finiment, ct qui donnent leurs valeurs numériques, avee de
faibles erreurs relatives, pour nassez grand. J'ai été conduit & n’occuper
de ce sujet & P'occasion de mes travaux sur le développement approché
de la fonction perturbatrice, qui nécessitaicnt I'étude préalable de
diverses questions demeurées en dchors du Mémoire de M. Darboux.

Partant d'un théoréme d'Ossian Bonnet, sur les séries trigonomé-
triques, M. Darboux a moniré que la détermination des expressions
asymploliques des termes éloignés du développement d’une fonc-
tion @ ( 3), par la série de Mac Lauriu, estintimement li¢e & la connais-
sance des points singuliers de @ (5)siluds sur le cercle de convergence.
Il a établi la marche & suivre pour obtenir ces expressions, lorsque le
développement de ® (3) est algébrique dans le voisinage des points
singulicrs dont il s’agit.

M. Flamme (*) a ¢tendu la méthode de M. Darboux aux coefficients

(") Journal de Mathématiques pures et appliqudées, 1358 : Darsoux, Mémoire
sur Uapproximation des fonctions de trés grands nombres,
(?) Framue, These de doctorat, Paris, Gauthier-Villars, 1887,

Journ. de Math. (6* série), tome IV, ~— Fasc. III, 1908. 28
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dc la séric de Laurcent et plus généralement aux intégrales de la forme
s
I qu) (» ) e

dans laquelle n ddsigne un cntier positif trés grand ('), lorsque la
fonction @ (5) poss¢de un ou plusicurs points singulicrs s¢parés de
p 8
lorigine par le contour d’intégration, les cxtrémités de ce contour
¢tant, en outre, plus éloignées de I'origine des coordonnées que I'un
au moins de ces points singulicrs.
Prenant un point de départ différent du théoréme d’Ossian Bonnet
b
dans mes recherches, je me suis d’abord occupt de délerminer
I'expression asymptotique de U'intégrale T : 1° en m’allranchissant de
D
la restriction que » st entlier; 2° cn examinant toules les positions (que
le contour peul présenter par rapport a lorvigine des coordonnges.
Jenvisage notamment hypotheése ot 'une des extrémités du contour
d’intégration est plus rapprochée de ovigine que ses autres parties,
Jobtiens, du reste, 'expression asymptotique de Pintégrale 1, non
seulement lovsque le développement de @ (z) est algébrique dans le
voisinage du point du plan dont la considération est nécessaire, pour
I'évaluation approchée de eette intégrale, mais encore lorsque ce déve-
loppement contient des termes de la forme (3 — a)*log?(z — a),
¢ ¢tant un enlier posilif. '
Jaborde ensuite un autre probléme plus géndraly relatif & la déter-
mination de Pexpression asymplotique de Pintégrale

] =f F(2)9'(3)ds,

n ¢tant un grand nombre quelconque.

On sait que Laplace a résolu ce probleme (*), par une méthode
d’aillcurs sujette & critiques, dans le cas ol la variable s est réelle,
en admettant que le champ d’intégration renferme une racine s = ¢

(') Le cas our n est négatil se raméne & celui dont il est question en changeant

1
sen -

(2) Calewl des probabilités.
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de %' (3) correspondant 4 un maximum absolu de ¢ (5) dans ce champ
et ne coincidant pas avec unc des limites de 'intégrale. 11 a, en outre,
suppos¢ ¢ (5) holomorphe dans le voisinage de 5 = c.

M. Darboux a confirmé le résuliat de Laplace etl’'a ¢tendu aux inté-
grales dont I'élément différentiel dépend d’une variable complexe,
lorsqu’i la racine z = ¢ de %'(3) correspond un maximum de | ¢ (3)|
absolu le long du contour d’intégration.

Le probléme ainsi posé rentre dans une question plus générale que
j'ai ¢tudiée dans mon Mémoire et dont 'examen comprend deux cas
tout & fait distincts.

Admettons d’abord que la plus grande valeur de | ¢ (35)|, le long du
chemin d'intégration, corresponde 4 I'une des extrémités 5 = ¢ de ce
contour, aprés I'avoir convenablement déformé, s'il est nécessaire.

Dans ces conditions, on peut toujours obtenir la valeur asymptotique
de intégrale J, si les développements de £(5) et de 5 (5), dans le voi-
sinage de 5 = ¢, peuvent se mettre sous la forme

f(3)=B,(z—c)blogh(s — c) + By(5 — c)hslogh(s —e)+...,
¢(5)=9(c)+ A (5=c)+ A (5 —c)+...,

les a désignant des nombres positifs, les g des entiers positifs ou nuls
ct les 8 des quantités supérieures 4 — 1.

Si |z (3)| ne prend pas sa plus grande valeur 4 une extrémit¢ du
contour d’inlégration, imaginous qu’on puisse remplacer le contour C,
le long duquel est prise Pintégrale J, par un autre chemin C,, passant
par un point d'affixe 5 = ¢, jouissant des propriétés suivantes : 1° si
le chemin C; n’est pas équivalent au contour C, il le devient en le
d¢formant infiniment peu dans le voisinage du point 5 = ¢; 2° la plus
grande valeur de| ¢ (5)|le long du chemin C, est|g (¢)|. Ilarrive alors,
sauf quelques exceptions, que la considération du point s = ¢ conduit
& la détermination de 'expression asymptotique de J. On suppose que
le développement de £ (5) et de 4 (z), dans le voisinage du point ¢,
rentre dans la méme forme que précédemment, les B n'étant plus assu-
Jetus i ¢tre supéricurs a — 1.

Les exceptions comprennent le cas ou f(3) et ¢ (5) sont holomorphes
dans le voisinage du point 5 = ¢, sans que ' (¢) soit nul.
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Pai dit que le cas oit | p (3) | prend sa plus grande valeura unc extré-
mité du contour d’intégration est & distinguer de celui ot cc module
prend sa plus grande valeur le long de ce contour. Par exemple, en
faisant I'hypothése quele point 5 = ¢ ne coincide pas avee une extrémité
du contour d’intégralion, M. Darhoux a obtenu la valeur asymplotique
de J en supposant ¢(3) et f(3) holomorphes dans le voisinage du
point 3 = ¢, | ¢ (5)]| maximum absolu pour 5 = ¢, lelong de ce contour,
et ¢'(¢)=o. Il a trouvé, dans ces conditions, que le développement de
'expression asymptolique de J, suivant les puissances descendantes
de n, proctde suivant une suite de termes tels que le rapport de P'un

o e . 1 vy .
d’cux au précédent contienl en facteur b Or, j’¢tablis dans mon tra-
. . . 1 . o .
vail (que ce rapport contient en factear == lorsque le point ¢ coincide
n

avec une des limites de l'intégrale (1),

Dans le but de ne pas allonger outre mesure le présent Mémoire,
je me suis contenté d’élablir des formuales générales sans les appliquer
& des exemples particuliers. Les commentaires dont elles xont accom-
pagnces comblent, je pense, suflisamment cette lacune pour qu'il ne
puisse en résulter aucune difficulté dans lear emploi (*).

Jai également laissé complétement de eoté Pétade des intégrales
doubles dont I'¢lément différentiel contient des facteurs cleves a de
hautes puissances. On consullera avec fruit les recherches de M. Poin-
care sur ce sujet (*).

(') Les résultats conlenus dans le présenl Mémoire ont déja été énoncés par-
tiellement dans quelques-unes de mes publications antérieures : Sur lappro.ci-
mation des fonctions de grands nombres (Comples rendus, 18g2, 147 semestre,
ct 1897, 2¢ semestre), Sur le développement approché de la fonction periur-
hatrice dans le cas des (négalités d’ordre élevé (Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 1844, p. 393 & {05).

(*) Toir au sujet de I'application de la mithode de M. Darhoux : Darsoux,
loc. cit,; Fuamug, loc. cit.; PoiNcark, Les méthodes nouvelles de la Mécanique
céleste, V1, p. 2825 lany, Bulletin astronomique, 1893, et Journal de Mathé-
matiqunes pures et appliquées, 1894 et 1896; HavaMarn, Sur les fonctions
données par leur développement de Taylor (Annales de UEcole Normale
supéricure, 1893); Coctiesco, Thése de doctorat, Paris, Gauthier-Villars, 18¢35;
Feravn, Thése de doctorat, Parvis, Gauthier-Villars, 18g7.

(3) Loc. cit., p. 280.
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Le présent Mémoire est divisé de la facon suivante :

I

/3

1. D¢finitions d’un contour de premiére, de deuxiéme et de troi-
sitme espéce par rapport i un point. — 2. Propriéiés des intégrales de

la forme f(b (3) d

n+1
Théoréme 1.

prises le long d’un contour de deuxi¢me espéce.

-
~

$ 1L

3. Lemmes préliminaires relatifs 4 I'étude des intégrales de la
. ds . . ey .
forme f‘b(:)m—l, prises le long d’un contour de troisieme espéce.

4. Propriétés de ces intégrales. Théoreme I1. — 5. Evaluation appro-
chée de ces intégrales pour # trés grand.

s 1L

6. Lemmes préliminaires relatifs & Pétude des intégrales de la
. . ds . .y .
forme ftb(:) == priscs le long d’un contour de premicre espéce. —

7. Propriétés de ces intégrales. Théoréme IT1. — 8. Evaluation appro-
chée de ces intégrales pour 2 trés grand. — 9. Géndralisation de la
regle. — 10. Cas particulier lorsque n est entier. Svaluation de lermes
¢loignés du développement d’une fonction par la série de Mac Laurin.
Méthode de M. Darboux.

§ IV.

I1. Variations du module d’une fonction autour d’un point. —
12. Evaluation approchée de lintégrale 1= f S (@) 3" (u)du, pour n

trés grand, lorsque, = ¢ désignant I'affixe de I'une des extrémités du
» d’inté 1 » 2 2 inte de
conlour d’intégration, on a |¢(¢)| > |9 ()| pour tous les points de ce
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contour : 1° cas ou f et 3 sont holomorphes dans le voisinage de
u = ¢ ¢n méme temps que ¢’'(¢) = 03 2" cas ol le point & = ¢ cst un
point singulier algébrique de f et 3; 3" cas particulicr. — 13. Evalua-
tion approchée de 1, pour n trés grand, lorsque | (u)| prend sa plus
grande valeur en un point # = ¢ du contour d'intégralion, ne coin-
cidant pas avec I'une des extrémitcs de ce contour. Examen de diffé-
rents cas.

V.

47

14. Généralisation du théoréme II concernant les intégrales de la
ds . .oy .
forme f @ (5) ==, prises le long d'un contour de troisi¢me espéce, ct

conséquences relatives i leur évaluation approchée pour # trés grand. --
13. (sénéralisation du théoréme 111 concernant les mémes intégrales
prises le long d'un contour de premicre espéce, el conséquences re-
latives & leur évaluation approchée pour x trés grand.

$ VL

16. (iénéralisation des résultats oblenus, en ce qui concerne I'éva-
luation approchée de l'intégrale j S (u)¢"(u) du,lorsque| s (u)| prend

sa plus grande valeur, le long du contour d’intégration, en un
point coincidant avec I'une de ses extrémités. — 47. Méme question
lorsque | ¢ ()| prend sa plus grande valeur, le long du contour d'inté-
ration, en un point qui ne coincide pas avec I'une des extrémités,
’
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$ 1.

Des intégrales de la forme j K ( :)% prises le long d’un contour

de deuxidme espéce.

1. Dirnirions. — ltant donnés, dans le plan représentatif d’une
variable complexe, un point dont I'affixe est @ et un contour BCD
(fig. 1), admettons que les circonstances suivantes se¢ présentent
simultanément :

1° Les extrémités B, D du contour sont plus ¢loignées de origine

Fig. 1. Fig. 2.

b
@ e /
[

o

0

que le point a5 2° le contour BCD est rencontré par la droite O« en
un point unique, compris sur le segment O«, ou satisfait & cette
condition aprés des déformations convenables.

Nous dirons alors, pour abréger le langage, que le contour BCD est
de premiére espéce par rapport au point a.

Nous désignerons par contour de dewxiéme espéce par rapport a
an point ¢ un contour dont toutes les parties sont plus ¢loignées de
Porigine que ce point a.

Consid¢rons enfin un contour ab limité & un point a (fig. 2). Admet-
tons (uc toutes les parties de cc contour soient plus éloignées de
Forigine que 'extrémité @. Nous dirons que ce contour est de troisiéme
¢spéee par rapport au point a.

Nous ne considérerons, dans la suite de ce travajl, que des contours
décomposables en un nombre fini d’arcs convexes et d'arcs concaves,
par rapport & lorigine, et nc tournant pas indé¢finiment dans une
région du plan.

Si une fonction @ () est finie le long d'un pareil contour C, sauf
davs le voisinage d'un certain nombre de points s =¢,, 3= ¢y, ...,
et qu'il existe des nombres v,, v., ..., inférieurs a 1, tels que les pro-
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duits (5 — ¢, )" ®(3),(5 - ¢, )+ @ (3), ... ne dépassent pas un nombre
fixe lorsque 5 tend respectivement vers ¢,, c, ..., nous dirons encore,
pour abréger le langage, que ®(z) est quasi finie le long de cc
contour. Nous adopterons la méme qualification pour ®(z), si le
conlour s'¢lendant i linfini et si ®(3) devenant infini le long de ce
@ (s)

3P

contour, pour 5=, le module du quoticnt ne dépasse pas un

nombre fixe pour les points & I'infini le long du contour, p désignant
un nombre fixe.

2. Tuioneme 1. — ¢ désignant un nombre fixe quelconque ct
n Uintégrale

(1) n=[e(z)55

prisele long d’'un contowr de dewriéme espéce par rapport éun point
d’affice a, 0l O () désigne une fonction finie ow quasi finie le long
de ce contour, le produit n'a"q tend vers séro lorsque n augmente
indéfiniment par des valeurs positices.

Premier cas. — L'intégrale (1) est prise le long d’un contour ui
n’a pas dc points & l'infini et le long duquel la fonction @ (3) est
finic. On a identiquement

naty =f%(IJ(:.) n <g)" ds.

Appelons M le module maximum de 27 ('_—') le long du contour C.

~

-~ a ' o . ’ A '
Comme I - | <1 par définition, M tend vers zéro lorsque # croit indé-

finiment. Or, on peut poser le long du contour (i, en appelant A un
facteur imaginaire de module au plus égal & 'unité,

(2) - m(i‘f)":m;

il en résulte

nfa"n = Mf%([’(:) ds.

L'intégrale figurant dans le second membre de cette égalité est finie;
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ce second membre tend donc vers zéro avec M, lorsque » crolt indé-
finiment, €. Q. F. D.

Deuxiéme cas. — Le contour d’'intégration n’a pas de points a
I'infini, la fonction® (s)devient infinie en un point z = ¢ de ce contour,
mais on peut trouver un nombre y < 1 tel quele produit (5 — ¢)'®(3)
soit fini ou nul pour 3 = ¢. On a identiquement

=[S )

R n
n appelant M le module maximum de »¢ (%) le long du contour,
on peut écrire comme plus haut (2)

”qann Mfl(d_C)Y‘p( ) ds

(z—o)n’

Le module de l'intégrale qui figure dans le second membre est

inféricur &
S )

ct comme, par hypothése, la premiére partie de I'élément différentiel
est flinie le long du contour, cette nouvelle intégrale est finie en méme
temps que l'intégrale

ds

qui est finie puisque y < 1.
Le produit #7a"7 tend donc vers zéro avec M, lorsque # croit indé-
finiment. C. Q. F. D.

Troisicme cas. — Le contour d'intégration s’étend & I'infini, et I'on

peut trouver un nombre positif p tel que l_iptb(z) l ne dépasse pas un
nombre fixe le long du contour. On a identiquement

O(z) 1 a\ 2 p—1
ratn = a’*‘f———fp) —=n <:) dz.
¢ % =

~

Journ. de Math. (6* série), tome 1V. — Fasc. I, 1gu8. ‘29
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Appclons M le module maximum de m(g)n“ ** le long du contour,

module qui tend vers zéro lorsque n augmente indé¢finiment puisque
p cst fixe; on peut écrire comme plus haut

nv(é)”""' =M,

<

A étant de module au plus égal & I'unité. Il en résulte

wa'n = af* Mf)\ ——d)f:) ‘-{;
c -~

14

Le module de I'intégrale qui figure dans le sccond membre est infé-

rieur a
115
=
c -~

et comme, par hypothése, la premiére partie de I’élément différenticl
est finie le long du contour, cette nouvelle intégrale est finie comme
I'intégrale

- ®(3)
A—

Le produit n?a"y tend donc encore vers zéro avec M, lorsque n
croit ind¢finiment. €. Q. F. D.

Le cas général ol le contour passe par plusieurs infinis de ®(3) et
s'étend & l'infini se ramcne aux trois cas (ui viennent d’étre examinés
en fractionnant le contour.

$ 1.

Des intégrales de la forme f (l>(:)-;}‘:"§':—| prises le long d’un contour
de troisiéme espéce.
U(n —A)

T'(n +1)
eulérienne de deucicme espéce, h un nombre fini quelconque et nun

3. Lemme 1. — Le rapport » ot I représente la fonction

nombre positif irés grand, est de lordre de-”,%,-
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Cette proposition résulte de ce que le produit

] _ ar(n—h)
(3) w= " o

tend vers une limite finie et déterminée lorsque » augmente indéfini-

ment. On peut P'établir en prenant pour point de départ I'expression

approchée de Stirling; en voici une démonstration directe (') :
Appelons v 'entier contenu dans » et posons

n=y+ 4,
C(v+dA—7)
— (B S ALY
w=(v+21) T(v+2A-+1)
Si I'on donne & v une valeur enti¢re finie p supérieure & 4, u, est une

quantité finie et non nulle. Cela étant, on a, d’apres une propriété fon-
damentale de la fonction T,

“ _{(, 1 \=1-h : h+1
Uy v+7\) v+ A
Remplacant dans cette identité v successivement par p, p+1, ... v,

et ajoutant membre & membre aprés avoir pris les logarithmes népeé-
riens, il vient

Logu,= Logu,+ 2 [Loa<1 - ﬁj__l‘) = (h+ |)Log(l - __I—)]

®+ A
o=p

Lorsque v augmente indé¢finiment, la somme écrite au second
membre devient une série absolument convergente, car le terme

général multiplié par @? a une limite finie — ——-——h(h:_ 0,

Logu, étant fini, Logu, tend vers une limite finie ct u,, ou le se-

cond membre de la formule (3), vers une limite finie et différente de

Zéro. ¢. Q. F. D.

(') Je n'insiste sur cetle proposition connue qu'a cause de son extréme im-
portance pour ce qui va suivre. Au sujet de cette proposition, voir BaiLLauvp,
Cours d’Astronomie & U'usage des étudiants de la Facullé des Sciences, t. 1,
P. 5 et 6). — Voir aussi b SAINT-GERMAIN, Bulletin des Sciences mathéma-
tigues, 18go, 1™ Partie, p. 212.
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Lemue 1. — Considérons une droite indéfinic ab partant d’un
point a et situle sur le prolongement de Oa. L’intégrale

@ (=[G ) e

prise le long du chemin ab, dans laquelle h est un nombre supe-

¥ig. 3.

a

ol

rieur @ — 1 el n un nombre entier ou fractionnaire supcéricur a h,
a pour valeur

o T+l (n—4h)
(5) —an F'(n+1) )

On suppose d’ailleurs que la délermination du binome (2 — 1),‘
qui figure sous le signe f est celle qui est réelle et positive le long de ab.

En effet, le long de ab, ‘;—" est réel et compris cntre 1 ct %3 on peut

poser, en appelant ¢ une variable réelle comprise entre 1 el o,

G-1)=G-)"

k v, » . » ' .
(lt — 1) étant réel et positif. Cela étant, I'intégrale proposéc devient,

en prenant { comme variable,
I 1
I=— j; (1—0)rer-4-1 d1.

Or, I'intégrale qui figure dans le second membre est une intégrale
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culérienne de premiére espéce, qui a pour valeur

! Ao T/ T(n—h
fo(l—t)hz Aordy = LELRZR),

Notre proposition est donc démontrée.

Prenons sur ab (fig. 3) un point 4 une distance de a finie d’ailleurs
aussi petile qu’on veut.

Le chemin db prolongé a I'infini étant de scconde espéce par rap-
port au point @, on peut écrire, en vertu du théoréme I,

(ad) = (ab) +1
ou
v P+ (n—=1)

(ad>=;ﬁ I'(n<+1) + "

le produit n?a"y; tendant vers zéro lorsque n# augmente indéfiniment,
quel que soit le nombre fixe ¢.

De la il résulte que le produit a*z'**(ad) a méme limite que le
produit " »n**+*(ab) qui, d’aprés le lemme I, tend vers une limite finie
et différente de zéro lorsque » augmente indéfiniment.

Remarque. — Appelons @ 'argument de a, R son module, [ Ia
longueur ad. On peut poser, le long de ad,

=R +z)Ee,

\ . , . : A
x étant une variable réelle comprise entre o et /. L’argument de ( —— 1)

le long de ad étant nul, l'intégrale (ad) devient, en prenant x pour
variable d’intégration,

)
(ad) = Eilnm\o/' (R fw)u-u d‘r'

! (E)h
a"n'**(ad) = R"lc"“"/m]};wdw.

On en tire
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Le premier membre tendant vers une limite lorsque 2 augmente
indéfiniment, il en est de méme du produit

el x\*
R"n'*’:/ —(—R)—-——dm

(l{ + .l.)n+l

L’intégrale qui y figure est donc, pour n trés grand, de l'ordre

1 1
de RA npivn’

C’est la un point essentiel.
Leume IIl. — L’intégrale
1= f F(z)ds,
prise le long d’un chemin AN, peut s'écrire.
I = XarcAA'f(%),

\ étant un facteur de module inférieur a 1, arcAA’ la longucur du
chemin d’intégration ct £l ‘affize d’un point de ce contour.

De cette proposition bien connue, due & M. Darboux, il résulte
que l'intégrale

centre avec un rayon infiniment petit, cst infiniment petite, si I'on
peut trouver un nombre & inférieur & 1, tel que le module du pro-

.. (5 & . -
duit ((—l — l) ®(3) ne dépassc pas un nombre fixe lorsque s est infini-

ment voisin de «.
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‘n effet, posons

G-1) e =)

On pcut écrire

I = (l',(:)(z —_ x)_k:%

ou

E_\"
I = A(arc ABC)®, (E)f—-——)—-

sn4-1

En appelant rle rayon de la circonférence ct R le module de a, on a

6=)) we

| Aarc(ABC)| <L 2=, F < R )M_l.

On peut donc écrire
|I|<2T(H )IG+II(D(E)|’

1 — k étant positif, on peut toujours prendre r assez petit pour que,
quelle que soit la valeur donnée & n, |I| soit inférieur & toute quantité
donnée. |I| tend donc vers zéro lorsque 7 tend vers zéro.  c.Q.F.Dp

Lemue IV. — Appelons b une quantité plus grande que —1,
n un nombre supérieur a h, et considérons Uintégrale

s b ds
=[G =

prise le long d’un chemin ab (fig. 5) de troisiéme espéce par rap-
port au point a, dont Uextrémité b est a ’infini. Admettons que la

détermination de (— - 1) Jfigurant sous le signe f soitcelle qui est
a

réelle et positive le long du prolongement, au dela de a, du seg-
ment de droite joignant Uorigine au point a.
Dans ces conditions, si Uintégration part du point a, on a

_ 1 Tth+nIl(n— h)
(6) [= a* L'(rn+1)
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En effet, menons suivant le prolongement de Oa unc droite indé-
finie @b, et décrivons : 1° de l'origine comme centre, un arc de cercle b,
de rayon infini; 2° du point @ comme centre, avec un rayon infiniment
petit, I'arc de cercle cc,.

On peut ¢éerire

(7) (eb) = (ce)) +(eby) + (biD),
en convenant, suivant I'usage, de représenter I'intégrale proposée prise

Fig. 5.

le long d'un certain chemin par ce chemin écrit entre parentheses.
D’aprés le lemme 111, 'intégrale (cc,) est infiniment petite.

Ainsi, en faisant tendre vers zéro le rayon de 'arc ce,, Péquation (7)
devient :

(8) (ab)y=(ab,) + (b, ).

L’intégrale (00,) est nulle, car en.appelant, comme ci-dessus, A un
o 1 ? )
facteur convenable, de module inférieur & 1, et £ Paffixe d’un point
particulier du chemin d’intégration, on a

\ &

: - — 1
(byb) = harchb, —-—)-

sn-1
6

QL

Or, en appelant g le rayon avee lequel a été déerit Iarc bb,, on a

archb, < amp,
(é _I)h
ACHV.A D DI LS
;;n-#—l - u E P" h+1
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On peut donc écrire

!

(b.b)<21:lz—.,€'.lh;7‘1__l_,, .

Lorsque p augmente indéfiniment, - tend vers zéro; le fac-

VY| -

h
1 1 L I ’ . .
teur l-‘; - gl reste fini et le facteur P tend vers zéro. L’inté-

grale (0,0) tend donc vers zéro et I'égalité (8) se réduit a

(9) (ab) = (ab,).

Largument de (5 —1) le long de ab, étant nul, Pégalité
g p 8 g 9

\
donne, d’aprés le lemme 11,

_ 1 T(h+1)(n—h)
(ab) = a" T'(n+1) )

C. Q. F. D.

CoRoLLAIRE. — Si Uextrémité b du contour est & une distance de a
Jinie, on peut écrire

2 T+ (n—="~)
(10) (—;’7 U(n—+1) + 0
le produit nia'n tendant vers séro lorsque n augmente indéfini-
ment. quel que soit le nombre fixe q.

C'est ce qui résulte du théoréme I. On passe effectivement du cas
actucl au cas ou  est 4 I'infini, en ajoutant au chemin d'intégration
donné un contour de seconde espéce par rapport au point a.

Lexme V. — Soient f(«) une fonction imaginaire d’une variable
réelle z, et ¥'(x) une fonction réelle de x qui ne change pas de
signe lorsque x reste compris entre a. et 3; on a

8
(11) f F(z) f(z)dr = Xf(E)f“BF(a:) d,

A étant un facteur de module inférieur & 1, et § une valeur de z
comprise entre a. et f.
Journ. de Math. (6¢ série), tome IV. — Fasc, III, 1go8. - 3o
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Cette proposition, découverte par M. Darboux ('), est entiérement
générale et s’applique du moment o les intégrales

8 8
f F()f(z)de et [ F(z)da
sont finies.

LenMe V1. — Considérons Uintégrale
5 A ds
(12) 1= [(5-1)4G) 7

prise le long d’un chemin ab (fig. 6) de troisicme espéce par rap-
port au point a, h étant un nombre supérieur & — 1 et Y(3) une
Sfonction finie ou quasi finie de 5 le long du contour d’intégration

(n°1).

Supposons : 1° que les singularités de cette fonction soient a une
distance du point a supérieure a une longueur finie g3 2° que Y(a)
soil finie, le point a pouvant d’atlleurs étre un point singulier de
Y(z). Dans ces conditions, le produit R"n'+*|1|, o R =|a|, ne
dépasse pas un nombre fixe lorsque n croit indéfiniment.

En effet, prenons un point D, sur le contour ab, a la distance p du
point a.

Décrivons du point ¢ comme centre : 1° un arc de cercle DC, limité
d’une part au point D et d’autre part en C, & la droite O e prolongée;
2° un arc de cercle @'a” avec un rayon infiniment petit.

D’aprés les hypothéses faites, les singularités de §(s) sont exté-
rieures & l'aire Ca’a’D. 1l en résulte que le chemin @”D peut étre
remplacé par le chemin a”a’CD.

Ainsi on peut écrire '

(a"b)y=(a'a’) + (a'C)+ (CD) + (Db).

(1) Darsovx, Journal de Mathématijues, 1876. — Voir aussi E. Picarp,
Traité d’Analyse, 1™ édition, t. 1, p. 36.
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Les chemins CD, D & sont de scconde espéce par rapport au point a,
en sorte quen désignant par v la somme (CD)+ (Db), le pro-
duit 27R"x tend vers zéro, en vertu du théoréme I, lorsque » aug-
mente indéfiniment, ¢ désignant un nombre fixe quelconque.

Fig. 6.

A\
Fg - b

a

0

Quant & l'intégrale (a”a’), elle est infiniment petite, comme on I'a
c¢tabli au lemme I1I.
Ainsi on peut écrire, en faisant tendre vers zéro lerayon del'axe a”a’,

(ab)=(aC) 4 7.

Appelons v et R I'argument et le module de a; on peut faire le long
de aC

5= (x+ R)E™,
« étant une variable réelle comprise entre o et [ = aC. On a aussi le

long de «C N . .
G- =)

v n o . '
(%) ¢tant positif et réel.

En prenant z comme variable d’intégration, I'intégrale (¢C) devient

~t (£>h
R "
(ab)= Ei'nw/ (l{_*_x)n-o-l ‘P(a—{—-d}E‘ )dx+ 71'

(£>h
La fonction (‘R":R;‘)m est positive ; on peut donc, d’apréslelemme V,
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faire sortir la fonction ¢ du signe f et prendre comme valeur de 'in-
tégrale (12)

! (x>h
LR 1 K ,
('3) (ab) = )\4‘(‘1 -+ ;].‘aw) Einew (R + x)»+! dx + M
. [

A étant un facteur de module inférieur a 1 et § Taffixe d’un pointde aC.
Or Pintégrale qui tigure dans le second membre de cette égalité
(lemme IT) est telle que son produit par R”n'+” reste fini lorsque #
augmente indéfiniment.

La proposition & démontrer résulte immeédiatement de cette pro-
pri¢té puisque la fonction ¢ est finie et quc le produit R*»'**x tend
vers zéro lorsque » augmente indéfiniment.

Tutoriye II. — Soient n un nombre posttif trés grand, entier ou

Sfractionnaire, ¢t F(3) une fonction indépendante de n. Considé-
rons Uintégrale

(14) M =£F(;)%,

prise le long d’un contour C de troisiéme espéce par rapport a un
point d’affixe a. Cette intégrale élant supposée finie, admettons
que a soit séparé des singularités de Y (3) et de Uorigine par des
espaces finis. Admettons, en outre, qu’on putsse écrire dans le
domaine de a

Q1

[ F(z)= A.( -1i)°"+A2(§-1)°"+...

R Y R L

la fonction Y(s) étant finie dans le domaine de a; A, A,, ..., A,
désignant des constantes, a,, &, ..., a des nombres entiers ou frac-
tionnaires verifiant les inégalités '

—-t<a,<a2<a;,<...<a,,<a.
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Dans ces conditions, si l’on pose

= (-3 = -] = [}
-\ -~ 1 ~ 2 ~ P
(16) Fi(x)=A,(:—1)"+ AdZ- 1) ot A5 - 1)
et
2 ds
N=[F.(s) mmrr
Y@
Uintégrale étant prise le long du contour C, le produit
R*n'+*(M — N)
n’augmente pas indéfiniment avec n.

On a en effet, identiquement,

ds

—
Sh+t

M—N =/ |F(z)—F,(5)]

Figurons le chemin C et prenons sur ce chemin un point b’ assez

Fig. 5.
¢ b
v

0

prés du point @ pour que I'expression (15) de F(z) soit valable tout
le long de I'arc ab’. On peut écrire

(17) M — N = (ab’) + (b'b).

Le chemin &b est de seconde espéce par rapport au point a; dési-
gnons par 7’ I'intégrale (0'b). On sait, en vertu du théoréme I, que le
produit a”a%y’ tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, quel
que soit le nombre fixe ¢.

Or, en remplacant dans l'intégrale (ab’) la différence F(s) — F,(3)
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par sa valeur tir¢e des équations (15) et (16), on a

M—N= [ (2—0)4) %+
d'od

a”n‘*“(M —N) =au”|+af (i—l)a&l)(s):% + @' n' .
/ -~

RAT

Lorsque »n augmente indéfiniment, a”n'+*yn tend vers zéro,

et a"n’*‘“f (-(—, — 1) 4 () reste fini d’apres le lemme VI c. 0. k. p.

al

8. Evatuamiox aepnocmir ve Livticrare (14). — Nous suppose-
rons cssenticllement, pour I'application de ce théoréme, que les con-
stantes A,, A,, .... A, ont ¢té choisies de facon que les déterminations
des binomes <2 - I)a', (-f; — 1)%, ..., ligurant dans le développe-
ment (15) de 1(3), soient celles (ui sont réelles et positives pour les
points 5 situés sur le prolongement, au dela de @, du segment de
droite allant de I'origine & ce point a. Posons

o T+ 0l(n—ay),
(18) V"“‘EE I'(n+1) ’

on a, d’apres le lemme LV,
S %, du
(19) f (; - l) I-,,H Vi 0y
lab') ‘

le produit @"n'*"y, tendant vers zéro lorsque n augmente indéfi-
niment.
Le théoréme II donne

M=N+N,
le produit @”,'+* N’ n’augmentant pas indéliniment avec #, et

@, dS
N=A, (__1) A, ( — )
apy\ ¢ i \ @ >

5 ds
~ 1' -
+ A, (a 1) prek
(abh)
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On peut ¢écerire, d’aprés la formule (1),
N=AV,+A,V,+...+ APV,,"*- Ny
en posant .
N=AM+ A+ + A,

et comme A,, A,, ..., A, sont des constantes finies, le produit a”n'+*y
tend vers zéro lorsque n augmente indé¢finiment.
Ainsi on peut écrire

(20) M=AV,+A,V,+A,V,+...+A,V,+ N,

le produit @”n'+*N| n’augmentant pas indéfiniment avec #. D’aprés le

7 ¢ ’ L
lemme II, V, est, pour 7 trés grand, de 'ordre de & s Va de

'ordre dc ﬁ 71%?" -+ M se trouve donc décomposé en un nombre fini
de termes qui décroissent de telle sorte que le rapport d’un terme au
préccdent tend vers zéro en méme temps que :—l

On voit aussi qu'en prenant A,V, comme valeur approchée de M,

I 1 ¢ e
on commet une erreur de 'ordre de — —==-- On peut écrire
n 2
M=AV,(1 +¢,),

g, étant infiniment petit, de P'ordre de ;{a_l:?.
Si I'on prend A,V,+ A,V, comme valeur approchée de M, on

I I e
commet unc erreur de lordre de — —7=-; on peut écrire

M=(AV,+A,V,)(1+¢g,),

€, ¢tant infiniment petit, de I'ordre de .
n=T"
Etc.
L’crreur commise en prenant pour M sa valeur approchce, lorsque n
est Lrés grand, est d’autant plus petite que le nombre des termes pris
dans le second nombre de I'équation (20) est plus considérable.
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Si 'on veut avoir I'expression de M développée suivant les puis-
sances descendantes de n, il restera & faire usage de la formule de
Stirling. Nous établirons plus loin directement [formule (51)]cxpres-
sion trés commode pour cet usage,

12n

F(n+p) =vamEn"™" "5 o4 6p(p — D)1+ o),

dans laquelle E désigne la base des logarithmes népériens, p un

o e I
nombre fini, #» un grand nombre et ¢ une quantité de I'ordre de o
c’est-d-dire telle que n¢ tend vers une limite pour # = =,

§ III.

Des intégrales de la forme f 0(:)% prises le long d'un contour
de premiére espéce.

6. Lemue VII. — L’intégrale
1 s\ ds
1= (-2 =

prise le long d’un contour ABC de premiére espéce par rapport
au point a, dont les extrémités A, (. sont a Uinfini, a pour valeur

(21)

n désignant un nombre quelconque supéricur a h.

=t F(n—m
T @ U= C(u+1)

On suppose : 1° que la variable en cheminant sur le contour d’inté-
gration tourne autour du point @ dans le sens des arguments décrois-

=\/h
sants; 2° que la détermination du binome (1 — 2) qui figure dans
’él¢ment différentiel de l'intégrale proposée est celle qui est réelle ct

positive le long du segment de droite joignant 'origine au point a.

1° Supposons h > —1.

Prenons sur la branche BC du contour un point quelconque H, plus
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éloigné de l'origine que le point a, et menons la droite Ha. Prenons de
méme sur la branche BA un point D, plus éloigné de I'origine que le

Fig. 8.

0

point a, et menons la droite aD. Du point @ comme centre décrivons,
avec un rayon infiniment petit, 'arc de cercle EFG limité aux
droites aD, aH.

Le chemin DEFGH est équivalent, pour I'intégrale proposée, au
chemin DBH. On peut donc écrire

(ABC) = (ADE) + (EFG) + (GHC).

L’intégrale (EFG) peut devenir plus petite que toute quantité
donnce, en prenant le rayon de la circonférence assez petit, comme
nous I'avons 'déja établi & propos du lemme III. En faisant tendre r
vers zéro, il vient donc

(ABC) = (¢HC) — (aDA).

=\ R
Or, étant donné que la détermination de (1 - 5) » qui rentre sous

le signe f de I'intégrale proposée, est celle dont I'argument est nul le

long de Oa, on peut écrire
E—-l’l‘n’ = 3 ds
(@HC) = [ (1) S
2IT «HC a S

Ezlnr 5 L
(aDA):‘: ain f (:l '—l) :-'T:-T,
abDA

Journ. de Math. (6° série), tome IV. — Fasc. I, 1go8. )
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S 5 heoo, . .
la détermination de (E - 1) qui figure sous les signes f étant celle
dont I'argument est nul le long du chemin rectiligne ab situé dans le
prolongement de Oa. 1l en résulte, en vertu du lemme 1V,

: __E-#m oy T(h4+-nT(n—1I)
(aHC) = 2im a" T(n+1)

__E# 4 T(h+1)T(n—h)
(aDA) = 2it @' T(rn+1) ’

vw__ sinhn F(A+0)T(n-~h)
(ABC)= T F(rna1) '

Tenant compte de la relation connue

T(—h)T(1+h)y=— -

sinhn’
on tombe sur le résultat qu'il fallait ¢établir.
2° hest inférieur a —1.

11 suffit d’établir que le théoréme, supposé vrai pour /, a encore lieu
lorsqu’on remplace A par & — 1.
De I'identité

on tire

I a a a n- a,
20T P dz=— aith F — A mh . st ds.

Les limites du contour étant a l'infini, la partic (ABC) intégrée dis-
parait puisque 2 > Aj; il reste

e/ 5 h-—1 s h
('—5) + ([—2)
1 n41 1
—_— S L ds=—a N /2.d

2l Sh+ YT shre e
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ou, d’aprés la formule (21),

h-
e ('—4-1) . 1t n4+1 CD(n+i1—h)

2w g+ at

a —=h T(=h)L(nt2)

ce qui devient, d’aprés I'une des propriétés fondamentales de la fonc-
tion I',

h-1
) ("' ") dz= 1 _Tle=(r=n]
2im = @ T—G—n]Tr+1)

C. Q. F. D.

CororLaire. — Si les extrémités A, C du contour sont a distance
finie de Uorigine, on a

= T(n—h)

_571‘(——/1)[‘(‘/1+1)+n’

le produit n'a"v tendant vers zéro lorsque n augmente indéfini-
ment, quel que soil le nombre fixe q.

(Test ce qui résulte du lemme II. On passe effectivement du cas
actuel an cas on les extrémités du contour sont a infini en ajoutant,
an chemin d'intégration donné, des contours de seconde espice, par
rapport au point «, joignant les points A et C a 'infini.

Lenme VIII. — Considérons Uintégrale

l:ffl)(s)g%,

prise le long d’un chemin ABUDE (fig. 9) de premiére espéce
relativement @ un certain nombre de points singuliers de ®(3),
n désignant un nombre positif.

(‘ette intégrale étant supposée finie lorsque n est /im', appelons
a Uaffize d(’ celui des points singulicrs de ®(z) qui approche le
plus de Uorigine et posons R = |a|.

Admetions : 1° que a soit séparé des autres pom(s’ sing llhl’l's elde
Uorigine par des espaces finis; 2 que si la fornetion ®( .-) est infinie
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pour s=a cet infini est d’ordre inférieur @ lunité; 3° que si le
contour rencontre une ou plusieurs singularités de ®( 3) ces singu-
larites sont plus éloignées de U’origine que le point a. Dans ces

Fig. 9.

s 0

conditions, on peut remplacer le contour d’intégration donné par
deur; chemins de troisiéme espice, par rapport au point a, a la
condition d’ajouter au résultat obtenw une quantité v dont le pro-
duit par n!R” tend vers séro, quel que soit le nombre five g, lorsque
n augmente indéfiniment. La longueur de ces chemins de troisiéme
espéce doil étre finie, mais peut étre prise aussi p:tite que lon
veul. '

‘n cffet, sur la branche CE du contour, prenons vn point D plus
éloigné de 'origine que @ ct menons la droite Deaj sur ia branche CA
du contour, prenons un point B plus éloigné de Povigine que a ot
menons la droite Ba. Du point @ comme centre, avee un rayon infi-
niment petit, décrivons un arc de cercle GHK limit¢ aux droites
aB, abD.

D’aprés hypothiése, on peat choisir les points D ot B de telle
sorte que les singularités de la fonction d(2) soient exiéricures au
contour BCDKHGB. On peat done remplacer la partic BCD du
contour donné par le chemin BGHKD.

Prenons sur aB un point B, quelconque, a distance finie de a, sura)
un point 1), quelconque & distance finic de a. Ces poinis i3, et 1), sont
plus éloignés de I'origine que le point a.

Cela étant, on peut ¢erire

(ABCDE) = (ABB,) + (B, G) + (GHK ) -+ (KD, ) + (1, DE).
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Les chemins ABB,, D,DE sont de deuxiéme espéce par rapport au
point a. On peut donc, d’aprés le lemme 11, représenter la somme

(ABB,) +(D,DE)

par 1 le produit n7R"y tendant vers zéro lorsque n augmente indéfi-
niment. ‘
Quant a l'intégrale (GHK), elle est infiniment petite, comme on
I'a établi & propos du lemme I1I.
Ainsi, en faisant tendre vers zéro le rayon de la circonférence GHK,
il vient

(ABCDE) = (B,a) -+ (aD,) + 1.

€. Q. F. D.

Remarque. — Les points D, et B, étant plus éloignés de I'origine
que a, on peut relier ces deux points par un chemin S de seconde
espéce par rapport au point a. Il en résulte, d’apres le théoréme I,

qu’on peut écrire, si ®(z) est une fonction holomorphe dans le voisi-
nage du point a,

ds ds
f (I)(:) F +f (I)(:) Sn+l = 71'7
(Bya) (et Py

le produit n? R"v’ tendant vers z¢éro lorsque n augmente indéfiniment,
quel que soit le nombre fixe q.

Le chemin S est effectivement équivalent au chemin B, aD, pour
., ‘o, ds
l’mtegrale/@(z)m-

7. Tuiorine WL - Soit n un nombre positif trés grand, entier
ou fractionnaire. Considérons Uintégrale
(22) M= - (F(z)£
== T am ”);n-@-l’

prise le long d’un contour C de premiére espéce par rapport & un
certain nombre de points singuliers de F(s).

Appelons a Uaffive de celui de cos pornts singulicrs qui approche
le plus de Uorigine.
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Supposons que ce point a soit séparé des autres singularités
de F(z) et de U'origine par des espaces finis et que le contour ne
rencontre aucune singularité de F(z) & une distance de l’origine
inféricure ou égale @ |a|. Admettons en outre qu'on puisse écrire,

dans le voisinage de a,
F(z)= (p(z)—i-A.(l - ;) '

+A2(r ~ 2) T A,,(I — 3)“"+ (. ~§)“'p(:);

(23)

la fonction ¢ étant holomorphe et la fonction § finie dans le domaine
de a; A, A, ..., A, désignant des conslantes; a, un nombre supe-
rieur a — 1, vérifiant les inégalités

< o< o< L < 2

Dans ces conditions, si l’on pose

(34) F@)=A(=2) +A(1=1) +r a1 =27
el
\ ds
N = ;E—TE j I ‘(S) 5‘;‘:;)
Uintégrale étant prise le long du contour C., le produit
R"2'+**(M — N)

n’augmente pas indéfiniment avec n, en faisant R = | a|.

Les binomes affectés d’exposants positifs entiers renirant dans la
fonction p, on peut faire I'hypothése que la suite «,, a,, ..., 2, ne
contient pas d’entiers positifs.

Cela étant, considérons la différence

Rk . ) . ‘e . g dz
(23) M= N= g [1FG) - Fu@)
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Dans le voisinage du point @ on peut écrire, en verfu des for-
mules (22) et (23),

(26) F(z) - Fo(3) =(z) + (1 = 2) 4(2).

Si donc la fonction F(z) — F,(z) devient infinie pour z =a, cet
infini est d’ordre inférieur a I'unité, puisque & > — 1. On peut dés lors,
pour évaluer I'intégrale (25), remplacer le contour C par deux chemins
de troisiéme espéce par rapport au point @, B,a, aD, (fig.9), comme
il a été dit au lemme VIII.

La longucur de ces chemins doit étre finie, mais aussi petite qu'on
veut; on doit d’ailleurs ajouter au résultat obtenu une quantité v’ dont
le produit par R*n7 tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment,
quel que soit le nombre fixe g.

Ainsi on peut écrire

M— N=a:'—nﬁ,a,[F(:)~F.(z)] —“'—H + o f [F (5)—F,(3)]-2Z, i+

En choisissant les longueurs de B, a et de @D, de fagon que 'expres-
sion (26) soit valable le long de ces chemins, on aura

1 ds 1 dz
M-N= mﬂm)?@);—m +;,—,LD')?(Z)W
I 3\* ds
o (‘ - &) $(2) 5
1 z\% dz
I G RIOF 10

On peut remplacer la somme des intégrales dont I'élément diffé-
rentiel dépend de 9(3) par n’, comme on I'a fait observer a la fin du
lemme VIIL, le produit #¢R" y" tendant vers zéro lorsque z augmente
indéfiniment, quel que soit le nombre fixe ¢. Il vient donc, en fai-
sant '+ n"=1,

M-N=of (=) ¥@mm+ram [, (-3 ¥ +n
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Le théoréme qu'il s’agit de démontrer résulte de cette égalité, car le
produit 2'+*R” ) tend vers zéro et le produit par n'+* R* de chacune
des intégrales qui figure au second membre n’augmente pas indéfi-
ment avec 2, d’aprés le lemme VI, C. Q. F. D.

Remarque. — Si la fonction §/(z) est identiquement nulle, c’est-

a-dire si 'expression (22) de F(z) se termine au terme en (1 - g)a" ,
la différence M — N se réduit & y d’aprés ce qui précéde.
~ On voit que le produit R”279(M — N) tend alors vers zéro lorsque
n augmente indéfiniment, quel que soit le nombre fixe ¢.

Cette circonstance se présente notamment lorsque a est un pole
de F(3).

8. EvaLuaTion APPROCHEE DE L'INTEGRALE (22). — Le théoréme qui
précéde conduit a I'évaluation approchée de I'intégrale(22) lorsque n est
un grand nombre.

Posons

1 C(n—az)
Th —_— .
a* T(—ay)F(n+1)

On peut écrire, en vertu du théoréme précédent,
M=N-N,
le produit R” n'+*N’ n’augmentant pas indéfiniment avec n. Or on a

N= A (- 1)

2i% J, al s+t
A, z\% dz A z\% dz
P (s
—— f(1—==) ==+ .+ [(1— =) 55
-+ 2im “( @ g+t + -+ 2”1,.‘. (I) o

Supposons le sens de 'intégration choisi de fagon que la variable, en
cheminant sur le contour, tourne autour du point a, dans le sens des
arguments décroissants. Admettons d’ailleurs que les déterminations

des binomes qui figurent sous les signes f dans I'expression de N soient

celles dont les arguments sont nuls le long du segment de droite joi-
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gnant l'origine au point a. Dans ces conditions on a, d’aprés le corol-
laire du lemme VII,

le produit de chacune des quantités v, 1, ..., 1, par R*~'** tendant

vers z¢tro en méme temps que 714 Il en résulte
N=AT +AT,+AT,+...+AT,+n,

. y A 1
le produit R"n'**v tendant vers zéro en méme temps que —-
Ainsi on peut écrire

(27) M=AT + AT+ AT, +...+ AT, + N,

le produit R*»'+*N n’augmentant pas indéfiniment avec n.

En vertu du lemme I, T, est de 'ordre de -ﬁl,-, 77'15‘,’ pour 2 trés

grand, T, de Pordre de 1_{'? ;,L—ag-, etc. M se trouve donc décomposé en
un nombre fini de termes qui décroissent de telle sorle que le rapport
d’un terme au précédent tend vers zéro en méme temps que %

On voit ainsi qu'en prenant A, T, comme valeur approchce de M,

1 1 - N .
on commet une erreur de 'ordre de  ——- On peut écrire
Rn nitx

M=AT(1+¢),

€, étant infiniment petit de 'ordre de ﬁ%‘?: .

Si Pon prend A, T, + A, T, comme valeur approchée de M, on
Journ. de Math, (6¢ sévie), tome LV, — Fasc. Ul 1go8, S D
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commet une erreur de I'ordre de # —=- On peut écrire
n ]
M= (Ach + AaTz) (1+ €2)s

¢, étant infiniment petit de 'ordre de ;a—:_—a‘, etc.

L'erreur relative commise en prenant pour M sa valeur approchée,
lorsque » est un grand nombre, est d’autant plus petite que le nombre
de termes pris dans le second membre de I'équation (27) est plus con-
sidérable.

Si I'on veut développer M suivant les puissances descendantes de n,
il convient de faire usage de I’expression de I'(n + p) donnée & la fin
du n° 8, formule qui sera établie plus loin.

Remarque. — En général, la fonction §(z) est développable en
série de termes composés de puissances positives de (1 — 2 ) On peut,

dans cette hypothése, accroitre a volonté I'exposant « et diminuer
autant qu’il est nécessaire 'erreur relative commise lorsqu’on prend a
la place de M son expression approchée.

9. GingraLisation. — Revenons 4 I'énoncé du théoréme 11, Il peut
se faire que, parmi les points singuliers de F(s) par rapport aux-
quels le contour est de premiére espéce, un cerlain nombre de ces
points a, b, ... soient équidistants de 'origine el en méme temps plus
rapprochés de I'origine que tous les aulres.

Chacun de ces points @, b, ... apporte alors un appoint i I'expression
approchée de M.

Considérons, pour simplifier, le cas ott les points singuliers particu-
liers dont il est question se réduisent a deux, a ct &. Prenons ( fig. 10)
un point D, plus ¢loigné de Porigine que a et &, ct joignons ce point i
un point B du contour donné, de facon que le chemin DB sépare les
points a et b et ne rencontre aucune singularit¢ de F(z), ce qui est
évidemment possible d’aprés les hypothéses qui ont été faites.

On a identiquement

(ABC) = (ABD) + (DBC).
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Le chemin ABD) est de premiére espéce par rapport au point a et le
chemin DBC de premiére espéce par rapport au point b. Les inté-
grales (ABD), (DBC) s'évaluent done d’apres la riegle que nous avons
déduite du théoréme I1.

Ainsi, pour obtenir I'évaluation approchée de M il faut appliquer la

Fig. 10,

régle donnée au n® 8 & chacun des points singuliers a, b, ... succes-
sivement ct faire la somme des résultats particls.

L’ordre de 'erreur commise, lorsqu’on remplace M par cette expres-
ston approchée, est égal a 'ordre de erveur qu’apporte avec lui le
résultat partiel le oins approche.

Le théoréme 11 comprend, en supposant 2 entier, les résultats aux-
quels est arrivé M. Flamme, dans sa thése de doctorat, par des consi-
dérations entierement diflérentes.

10. De ce (ui précéde nous allons tirer quelques conséquences, en
supposant 2 entier.

Supposons que I'intégrale (22) soit prise, dans le sens direct, le long
d’un contour fermé C (fig. 11) entourant 'origine, et admeltons que
la fonction I'(z) reprenne sa valeur lorsque la variable, aprés avoir
décrit le contour en entier, revient au point de départ. Soit @ l'affixe
du point singulier de I' () extérieur au contour C, le plus rapproché
de l'origine.

L’évaluation approchée de M, pour 7 trés grand, s’obtient en appli-
quant au point @ la régle exposie au n°® 8,

En effet, I¥(z) reprenant sa valeur lorsque la variable décrit le con-
tour C en entier, ce contour peut étre déformé arbitrairement a con-
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dition de ne faire traverser au contour ni I’origine ni aucun point sin-
gulier de F(3). En particulier, on peut prendre comme nouveau con-
tour d’intégration une circonférence DEAB, de rayon supérieur a | a|,
déformée comme il est indiqué sur la figure de fagon & laisser le
point @ a l'extérieur du contour. Le rayon de la circonférence doit
d’ailleurs étre choisi de facon que les points singuliers de I'(z), plus
¢loignés de I'origine que a, soient a I'extéricur du nouveau contour.
En prenant comme extrémités du contour un point K, A sur la cir-

Fig. 11,

conférence, le contour ABDE est de premiére espéce, par rapport au
point a. La régle donnée au n° 8 est donc applicable. C. Q. F. D.

On raisonnerait de la méme facon s'il y avait & Pextérieur du con-
tour C plusicurs points singuliers de I7( 3) i égale distance de Porigine
et plus rapprochés de ce point que les autres singularités de 19(5) exté-
ricures au contour C. On doit, dans ce cas, appliquer la régle exposée
aun°9.

Supposons en particulier que 17 (3) soit développable par la sévie de
Mac Laurin a 'intéricur d'un cerele de rayon R et admettons que la
convergence du développement cesse au dela de ce cerele parce que la
fonction posséde sur la circonférence un ou plusicurs points singuliers
dc la nature de ceux qui ont été considérés jusqu’ici. M représente
alors le coefficient de 3" dans le développement de 1¥(5). La considé-
ration des singularités dont 1l s’agil permet d’obtenir la valeur appro-.
chée de ce coeflicient.

Clest cette proposition trés importante que M. Darboux a établie
dans son Mémoire sur Papproximation des fonetions de grands nombres
et qu'il a appliquée notamment & P'élude des polynomes de la série
hypergéomdtrique.
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Si la fonction F(3) est développable, non par la série de Mac
Laurin, mais par la série de Laurent a I'intéricur d'une couronne circu-
laire limitée extéricurement par une circonférence de rayon R, la con-
sidération des points singuliers situés sur cette circonférence permettra,
comme I'a remarqué M. Flamme, d’obtenir la valeur approchée du
coefficient de z".

Pour obtenir la valeur approchée du coefficient de —, on po-

1 ’ .
sera = ; el I'on cherchera la valeur approchée du coefficient de 3.

§ IV.

Evaluation approchée des intégrales de la forme I — f f(u) o*(u) du.

11. 1l convient, avant d’étudier 'intégrale I, de rappeler comment
varie le module d’une fonction ¢ (u) dans le voisinage d’un point # =c.

Supposons cette fonction holomorphe autour de ce point et non
nulle pour z = ¢.

Lorsque |9'(¢)| > o, il existe une droite AB ( fig. 12) passant par ¢
et divisant le plan en deux régions telles que, pour les valeursde «

Fig. 12,

8

<

suffisamment voisines de ¢, |9(u)| <|g(c)| dans une des régions, et
|9(u)| >|%(c¢)| dans Pautre région.

Lorsque 3'(¢) = o, il existe deux droites rectangulaires AB, DE
passant par ¢ (fig. 13) et divisant le plan en quatre régions jouissant
des propriéiés suivantes : 1° dans les régions comprises a I'intérieur de
deux angles opposés par le sommet, D¢ A, BeE, par exemple, et pour
des valeurs de « suffisamment voisines de ¢, on a

[e(u)|>19(e))s
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2° dans les régions comprises a I'intérieur des deux autres angles op-
posés par le sommet, on a

le(u)) <] 3 ().

Lorsque ¢(u) n’est pas holomorphe, mais peut sc metire, dans le
voisinage de c, sous la forme

p(u)=g(e)+A(u =)+ Ay(u - Dart... (0<a,<ay..),

il existe autour du point ¢ des régions dans lesquelles | p(u)| > |9 (¢)|
et d’autres régions dans lesquelles | o ()| <|9(c)|. Nous reviendrons

Fig. 13.

sur ce point un peu plus loin. Ce qu'il importe de retenir pour le
moment, c'est que, dans le voisinage du point « = ¢, on peul Iracer
des chemins partant de ¢ et le long desquels |9 (u)| <[9(¢)].

12. Etant données deux fonctions f(u) et $(u), nous allons cher-
cher I'expression asymptotique de I'intégrale

(28) I=Aff(u)cp"(u)du

dans les circonstances suivantes : 1° le chemin d'intégration S = cA

(fig- 14) est limité au point ¢; 2° le long de ce chemin | 3(u)| est infé-

rieur a |@(c)|; 3° n est un nombre positif trés grand entier ou fraction-

naire; 4° la variable d’intégration part du point « = ¢ sur le contour.
Posons

Su)

9'(u)

= —— F(S) = —

1
¢(u)

(2]
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I.’intégrale proposée (') se change en
d.
(29) I=[F(s) e

et cette nouvelle intégrale est évidemment égale  la proposée si on la

[

Fig. 14.
A

/

prend le long d’un chemin d’intégration S, obtenu en faisant corres-
pondre, dans le plan de la variable 3, 4 chaque point  du contour pro-
posé S un point ayant pour affixe

= .
T o(u)

Le long du chemin S, on a |¢(z)|<|p(¢c)|; on voit donc que

le chemin S, part du point z = -q)—(lc—) et que tous ses points sont plus

¢loignés de 'origine des z que le point ;(I—c—)- Le contour S, est donc de

C ey . . 1 o .
troisicme espece par rapport all POlnt 3= QTC_)‘ NOllS sommes ainsi

ramenés, pour trouver l'expression asymptotique de P'intégrale (28),
a appliquer le théoréme 1 & l'intégrale (29), ce qui nécessite la con-
naissance du développement de la fonction F(z) dans le voisinage du

point 5 = —.
(c)
Premier cas. — Les fonctions f(u) et ¢(u) sont holomorphes, dans
le voisinage de la valeur u = ¢, et c est racine de I'équation ¢'(z) = o.
Nous nous appuierons sur un résultat concernant la sérre de La-
grange (?), pour obtenir le développement de F(z).

(') Ce changement de variable a été indiqué par M. Flamme (loc. cit.) a
propos de l'intégrale dont il sera question au n° 13; il n’en a d'ailleurs fait au-
cune application.

(*) M. Haxv, Sur une extension de la série de Lagrange (Bulletin des
Sciences mathématiques, 1 Partie, 1896, p. 213).
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Etant données I’équation
(30) u—c—vy(u)=o,

ot % (u) est une fonction holomorphe dans le voisinage du point ¢,
et une fonction ®(u) uniforme autour du point ¢, admettant la
valeur u = ¢ comme péle simple, si I'on désigne par { la racine de
'équation (30) qui se réduit & ¢ pour v=o, on a, pour des valeurs
finies de v dont le module est inférieur a4 une quantité finie convena-
blement choisie,

,’:.
A VP de . d (t—c)d(u) .
(31) (D(C)— VZ(C) + Eo(/)-‘i-l)! m[xp l(u)d—u X(u) ]u:c

A désigne le résidu de la fonction ®(u) relatif au pole c; on doit
d’ailleurs faire # = ¢ aprés avoir effectué les dérivations indiquées.

Revenons & notre objet. Convenons de remplacer, pour simplifier
Iéeriture, 9(c), ¢"(¢), ¢"(¢), ... par 9, 9", ¢”, ..., et de méme f(c),
f (), freypar fy [ [, o.n.

De I'équation

, ()
on tire
l_*_fp_"f(u-—c) c_.o_'_:'(u—c)*_{_?_j(u—c)’
¢—o(u) ﬂ(u__ c), 9’ 3 o" 3.4 Q" 3.4.5
o(e) 29 L
p
et ensuite
1
1 -13%
—o(u
P o (u)

w—c oY (u--c¢) —c)?

| 4 = ) +£(lt .
¥ T Te 31 Ty osis ot
En posant
—-if,ﬁ\/;?_.=v’
? 1
1 12
5?(“)
x(u) = |+9-: “,_"_,_‘_?;'_V(u——c)’_*_g;:(zlc_'_—c")a::. ’
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Péquation (32) devient

w—c—vy(u)=o.

On peut convenir de prendre comme détermination de y («) celle
qqui se réduit & 1 pour u — ¢ = o, en rejetant sur v la double détermi-
nation du produit vy (z) qui a ét¢ introduite en extrayant la racine

k)
carrée. On peut de méme choisir, & volonté¢, 'argument de (53 — 1)*

. . . 20
dans I'cxpression de v, en rejelant sur le radical \/ - le double

déterminant de v.
11 suffit maintenant de remplacer, dans 'équation (31),7.(%) par sa
valeur et le produit (z — ¢)®(u) par

S(«)
(?l\'
1.2.3

(u — 'f)(l’(u) —_

[

o
o+ —(u—c
1.2

(e —c)+

. ] A . . . 1
pour obtenirle développement de F(<) dansle voisinage du point 5 = ~.
Le résidu A de @(u) relatif au pole ¢ étant
S
A = — —o—,,r
on a, puisque 7 (¢) =1,
rx
) () T
-olu
P x
L " 1t—c¢ + oV (u—ce)? oV (u—c)
o 3 o' 3.4 0" 3.4
P
Ly Z A L)
v (p+)dur " 0" <?
=0 < d 9+
du ‘ 1
~Q(u
p o(u)
u—c "V(u—c? o (u—c)
l+?—” + = ,) -'—,7( /.) i
" 3 " 3.4 o" 3.4 5 A
Journ. de Math. (G série), tome 1V. — Fasc. III, 1go8, 33
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Il est & remarquer que le coefficient de v7 est une fonction lincaire

ct homogéne des dérivées f, £/, 7, ..., fP*'.
“n calculant les premiers termes, on peut écrire la formule (33)

- f !
F(s )..— -y '+5;’;, _§
fc?w f(?rn f’?" fCP” _ ”)
(e - s F )

+ des termes contcnant v* en facleur,

ou, en remplacant v par sa valeur,

L' (zp— SO SNz — )
F( >_' Ir o 3¢ I) +<3?I/z q)u)(“r' l)

EETY VA A L SN A A S WIS
MET ?”(W zoet e T g f>("" )

+ (59 — 1) {(3),

la fonction (5) étant finie dans le domaine de la valeur s = %

Nous pouvons maintenant appliquer a l'intégrale (29) la régle éta-
blie au n° 3, en partant de cc développement de F(s).

) N .« il
Dans le cas actuel, 5 joue le role de la quantité @ dun®§ et n +1
est mis a la place de n.
Puisque nous pouvons choisir la détermination de (55 — 1) , Nous

) . ’ M b ﬂ
prendrons celle dont I'argument est inférieur a 7 en valeur absolue,

. . ] . e I
pour les points situés sur l¢' contour S, dans le voisinage de 5 = .

Les arguments des autres puissances de ¢ — 1, figurant dans le
développement de F(z), restent dans ces conditions inférieurs en

. by .
valeur absolue au produit de ~ par les exposants de ces puissances.
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On trouve maintenant, en appliquant la regle exposée au n® 8
el ]

=fl“(_:.)?f,1+ig

RV O ("+§>+(/?" L)t KT

C(n+2)

-
x
<]
=|-Q
-
P
]
™
S
w
(3}
|
-~
\
<
=-Q

’ . 1
e ¢tant, pour » tees grand, de 'ordre de —-
n?
En admcttant la formule suivante, ot . désigne un grand nombre
positif ¢t @ un nombre fini (uelconque,

-3,
[

IJI-'

F(n+o)=yamln"" 1+ —[1 + 68/ —1)|+ -

n?

()+..§

quec nous ¢tablirons plus loin [formule (43)], on peut ordonner
'expression de 1 suivant les puissances descendantes de »; il vient

N Ty
_‘J(\//—c 572+1zo(‘ /)

TR 8 s e (15 [ LY
+.;,_,;%\/ 5_[ S (Zo— e Ty T/
Il reste & fixer la détermination du radical \/— = - Or, entre I'af-

fixe « d’un point infiniment voisin du point ¢ pris sur_ le contour
donné S et affixe 5 du correspondant de ce point sur le contour S,
on a, d’aprés I'équation (32),

uml_\/ ,,\g.a—l.
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On en déduit, a un multiple de 2= prés,

29 P
argument de (« — ¢) = argument de ‘/— -+ T+ argument de vy —1.

L’argument de @ -- ¢ est ¢gal a Pangle ©® que fait la tangente
menée au point ¢ au contour donné S, dans le sens de Dlintégra-
tion ¢cA (fig. 14), avec Paxc des abscisses, cet angle étant compté
dans le sens des arguments croissants.

. —_— L4 ’ . N Tr
D’autre part, 'argument de yzo — 1 cst inférieur & 7 en valeur
v 4

absolue. On peut donc écrire, en appelant A un nombre compris
entre —1 et 4+ 1,

2

argument de \/-— 22 =0+ A T

. ' 209 .
La partie réelle de / — -+ a donc le signe de cos(@ + A

) et la

Or, cos (@ +7\%> restanl positif, (uelle que soit la valeur de %,

= T’l

partie imaginaire le signe de sin (@) + A z—,;)

T

lorsque @ est compris entre — (,E et + i

» on voit que la partic réelle

de \/ - 3—@% est alors positive.

~—
1o

. . 7 3r . . N . _—
Si O est compris entre 7 ¢l 7 cestsin (G) + A 4> qui est posilif; la

o s o e 29 o
partic imaginaire de { / — —F est donc positive.
¢

Y b 3 . 5 . ’ R
Si © est compris entre —" et :%r’ la partie réelle de \/ — 27 est
4 3
négative.

. . Sw 9w .. .. 20
Si O est compris entre — et4~, la partie imaginaire dec \/ — —
4 4 ® )

est négative.

Remarque. — Supposons l'intégrale proposée fonction d’un para-
métre qui n’entre que dans £(s). En différentiantla fonction f(3) par

rapport & ce parameétre, sous le signe f , on obticnt une nouvelle inté-
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grale qui est la dérivée de la proposée par rapport au paramétre. Le
v v ey . . . I R) .
développement de cette dérivée, suivant les puissances de = s obtient

. 4 . ) ’ . . )
en différentiant terme & terme le second membre de la formule (37).
Cette proposition résulte sur-le-champ de ce que les coefficients des

cope . I B .
différentes puissances de - dans la formule (34) sont des fonctions
linéaires de f, ", f”, ....

Dewriéme cas. — Considérons maintenant Je cas plus géncéral ol
I’on a, dans le voisinage du point « = ¢,

Sf(u)=B,(u—- ) +B,(u—c)+...,
s()y=g(c)+ A (e — )+ Ay(u—c)y+...,

(35)
les exposants 8,, 3., ... élanl rangés par ordre de grandeurs crois-
sanles, ainsi que o, «,, ..., ces derniers exposants ¢lant de plus posi-
tifs, les A et les B représentant d’ailleurs des constantes.

En désignant, pour simplifier, (c) par g, on tire de li

kn posant

(36) v=-—-§-l-(::‘;—|),

I'équation qui précéde devient
v=(t-—c)h+....

On en lire, par la méthode des approximations successives ou celle
des coeflicients indéterminés,

1
(37) U—e= V...,

Or, on a

. . B, -
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En remplacant z — ¢ par sa valeur (37),

F(s)=-

ou
. . B o T—-l @_';‘-_’_1
(39) F(:)="_Zf‘\_n<_ E) (sp—1)* J1+...].

Les termes non écrits entre crochets sont formés de puissances
positives de 59 — 1, le plus faible exposant / de ces termes étant le
plus petit des nombres

ﬁz—Bl. O — 0
o 9%y ,

I.

Il est & remarquer ue, si 'on avait posc

on aurait remplacé, dans le développement (37) de I9(z), #- ¢ par
1 1

0\ %
u—-c::(:c) (1—3%) +..y

ct I'on serait arrivé a Pexpression

Bi+1 «a
: . 3orroa,

. B, (o) = .
(39") l*(:.)=——;‘—[’\—i(::> (1—39) * |1+....

Nous nous servirons plus loin de cette seconde forme du développ:-

ment de F(z).

Dans la formule (39), on peut prendre une détermination quel-
i1 &y

conque du binome (53 —1)- * , & condilion de choisir, en consé-

ﬁrf 1-- 6y

. / %y
quence, la détermination du facteur (—-— %) .

1

Nous pouvons maintenant appliquer & notre intégrale (28 ), supposce

mise sous la forme
~ B ({2
= [F(:) 55
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la régle ¢tablic au n° 8, en partant de 'expression (39) de F(3) dans

. e . 1
le voisinage du point 5 = 7

Dans le cas actuel, % tient lien de la quantité @ du n® 8 et 2 + 1 est

mis i la place de 7.
Bt
Puisque nous pouvons choisir la dé¢termination de (59 —1) ™
dans le développement de F(s), prenons celle dont I'argument est
Bit+1

o pas . T . o . .
inférieur & (T - 1) 5 pour les points du contour d’intégration trés
1

prés du point 5 = :; Dans ces conditions, en appliquant la régle, il
vient

I= [F(z) o5

Bt p(Butr Bt
=—arn(-%) " ?"*'l( ):(<:> v

¢ ¢tant de I'ordre de 7‘,,

Cette formule peut encore s'¢crire, en développant les fonctions T'
comme pour la formule (34),

E_'l'_ 11( ﬁl + l)
B CD((!) & o
Cie) = ?I(— 'r,—> ¢(e) ——git (1+¢).
n %
Bt
Il reste & fixer la détermination du facteur (— ___‘?y)) " ou, si l'on
Bt ‘
. . . &y
veut, la détermination de (— LX‘ )>
1

Désignons, comme plus haut, par © I'angle inférieur 4 27 que fait,
avec I'axe des abscisses, la langente menée au point ¢ au contour
donn¢ S, dans le sens de l'intégration cA (fig. 14), cet angle étant
compté dans le sens des arguments croissants.

Supposons les constantes A et B des développements (35) détermi-

nées de telle sorte que les arguments de (u — ¢)%, (u—c)y ...,
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(u—c)*, (u — c)*, ... aient respectivement pour valeur 3,0, $,0, ...,

2,0, 2,0, ... lorsque « est infiniment voisin du point ¢ sur le contour S
hJ . v . L ‘ v . .
lin supposant 5 infiniment voisin de -, sur le contour S,, ct infini-

ment voisin de ¢, sur le contour S, on a fait, dans le développement
de (5) [formules (36), (37), (38)ct (39)],

, o \* T

w— = —x (s — )%,
Birt—a

oy * i

o (=)

Nous pouvons donc écrive la relation suivante cutre les arguments,
i un multiple de 27 pros,

& —
©
arg. (u — ¢) ::arg.(— T,) +arg. (sg—1)%,
o ‘:’M;‘—“' Bes 1--2,
arg. (@ — )b+ % =qarg, (—~ T;) +arg. (sg—1) T,

. . . e T
ou, puisque Pargument de 3¢ — 1 est inféricur i Sen valeur absolue,
le long du contour S, dans le voisinage du point ¢,

Wt ox,
¢ x Y f— o T
arg. (— {_:) =(P,+1-2,)0+ 2% 21 f-y ! z,
z) !

h

A ¢lant compris entre — 1 et 1,

Cette égalité permet de choisir, sans ambiguité, argument
1
IR -3

(-%) °
)
Iargument a prendre est celui qui s"approche le plus de
(B, +1--2a)0,

B X,
. 9 Xt . ) .
puisque deux arguments de (- A—> different d’au moins
1
Bi+1—a
E———laz,
1
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Si I'on voulait avoir une valeur de I plus approchée que celle que
nous avons obtenue, il faudrait pousser plus loin le développement (3g)
de F(5), le sens des facteurs susceptibles de plusieurs déterminations
s'obtenant toujours par la régle ui vient d’étre établie.

Cas particulier. — Un cas particulier intéressant sc¢ présente
lorsque, g(«) élant holomorphe dans le voisinage du point # = ¢, sans
que %'(¢) soit nul, on a, dans le voisinage de c,

f(u)=(u—c)[B,+B,(¢ —c)+By(u—e)*+...[.

on tire

De I'équation 5 = ('u)
—_—C = — _(E. 50 — — — M 59 — e
u—c ?,( §—1) [1 (1 2?,,)( p—1)+ ]

On a, d’ailleurs,

- =tem A e (- Feema ]

o't

et ’'on en conclut
(= = | — ..(_P. g Jes -_— p_l_.
F(=) ( <P‘> (=9 ,') ¢

><~§-—— B, — [B,(@_:z%’ —-p)-—- -(%Bz](:?—-l)-i-...l.

1

Appliquant la régle donnée au n°® 8, il vient

L= [ 17

B T —
() o
Broe9" o\ _op’
+[B'( 2 ot ) ?'B"’J
B+nT(n—1p)

x F(n+2)

+oh

ou, en développant les fonctions I suivant les puissances descendantes
Journ. de Math. (6° série), tome IV, — Fasc. IIi, 1908, B 34
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de 7, comme nous 'avons déja fait pour la formule (34
’ A i)

(41) 1=(—§)ﬁ“?nr—‘ugls,+ ﬁiti[if—’ (& ~1)B, - 313,]+...:.,

n+t 2 o'

' qe I
les termes négligés entre crochets contenant —; en facteur.

Sil'on suppose que la détermination du facteur (u — ¢)P, qui figure
dans le développement de f(3), correspond au plus petit argument
positif de # — ¢, ct si 'on appelle @ le plus petit angle positif que fait
avee la direction positive de I'axe des abscisses la demi-tangente au
contour d’intégration, menée au point z = ¢, du cdté de ce contour,
la détermination du facteur (-— %)B, qui rentre dans 'expression de I,

est celle dont l'argument différe le moins du produit 0. Cette
expression de I suppose essentiellement d’ailleurs, comme nous I’avons
dit au commencement du n® 12, que le point de départ de la variable
d’intégration, sur le contour, est le point © = c.

43. Nousnous proposons maintenant de chercherla valeur approchée
de Pintégrale 1 = f JS(u)¢"(u)du lorsque I'on ne peut déformer le

contour d’intégration, de facon que |¢(«)|, le long de ce contour,
prenne sa plus grande valeur & 'une de ses extrémités.

Premier cas. — Nous supposerons d’abord que l'on puisse faire
passer le contour d'intégration par un point u = ¢, dans le voisinage
duquel f(u) ct 3(u) sont holomorphes et tel que |9(c)| soit la plus
grande valeur de | ¢ (z)|, le long du nouveau contour, ¢ étant en outre
racine simple de 9'(u).

La question ainsi posée est loin d’étre nouvelle. Elle a été étudice,
pour la premiére fois, par Laplace, par des proctdés peu rigourcux
(Calcul des probabilités), dans le cas des intégrales de variables
réelles. M. Darboux (loc. ¢it.) a cependant confirmé le résultat de
Laplace et I'a étendu au cas des intégrales de variables complexes.

Nous reprenons ici 'étude de ce probléme, & cause de son impor-
tance. La voic que nous allons suivre, pour e¢n obtenir la solution, est
entierement nouvelle et & I’abri de loute critique.
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Soit A’cA le chemin d'intégration, tracé dans le plan de la
variable u; on a

1=ff(u),».~(u)du:(A‘oA):(cA)— (eA"),

et chacune des intégrales qui figurent au dernier membre de cette
égalité rentre dans la catégoric ¢tudiée au n° 12.
Or, si I'on se reporte au changement de variable qui a conduit a

Fig. 15.

C

/

I'équation (32), on voit que, pour « infiniment voisin de ¢ et, par
. . . . I .
suite, z infiniment voisin de ~, on a la relation

= ..2_{?.’-"’_—]
U —c= —Q”Vef .

De li il résulte que si 'on adopte un certain argument poury/zs — 1,
. l 1 .
cn partant du point 5 = o sar le contour correspondant & cA, on doit

adopter un argument différent d'un multiple impair de %, pour ce
binome, quand on partira du méme point, sur le contour correspon-
dant 4 cA’, puisque « — ¢ change de signe quand on passe du sens cA
au sens cA'.

Si donc nous partons suv le contour correspondant 4 cA avec la

' . . _— . 1. « T
détermination de ys9 — 1, d’argument inférieur & zen valeur absolue,

comme nous l'avons fait pour établir la formule (34), nous devons
partir, sur le contour correspondant & ¢A’, avec la détermination dont
Pargument différe de = de celui de la premiére, c'est-a-dire avec la
détermination adoptée tout a I'’hcure, mais changée de signe.

Si donc on prend pour (¢A) la valeur (34), on obtient (cA’) en
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changeant le signe du radical \ / — Z—‘,,?- 11 en résulte

I=(cA) — (cA")
(42) ] _ T I‘(i)l‘<n+§)

" T(n+2)
n (.D f(Pw_ 5 M /‘I(?Iﬂ f_(?”_ 1/\ 1+¢
X [f+ ?(—4?,, T T + e '/‘)fkn—l-l )

¢ ¢tant une quantité qui tend vers zéro lorsque » angmente indéfi-
niment (').

L J
. v . . . 20 3 o .
On choisit la détermination du radical { / — qo_"” comme il a été dit

aun°12.
Il reste & développer I, suivant les puissances descendantes de n, en

. 3 N o . . .
remplacant I (n + ;) et I'(n + 2) parleurs valeurs asymptotiques qui
se d¢duisent de I'expression de Stirling. Mais la formule qui vient
d’étre obtenue peut servir elle-méme & trouver ces valeurs asympto-

tiques. Partons, a cet effet, de
I'(g) =f E “u 'du,
0

ol Ll désigne la hase des logarithmes népériens.
Changeons ¢ en n+ p, « en nu, p é¢tant un nombre fini et 2 un
g q P )y F
nombre qui peut croitre indéfiniment; il vient

Latp) =f”u""(lc]‘}‘")"du.

nh+e
0

(*) Il est & remarquer que les termes de la formule (34), qui ne contiennent

20 L . . .
pas \/——-;,‘,— en dénominateur ou en facteur, disparaissent dans la diflérence

(¢cA) — (cA’). Les lermes dépendant de ‘ [ — -25?7‘0,. qui sont au contraire doublés

dans cette diflérence, proviennent des termes du développement de F(3) (p. 244)
dans lesquels figurent les puissances fractionnaires du binome 52 —1.



SUR L’APPROXIMATION DES FONCTIONS DE GRANDS NOMBRES. 255

La fonction uE-* passc par un maximum absolu pour u=1
lorsque « est réel et positif; nous nous trouvons donc dans le cas ot
la relation trouvce ci-dessus est applicable. En posant f(u) = uf',
¢(u)=ulki-ct ¢ =1, il faut faire dans I'expression de |

f =1, o =E-, 2 = 1, I‘(&):\/-E.
o 9" _

S =p—1, o 3,

S'=(p—-1)(p-2), -3— =—2,

On trouve ainsi

3
r n+-—>
I'(n+p) — ( 2/ 1y 1 3 ,
—r— = V2R B [l+(\l—;+l’2’"l’>;;(l+e)]~

~ " () . 3 .
Faisant dans cette égalité successivement p = S puls p=-2, et

divisanl membre & membre, il vient

H(rr3) {i-

T'(n+2) =n

acl e

;';(1 -+ s)]

De cette expression on déduit la formule suivante, dont nous avons
déja fait usage au n® 12, pour passer de la formule (34) 4 la for-
mule (34),

(43) T(n+p)= \/§T~:l«:—m"‘“”‘53 1+ —[1+6p(p - )] (1 + e)i,

¢ lendant vers zéro, lorsque » croit indéfiniment.
On en conclut également

. % SRl p L[ @ (1B S S, )
(’|’|\ I::\/—-?—,,\/;f"'.f+;;[—zf+5;<27_‘l';—(?/ﬁ““*'fwﬂ "f) (I'* E)‘a

. . —_2 . vyt .
expression dans laquelle le radical —o,,—? a le sens qui a été défini

au n° 12 (p. 246).
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Cette formule importante jouc un rolc essentiel dans mes re-
cherches sur le développement de la fonction perturbatrice.

Nous avons déja fait observer que le second membre de la for-
mule (34) qui nous a servi a ¢tablir la formule (42) est une fonction
linéaire et homogene de f, f', f”, .... L'expression de I a laquelle
nous venons d’arriver est donc, elle aussi, une fonction linéaire et
homogéne de f, f’, f”, etc.

Une conséquence importante résulte immédiatement de cette pro-
priéteé.

Si la fonction f(u) contient un paramétre dont ne dépend ni la
fonction @(%), ni la forme du chemin d’intégration, I'évaluation ap-
prochée de l'intégrale obtenue en dérivant ou intégrant, sous le

signe f , la fonction f(u) un certain nombre de fois par rapport a

ce paramétre, cette ¢valuation, dis-jc, s’obtient en dérivant ou intcé-
grant le second membre de la formule (43) autant de fois par rapport
a ce parameétre.

Nous nous bornerons a observer que, d’aprés cette remarque, il est
légitime de dériver ou d’intégrer les deux membres de la formule ({3)

par rapport & p, puisque, dans l'intégrale / e («E™)" du qui nous
0

a servi a évaluer asymptotiquement I'(z + p), le paramétre p n’entre
que dans #”~* tenant lieu de la fonction f(z) qui fait partie de I’¢l¢-
ment différentiel de Pintégrale (28).

Deuxiéme cas. — Supposons mainlenant (ue, dans le voisinage
d’un point d’affixe u = ¢, on puisse écrire
) fu)=B,(u—c)+ B,(u—c):...,
5 o
p(u)=3(c)+A (g —c)+ Ay (u—c)+...,

8., Bs) ... allant en croissant et «,, ,, ... désignant des exposants
positifs rangés par ordre de grandeur croissante.

Imaginons qu'on puisse déformer le contour C, le long duquel est
prise l'intégrale

(46) 1= ff(u);"(u)du,
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de maniére i le faive passer par le point ¢, ct supposons que ce nouveau
contour C, jouisse des propriétés suivantes: 1° ce contour serait équi-
valent au contour donné, si le point # = ¢ n’était pas un point singu-
lier de f(z) et de p(u); 2° la plus grande valeur de | p(u)| le long du
contour C, est |¢(c)]|.

Dans ces conditions, la considération de ce point u = ¢ conduit
souvent a I'¢valuation asymptotique de l'intégrale I pour n trés
grand.

Il convient, avant d’étudier le probléme, de se rendre compte de la
facon dont varie | ¢(u)| dans le voisinage du point & = c.

Posons, a cet effet,

u — c = rE¥, o(c) =a+18, A =y +18,

r étant trés petit. On en déduit, pour u trés voisin de c,
|9(0) | =5(e) |+ orayy e+ B3) cose, L+ (By — ad) sina, g ...

Les racines de I'expression entre crochets sont fournies par une
équation en tanga,{. Si donc { ={, est une racine, les autres sont
fournies par la relation

Marquons, sur la circonférence de rayon r décrite du point = ¢
comme centre, les points correspondant a ces racines; joignons,
cnsuite, ces points de division au point # = ¢. Nous divisons ainsi
Iaire du cercle en secteurs tels que, pour tous les points compris dans
un méme secteur, la différence | p(u)| —|9(c)| conserve un signe con-
stant. De plus, si |p(u)|>>|¢(c)| dans un secteur, on a |p(u)|<|p(c)|
dans les secteurs qui le comprennent. Enfin, dans un secteur ou
|9(#)|>]|9(c)|, le point de la circonférence (r), ot |9 (u)| est maxi-
mum, se trouve sur la bissectrice de ce secteur; dans un secteur ou
[9(u)| < |9(c)|, le point de la circonférence (r), ou | ()| est mini-
mum, se trouve ¢galement sur la bissectrice de ce secteur.

Revenons a I'intégrale proposée et figurons un certain nombre de
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secteurs autour du point ¢, en couvrant de hachures ccux dans les-
quels | ¢(u)] > | ¢(e).

Dans ces conditions, les deux branches du contour C,, séparées par
le point ¢, passent nécessairement & travers les secteurs non hachurds
pour attcindre le point ¢. D’autre part, pour que le contour C,
devienne équivalent au contour G, pour I'intégrale proposée, il faut
lui faire subir une déformation infiniment petite dans le voisinage du
point u = c¢. On peut, par cxcmple, arréter les deux branches du
conlour C,, séparées par le point u =¢, & unc distance infiniment

Fig. 16,

'/

petite de ce point et raccorder ces denx branches par un arcde cercle o,
de rayon infiniment petit, ayant son centre en ¢. Nous désignerons
par C, ce nouvcau contour qui est ¢quivalent a (.

Il y a lieu de considérer plusieurs hypothéses :

. e e - . .
Ou bien P'arve de cercle o sous-tend un angle inférieur i el il arrvive
*1

alors nécessairement que le contour C,, dans le voisinage du point ¢,

se trouve dans un méme secteur non hachuré:

a9
; . r 3
Ou bien 'arc de cercle o sous-tend un angle compris entre —elo=
§ {

et il arrive alors nécessairement que 'arc 5 traverse complétement un
secteur hachuré et un seul;

. . - L 3m . .
Ou bien I'arc de cercle o sous-tend un angle supérieur a el il arrive
i
alors nécessairement que I'arc o traverse complétement plusieurs sec-
teurs hachurés.
Nous allons examiner successivement ces trois hypothéses :

1° Dans la premiére hypothése, |7 ()| <|¢(c¢)| le long du con-
tour C, (fig. 17).
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. . . 1 . ' ’
Or, si l'on fait la transformation ¢(«) = -» l'intégrale proposce cst
ramence a la forme

(47) I= (1) 5

et celte nouvelle intégrale doil étre prise, comme nous avons déja
expliqué, le long du contour correspondant au contour C,, dans le

.
Fig. 17.

plan de la variable 5. D'apres Pinégalité |o(uw)| <|%(¢c)|, ce con-
tour correspondant est de .s«-condo espéce par rapport au point

» correspondant du point « = ¢. Ce point ne peut donc pas

( )
fournir la valeur approchéc de Uintégrale.

2" Les choses s¢ passent d’une manitre toute différente dans la
seconde hypothése. '

Figurons, en effet, les deux secteurs dans lesquels passent les deux
branches du contour C, et le secteur intermédiaive, a lintéricur
duquel | 5() | > 2(e)| (Sfig, 18).

Du point ¢ conne centre, avee un vayon inférieur a r, décrivons
un are de cercle o = BB limit¢ aux bissectrices des sccteurs non
hachurés, i Pintéricur desquels | ()| < | 9(c)|. Nous pouvons d’abord
déformer le contour C, a U'imtéricur de aire des secteurs limités par
la circonférence r, de facon a le faire passer par les points B et B,

Remplacant ensuite la partic BCB’ de ce contour par 'arc BB/,
nous obtenons le contour C, ¢quivalent au contour C, pour I'intégrale
proposée.

Si nous posons maintenant

Jklt) = -,

Journ. de Math. (6 série), Lome 1V, — Fasc. 111, tgo8. . 35
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pour ramener l'intégrale proposée a la forme (47), il cst aisé de voir
que le contour correspondant au contour C,, dans le plan de la va-
riable ::, est un contour de premiére espéce par rapporl au point

( Ok correspondant du point u = c.

En effet, les différentes parties du contour C,, autres que BB, se
transforment, dans le plan de la variable s, en deux chemins D et D’

Fig. 18.

(fig. 19) plus éloignés de l'origine que le point 5 — —— & cause de

( )
P'inégalité |3 (u) | < |5(c)l. D'autre part, (quand la variable « suit le

. . RN .
chemin BB, 'argument de « — ¢ varie de ;‘—, puisque 'angle de
1

T . .
chaque secteur est —, et largument de 1 — 3 varie de 2w, comme i
1

résulte de la relation

(48) u—c:(:—) (1 —33)*.

que I'on a rencontrée i propos de la formule (39.
Nos chemins D et )’ sont donc reliés par un arce de cercle qui enve-

Fig. 19
D

loppe entiérement le point 5 = é, comme U'indique la figure 19, et le

contour formé est bien de premiére espéce par rapport 4 ce point.
Nous pouvons donc trouver la valeur approchée de [, pour » tres
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grand, en partant du développement (39') de F(z) dans le voi-

sinage du point 5 = é et appliquant les considérations développées

au n" 8.
On peut donc écrire

B ) ﬂ:’_l r(n— ﬁ‘:l +3>
. N ,
(49) I=—2ir 5"—;&;(;—;) ?n-ﬂ <

(1 +¢),
r(%+x)r(n+z)

1

e tendant vers zéro lorsque 2 augmente indéfiniment.
Cette formule suppose, d’ailleurs, le sens de I'intégration tel que la

. , . I

variable 5 tourne dans le sens rétrograde autour du point 5 = e
S’il en était autrement, on devrait changer de signe le second membre.
Or, la formule (48) permet de déterminer ce sens, connaissant le con-

tour C, dans le plan de la variable u. En effet, «, étant positif, la
variable = tourne autour du point 5= é dans le méme sens que la va-

riable # autour du point ¢, puisque, quand 'argument de « — ¢ varie
1

dans un sens, I'argument de (1 — 59)* varie nécessairement de la
méme quantité, dans le méme sens.
Bt

. . L7}
Il reste & fixer la détermination du facteur (%) > pour donner
1

un sens preécis & U'expression (49) de 1. A cet effet, il faut remarquer
que, pour obtenir le développement (39°) de (), en supposant u

. o . . . . 1 .
infiniment voisin de ¢ et = infiniment voisin de — >, on a fait

o(c)

Bi+1—ay

Gy+1—a,

(““”)p‘*"“'=(%) " (1—353) * .

1

Admettons que les coefficients des développements (45) aient été
calculés de telle sorte que les arguments de (z — ¢)*, (& —¢)*, ...,
(u—c)by (u—c)%, ... s'obtiennent en multipliant respectivement
par a,, &, ..., B, B, ... le plus petit argument positif ® de z — c.
On peut écrire, 4 un multiple prés de 2=, d’aprés I'identité que nous
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venons de rappcler,

Buri-a P

(ﬁ.-&—t—a‘)@:arg.dc({—) * "+arg.de(r1—3s9) * .
1

Considérons le point M (fiz. 18), milicu de P'arc BB'". Clest en ce
point du contour C,, tracé dans le plan de la variable u, que |$(u)|
prend sa plus grande valeur.

A ce point M correspond done, dans le plan de la variable 3, le
point N o1t le contour correspondant a C, est rencontré par le segment

. . . . . R 1
de droite joignant l'origine au poinl 3 = )
Or, I'application du théoréme 111, exposée au n° 8, suppose essen-
By+1 )

ticllement que la détermination de (1 — 35) % ; (ui figure dans le
développement de F(3), soit réelle et positive au point N. En pre-
nant ¢gal i zéro Pargument de 1— 3% en ce point et appelant 0, la
valeur de © au point M, nous devons donc avoir, it un multiple de
27 pros,

Bt 2,

By +1—2,)0,=arg.de (;%) L

. Py ) » 4 %
ce qui définit complétement le sens du facteur <—\i) .

Mais on peat lixer autrement cette détermination.

in effet, les points pour lesquels [2(w) [ > | 2(¢)| ¢tant nécessaire-
ment a I'intériear du secteur couvert de hachures, si Fon appelle 9, le
plus petit argument positif de w - ¢ relatif & Pun d’eux, 6, differe

de ©, d’'une quantité moindre en valeur absolue que =-. La rvégle

20,
Brra 2y

N J :' . ' .
donnée, pour trouver l’al‘gumcm de (-2'—\) » est par suile equiva-
st

lente a la suivante. On peul dire que I'argument de ce facteur, qu'il
convient de choisir, est celui qui differe de (8, +1 — 2,10, d’une quan-
pitrr—a

2 2

3° Examinons, enfin, la troisi¢e hypothé¢se correspondant au cas ou
Parc o traverse complétement plusieurs sectenrs couverts de hachures.

tit¢ moindre, en valeur absolue, que
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On doit remarquer tout d’abord que I'angle sous-tendu par o est
14

. 3n dm . .
compris cntre N ct = sl cct arc traverse complclcmcnt deux sec-
1 1 )

. . Sn 7T
teurs hachurés; que cet angle est compris entre —- et =y sl 'arc
1 1

traverse complélement trois secteurs hachurés, etc.

Lorsque I'arc o traverse deux secteurs hachurds, il est facile de voir
que l'intégrale proposée cst égale 4 la somme de deux intégrales de la
nature de celles que nous venons d’étudier & propos de la seconde
hypothése.

Si l'arc o traverse trois secteurs hachurés, l'intégrale proposée est
égalc & la somme de trois intégrales de la nature de celles qui ont été
¢ludices a propos de la scconde hypothése, et ainsi de suite.

Démontrons-le, par exemple, dans ce dernier cas :

Soit FGeLP le contour C, (fig. 20). Supposons que cc contour

Fig. 20.

devienne équivalent au contonr (i, pour I'intégrale proposée, quand
on remplace la partie en pointillé Gel, par 'are de cercle infiniment
petit GHKL.

Les courbes d’égal module de ¢(u) passant par le point u =¢
étant tangentes aux rayons qui limitent les secteurs, ces courbes ne
peuvent s'entrecouper unc seconde fois qu’a distance finie du point c.
Il en résulte qu'on peut tracer, dans les secteurs sans hachures, des
chemins de longueurs finics MH et NK le long desquels |3 ()| < |3 (¢)].

Dés lors, on peut remplacer lintégrale (FGHKLP) par la somme
des trois intégrales (FGUM) + (MHKN) + (NKLP) qui sont cha-
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cune précisément de la nature de celles ¢ui correspondent & la seconde
hypothése examinée ci-dessus.
Toutes ces intégrales peuvent, du reste, se déduire d'une scule

d’entre elles, car ce qui change, quand on passe de I'unc 4 la suivante,
Bt
. o1 .
c’est uniquement Pargument de (1— z3)*  dans le développe-

ment de F(z) autour du point 5 = ?T'c;, argument qui varie, en plus

. 1
ou en moins, de (@——-':' — 1)21:.
1

La régle i suivre pour obtenir ces intégrales est donc la suivante :
Quand on aura obtenu, au moyen de la formule (49), une inté-
grale correspondant a un secteur hachur¢, on obtiendra Pintégrale
correspondant au secteur hachuré voisin, rencontré en tournant autour
du point u — c dans le sens direct, on obtiendra, dis-je, cette inté-

Bt
grale en multipliant la précédente par le facteur ), La
seconde intégrale partielle, correspondant au second secteur hachuré
rencontré en tournant autour du point # — ¢ dans le sens direcl,
s’obtiendra en multipliant le seccond membre de la formule (49) par

Em(‘:‘g_'_.)

, et ainsi de suite.

. . . . 1

Si au licu de tourner dans le sens direct, autour du point s = Ok
. ]

on tourne dans le sens rétrograde, I'intégrale correspondant au pre-

mier secteur rencontré s’obtiendra en multipliant le second membre

B
S+ 2| — —1 . R
de la formule (49) par E () , I'intégrale correspondant au se-
. . A . ‘—"in (l‘:_i__'
cond secteur en multipliant la méme expression par E v/, ete.

Si I'on voulait avoir une valeur plus approchée que celle que nous
avons obtenue (49) pour l'intégrale I, il faudrait pousser plus loin le
développement (39’) de F(5), le sens des facteurs susceptihles de plu-
sieurs déterminations s’obtepant toujours par la régle qui a ¢té ex-
posée aprés avoir obtenu la formule (49g).

Cas particulier. — Un cas particulicr intéressant se présente
lorsque, ¢(u) étant holomorphe dans le voisinage du point « = ¢, sans
que ¢’'(¢) soit nul, on a, dans lc voisinage de c,

fu)y= (u— c)}[B, + By(u — ¢) + By(a—e) +...].
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De ’équation
1
9(u)

-
prg—i

on tire
—e=20—so)| 2N~ 50) +
u (,_<P,(I .-f)ll-i-(I 2?,3)(1 5%) ]

On a d’ailleurs

- B i B,
R SCERL I

ct I'on en conclut

F(s) = (g)“(x —3f il — B+ B, (B2 —p) - B,](1 - 59) +--.

les lermes négligés entre crochets contenant (1 — 5% )* en facteur.
On trouve maintenant, en appliquant la régle exposée au n° 8,

TT(=5)
ng r—("—_ji—'—)+(ﬁ+1)[B,(3ﬂ-’9—'ﬂ—ﬁ>—3B]r("_ﬁ)+ ‘

'"T(n+2) 2 o o *|L(n+2) 7

ou, en développant les fonctions eulériennes,

I— 2im cp)B*’ 0"
[
el B2 [B22(5 ) 3]+ 5O)

Mais il faut voir dans quclles circonstances cette formule est appli-
cable.

Figurons, a cet effet, dans le plan de la variable « (fig. 21), les axes
de coordonnécs, le point z = ¢ et la droite A ¢B séparant, dans le voi-
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sinage du point ¢, les régions du plan ot
[¢ (D) >12()]
lo(m)| < 3],

de celles o

Couvrons de hachures les premiéres régions, comme nous 'avons
fait jusqu’ici. Dans ces conditions, le contour C,, dont nous avons

Fig. a1,

.

A d

donné plus haut la définition, doit nécessairement étre tract dans la
région non hachurée, dans le voisinage du point ¢, Il y a maintenant
deux cas & considérer :

1° ¥'il est nécessaire de déformer C,, infiniment pen, dans la région
non hachurée, pour rendre ce contour ¢quivalent au contour proposé,
'expression de I i laquelle nous venons de parvenir n’est pas appli-
cable;

2° Si le contour C,, pour devenir ¢quivalent au contour proposé,
doit étre déformé vers la région hachurée, 'expression de 1 est appli-
cable.

Au surplus, 'expression (50) suppose que la variable, en chemi-
nant le long du contour C, déformé, tourne autour de ¢ dans le sens
rétrograde. ’

Dans le cas contraire, il fant changer le signe du second membre.

‘nfin, pour fixer le sens du facteur (—;@)ﬁﬂ, on cherche celui de

¥

<-;ﬁ,)ﬁ Supposons les coefficients B du développement de f(«) choisis

de facon que la détermination du facteur (# — )P qui y ligure corres-
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ponde au plus petit argument positif de  — ¢. Dans ces conditions, si
on appellc O, le plus petit argument positif de « — ¢, pour un point

. . , . o B
quelconque pris dans la région hachurée, la détermination de (%)
correspond & l'argument qui différe de 38, d’une quantité moindre

T
que § - en valeur absolue.

§ V‘
Généralisation des théorémes II et III.

14. Nous avons trouvé (p. 214) que l'intégrale suivante, dans

laquelle 2 > —1, g
=[Gy =
prise le long d’un contour de troisi¢me espéce par rapport au point a,

s'¢tendant & l'infini, a pour valeur

=t T(h+1)l(n—PR)
— a T(n+1) )

-
<

s AN SN Log 1\
Donnons au symbole (Zz — 1) le sens E (@ et, pour achever

de le définir, choisissons comme argument de = — x celui qui est nul

le long du prolongement du segment joignant I'origine au point a. On

peut alors différentier ¢ fois les deux membres par rapport & 4 et
écrire

G 9= (3 o) e (3 =) = o SRR

Or on a, pour # trés grand et positif

F(h+1)T(n—~A) _ T(h+1) h(h+ 1)
T'(n+1) T pt+h [+ 2n <I+s)]’

e tendant vers zéro lorsque n croit indéfiniment.
Journ. de Math. (6* série), tome IV. — Fasc. 1II, 19o8. . 36
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Cette formule pouvant étre différenti¢e terme & terme par rapport
4 h, comme nous I'avons fait remarquer a propos dec la formule (44),
on en conclut que, pour 7 trés grand, I'intégrale J cst de 'ordre de
Log?n

li-o—/:

» le produit
ni+h

J=
Log7n

tendant vers une limite lorsque n croit indéfiniment.

n s'appuyant sur ce résultat et suivant une marche analogue a
celle qui a conduit au théoréme II, on est amené¢ a généraliser ce
théoréme.

On remarque d’abord (notations de la remarque du lemme II) (ue

le produit
¢ a\A
R” ,ll-a-// <ﬁ>

1
Login /J , (R4ua)

Z
Log’ ¢ d,

tend vers une limite lorsque # croit indéfiniment.
On en déduit que le produit suivant, dans lequel A est sapéricur
4 — 1, ¢ un entier positif et $(5) une fonction analytique finic dans le

voisinage de a,
ni+h 2t Toet (2 —~1)1 (-) s
I.on'/n o \a T~/ 0=

ne dépasse pas unc quantité fixe lorsque # croit indéfiniment (démon-
stration analogue i celle du lemme V1). De la résulte immédiatement
le théoréme suivant ui généralise le théoréme 11 :

TréoriMe IV, — Soicut 1 un nombre positif trés grand, entier,
Sfractionnaire ou incommensurable, et ¥ (3) une fonction indépen-
dante de n.

Counsidérons Uintégrale

M= [F(z) s

prise le long d’un contour C de troisicme espéce par rapport a un
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point d’affice 5 =a. Celle intégrale élant supposée finic, pour
n fini, admettons que le point a soit séparé des singularités de
IF(3) et de Vorigine par des espaces finis. Admetlons, en outre,
qu’on puisse écrire, dans le domaine de a,

F(s) =F,(5)+ (5 — 1) 4(s)Logr (3 — 1)
F,(s)= A, (g - r>“'1,og«/.<§ — 1)
+ Ag(‘:'l — x)a'Log‘le(f; - 1> ...
+ Ap(2—1)"Logn(Z — 1),

la fonction Y () élant finie dans le domaine de a; @, a,, ..., o dési-
gnant des nombres entiers ou fractionnaires vérifiant les inégalités

<Ly u<L <L 0, a)

@13 G2y +oor o q des entiers positifs et Ay, A, ..., A, des constantes.
Dans ces conditions, st Uon pose

N=[F, ()

Uintégrale étant prise le long du contour C, le produit

at 2= (M —N)

f.og7n
4 2] y d' ™ > t YO
r’augmente pas in éfiniment avec n.

Evaluation approchée de M. — On admet essentiellement, pour
appliquer ce théoréme, que les constantes A sont choisies de fagon que
les déterminations des binomes et des logarithmes népériens figurant
dans le développement de F'(5) correspondent & cclui des arguments de

Z —1 qui est nul pour les points du plan situés sur le prolongement,
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au dela de @, du segment de droite allant de I'origine & ce point «.
On admet de plus que le sens de I'intégration est tel que la variable
parte du point a.

Posons
U =L 9 I‘(a,,+|)l‘(n—a,,).

— ——

P e dalr U(n 1)

En raisonnant exactement comme nous l'avons fait au n° H, il
résulte du théoréme 1V qu’on peut écrire

(52) M=AU +A,U,+...+A,U,+N,,

. nt+ o Yaqyoe
le produit @, —— N, n'augmentant pas indéfiniment avec n. Par
Log?n 8

conséquent, si I'on prend A, U, comme valeur approchée de M on

1 Log%n

commet une errcur de l'ordre de -2 =75, c’est-i-dire que le produit

ni+e,

M—-A,V)e"

Log?:n

n'augmente pas indéfiniment avec 2. En prenant
M=AYV, +A,YV,

1 Log%n

on commet unc erreur de 'ordre de — ———, elc.
an ”l +0ty

L'erreur relative commise en prenant pour M sa valeur approchée
est d’autant plus petite, pour 2 trés grand, qu’on prend plus de termes
dans le second membre de la formule (52).

13. Le théoréme I relatif & I'évaluation approchée des intégrales
de la forme

. ‘In ds
207 =j F(s) oo

prises le long d’un contour de premiére espece par rapport & un point
singulier 5 = a de F(3), peat étre généralis¢ de la méme maniére que
le théoréme 11,
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Nous avons trouvé qu’on a (lemme VII)

. s\* ds 1 L(n—1N)
QIﬂf(l—;) i T T(= ) L(n+ 1)

I'intégrale étant prisc le long d’un contour de premiére cspéce par
rapport au point . On tire de l4, en différentiant ¢ fois par rapport a £,

(53) 2i1t/‘(l—§)hllogq(l_‘f‘>d 1 dt  T(n—=N)

PRI =T+ 1)

ct il en résulte, comme dans le cas de la formule (51), que I'intégrale

¢crite dans le premier membre est, pour n trés grand, de I'ordre

1 Login . . . .
de — =28 si  n'est pas un entier positif. Lorsque A est entier el
a n

positif, IT-I-_’J étant nul, I'intégrale est, pour n trés grand, de 'ordre

de L Log?-tn

a” nit+h

La formule (53) suppose d’ailleurs essentiellement que les déter-
minations du hinome et du logarithme népérien qui figurent sous le
signe f correspondent & I'argument 1 — 2 qui se réduit a zéro pour
les points du plan situés sur le segment de droite joignant 'origine au
point a. D’autre part, la variable en cheminant sur le contour d’inté-
gration doit tourner autour du point a dans le sens rétrograde.

En s'appuyant sur le lemme VIII, sur Pextension du lemme VI
(p. 268) et sur le résultat que nous venons d’obtenir, suivant d’ailleurs
un raisonnement calqué sur cclui que nous avons employé pour arriver
i la démonstralion du théoréme I1I, on arrive 4 étendre ce théoréme
comme nous allons I'indiquer. Il y a cependant une légére différence
dans 'application du lemme VIII, parce que le long du chemin de
troisieme espece aB, (fig. g) on doit poser

(1= o= 5) === i o )

les déterminations du binome et du logarithme népérien écrits dans le
) ) F4 :
second membre correspondant & 'argument de = — 1 qui est nul pour
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les points du plan situés au dela du point «, sur le prolongement du
segment de droite joignant I'origine & ce point a.

De méme on doit poser, pour les points situés le long du contour de
troisiéme espéce aD, (fig. 9),

(1 — 2>a],og‘l(l - f;)EE"""“(:—l — l)a[—- iw + Log <% - 1)]q.

1l en résulte qu’au licu d’avoir & considérer deux intégrales dont la
1+0

R n
somm Itipliée n
omme multipliée par a TogTn

on se trouve cn présence d’une somme de 24 + 2 intégrales dont le
produit par le méme facteur n’augmente pas ind¢finiment avec ».

Ce point de détail réglé, voici comment peut s’énoncer I'extension
du théoreme I1T :

n’augmente pas indéfiniment avec #,

Tutorkme V. — Soicnt n un nombre positif trés grand, entier,
Sractionnaire ou incommensurable, et ¥(3) une fonction indépen~
dante de n.

Counsidérons Uintégrale

. < i
2i=M =fI<(:)—-',7;,
« ~

prise le long d’un contour de premicre espéce par rapport a un
point singulier isolé a de ¥ (s). Admmettons qilon puisse écrire,
dans le domaine de a,

. ( 3\¢ / 3\
F(s)=5() +Fu(m)+ [ (1= 2) Logr (1 - ) |4(2),
V(3) désignant une fonction analytique finie dans le domaine

de a, ¢(3) étant holomorphe dans le domaine de a ot ¥ (35) repre-
sentant Uexpression

F.(s5)= A,

]
Nl
SN

R
-
=
o3
=
NN
et
Q@
N

+ A, JLO;.';"*(I—-i) NI
a

s\
| — —
a

I__

e e N i N

+A,

QI
N—-
=
Q
s 55
=
P
NG
N—
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dans laguelle A, A,, ..., A, désignent des constantes, les ¢ des
entiers positifs, les o« verifiant les inégalités

a <L, < Ll ey

o élant en oulre supéricur a — 1.
Dans ces conditions, si l’on pose

. < ds
2lT:N =[l‘.(:):m’

Uintégrale étant prise le long du contour C, le produit

a nte ., o
a W(M — N), si a 1’est pas un entier posilif,
ou
ar (M=N) si a est un entier positif,
Loag? ‘n ! ’

n'augmente pas inde:/im'mcnl avee n.

Ecaluation approchée de M. — On admel essentiellement, pour
appliquer cc théoréme, (ue les constantes A qui rentrent dans le déve-
loppement de F, (3) sont choisics de fagon que les déterminations des
binomes ct des logarithmes népériens, figurant dans le méme dévelop-

pement, correspondent & Pargument de 1-- = qui est nul pour les

points du plan situés le long du segment de droite joignant I'origine
au point a. De plus, on suppose que la variable d’intégration che-
mine sur le contour, de wmanicre & tourner, dans lc sens rétrograde,

autour du point a, dans le voisinage de ce point.
Si I'on pose

U =" d1, I'(n—a,)
P gn dolr U'(— a)L(n+1)

il résulte de ce théoréme qu'on a

(54) M=AU+A,L,+...+4A,U,+ N,
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le produit a* nt N’, si a est quelconque, ou a”—"-’::——N' si a est
p Log7n "V~ q que, Logi—in 1 St 208

entier et positif, n'augmentant pas indé¢finiment avec n.

Les termes de cette somme étant tels que le rapport d’un terme au
précédent tend vers zéro, lorsque » croit indéfiniment, sil'on prend un
certain nombre de termes comme valeur approchée de M, on commet
une errcur de 'ordre du premier terme négligé.

Ainsi, en prenant A, U, comme valeur approchée, on commet une

1 Logh 1 Log7-t

, , ‘ . .
erreur de 'ordre de — —72= ou = —F=— si «, est entier positif. On

peut écrire
M=AU(1+¢),
le produit

ne % ¢
Lquu‘qtﬂ !

n’augmentant pas indé¢finiment avec #.
En prenant A, U, + A, U, comme valeur approchée, on peut ¢crire

M=(A, U +A,U,))(1+z¢,),
le produit

n“:’“l c
Log?—%n*

n’augmentant pas indéfiniment avec », etc.
L’erreur relative commise sur M cst d’autant plus faible qu'on
prend plus de termes dans la formule (54) (*).

(') Le théoréme peut étre étendu a des points singuliers auxquels corres-

-

-\ 2
pondent, dans I, (5), destermes de la forme (1 - Log"'l(l — E)’ ol g est un

entier positif. Il faut partir a cet effet de I'identité

s\
(I—Z) ds

- ~+1
-~ -~
Log'l<1 —_ —)

a

. 1 1 ! A
__ L 20T f'on+g—a—hy—...—h,)
_—(])’7’-‘— A d,‘l‘/; d’l’.-.[ dl‘ql‘(—‘“—',l'——...—"/l,l)r(”-){-q+|)

Mais on est ainsi conduit & des transcendantles qui ne se prétent pas au calcul
numeérique.
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Remarque. — Si le contour d’intégration ¢tait ¢galement de pre-
miére espéce, par rapport & d’autres points singulicrs de F(5), situcs
4 la méme distance de 'origine que le point a, il faudrait, comme on
a expliqué & propos de Papplication du théoréme III, considérer
séparément chacun de ces points singuliers particuliers ct faire la
somme des résultats ohtenus.

Enfin, pour exprimer M suivant les puissances descendantes de #,
il faudra développer la formule (54) au moyen de I'expression (43) de
la fonction eulérienne (qu'on peut différenticr par rapport & p, comme
nous I’avons déja fait observer.

Le théoréme qui vient d’étre énoncé joue un role capital dans mes
recherches sur le développement approché de la fonction pertur-
batrice.

VI.

Les vésultals obtenus aux n" 14 et 13 conduisent & la valeur
approchée des intégrales de la forme

:;'/.'f( I(j) ?"(ll:) (/u,

dans des conditions encore plus générales (que celles dans lesquelles
nous nous sommes dé¢ja placés.

16. Supposons d’abord (ue le contour d'intégration parte d’un
point & = ¢ et, de plus, que |5(1)| < |$(¢)], le long de ce contour.
Admeclions, en outre, qu'on puisse ¢crire, dans le voisinage du
point ¢,
Sf(u)=B,(u— ¢ Logt(u— ¢)
(55) + B,(u — o) Logh(u —¢) +...,

o(u)=¢(c)+ A (u—c)+ A (u — ) +...,

Byy Bay ... Ctant supéricurs & — 1 el rangés par ordre de grandeurs
croissanles, &, o,, ... désignant des exposants positifs, rangés égale-
ment par ordre de grandeurs croissantes, les ¢ représentant d’ailleurs
des entiers posilifs, les B et les A des constantes.

Journ. de Math. (60 sévie), tome V. -— Fase. HI, 1908, - 37
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Dans ces conditions, I'évaluation approchée de I pour » trés grand,
peut étre ramenée a celle des intégrales ‘tudiées au n° 14.

En posant
I

= —

¢(u)

-
-

on raméne l'intégrale & la forme
L= [1(s) 5%

le contour d’intégration, dans le plan de |

-

siéme csplce par rapport au point s =

au n"12.

-©

)

1 variable

-

~

atant de troi-

» comme on 'a expliqué

Or, des ¢quations (55) on tire, comme au n® 12, en éerivanl ¢ i

la place de ¢ (¢),

(50) U— = (_A_?) (55— 1)+

ct I'on en déduit

F(s)= - ;Il-;;'\-'(—- —\J—) B (5%

% L
xllmg(—- %) 3 --1)™
1

les termes non éerits contenant en facteur une puissance de (59 — 1)

[ 1 + 11— .
supérieure a é—'———;———‘
1

Batt—ay Fit1+a—az, 3 +1
b b .

On peut encore éerire

Nl -—_._..___...._..9_ Xy o
F(s)= 2, .\,( .A\,) (s —1)

\

1
o \& 1 = m
> [""“(" }i_.) + o lor(sz

¢gale au plus pelit des nombres



SUR L°APPROXIMATION DES FONCTIONS DE GRANDS NOMBRES. 277

ou

Bort--a, r=q,

Y=\ — B| ? LT ‘Il! )
F(z) =~ a,A,<— }_\:) 2 ri(g,—r)!

r=0

=", Burt--a,
< Log(—— 7‘%) 07‘.(::’9—1) % |Log(s¢— )" +....

Ce développement de F(z), dans le voisinage du point 5= %,
donne, en appliquant la régle établie au n° 14, ‘

Brrt—a, .

. B, 9 & 71!
l=—2%(-%) " T

r=0

17197
o \% L g @& T+ +1-1)
8 [Log(— E) ] ¥ dr T(n+2) Fee

Bitr—oy
1
Les termes négligés contiennent en dénmominateur une puissance
de n égale au plus petit des nombres

¢ étant mis & la place de

Bet1 By+i4oy—a, P+
x ’ a4 ’ o

+1

ct en facteur une puissance positive de Logn.
1l reste pour clore la question & fixer la détermination de

Bit1—a, 1
_ —?— L _ 9 41.
( A,) et de Log( XI-)

On part & cet effet de la formule (56).

Appelons, comme au n° 12, @ l'angle que fait, avec 'axe des
abscisses, la tangente menée au point u = ¢, au contour donné, dans
le sens de I'intégration que I'on suppose partir du point c.

Admettons que les constantes des développements (33) aient été
choisies de Lelle sorte que les déterminations des binonies et des loga-
rithmes qui y figurent correspondent a I'argument de z — ¢ égal 4 @
pour les points du contour infiniment voisins de z = c. Dans ces con-
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ditions on verra, par des considérations analognes 4 celles qui ont ¢éié
1

En
développées an n° 12, que argument de (—- %\) "qu'on doit prendre
1/

. . * run oy e V. \ T
est celui qui différe de © d’une quantité inféricure & — en valeur
2.3

Ber1—a,
: a‘ 3 . . .
absolue. I.’argument de (—- ,—f‘) s'obtient en multipliant celui
1

1

de (— %)a-' par8,+1—a,.

17. Supposons maintenant que le point ¢, dans le voisinage
duquel f(u) et ¢ (u) sont exprimées par les formules (55) ('), ne soit
pas une cxtrémité¢ du contour d'intégration C de Pintégrale

| = [ )y (n)du,

mais qu'on puisse déformer ce conlour de maniére & le faire passer
par le point # =« et qu'il jouisse alors des propriétés suivantes :
1° ce nouveau contour (G, scrait ¢quivalent au contour donné si le
point x = ¢ n’¢tait pas un point singulicr de f(u) et de 5(w); 2° la
plus grande valeur de [¢(w)| le long de G, est{s(e)].

Il y a alors, comme pour le probltme ¢tudié au n® 13, & examiner
trois hypothéses qui peuvent se présenter (uand on déforme le con-
tour C, pour le rendre équivalent au contour C (se reporter au n® 13,
2¢ cas) :

1° Lorsque I'angle sous-tendu par Parc o, qui a été considéré

“ M + . ﬂ . . . . O l- .
page 25¢), est inféricur & —, on voil, comme au n* 1o, (que le pomt ¢
* al .
ne peut servir & ¢valuer 'intégrale 15
s . n 3
2° L'angle sous-tendu par l'arc o st compris entre — et -
1 g
Dans cette hypotheése, le contour C,, que nous avons considéré au

n® 13 et qui est équivalent au contour C pour l'intégrale proposée,

(1) Les exposants 3 figurant dans ces développements ne sont plus astreints,
dans ce qui suit, & étre supérieurs a — 1.
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ce contour, dis-je, passc par des points pour lesquels [¢(2)| > |¢(¢)].
Appelons ©, le plus petit argument positif du binome « — ¢ relatif 4
I'un d’cux. Supposons (ue les déterminations des binomes et des loga-
rithmes figurant dans les formules (55) correspondent au plus pelit
argument positif de « — c.

Dans ces condilions, en raisonnant comme nous 'avons fait pour

¢tablir la formule (49) et développant F(z) = — ‘é—il‘g, comme -a la
page 276, mais en partant de I'expression

1

0 \& x
u—c= (T,) (r—39)+...,

ona

1-a
‘s‘_"'__.__'. Bir1—-a,

1 a
F)=— 2 () & (=s9) = [Log({—l)“'*— 2 Log(z 59)] Ay

1

@Lt!__ai r=q, Be+1--ay

r=o0

ct il en résulte, en appliquant la régle établie au n° 15,

Burt r=q,

1ya-r
1y Bi/onyNa& 71! (9 & 1 a T(n+1—10)
E"‘“Z(E) Y 2"!(’11—")! Log 7\7) «f " T(=)T(n+2)

r==0

ﬁ|+l—

¢ ¢tant mis & la place de %i. Cette formule suppose, du reste, le

o
sens de 'intégration tel que la variable u tourne autour du point ¢ dans
le sens rétrograde en décrivant la partic du contour C, voisine de ¢.
Les termes négligés contiennent en dénominateur une puissance de «
¢gale au plus petit des nombres

i+t PBi+14oy—a,  By+1

+ I

ct en facteur une puissance de Log #.

q—r
k(5 27/—17[10"(?) ] (1—=39) = [Log(1— ) +...

ey
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On verrait, par des considérations analogues & celles qui ont été
1

développées 4 propos de la formule (49), que I'argument de (—X—\)?

qu'il convient de choisir est celui qui différe de ©, d’une quantité

. ﬂ N ’
moindre que — en valeur absolue. De méme I'argument de la déter-
1
Bi+1—a,

. . % . . o . o 3¢ g
mination de ( -E-) qu’il convient de choisir est celui qui différe de
1

3]’1"—“

(By+1—2,)0, d'une quantité moindre que L g en valeur

1
absolue.

v 3W
3° L'angle sous-tendu par I'arc o est supérieur & —.
1

Si cet angle est compris entre (2k — 1) et (2k + 1) =, k étant un
*y &y

entier, on voit, par des considérations identiques & celles qui ont ¢té
développéesi la fin du n° 45 (p. 263), que I'intégrale proposée est la
somme de k intégrales de la naturc de celle dont nous venons de
trouver la valeur, en étudiant la seconde hypothése.

Toutes ces intégrales peuvent, du reste, se déduire de 'une d'entre
elles, car ce qui change dans le développement (57)de I'(s), quand on
passe de I'une & lasuivante, c’est uniquement 'argument de 1 — 5% qui
varie, en plus ou en moins, de 2« suivant le sens de I'intégration.

La régle & suivre pour obtenir ces intégrales est donc la suivante :

Quand on aura obtenu, au moyen de la formule (58), une des inté-
grales correspondant & un secteur hachuré (voir la fin du n° 13), on
obtiendra I'intégrale partielle correspondant au secteur hachuré voisin
rencontr¢ en tournant, autour du point u = ¢, dans le sens direct, on

. . . ? 1
obtiendra, dis-je, cette intégrale en remplacant le rapport v dans la

formule (58), par }% E*", E désignant comme toujours la base des loga-
rithmes népériens.
L’intégrale partielle correspondant au secteur hachuré, rencontré

ensuite en tournant toujours autour du point u = ¢, dans le sens
direct, s'obtiendra de méme en remplacant, dans la formule (58),

9 9 Riin .. .
A, par A.E , et ainsi de suite.
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Si au lieu de tourner dans le sens direct, autour du point ¢, on
tournait dans le sens rétrograde, on devrait remplacer, dans la for-

mule (58), K?; par Ai E-*" pour P'intégrale partielle correspondant au
1 ! .
secteur hachuré immédiatement voisin de celui dont on est parti, puis

par i"— E-** pour I'intégrale partielle suivante, etc.
1

- el Q Sl e



