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Sur les équations aux intégrales réciproques;

Par M. C. POPOVICI.

Dans le présent Mémoire je vais exposer une question qui offre un
intérél spécial, par le fait qu’elle regarde a la fois 'Analyse, la Géo-
métric et la Mécanique, et aussi par les rapports de symétrie qui
existent entre les différentes cons¢quences qu’elle entraine.

Mon étude est divisée en deux Parties. Dans la premiére Partie je
traite le probléme au point de vue de I'Analyse et de la Géométrie
avec les applications qu'il offre & la théorie des groupes. Daus la
deuxi¢me je donne l'interprétation mécanique du probléme.

Une partie de ces résultats a été communiquée a I’Académie des
Sciences (22 avril 1907) et le cas de deux variables a été développé

dans un article paru dans le Bulletin de la Société mathématique
(T. XXXV, fasc. 1I).

PREMIERE PARTIE.

[. Nous appellerons équations aux intégrales réciprogques deux
systémes d’équations différentielles :

|

dx, dx,_,
I e TR e ——— ==
( ) “y Up_y dxn’

dr, de, .,
(2) o = .= -T‘_“l == ({.L'n,

ol vy, .., o, sont le systtme fondamental d’intégrales premicres des
19 00 9 ¥y P



8o C. POPOVICI.
équations (1) et u,, ..., u,_, le systtme fondamental d’intégrales pre-
micres des ¢quations (2).

Pour trouver un systtme de fonctions u et ¢ satisfaisant & notre

probléme, nous devons intégrer le systéme de 2(n — 1) équations aux
dérivées partielles non linéaires suivantes :

l)u S vy + Iy o
Yoy Uu s e, dr, !

( 3 ) J duy duy duy
0.0“""'—. +(” ,‘)1 » +‘)—-""——O

(k=1,...,n—1).

Je vais démontrer d’ahord que, quel que soit le procédé par lequel
on obtienne un systéme de solutions, les 2(n — 1) relations finies (ui
les définissent sont toujours réductibles & la forme

(/|> .Z"-‘—"Fk(tl., ceey Uy |)+q)lc("n vees Yy «) (/"Z" ey ")y
(5) Ny, cooytt, Y= 0,(C0 ooy €0 ) (J=2 s . —1).

Nous arriverons a ce résultat méme par des conclusions remar-
quables.

Considérons, tout d'abord, les deux ¢équations linéaires suivantes :

. . U3 ds a3

(()) IJ(.v)-—ui()J vt Uy, l)—:+m—o’
I3 ds

(7) V(z).—v,d o Oy i +;;"=0’

Uyy ooey Uy (3 4y «oey ©p_, €tant des solulions supposées connues du
probléme.

Ces deux équattons sont en n involution.

En effet, on a

b =n-1

U[V(z)] — V[U(3)] —ZIUM) V()

Cette expression est identiquement nulle en vertu des ¢quations (3).
Il résulte, d’apres la théorie de Jacobi et Mayer, que les équa-
ttons U(z) = o et V(z3) = o admettent n — 2 intégrales communes.
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Les relations (5) sont déja établies.
Une conséquence géométrique de ce dernier résultat, c’est que les
deux congruences de caractéristiques

Uy=Cyy ooy Uy = Ay, € = byy ey Vg = bay
admettent une famille de surfaces & deux dimensions communes :

(8) k*.’= x-.'(un ceey un—o)o ceve ki, =)‘n—|(”n ceey un-—l)’
(0) k= P-a("n eey "n-—c)y ceey k:z—-l_—"f"n—c("n ceey "n—a)'

Ces surfaces dépendent de n — 2 paramétres k,, ..., k,_,; nous les
appellerons surfaces intégrales communes.

Voyons maintenant comment sont distribués sur chacune de ces
surfaces les deux faisceaux de courbes u et ¢. Pour cela remarquons
que, pendant un déplacement suivant une courbe u; = a; caractéris-
tique du systéme (2), toutes les courbes ¢;= b, qui la rencontrent ont
leurs tangentes paralléles aux points d’intersection; en outre, les
cosinus directeurs de ces tangentes sont exprimés précisément par les
nombres

a, a,.-y 1
s ey ) .
vai+..  +al  +1 Val+..  +al_+1 Val+.. . +al  +1

Il en résulte que les caractéristiques constituent deux faisceaux
de courbes de translation sur chaque surface intégrale commune;
ces surfaces sont par conséquent des surfaces de translation et s'ex-
priment par des relations de la forme

(10) wr= fi(u; kyy .oy kn-c) +?k<"; kay ooe kasi)
(k=14 ..., n);

u désignera une fonction arbitraire de u,, ..., u,_, et ¢ une fonction
arbitraire de ¢, ..., ¢,_, les paramétres k,, ..., k,_, seront les indices
d’une telle surface dans I'espace & » dimensions.

Pour des valeurs constantes des &, ..., k,_,, les équations (8), (9)
ou (10) nous représentent la méme surface; en vertu de ces équations
la famille de surfaces (10) peut s’exprimer sous la forme (4), (5).

Journ, de Math. (6* série), tome 1V. — Fasc. 1, 1908. It
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Ces équations expriment que les caractéristiques intégrales de I'une
des ¢quations U(z) = o, par exemple, sont engendrées par le mouve-
ment de translation d’une surface

(F) .’l,‘: =F1(u‘, ceey u"n‘), ceey w,“z P‘n(lt" ceey un._.|)
sur une surface fixe
((I)) w?=q)c("n ceey ‘)n—s)a sy ‘l':=‘pn("'n ey Ppey )7

ce mouvement n’étant pas arbitraire, mais réglé par les équations (5)
qui expriment une correspondance entre les courbes de la surface FFet
celles de la surface @, de telle fagcon que, lorsque la surface I° glisse
sur une courbe

k2=l"‘2(9i1 cooy Y )y (ERY) by == f-’vz-c(“n ooy Vumy)
de la surface @, ce sont les points de la courbe correspondante
ky=N(wyy ooy ), vy hpoy =My (Uyy ooy Uy ),

dont les trajectoircs sont des caractéristiques du systeme (1). Nous
appellerons pour cette raison les surfaces I ct @ surfaces généra-
trices. '

II. Passons maintenant a l'intégration du systéme (3), c'est-a-dire
a la recherche des fonctions I, ®; A et . Pour cela appliquons aux
équations (4) et (5) les opcérations U(s) et V(3) en tenant compte
des équations (3). Nous aurons les relations

llu' =ZF’: U(uy), v, ZZ‘I’I; V(er),
k A
c Upy= Fﬁ_iU(uk) Vn—y = q’fzqv(o/\‘)’
o (T2 Y A
1=YF U, =¥ V(e),
k 3
=21§ U (uy), ()=2(J-f» V(e
k A




v, F ... F o, @ ... @
D=|u,, F, ... Fi|=0, A=|g,, & . o=
oF oF . (_)1) a0
Jdu, ou,_y dv, 0V,_y
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) 3 ] F
ot l'on a mis, pour abréger, g-;‘—; =F} ete.; k=1, ..., n—1,
J=2y..,n—1.

Pour que ces équations soient compatibles par rapport aux expres-
sions U(z;) et V(¢), il faut que F, et @, soient des intégrales des

équations linéaires

ou les fonctions I, ..., F,_,; ®, ..., ®,_, peuvent étre choisies a
notre gré; ce sont des fonctions arbitraires de l'intégration ; quant
aux fonctions Ayy ooy Ap_y3 [y oo vy Py, elles doivent étre des inté-
grales des ¢quations homogénes correspondantes,

u, F: ‘e F': o 0, q): . d)l:—o
Uy, F,:_' N F:__: = 0, Ao =] 0py (I)"'-. . (I)Z:: —_
a g o I op
Ju, dup., %, 3urs

Le probléme est ainsi réduit a I'intégration de deux équations
linéaires & n —1 variables D ct A. On pourrait, par cctte méthode,
trouver une infinité d’intégrales des équations réciproques; mais nous
allons voir qu’il n’est pas besoin d'intégrer aucune équation pour
avoir des solutions satisfaisant & notre probléme.

A cel effet, proposons-nous de résoudre le probléme qui correspond
a deux surfaces génératrices données d’avance,

z,=F(x},..., 2, ); z,=®(xl, ...,z );

cela revient 4 se donner dé¢ji une intégrale de chaque équation D et A.
On peut résoudre d’un seul coup le probléme par rapport a un



84 C. POPOVICI.

groupe de 2(n — 1) surfaces génératrices associées,
| R — ! 2
e, =F(z),...,z} ), = (z},...,7,.,)
(t=1,...,n—1),

c’est-a-dire en se donnant d’avance n — 1 intégrales des équations D
. ~
et A, et chercher les fonctions Fy(u,, ..., 4,_,), ®2(v(s...y¢,-,), OU,
en d’autres termes, la représentation paramétrique de ces surfaces qui
correspond*é notre probléme.
En prenant comme variables z!, ..., z} et 2%, ..., z}, les équa-
tions D et A peuvent s’écrire (')

dF dF D(Fh-'-’Fu—l) —
(u, 9 +.oouy,, dzi_, + )D(ul,..., Uyoy) o
,. ()@ . D(q’g,..-pq’n-l) — ¢
(\‘!;"—'? +"'+‘"—|() \) r)((’l.---7“n--l) =ot

comme F, ..., F,_s®, ..., ®, , désignent des variables indépen-
dantes, on obtient, en exprimant que F* et @ sont des intégrales, les
équations

oF¢ Fi
(13) Uy gy et u,,_.dd +1=0
B | Z -y . ’
L=, eyt —1).
(11) o Jo! . ( ! )
(] ()'_ +"°+"""d P +1==0

Ces ¢équations nous donnent u,, ..., &,_, et v,, ..., ¢,_, cn fonction
des x; et «c}; mais si 'on veut avoir le probléme résolu par rapport aux
deux surfaces génératrices,

z,=F(x},...,x} ) =0, L, ),

les équations (13), (14) et ces deux dernicres nous donnent iz, ..., «,

(') En effet, on a
_ . D(F,,....F,F) D(F,,....,F,.F) D(F,.....F,.))
“ D(uy, ..., i,y) T D(uy . yney y) - D(ay, .o up—y)

(W 9F L OF  AD(Fy.. Fuy)
- 'dF, - - oF,_, D(tey, ..., Un—y)

D=
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et z¥, ..., z}; cest-a-dire F,,...,F, et @,, ..., ®, en fonction de
Uyy ooey Un_ L0y ovuy Oprye

Quant aux fonctions Ay, ..., Ag—y} ey «oey fn-(, C€ SONt des intégrales
des équations

o P\ op

op .
u.-d—:v—:' +...+ ll,,_..dl—t"l—-—l=(), 04—0?{—!-...4"9"_.——-:0,

oz}

par suite, les A et . seront des fonctions des expressions F'— F* et
®‘— ®* que ’on a exprimées en fonction de « et ¢. On aura, par suite,
comme intégrales communes les relations

Ly(F'=F, .., F = F=)=M;(®' — ®*,...,' - ™)
(J=2y..0,n—1),

ou les fonctions L; et M; peuvent étre choisies arbitrairement; ce fait
exprime que nous sommes libres de choisir, 4 notre gré, la correspon-
dance entre les courbes des deux surfaces génératrices par rapport aux-
quelles on se propose d’exprimer les intégrales.

III. Considérons le systéme d’équations non linéaires suivantes :
: '
o A(w)=A(a,, ..., u,,_.)%’il' et Aty u,,_.)-d-‘;‘-n-*‘_-; + gg’: =o,

' B(Ok)-“—'B,(V,, covs Vo) 0k . By (04, 00y 00y) O ouk =o0

dx, Ty ox,

(h=1,...,n—1),

les fonctions données A, ..., A,_,; B,, ..., B,_, étant supposées dis-
tinctes.

Ce systéme peut aussi s’intégrer par les méthodes données précé-
demment. On peut d’ailleurs le réduire 4 la méme forme que les équa-
tions (3), en prenant comme inconnues les expressions A et B, et ainsi
P'on arrive au systéme de 2(7 — 1) équations

A(B,)=o0, B(A)=o.

Les fonctions u et ¢ jouissent des mémes propriétés générales que
les intégrales des équations (3), & savoir : elles peuvent se déterminer
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sans aucune quadrature; les équations linéaires

d3 dJ dJds
A(z):A,(u,, ceey u,,_‘)(r;; +...+A,,_,(u,, ceey u,,..,)dT::—' -+ a;: =o0,

5 ds a3
B(Z):B.(V‘, very Vn....)b:;; +...+B,,_‘(0., ceey 9,,_.)5/‘;;.—; -+ m =0

sont en involution; les deux congruences de caractéristiques « et ¢
admettent une famille de surfaces intégrales communes, sur lesquelles
les deux faisceaux de courbes u et ¢ sont des courbes de translation.

Les intégrales se préscntent sous la méme forme (4), (5); en leur
appliquant les opérations A et B, on obtient les équations

s A,.zz F*A(w),

(r1y /
’ () =>:‘7\§ Auy),

[
Bi= Y & B(ry),
3

o ZE P-’; B(VA)’
4

s k=1,...,n,
All:.l;”:l’

J=2,..,n—1.
Les fonctions F et @ sont détermindes par les ¢quations

A, F .. P B, @ ... @

]

D= i no3 =0
B,, &,, ... &,

t n-1
1 G, ... D,

=0 A= ’
o o 9
An-l l‘nv--| e l‘n 1. l
o -
1 | LR Ui
et les fonctions A et . par les équations homogénces correspondantes.
Une propriété géométrique intéressante est la suivante :

Il existe un ensemble de points formant une courbe suicant les-
quels les deur congruences de caractéristiques se raccordent.
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Cette courbe est donnée par les équations

Aluy,y oo uy)=B,(¢yo0y00my), ceey

Ai(uyy ooy ttyy ) =B (0450 0y Opy)-

Cet ensemble peut constituer méme unc surface & p dimensions si
p de ces équations se trouvent parmi les 7 — 2 intégrales communes
des équations A(z) et B(z), ou plus généralement si les équations de
notre courbe se réduisent seulement 4 n — p — 1 équations distinctes,
en vertu des n — 2 relations qui constituent les intégrales communes.
Si une caractéristique z traverse cet espace en un point z3, ..., x,, la
caractéristique ¢, qui passe par cc méme point, le traverse aussi avec
la méme tangente. Si la caractéristique u contient un arc entier situé
dans cet espace, toutes les caractéristiques ¢ qui la rencontrent en un
point de cetarc auront une portion commune avec la caractéristique z
qui sera constituée par cet arc dans toute sa longueur.

Les équations réciproques et la théorie des groupes.

Les intégrales des équations réciproques jouissent de belles pro-
priétés au point de vue de la théorie des groupes que nous allons divi-
seren dcux catégories :

1° Groupes d’opérations qui transforment un systéme donné d’in-
tégrales en un nouveau systtme d’intégrales des mémes équations
linéaires;

2 Groupes qui transforment un systéme d’intégrales en un nouveau
systéme appartenant aux équations non linéaires.

Cette derniére propriété nous permettra de déduire d’un systéme
de solutions connues une infinité de solutions dépendant des fonctions
arbitraires.

Nous allons démontrer, en outre, que ces opérations forment un
groupe, non seulement au point de vue de transformer les intégrales
les unes dans les autres, mais que le produit de plusieurs opérations
peut étre remplacé par une seule. On obtient, par ces transformations,
des intégrales appartenant & un méme groupe.

L. Considérons le systéme général de 2(n — 1) équations (3. De
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ces équations nous avons déduit les équations (11) et (12) qui, réso-
lues par rapport aux expressions A (1) et B(¢,), nous donnent des re-
lations de la forme

duy ouy

d
A‘(u” o eey u,,_,) Tk +... .+ Au—!(ui’ RS} a"“') 0x,_, oz,

dJUl
= ak(ll‘, ey uu—l)’

()

dey . Aoy dvg
B,(¢)y -0y0n ) o +ooo+ B ey """)0_&: ax,

i =bk(‘)” eoey V,,_.).

Ces relations expriment que les fonctions w,, ..., Uy, ¢,y ...,
n.1 forment un groupe par rapport aux opérations A(z) et B(z).

Toutes les fonctions F(u,, ..., u,_,), ®(¢,,..., v,_,) font partic du
groupe. Quelle que soit une fonction H(u,, ..., u,_,), il existe une
fonction F(u,, ..., u,_,) qui donne

AlF(uyy..yu, )| =H(u,, ..., u, ).

On n’a qu’a chercher une intégrale de I'équation

a,(u,, ..., u,,_.)g% i Uy (U ey u"")é'g,% =H(u,,...;ttn_).

Pour H = o on obtient les intégrales communes des équations A (3)
et B(2). Si nous répétons sur a(u,, ..., %,-,) et bi(0yy ...y 0, ) los
opérations A (z) et B(z), nous obtenons évidemment des intégrales
des mémes équations linéaires B(z) =oet A(z) =o.

Il est intéressant de démontrer directement cette propriété que les
fonctions « et ¢ forment un groupe.

A cet effet, remarquons que, les équations linéaires étant en involu-
tion, nous pouvons écrire

A[B(u)] - B[A(w)] = o
A[B(v)] — B[A (0)] =0

(k=1,...,n=).

Or, comme on a

A(vx) = o, B(ux)=o,
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il en résulte

BlA(z)] =0, A[B(v)]=o.

Donc les expressions A (u;) sont encore des intégrales de I'équation
B(z)=o et B(¢;) des intégrales de I’équation A (z) = o. Il s’ensuit
que 'on aura

A(uk) =ak(u,, ooy u,,_.,), B(Ok) = bk((’., ceey 0,,_.).

Ces intégrales ne forment pas toujours des systémes fondamentaux,
les fonctions ay et b, n'étant pas nécessairement distinctes.

II. Nous sommes en possession d’un nouveau moyen d'intégrer le
systtme (3)’. Remarquons, en effet, que notre probléme se réduit a
I'intégration du systéme (1) qui a P'avantage sur le précédent d’étre
séparé par rapport aux inconnues #,, ..., &,.,, d'une part, et ¢,, .
0.4y de 'autre.

Les 2(n — 1) équations non homogeénes (1) sont en réalité des inté-
grales intermédiaires du systéme (3) et les fonctions a,, .
by, ..., by, sont des fonctions arbitraires de I'intégration.

Pour trouver les fonctions «,, ..., u,_,, nous sommes conduits a
considérer le systéme de caractéristiques suivant :

ETY

LR ] an—q’

dr, dz, _, du, du,_,
(2) =...= =dr,= — =...= —=. .
’ Ay An—y a, Ap—y

Désignons les n — 2 intégrales des derniéres n — 2 équations carac-
téristiques par

(3) = N2 Ky cooy Ka)s ooy Uy = N (25 Ky ey Ky ).
Remplacons dans a, A,, ..., A,_, les expressions «,, ..., u,_, par

ces valeurs et désignons par af, A%, ..., AX_ les expressions ainsi
obtenues.

Considérons enfin les intégrales

fA du, fA,, 1du, fdu,
l—" e n—! - n—

+ Journ.de Math. (6* série), tome IV. — Fasc. I, 1go8.
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Les fonctions u,, ..., «, _, intégrales des équations
A(uk) = ak(u., T u,,_')
seront données par des équations de la forme

"k[‘”c - ll(“n ceey 1Ly »c)a serg Ly — ln(un ety un-—c,)’
)‘2(u|a crey ”n-—l)? eeny )‘n-a(un '“’un—i)] =0
(k=1,...,n 1),

(4)

ol A,y ..., A,_, sont les valeurs de £,, ..., k,_, tirées des équations (3);
on suppose également que I'on ait remplacé dans les intégrales effec-
tuées I, ...,1, les expressions k,, ..., k,_, par ces valeurs. Quant
aux fonctions II;, elles sont arbitraires tant que les fonctions
by(9,y ...y vs_y ) ne'sontpas données; autrement elles dépendent exclu-
sivement de la forme de ces fonctions.

Pour une détermination des fonctions u,, ..., u,_,, la deuxiéme
série d'intégrales o, ..., v,_, sera donnée par les relations

(5) Bi(ey, ooy va) _ . B,y (v, o, 00) . 1 .
3 Dty ooqty_y) 77 D(uyy oovv tqy)  — Diuy, ..., )
D(syy ooy vy) Dy, g ) Dy, ooy, )

. 1. Pour justifier notre méthode il faut démontver que les fonc-
tions ¢y, ..., ¢,, sont en réalité des intégrales de ’équation A (5) = o,
et cela quelles que soient les fonctions a,, ..., d,-,, dont nous avons
affirmé, sans le démontrer, que l'on est libre de les prendre arbi-
traires.

Cela va résulter du théoréme suivant, plus général, qui contient la
réciproque de ce que nous venons d’¢tablir et qui est Lrés remarquable
par son dualisme :

St les fonctions u,, ..., u,., forment un groupe par rapport a
Vopération
ds J3 9z
U(o) = U, %—‘ “+...+ U, a—l—;—" -+ m)

alors :
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1° Les fonctions

A(us xk) D(Il,. Ve
O =

oy Wy )

- A(“a xn-—l)’ [A(u’ wk):: D(~"l,--"""k 1y
(k=1,...,0—1)

Lt

forment aussi un groupe par rapport a l’opéralion

Jd3 dz
V(z) =y, dw, e Oum

2° Les deux groupes de fonclions w,, ..., Uy s 94y ...y 9pey ad-

mettent un sous-groupe d’ordre n — 2 commun.

0z

' dx,, ., oz,

ceey w,,)]

3° Les équations U(z) = o et V(3) = o sont en involution.

4° Chacune de ces équations admet n — 2 intégrales fonctions
de ses coefficients, et ces intégrales sont justement les solutions

communes des équations considérces.

5° Les fouctions u,, ..., u,_, sont les intégrales de Uéquation

V(z)=o0,et v, ..., 0, lesintégrales de Uéquation U(z)=o.

Considérons Pexpression
UlV(3)|-- V|U(3)| =H(3).
On a, par hypothese,
Ulwe) = ar(uyy .oy uy)
V(i y=o0

par la définition méme des fonctions ¢,
H en résulte

H(u)=o.

Or
H(z) = Y[U(e) ~ V(@) =
On aura donc les » — 1 ¢équations
duy

Ue) % 4 U)ot =

()'l'n—I

0.
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On suppose

D(eyy ooy ttney)
D w7 ®

car autrement les quantités ¢,, ..., v,_, seraicnt infinies.
Il s’ensuit que I'on aura forcément

U(¢,)=o, coey U(e,m)=0o0.

La derniére partie de notre théorémc est démontrée,
Il en résulte que I'on aura H(z) = o. Donc U(3) et V(z) forment
un systéme en involution, ce qui donne

UV(e)] = VIU(e)] = o.
Or
U(¢r) = o.

V'<‘.") = /'K‘(vl‘, MRS ] V,, 1)'

Done

Les fonctions ¢ forment aussi un groupe par rapport a 'opération
V(z).

Enfin, on voit aisément que les » — 2 intégrales de chacune des
équations :

JdA
a,(u,, ..., u,,_.)%—l +.ota, (U, ..., u,

) d
by(vyy o ony (‘,,_,)(-)—‘% +...+ b, (0, ..., (‘,,_,)7)—‘75——; =0

sont des intégrales communes des ¢quations U(z) =0, V(3) =o el
fonctions des coefficients mémes de ces équations.

Ces conclusions subsistent aussi dans le cas ou les fonctions «,, ...,
u,_, forment un groupe par rapport a une opération A(z).

IV. Ce théoréme nous impose logiquement le probléme suivant :

Etant donné un systéme de fonctions u,, ..., u,_,, reconnailtre
sl existe un systéme de fonctions

Al(ul? NERY) un—-i)’ sy An-|(un <oy u,,._‘)
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telles que les fonctions u,, . . ., u,, forment un groupe par rapport
a Uopération

dz dz ds
— - B —
‘()‘ti +. te An—. d‘z',,_' + l’xll

Pour trouver si ces fonctions existent, remarquons que les fonctions

0 = A(“vwk)
k= A(u, x,-y)

doivent étre, dans ce cas, les intégrales de I'équation A (3) =o.
Supposons que ces fonctions soient distinctes. Alors, les fonctions

A(uyy .oyt )=A (2, ..., x,), ciey

Au—l(un AERX) un-c)—_- An—i(xn AL .’L‘,,)

seront donnces par les équations

A(e,

et ces fonctions elles-mémes seront les intégrales de I'équation
V(3)=o.

Ainsi, il existe un systéme de fonctions A,(u,, ..., 4,,), ...,
A, (u,, ..., u,_,)dela nature indiquée, si les identités

don o0y 00
Al(wu---7“7")7"*—"'+An—l(x”°"’w”)dxL +
. K

9 0z "
k=1,...,n=1)

sont vérifiées.

Le probléme se réduit donc & la vérification des identités ration-
nelles par rapport aux expressions données u,, ..., u,_,.

Enfin, si dans les expressions A (@, ..., @,)y .-y Ap_y(Z4y ooy Tp)
on prend comme variables u,, ..., #,_, Z,, la variable z, disparaitra
et I'on aura les fonctions cherchées A,, ..., A,_, en fonction de
Uy - ..y Uy, dans le cas ol nous avons appris qu’elles existent.
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V. Dans le cas particulier ot le nombre des variables est pair, soit
2n, et oi I'expression

A.d.’l),n haand Aﬂd.’l}m_. +- . o+ A,,,_,d.Z'2 - d.Z‘,

admet un facteur intégrant, nous tombons sur des groupes de Lie.

Désignons par « l'intégrale que I'on obtient avec un facteur inté-
grant. On a les parenthéses de Poisson : '

(ue)=o0 (i=1,..,2n—1),

(o) =bii (04 oo vy o) (G k=1, 20 —1).
D’aprés le théoréme fondamental de Lie, le systéme d’équations
(0,3)=o0, ce e, (Oypmy3) =0

doit étre en involution. On voit bien que « est U'intégrale commune.
Remarquons que u doit étre une fonction de ¢,, ..., ¢y, ,, car on a

(uu) —o.

VI. Nous allons résoudre maintenant le probléme suivant :

Etant donné un systéme de fonctions u,, ..., u,_, satisfaisant
aux relations

L du
A(ugy, .o un-a)(ﬁ": +

Juy, Ou,
+ A (uy oo, y) —

— =ap(t,y ..o, U, _,
(,J,”_' ,)J‘," k( t y “n l))

trouver les surfaces de translation (surfaces génératrices et sur-
Sfaces intégrales communes).qui correspondent a ces fonclions.

On se propose de trouver la solution du probléeme sous la forme

z=Fi(uy,y ooy u,))+ O:(e), o0,y 0nsy),

Rty oovy Upey) = Wj(01y ooy Oy )

D’aprés les ¢quations connues (11)’, on voit que les fonctions F;
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sont respectivement des intégrales des équations

JF; JF; A
é

a,— eee a,. —— =
' du, TGy Y u,_,

et les fonctions A; des intégrales de I'équation

a2 a2 =0
You, 7" "~ Py

Ces intégrales ne peuvent pas étre prises arbitrairement; elles dépen-
dentde la forme sous laquelle on nous donne les fonctions u,, ..., u,_,.

Supposons que ces fonctions soient données sous la forme (4). On
pcut considérer ces équations comme le résultat de I’élimination de
4y « vy ¥uy entre les équations

(I’,': Xy — F", (sz Aj‘
Alors, on prendra (')
Fi(uy ooy up ) =Ly, ..., ).

Pour achever le probl¢me, on exprimera @; et i; en fonction de
Lyy « ..y £, & aide des fonctions connues u,, ..., #,_,. On déduira
Xy ooy &,y & Paide des formules (5) en fonction de 3 ¢y, ..., 0,_,,
et en remplacant dans ®; et u; la variable «, disparaitra et nous au-
rons enfin ces derniéres expressions en fonction de ¢, ..., ¢,_,.

VII. Les intégrales des équations non linéaires jouissent encore des
propriétés remarquables, au point de vue de la transformation, d’un

(*) Cette détermination n’est pas la seule possible, car on peut mettre les
équations (4) sous la forme
“{"["‘"l ~ Ly, .., i)y o ooy Zp— 1 — l.n()‘h ceey )‘n—l); ) PR Anhl] =o
(i=1, ..., n—1);

mais les surfaces intégrales communes seront toujours les mémes, car elles sont
déterminées avec la congruence de courbes «,, ..., u,_,.
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systéme d'intégrales en un nouveau systéme. Ce dernier ne corres-
pondra plus aux mémes équations linéaires.
Voici ces propriétés :

1° Si le systéme de 2(n — 1) fonctions

uo(“;n °'-9-';n)a ceey un-i(wn seey :lf,,),

Vc(‘”n”wwn)a cey "n--t("’;n“wxn)

constitue un systéme d’intégrales des équations réciproques, les
Sfonctions

u!(be+Ec5 MR F‘ﬂn"";m)’ b un C(P'vi"‘sla RS ] P'L‘n'*_zl/)?
"i(ch -+ 21’ cey fy + En), ceey "n-a(F"’;c +En couy S, En))

ps Euy « .-y En élant des constantes, nous donneront un nouceau sys-
téme d’intégrales des équations réciproques.

Il suffit’de regarder la forme des équations différentielles (3) ou (3 )
pour voir que les nouvelles fonctions sont aussi des intégrales si les
premiéres le sont.

Nous exprimerons cette propriété en disant que les intégrales des
équations réciproques admetient comme groupe de transformations
Uhomothétie et la translation. Nous avons ainsi déduit du systéme
connu d’intégrales un nouveau systéme dépendant de 1 + 1 constantes
arbitraires.

On voit bien que ces transformations forment un groupe par rap-
port & ellessmémes; p transformations successives d’indices p'; &},
vy B0 oo, o753 B2, L., EP sont équivalentes & la transformation
unique dont les indices sont

pPeP ety BR PBIT L k pPer R
SRS SIS G

2° 8¢ les fonctions u,(x,, ..., x,), etc., sont un systéme connu
Uintégrales des équations non linéaires et les fonctions

ka(Zyy ooy Zn)y  oovy Fnsy(T4y oo vy Tn) .
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son! les intégrales communes des équations linéaires correspon-
dantes, alors on obtient, par la substitution,

T, =.°(K29 sevy Kn—c)xc + ac(Ka, sy Kn—i)
...................... [K"(-'L'” ...,:l:,,)=k,~(x., ceey X,,)],
'L'n=P<K2a XY Kn—c)xrt+ g, (Kay ooy Ki))

un nouveau systéme d’intégrales, quelles que soient les fonctions
oo v
arbitraires p; &, ..., %,.
Les nouvelles fonctions K (x,, ..., x,) seront aussi les intégrales
communes.

Pour démontrer cette propriété générale, nous allons désigner par
U(Z) une opération U effectuée sur une fonction z dans laquelle on
considére les fonctions k,, ..., k,_, comme des constantes; c’est-a-dire
la variation U de 3, qui correspond & un déplacement suivant une sur-
face intégrale commune. Désignons par U; et V; ce que deviennent u;
et v; aprés la substitution.

Nous allons démontrer les relations

o : oV, - ov, v,
L(\"-)Zl,(.’l),,...,.’l,',,)'a—; “+.oo+ lJ,,_,(.'L‘,. vy Ly ) l)-l‘n
En cffet,

L(\.>_U<V.)+}_: R UCK,).

En vertu de la premlere propriété, on a U(V;) = o. Il nous reste &
démontrer que 'ona U(K,) = o. Remarquons que, par hypothése,

U aK dK dK

ax; + cot Uy = r> o + oK.

= 0.

Désignons par U(K ) une telle opération. Nous aurons
T JK 4a . .
0=U(K)=ZU,' 3——%5% Lr=r1,..., U,=1,
o, _x O . 0
X, rax; *ox;

dx,__ ()p (’E;
3%, = Xigx, * ox, TP

Journ. de Wath. (6% série), tome IV. — Iasc. I, 1908 13
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Il résulte

o=pU(K)+ 3 7= [X.T() + U(k)-

On a, par hypothése,
U(g)=U(%) = o;
donc
Uk)=o.

Nous avons ainsi démontré que les nouvelles fonctions sont aussi
des intégrales ct que les intégrales communes s'obtiennent par la
méme substitution.

Nous dirons que les intégrales des équations réciproques admet-
lent comme groupe de transformations une homothétic et une
translation variable arbitrairement, quand on passe d’une surface
intégrale commune & une autre.

Nous obtenons ainsi le moyen de déduire d’un systéme d’inte-
grales connues une infinité d’autres dépendant de n + 1 fonctions
arbitraires a n — 2 variables.

En répétant ces opérations, il parail possible d’obtenir des inté-
grales dépendant d’une infinité de fonctions arbitraires ; mais en réa-
lit¢, comme nous allons le voir, il ne reste que n + 1 fonctions dis-
tinctes. .

Cela résulte de Uinterprétation géométrique. En effet, répéter ces
opérations revient a transformer plusicurs fois les caractéristiques par
homothétie et translation; aprés p opérations de cetle nature, on peut
revenir aux caractéristiques primitives par une homothélic ct une
translation résultantes; ces résultantes ne scront pas les mémes (ue
pour les caracléristiques qui se trouvaient sur la méme surface inlé-
grale commune. On aura ainsi des nouvelles solulions, ct les intégrales
communes se transforment en des nouvelles.

Les surfaces génératrices subissent des transformations plus com-
plétes; ainsi une surface développable se transforme en une surface
réglée si les droites étaient des caractéristiques.

Nous avons donc établi que non seulement les intégrales forment un
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groupe par rapport aux transformations (i), mais que ces transfor-
mations forment un groupe par rapport i elles-mémes.

Pour trouver la fonction d’homothétie g et les fonctions de transla-
tion &; résultantes, désignons par X!, ..., X}, ..., X2, ..., X* les
points successivement transformés; par Kj(x., .++y Z,) les fonctions
k(X5 ..., X5) et par o/(K¥); & (KY), ..., & (K) les fonctions

; .ori L ¥ .
P‘(k'.w v kusy)s A GNP ) N & (kyy ooy hin o)
On aura facilement

S( Ly oony ) =3P (KP). L' (KT,

Ep( L0y ernyity) == EP(KP) 4+ P (KP)EP (KPY) . ..
+ o7 (KP).. .23(K*) & (K).

Il est intéressaul d’étudier ce qui arrive quand ces opérations se

répitent a Uinfini. Pour que le résultat final ait un sens, il faut que
les expressions g3 %,, ..., %, admettent une limite et, pour cela, il suffit

(ue les expressions

2 ap. BV %2 £p £ xe Lo
g RS L R+

Pl

-

soient uniformément convergentes.

DEUXIEME PARTIE.

Applications des équations aux intégrales réciproques
4 la Mécanique.

I. Nous avons vu les propriétés dont jouissent les intégrales des
équations réciproques au poinl de vue de la Géométrie ct & celui de
la théorie des groupes. Ces propriétés ont des interprétations méca-
niques trés intéressantes; clles nous permettent de traiter une question
géncrale de la Dynamique. Clest le cas du mouvement produit par des
forces fonctions de vitesses.

Ce cas prend méme un intérét particulier par ses rapports avec les
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questions que nous venons d'étudier, et des théorémes curieux cn
résultent.

Parmi ces résultats je citerai que, une loi de forces étant donnée,

diz

dt" = X, (@, ey Lyy )y
(1) ,

dte . '

"“{t‘i"l = No (4, ooy L4s 1),

on peut toujours reconnaitre s’il existe un mouvement produit par des
forces fonctions ne dépendant que des vitesses, lequel admet avec le
premier un faisceau de trajectoires communes. Dans tous ces cas on
peut trouver les trajectoires, c’est-a-dire les intégrales communes,
sans méme connaitre les équations du dernier mouvement; c’est 1a un
fait trés curieux, puisquc méme quand on connait les forces en fonc-
tion de vitesses il faut intégrer n ¢quations différenticlles et ensuite
faire n quadratures. Nous serons dispensés de toutes ces opérations,
et, en outre, nous aurons la facilit¢ d’intégrer le systéme (1) qui con-
tient évidemment une classe trés générale des équations de la Dyna-
mique.

l1. Considérons les équations caractérisliques du mouvement

__dv,

o _ __dy,
—_1 == dl = = X,,'

¥1 Cn XAI -
Si nous désignons par V() 'opération

0 05 e Jz + 5):
Oz, T e, a’
on a

0V dvs Jey .
X = P P SR a;";‘n"*‘ P V(ve),

et les équations du mouvement peuvent s’écrire

(2) dl:% dz, _ do, ___ do,

T e TV T Ve
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Si la loi du mouvement est fonction de vitesses, on aura
(3) V) =L,(¢y .00y 0), ooy Vie)=1,(¢, ..., 02),

ou en d’autres termes, quelles que soient les expressions des vitesses,
elles forment un groupe par rapport a I'opération V(3).

Nous avons vu dans la premiére Partie de cette étude que toutes les
fois qu'un systéme de fonctions ¢,, ..., v, constitue un groupe par
rapport & 'opération V(3), le systéme d’équations

= gy

) Va

admet un second systéme d’équations aux intégrales réciproques;
c’est-a-dire qu'il existe un systéme de fonctions u,, ..., u,_, uniques
ct déterminées, telles que le systéme

dx dx

—! = dt

, U,
admet pour intégrales ¢o,, ..., ¢,, et le systéme primitif admet pour
intégrales u,, ..., &,,.

Il s’ensuit de ces faits que les expressions les plus générales des
vitesses, résultant d’un mouvement produit par des forces fonc-
tions des vitesses, sont des solutions des éguations aux intégrales
réciproques.

En d’autres termes, les fonctions ¢, ..., ¢, seront des intégrales des
équations

oy dvy, dvi
) u.d—x‘+...+u,,a?”+ J[—O,
() du Jdu du
& & E__
V4 9% +...4 0, dx,,+ T, = 0.

Les fonctions u,, ..., u, seront aussi des vitesses qui correspondent
4 un mouvement défini par des équations de la forme

doy _ _de_ gy du_  _don

=, —ere— =
u, Uy M, TM,

M, ..., M, étant des fonctions des vitesses u,, ..., u,.
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L'inverse du théoréme énoncé plus haut est exact seulement pour
les intégrales des équations réciproques de la forme simple (4).
" Les intégrales des équations réciproques plus générales peuvent étre
considérées comme des forces fonctions des vitesses ou des trajectoires
qui leur correspondent.

Les trajectoires seront données par les intégrales des équations

dy
dt

(I'TI‘ Q) . ;)
“de’ = ‘n("’zl, cevy Ly t).

=0 (g ey Zpy 1)y oney
Nous allons voir qu’elles se trouvent sans aucune quadrature.
Pour plus de précision, proposons-nous le probléme suivant :

Etant donné un systéme de fonctions
Oy (Lyy cony Lay Oy ooy 04 (8yy eeny Ly 1),

vitesses d’un mouvement quelconque.

1° Reconnalire si ces vitesses peuvent étre considérées comme
résultant d’un mouvement équivalent, ok les forces sont des fone-
tions uniquement des vitessesy

2° Trouver [’expression générale des trajectoires du mouve-
ment; '

3° Trouver la loi de forces en fonction des vitesses du nouce-
ment équivalent.

La premiére et la deuxicme partie se résolvent d’un seul coup.
Il faut vérifier que les expressions

. A(v, 2y) A(v, x,)
() Ul V) I VPR I
ou l'on a mis

Doy vy v
A((-" xi) = )(‘h 2 ! ) [

D(Jf'h coey Lty Tige vory t)

sont des intégrales de I'¢quation lincaire

i‘_ +p E..*_.d_z.—()
Ylogg, Tt TR T @
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Si ces équations sont vérifiées, alors les vitesses satisfont 4 la con-
dition demandéc par notre probléme, ct

Uy =a,, IERY) U= ay,

a,, ..., a, étant des constantes, définissent la congruence des trajec-
loires qui correspondent aux vitesses ¢,, ..., ¢,.
Pour résoudre la troisiéme partie, on considere les expressions

‘ V(yv|)= X (@yy eeey £un b)),
(6) ) .......................... ,
: V(o) = Xp (24, eory Ly 1),

\

ct 'on remplace x,, ..., x, en fonction de ¢, ..., ¢,, £; la variable ¢
disparaitra, ct I'on aura

Xi(#yy eony @y O =Ly (0, c00y 0,),

Xa( &4y cony Tny 1) = Lig(04y oeey 60)-

HI. Un probléme qui contient le précédent et qui aussi ne peut pas
se résoudre sans la connaissance des équations aux intégrales réci-
proques est le suivant :

Etant données les équations du mouvement

d*z;
dt?

=Xz ey t)  (E=1,...,n):

1* Reconnaitre s'il existe un mouvement provenant des forces
fonctions de vitesses seulement, qui admet avec le premier un
Sfaisceau de trajectoires communes, parcourues suivant la méme
loiy

2° Trouver les équations qui définissent ces trajectoires;

3° Trouver Uexpression des forces en fonction des vitesses du
mouvement équivalent.

1l s’agit de reconnaitre si un systéme d’équations

d.ti _ d()z _

at = ¥y —d'[—xi(wn veuy Zpy L)
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admet n intégrales intermédiaires de la forme

dz dz,
X,-(:L',,...,.’L‘,,,l)=L,-< : ‘)‘

dc’ U de

Nous allons voir ce fait curieux que, si le systéme d’équations don-
nées admet » intégrales intermédiaires de la forme indiquée, ces inté-
grales ne contiennent aucunc fonction arbitraire; c’est-a-dire les fonc-
tions L, .... L, seront parfaitement déterminées pour des fonc-
tionsX,, ..., X, données.

Remarquons que, s'il existe un systéme d’intégrales particuliéres
dz, dx

?7 =0,(.’L‘,,..., Z'n,t), ceay 7[" =€’”(.L',,..,,£n,l),
©4y + - +y ¥, €lant des vilesses qui proviennent d'une loi de forces fonc-
tions de vitesses, alors I'équation
a3 dJs Js

v‘-()j" -+... +V”l)7"+;)z=0

doit admetire comme intégrales les expressions

A(“, -‘I,'k) _
B, = e
Or, ona
D(L,....L) , -
A(L, xy) = ———————————D((“‘“ = A(v, wy)
et

AL, i) = A(X, ),

tout cela parce que le mouvement considérc dérive des forces L., ...,
L, fonctions de vitesses. ’

Nous avons déja les trajectoires avant de connaltre méme la loi
des forces; le faisceau de trajectoires cherché sera donné, dans le cas
ol le mouvement demandé existe, sans aucune quadrature par les
équations

A(X,
(8) '&('('f%l =a (k=1,...,0).



SUR LES EQUATIONS AUX INTEGRALES RECIPROQUES. 105

Ces équations nous donnent les trajectoires et la loi du temps ; ces
trajectoires forment une congruence.

Une conséquence intéressante est que, si les expressions des forces
Xo(@gy covy Zug )y ooy X (2yy o ooy @, L) sont algébriques, leséqud—
tions des trajectoires le seront aussi.

Les fonctions u, étant calculées, nous devons former maintenant les
fonctions

A(“’a’k) — A‘(X,xk) —
(9) A(u,t) — ANX,?) = %

Si les founctions ¢, ..., v, sont les intégrales de Uéquation
U(z)=o, alors il existe un faisceau de trajectoires satisfaisant
aux conditions demandées.

En d’autres termes, notre probléme se réduit a la vérification de
n identités

y AX.x) _ AYX, ) AX,x,) _ 83X, ra)
(10) AX, ) ax,op’ 7 aX,0) - B(X.t)

Ces égalités sont faciles a vérifier puisqu’elles sont rationnelles, par
rapport aux fonctions données X, ..., X,.

Nous avons vu comment on trouve les trajectoires du mouvement;
pour avoir, maintenant, I’expression des forces fonctions de vilesses,
nous prendrons dans les fonctions X, (@, ..., Zny2)y oy Xn(T4yeeey Zpy b)),
comme variables, ¢,, ..., ¢, . Aprés ce changement, la variable ¢
disparaitra et nous obtiendrons les fonctions L,(¢, ..., 9,), ...,
L.(¢(y ..., va); ces fonctions seront ainsi complétement déterminées
et nous aurons ce théoréme :

Un systéme d’équations du second ordre (1) qui définissent le
mouvement d’un point libre ne peut admettre un systéme d’inté-
grales intermédiaires de la forme

‘ dx dx,
Xa(@yy o ooy Ty l)= L (%’ ceey -&t—),

dépendant de fonctions ou de constantes arbitraires.
Journ, de Math. (6° série), tome IV, — Fasc. I, 1go8. : 1
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.. Au contraire, pour des fonctions L, (¢,, ..., 0,)y ...y La(9yy 000 92)
données exprimant une loi de forces quelconque, il existe une infinite
de fonctions X,(@,, ...y Zny ), .oy Xo(Zyy ..oy 2,y ¢) exprimant une
loi des forces qui donne des trajectoires communes avec les pre-
miéres, -

Si I'on regarde les égalités (10) comme des équations différentielles
par rapport aux fonctions X,, ..., X,, on voit que les expressions des
forces qui donnent une congruence de trajectoires communes avec
des trajectoires résuliant des forces fonctions de vitesses sont des
intégrales des équations du troisiéme ordre (10).

Ce systéme d'équations admet un systéme d'intégrales intermé-
diaires

— A (X, z) — A (X, xi)
B.(X”..., xn)——m’ tey B,,(X,,..., X,,)_ m)
B,, ..., B, étant des fonctions arbitraires.

Ces équations du second ordre, nous savons les intégrer; ce sont les
équations aux intégrales réciproques suivantes :

Jd . Pl d
B((X(, eeoy Xn)—lif +---+ B,,(x” co ey Xn)—li-,f-+_l‘_lt=0,
0.1:, dxn dl

X, dX, | Xy
u, ax—‘ +...+un%—n+—(ﬁ—_o,
dont nous avons donné plus haut les méthodes d’intégration. Les
fonctions B,, ..., B, seront les vitesses du mouvement.



