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NOMBRES DE.CLASSES DES FORMES QUADRATIQUES. 33

Formules. relatives aux nombres de c¢lasses

. des formes quadratiques binaires et positives;

Par M. G. HUMBERT.

Hermite, dans sa Lettre & Liouville (') et dans un Memmre ulté-
rieur (*), a donné une méthode, relativement élémentaire, pour éta-
blir les résultats classiques de Kronecker sur les nombres de classes.
La méthode d’Hermite repose sur les développements en séries trigo-
nomeétriques de certains quotients de fonctions théta; il m'a semblé
que sa souplesse permettrait, non seulement de retrouver, comme l’a
fait l'illustre géométre, des formules déja connues, mais d’en obtenir
de nouvelles. :

Cest & cette recherche qu'est consacré le présent Memmre, dmsc

. en deux Parties. ‘

Dans un premler-Chapitre je rappelle ou j’établis les développe-
ments en séries de Fourier qui seront le plus fréquemment utilisés
dans la suite.

Le second Chapitre apporte un complément direct soit aux formules
initiales de’ Kronecker, soit a celles qu'il leur a ajoutées plus tard.

Le troisiéme se rapporte 4 des formules d’une nature diﬂ'érénte, que

(1) Comptes rendus, t. LIII; Journal de Lzauwlle 2° série, t. VII; OEuvres
t. 11, p. 109.

(*) Comptes rendus, -t. LV; Journal de qumlle, 2¢ série, t. IX; OEuwes,
t. I1, p. 242.

Journ. de Math. (6* série), tome IIL. — Fasc. IV, 1gos.’ 44
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jappelle formules du type de Lioucille, parce que ce géométre en a
- fait connaitre, sans démonstration d’ailleurs, les premiers exemples.

Dans le quatriéme Chapitre, je donne des relations ot figurent, avec
les nombres de classes, certaines représentations d’un entier par la
" forme @z — 2)? : c'est, je crois; la premiére fois qu’on voit apparaitre
une forme indéfinie dans les applications des fonctions elliptiques &
I'Arithmétique. En particulier, je retrouve et j’établis un résultat
indiqué par Stieltjes, sans aucune démonstration, dans sa correspon-
dance avec Hermite.

Aprés un cinquiéme Chapitre, consacré 4 une digression arithmé-
tique, le sixiéme Chapitre donne des formules ou interviennent, & coté
des nombres de classes, les minima des classes de méme discriminant,
ou les carrés de ces minima.

La deuxié¢me Partie a trait tout enti¢re aux applications de la trans-
formation du troisiéme ordre, combinée avec la méthode d’Hermite.

J’y montre comment les formules établies dans la premiére Partie
permettent, non seulement de démontrer, mais encore d’étendre, les
relations entre les nombres de classes qui ont été déduites de la multi-
plication complexe de la fonction modulaire liée au tétraédre; j’ajoute
ensuite des relations d’un autre earactére, que je tire de développe-
ments nouveaux.

Je pourrai, dans un Mémoire ultérieur, apporter quelques complé-
ments aux belles formules que M. Gierster a rattachées a la fonction
de l'icosaedre; mais je n'ose espérer que la méthode d’Hermite con-
duise & des relations telles que celles, si profondes et si générales, qu’a
fait connaitre M. Hurwitz, dans son étude des correspondances modu-
laires.

Obscreation générale. — Dans tout le Mémoire, je désignerai
par F(IN) le nombre des classes binaires positives de discriminant N.et
de P’ordre propre, c’est-a-dire ou les deux coefficients extrémes ne sont
pas pairs tous deux; I, (N) sera le méme nombre pour les classes de
I'ordre impropre (ou les deux coefficients extrémes sont pairs). Il n’est
rien supposé sur la primitivité des formes, c’est-a-dire qu’une classe
de discriminant N, de l'ordre propre, et dont les coefficients ont un
diviseur commun impair, compte pour une unité dans F(N); de méme
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une classe de Vordre i impropre, dont les coefficients- ont un diviseur
commun quelconque, compte pour une unité dans I AN

Toutefois, selon les copventions ordinaires, dans F oudans I F,, une
classe équivalente & a{x* + y*) compte pour }; dans F,, une classé
équivalente A a(2x® 4+ 2y + 2y*) compte pour 3

Oni-posera anssi ’

F(N)+ F,(N) = G(N),

de sorte que G(N) est le nommbre total des classés de discriminant N,

Toutes ces notations sont conformes & celles de Kronecker et d’Her-
mite; on fera également pfarl;ou,t

F(O):o; F,(Q)::——
On posera enfin, pour simplifier,
F(N) -+ 3F,(N) =J (N),

F(N)—3F (N) = I(N),

F(N) - F,(N) = E<N)a
et 'on aura

Jo)=—1, ILo)=% E(o)=4.

PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE 1.

PRINGIPAUX DEVELOPPEMENTS EN SERIES.

1. Notations adoptées. — Pour rester en harmonie avec les pre-
miers travaux d’Hermite, je poseral, en altérant légérement les nota-
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tions de Jaécobi, -

-+ oo

0,(x) = 'z'gl’"’fe?"”'” =1+ Qng’coszmw,
- ’ . 1 . , )
@(-Z‘) — qu’(_ I)me'zmiz =+ 2 Egnﬂ(_ I)"’CQSZ”’&-’Z?,
- 1
. 2m+1)? . @2m+10?
H,(x): Eq 4 e(?m-H)ix ) 2229 % COS(ZDZ—’:—I).Z',
—= ] o ‘
(2”1-;-1.)’ (2 + 12

H(.’L’) :%Zq 4 (__I)mc(2m+l)iw=229 . (—1)"‘sin(2n§,+1)x.

Je désignerai par ,, 0, 7, les valeurs des trois premiéres fonctions
pour z = o; par 0’ la quantité H'(o) :

+o . . (2m 1)1

_ N\ e — Nt pm? —_ 4 .
0, =2¢" 0=X(-0"¢", m=Xg * ;
—_— _— —_—
@m+1? em+ut

7]——2(—1)”'(2172—{—1)9' ' _22‘( D"(am+1)q *

On sait que 0’ = 7,0, 0.
Les relations quadratiques entre les quatre fonctions s ‘écrivent :

0*H>+ 07 H? - 9307 = o, 020> — 0707 + 01 H; = o,
0°H; + 03 H? — 070 = o, 0?0} — 670>+ n’H*=o.

La troisiéme, pour z = o, donne la formule claSSIque 01 = 0"+ ;.
Rappelons aussi les formules '

@.(:H’—;): 0 (z), @<x+§>=®.(x),
H, (x + g) = - H(z), H(w + '5') =H,(x),

et, si I’on pose
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les relations
Oz + )= 2H(2), H(z+Z)=20,(a),
0 (x + “-23) =iH (z), H (s +_1‘2£) =20 (x).
Enﬁn, ona | '
0.(5,~9)=0 (59),  O(s,—)=0(z.9),
Hie,—g)=H(s0)e, H(s,—q)=H(zg)e .
2. Lesrelations différentielles classiques s’écrivent :
| HOe —Ho =0'H,0,, | &H, -~ 0H| =6]0,H,
HH,— HH =1}0,0, 00, —00, =vH,H,
H'O, — HO, =0*H,0, - 0 H,—0,H =0606H.

Si l'on désigne par 07, 8%y’ les valeurs des dérivées secondes de 9,
0, H,, pour z = o, c'est-a-dire

b =— 42""29]",’ b'=—4 2(‘“ 1" m*q™,

@m1)?

:—2(2m+1)’ b,

on déduit, des relations différentielles, les formules
0 =0, =n,0,0°%  71,0"—0q=mn,00", 0,6 — 00 =00,y

3. On trouvera, dans le second travail d’Hermite mentionné ci-
dessus, Jes développements en séries de Fourier des quotients des
quatre fonctions théta prises deux & deux, ainsi que ceux des expres-
sions telles que HH, : @, qui contiennent en dénominateur une de ces
fonctions et en numérateur le produit de deux autres.

En dérivant les premiers développements, on obtient des formules
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telles que celles-ci :

HH q"
_/Z 2m + 2msmszzc,

‘, 00 g ; 2m
7];0,0-1-{7‘ =5 +422m ]_Z—Wmcoszmx,

(1)

H@ m 41 .
Gam He, _ 42(2m+1)1+q2';'+' sin(zm + 1)z,
H® sm$ . 2m+1
02y, 0= Hfl = 2EE 43‘(__1) z(2m+1) Ij—q”"m sin(2m+1)x.

Les autres formules du méme type se déduisent de celles-la par les

changements de z enx + 2, et de g en — q.
2

4. On établit aisément, par la méthode indiquée plus bas (n° 3), les
formules suivantes : '

q,90H®H

(2m— 1y

-1 =2 _m—_w
:;:42(— I)”‘*'g‘"”[g P3¢ "+ (=1 (2m —1)g * ,]sinz(nx',
(2) |

H,0,0 cosx
00— = —

sin?x

-

(2m—1)*

12m+1)2 v
:42(——1)"‘*'9 ¢ [g Pk (— )’""'("m—l)q ‘ ]cos(zm—&—l)w.

T . ' ‘ .
En y changeant # en x + -, on obtient les développements des
deux autres expressions analogues

HOH,

H@@
H

1,0,0 et 0,0

B. Démonstration de la formule fondamentale d’Hermite. —
Cette formule est celle qui donne le développement de H?O, ;0.
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Hermite I'indique sans démonstration; il est facile de I'établir par une
méthode due a Liouville et utilisée par Blehlel dans sa seconde
Theése (). - o

On considére smlultanement les deux foncuons H*0,:0° et
©*H, :H?, dont la seconde se déduit de la premiére, & un. facteur

) . o N q T
exponentiel prés, par le changement de z en x + <
Ona

H? <
—02—@.‘ =Y A, cos2muz,

car le développement de Fourier peut se faire dans une bande paral-
lele a Paxe des quantités réelles, et dont les deux lignes frontiéres

passent par les points E et — TE, zéros de ©(z); de plus, la fonction &
developper étant palre et ayant la période =, il ne ﬁgurera que des
cosinus de multiples pairs de . :

La fonction paire @*H,:H? devien‘t infinie pour x = o, le terme

TR Y
principal est = 72-’, ¢’est-i-dire - = ; il en résulte que la fonction

62

0*H, 1 1

S H2 9% tangzsing

n’a pas de péles dans la bande ci-dessus; comme ¢'est une fonction
paire, changeant de signe quand on change x en z +- w, on aura

o@ H I
() '6“ 12 tanga:smx

+ZB,,‘cos(2m + )z
" .

et, par ce qui précéde,

g 7;,6',’ i 0‘ _EA cos2miz. '

(1) Sur les développements en séries des fonctions doublement périadiques
de troisieme espéce. Paris, Gauthier-Villars, 1879.
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. T - .
Changeons, dans (), z en @ -~ — il vient

’ H20, _,_ —; ' : 1
2 1 o—izpy % —
s 7}'_6* ot ¢ 7 = T\ . Tt
tang(x+—2—>5m (.1:-}——-2—)

—f—EBmcos(zm -+ 1)(3.7-1— ﬂ—:)
0

() ?

Or
L ' . ei (.z‘+7r—;) + e—i(rﬁ-’t—:)

=1
T (2 +Z2) . —i(xnZE
tang ($+-:z_) ez(r+2 —e ‘(I-h,

H

et, par ¢ =¢'™, on trouve aisément

r L getT <—~2i\/‘q-e"")

: =i ;
T\ . T gert—1 \ 1 — geti®
tang{ @ +— ) sin{ 2+ — _

= — 2/ge (1 + ge*'*)
X [142ge*@ ...+ (m+1)gme*™ o+ .. ].
De méme »

-, TWT B,,,[ . .
B,.cos(2m + 1) (cc 4 7) = elem iz g

emy-1 _(2m+l)‘
g e—(2m+|)izg 2 J

Portons ces valeurs au second membre de (y); dans le premier
membre, remplacons v, 0;H? @, : @ par son développement (8), et éga-
lons les coefficients de e*™~"% et g=*"-"* dans les deux membres. Il

vient
2m—1

Ang *=—4Vg(2m—1)¢™"' +B,_,q * ,

2m —1
2

1 _
Am-ﬂ = Bm-—!?
1

1
Toutefois, sim =1,ona A,q¢ *=31B,q °.
L’élimination de B,_, donne la relation de récurrence :

-

() A=A g — h(2m —1)g"
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-toutefois

iy
.

() L A, =2A9 —hq

Posons A,, = &.,,¢""; on a, dans () et (¢),
(201 — 1)%

A= dopy — 4(2m — I)(j_ ¢ B

cR” == 2&&)0 b /l(]
On en tir¢ immeédialement

o == 2oy — {2

o, lll 2
¢tant posé

(2 — 1?

1 =3 .
am=g-—:‘+3q "*+"'+(an—l)g -

De li -résufltent, par les valeurs de A, et B, les déux développe-
ments suivants, ot I'on aremplacé &, par 44,

.

e 120 i
%"1.04 @21 =4/0,(x) — zq” o,, Cos2mux,
a@ H,  cosx Ty : ___«”’“;*“’ _ ' .
9 T = etz T AH, () -—Zq wpcos(2m + 1)x.
1

La premiére de ces formules a été donnée par Hermlte (Lettre a
Liouville).

6. Remarque. — A priori, la méthode suivie devait laisser dans
les développements un terme jndéterminé. Car, en cherchant i déve-
lopper (H? + 1©°)@, : 0% et (0*+ pnH*)H, : H?, on est conduit exac-
tement aux mémes (lquations que ci-dessus pour les A, et les B,
quelle que soit la constante ¢; donc; dans le développement de
H*0,: 07 par exemple, il devait figurer un terme 4&0,, dont la mé-
thode ne pouv(ut donner le cocfhcncnt Jo.

7. Détermination dé 4. — Clest; dans la théoric d’Hermite, le’
Journ. de Math. (6 série), tome Il — Fasc. 1V, 1g07. . 45
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point fondamental ou apparait le nombre des classes. Nous présente-
rons le raisonnement d’Hermite de la maniére suivante.

On a (Herwire, Comptes rendus, t. LV, et OBucres, t. 11,
p- 242—244) les développements :

2”1 +1

an 2 2m+181n(2n2+1)x7

]

}I@ tzm—s—l)’ '
= 2 e (1+29"+.. +2g*’")sm(zm +1)%.

0

Multiplions membre & membre ces deux relations, et égalons, dans
les-deux membres nouveaux, développés en séries de Fourier, les
termes mdcpend'mts de x.

Au premier membre, le terme cherché est &3 au second membrc en
vertu de la formule 2sinaw sinbz = cos(a — b)x —cos(a + b)x, ce
sera la somme

21141
2
9
p — q2m+1 q

3

{2 4112 1)?

(1 2g 207,

On a ainst

m=w E’-=f’" mel @mant :
& = Z 2 g 3 * [I+92"“—'+---+g9(2m+”+-&-]-

m=0 po:-—'lll

AN-+3

Posons & =2ng(4 N-+3),et cherchons a déterminer £ N est

évidemment an entier variant de o & + .
On a, en vertu de I'expression ci-dessus de 4, & poser

(E)) 4N+3=(2m+1)*+2(2m+1)+4o(2m +1)—4p’

et f(4N 4+ 3) est le nombre des solutions de I'équation (E,), avec les
conditions mZo, pZo, — mZpim.

Ecrivons (E,)
(E) 4N+ 3= (2m~+1) (2m+ bp + 3) — 4u*
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et considérons la forme o positive, et de I’ordre propre,
=(2m-+1)x*+ fpxy+(2m + 49 %3)y2= az® +2bxy + cy?,
dont le discriminant, par (E), est 4N + 3. On a, par ce qui précéde,
(1) c} a, rhodb<a, " bpair, aetcimpairs;

et 1l ya ) autant d’unités dans S(4N + 3) qu'il y a de formes positives
(a, b, ¢), de I'ordre propre, satisfaisant aux conditions (1), ¢’est-a-dire
de formes q:

Fig. 1.
M A J;. B P
: .
-
1
2 o1 3
N
t
'
M T P
b ¥ B 5
i
]
1
L}
I
=1 1 ice) i
C o °* D

Pour calculer ce nombre, partons de la division modulaire du plan:
le point représentatif de la forme (a, b, ¢) étant le point

—b+i~/ac%b’

a

2

les inégalités (I) établissent que, pour une forme ®, le point représen-
tatif est dans I'une des régions 1, 2, 3, 4, 5, mais non sur I'arc CABD,
ni sur les droités CM’, DP’. ~ o

Soit maintenant ¢, = ax?+ 2f8xy + yy* une forme redmtc quel-

“conque de l'ordre propre, de discriminant 4N + 3; son point repré-

sentatif est,comme on sait, dans la région 1, mais ne peut étre sur son
contour, car y=ua, ou 2f == a, avec ay— B*=4N~+3, donne-
raient y et « pairs, et o, serait de I'ordre impropre.

La forme 3, (si 2 0) a une équivalente, ct une seule, dont le point
représentatif est soit dans 2, soit ddns 35 4 savoir :

¢ =ax’+2( o)y + (yE 284+ a)y*;
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de méme clle a une ¢quivalente, dont le point représentatif est dans 4
ou dans 5,

9= o+ 2(— B Ey)ay + (Y 2B+ @))%

les signes supérieurs et inférieurs se correspondent dans 3,, comme
dans o, : si B> o, il faut prendre dans ¢, les signes inférieurs et
dans o, les supérieurs; ce sera 'inverse si B < o. '

Une etune seule des formes g,, 0,, 9, est une forme o, c'est-a-dire,
puisque les indgalités (1) sont satisfaites pour toutes ces formes par
la position méme de leurs points représentatifs, qu'une et une seule de
ces formes a son coefficient moyen pair, et ses extrémes impairs.

Cest en effet :

@, si o ct y impairs, § pair et 2 o;
¢, st @ impair, § impair, y pair;
©, si y impair, § impair, « pair.

Ce Tableau épuise toutes les parités possibles pour «, f, y, & cause
de la relation ay — f*= 4N + 3, et de hypothése que « et vy ne sont
pas tous deux pairs (ordre propre). '

Donc, enfin, il y a autant de formes o que.de réduites de 'ordre
propre, de discriminant 4N + 3, en sorte qu’on trouve avec Hermite

SN+ 3)=F(4N +3),

I'(Q) désignant le nombre des classes de 'ordre propre de discrimi-
nant Q.
Donc, enfin,

& =3¢ "F(GN+ 3).

N=¢

8. On traiterait de la méme maniére les fonctions analogues telles.
que H*H, : 8%, 61H,:0%, .... Pour cette derniére, la détermination
du coefficient qui correspond a A est un peu plus difficile et revient
aux calculs qu'a développés Hermite dans le' paragraphe 3 de son
second Mémoire (OFucres, t. 1, p. 248 et suiv.).

.
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tissent en trois groupes.

(3)

1

- 349

. On obtient ainsi les mngl—guaue formules suivantes, quise répar-

Premier groupe.

. ,
AO, — 2 q" o, cosamaz,

) (2m+ni
FCOsST 4
= ésin'-'x + <l H 2 q apcos(2m + 1),
c‘l:@ _.2 gnxid'n(; I)m COSZm.‘Z‘,
1
sina l2m+1)* .
= fcos'z +bH 27 Coom(— D"sin(2m +1) @,

(2m—1?

P g-‘%3g_z+...+(2r)z -1)g

a=g “F(N+3).

Les deux derniéres formules se déduisent des premiéres par le
g T
changement de z en © + -

Si‘maintenant on change ¢ en — ¢, on obtient les quatre formules

2 im s . .

%n,e’ %g = — et 0 +2 ¢ a(— 1)y" cosama,
7 :
. . } ,

g . in \ (2m:§_—1)’ - .

in.ezeﬁ; = 4('::;?.1: +de Hi—Y g ' a,cos(am+1),
(4) . ‘
g B0 " '“®
Z‘Y]' -@T“ = — oy € +Zq ®,, COSZm(L,
I 0*H sing (m“)’ ‘ m gy
Z‘q‘e“ —}T%‘ = W C H ——Zq ,n("— I) Sln<27n+l)x,
uu, -3__
; AM=d(—g)=Se’ (— I)N “F(/I\J—n— &) R
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En ajoutant membre & membre les deux formules ot les premlers
membres ont ©* en dénominateur, on trouve ' ~

) . iT
g [0 4 02 H?] — (=)o,

Mais 07 H* + 92H} = 0}0* (n° 1), de sorte qu'il reste

*I:a

u‘lq——c,‘te -—%n,

c’est la relation d'Hermite (Letire & Lzouvllle) :
© 8v+3

=8¢ " F(8v+3).

Joignons-y I'équation qui se déduit des expressions de b et &' :

o+ A T—2729_“—]5‘(8\/—i—f;).

Deuziéme groupe.

® @m 1)t

HH g
4"2 10, - = wH, — 229 * Bncos(2m + 1)z,
1 : )
1 00
_ Z*lfe- T = 4sm o+ %0, — 229 "B cos2mz,
) 1 ., HIH ‘2‘"“” ‘ | ;

Z‘Iﬁo' é% = wH — 22g 4 I)m_(jmsin(zm +fI)-I:‘,
I ., 00 " " , )
Zmﬂ, -ﬁ—f- = 4605 — + WO — 22‘(1 (—1)y ﬁ,,,_,. coszmx,

' 2 -

=g ' +2¢" +. +mq°’"’

(6) -%=29”F(4N>=229“F(N),

1 1
en comptant pour ; toute classe du type a («* + y*). Changeant ¢ en
— ¢, on aurait quatre formules analogues, ot figurerait w.(— ¢), que

¢
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nous des1gnerons par w’

' = (—~ 9)—%2( g F Q).

Troist'éme gi‘oztpe'.

® (2 m 12

. 2

';—%6’6,9—(‘9—?—‘_ eH, —;—229 ¥ Bucos(zm +1) 7,
1. HIO,-
Zeae, = m »e@ —22‘9 ﬁm,,coszmx,

O N . I

. 1 ) ®2H : ‘—6_ ) : “ ;
3020»‘ T = eH + 229 (= 1)*Bnsin(2m +1) x,
1,0 HO . .1 o
ZO’O, T = feewm T c® — ng (— 1)’” Briy coszmzc,

e=11 zq [K(N) = 3F,(N)) >:g I(N).

Enfin, les quatre derniéres formules se déduiraient des précédentes
par changement de ¢ en — ¢.

9. Remarque. — En ajoutant membre & membre les premiéres
formules des deuxiéme et troisiéme groupes, on trouve la relation

Wy 4 & = %0?,
c’est-a-dire I'équation de Kronecker (') :

6 =12 ¢*[F(N) — F,(N)],

qui donne le théoréme classique sur les décompositions d’un entier
en sommes de trois carrés, et d’ou I'on déduit de suite les formules

(') Crelle, 1. 57, p, 248; Liouville, 2¢ série, 1. V, p. 289.
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connues :

00 =43¢ TFUN+1), 020, =43¢ F(4N+2).

Si 'on admet 1'équation de Kronecker, les formules du troisiéme
groupe se tirent immédiatement de celles du deuxiéme.

10. Hermite n’a fait connaitre explicitement que la premiére for-
‘mule du premier groupe; Kronecker a calculé la valeur de w, sans
d’ailleurs donner in extenso aucune formule du second groupe ( )-

Y

11. Développements fondamenlauw. — En combinant les for-- -
mules ci-dessus avec celles du n° 4, et en appliquant les relations que °
fournit la transformation du second ordre, on arrive a de nouvelles
formules qui joueront un réle fondamental dans nos recher ches

Partons des deux développements '

” H ) @m+1)3
0= =—wH+ 22( yoq * @,sin(2m+ 1)z,
! 020 HL . o'H m ﬂ;":j_",. Il :
00 = - 22( ﬁmsm‘.(zm + I)x,

ut se déduisent d’¢ uatlons des second et tr01s1emo groupes par le
q q |y

chanfrement degen — g; e este(— gq), et B est @m( 9)
11 vient, en ajoutant membre i membre,

o

H . Py T 2 2 : : - B
0§10I®'+W.H'J R o
@m 1

=4(&'—w)H + 163 (=1)*g * Bpsin(em 1)z, |,
" . PR ) PRSI T
D’autre part, la premiére formule du n° 4 s’écrit

H - . N
6@26,7},@.H‘ = 82(__ l)m-{_g q

1 (zm—n’!

- ><[q__-5_q +. +(— )" '(em——l)g ¢ ]sinﬁmw

(Yy Monatsberichte, 26 mai 1862, p- 307.
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et 'on en déduit, par addition, le développement de la fonction
} ) .

H , -
0@ (Q.@)a + 0, H, )%,

qui est, en vertu des formules de la transformation d’ordre 2, la
fonction . o {

H(z,q) < ‘)
0@"(:1:(])@ g |

Changeons maintenant « en 2z et g en ¢*, cette fonction devient,
~en vertu des mémes formules (voir ci-aprés n° 14),

o Hiz, ¢)H (2. q) . HH
(") g oot e Ol (@ 9), on 00, TG 03,

12 On a ainsi le développement

06 JHH, & o | .
= 4fe (q)—v (92)],H(2x, q*)

(thl-i—lj2

B ) +8R (g T e (- ) amgsin(m - 2)e

(2m—1)%

+82‘( 1)”"H ""’[g et (=) (2m—1)g  ° Jsin4mx..

- On trouverait de méme, ou par la méthode' directe des n* 5-7, la
formule analogue :

.

09,00, 1

= oz + Al (g?) — €(g7)]0(23,¢*)

. . 82(‘* l)xngzmi.[___ Zq;2+;..—}—.(— I)m-zmq_mn;J 0054772.’1} .

2m+12 [ 1 . 2m—1)*

8%y Ly am=)g T Jeos(hmt2)a.

Journ. de Math. (6° série), tome III, — Fasc. IV, xgoj. 46
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D’ailleurs on a
w(g*) — e'(¢*)= (= 1)"¢~ [F(N)+3F,(N)} = 3(— DY I(N),

J (N) étant la fonction définie dans I'Introduction.

13. Enfin un procédé semblable donne les formules (10) et (11):

(1,080, 5 = [a(y7) + o7 <¢§>JH (2,V7)

{sm41)2 (b m—1)?

(10) - . "429 £ [59’ +...+(4m—1)g .T]cos(4m+1)x
| . 1 - {dm+1?

(hm43)2 1 ) ’ _ ,
“429 ’ [q"+.,..+(zim+1)q ; ]cos(/;zn+3)x.

D’ailleurs on a

*® EN+7

AWD) + e w Wg)=2Xg T FEN+7)

8N+

n,0,H, G), = Rl oo+ 2H, (x, Vq) Eg : F(8V+7)

ym -3

T fem+1)2 ‘.’ )
(1) —4Xq ° [9 . (bm— 3)q “ ]cos(lun—}—l)zv
(% 2+ 1) % m— ﬂ’

_429 s [5g oo+ (4m—=1)g °* ]cos({;m—i—S)x.

Les aulres développements du méme type se déduisent des précé-

dents (n* 42 et 13) par les changementsde x enz + et de ¢ en — ¢.. -
: ) 2
14. Nous réunirons ici, pour y renvoyer au besoin, les principales
formules de la transformation du second ordre.

00,= 0(g*)0 (22,¢*), ~ HH,= 0 (QQ)H- (2@) 9*);
01+ 0=20,(47)0,(27; ¢*),  H} —H=20,(g")H, (23, ¢*);
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d’ou
00,=0°(g*), - wi=20,(g")m(g"), O+ 0=203(g),
HO= tn (V)M (z Vg),  H.O,=m( V7)H,(s, V2,
0!+ H:=0,( Vg)0,(z, Vg), ©-+H'= 0, @)@ (2, \@I

CHAPITRE IL
FORMULES DES DEUX TYPES DE KRONECKER.
. Kronecker a donné deux sortes de formules dans lesquelles, aux ’
plcmlcrs membres, figurent des sommes algébri iques de nombres de
classes. Dans les formules du premier type (* ), qui sont au nombre de
huit, les seconds membres contiennent des sommes de diviseurs réels;
dans celles.du deuxiéme type (*) interviennent des diviseurs com-
plexes a + bi, ¢ ‘est-a-dire des représentations par la forme 2* + y°.
M. Hurwitz (*) a fait connaitre des relations analogues, ou appa-
raissent des diviseurs a + bi /2, c’est-d-dire des représentations par
2+ 2y*%,

Ce sont des formules nouvelles, se rattachant a ces deux types, que
nons allons maintenant établir.

Complément aux formules du premier type.

1() Nous n’avons obtenu qu’une seile formule de ce Lypc
Ona (n* 3 et 14) les deve10ppcmentq

an n HH, LY . ‘
(12) *f)‘O'O*@—,:SZT_‘_—(/._,;lsmznw,
| -0

(1) Crelle, v. 37, p. 248; Liouville, 2° série, L. V, p. 289.
(2) Monatsberichte, avril 1875.
(3) Crelle, t. 99
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et

T .
(2 + 112 m(m —1)

v(13) m( \/_) Eg (=) T sm(zm-i—l)w

\/lulnphons membre & membre, en observant (n° 14) que
7 (IVg) = 20, (= ¢)8,(— ¢) = 21, eeT_;
le premier membre sera

in

(14) In (iVg)n 0, H,0, 5 7,

i -
c'est-i-dire, au facteur 30, (iyg)e *® prés, le premicr membre de(ro).
Dong, dans (14), en vertu de (10), le terme en cosz est

8 +7
(15) 2e q.(u/q)q 2.9 P E(8v+ 7).

Ce terme est dés lors égal au terme en cosz obtenu par le produit
des seconds membres de (12) et (13), et qu'on calcule immédiatement
par la formule 2sinasind = cos(a-—&)~—cos(a -+ b); on. trouve
ainst Pexpression '

l‘ 2m +1)2 nip—1) 2m—1)* {18 -1} (m—‘Z)J

(1) 4F 7 mly T (=0 T g T (=0

L'¢galité des-quantités (1-5) et (16) conduit a la formule que nous
avons en vue. ' : o
\ ) .
o . . Nz, .,
En cffet, dans (15), cherchons le coefficient de ¢ °, N étant néces-
sairement cntier et positif. Il faut, & cet effet, poser
8N+ 1=8v+ 7+ (2x+1)+1 (x30)

ct le coefficient cherché est

EX (:L‘+- rx+1)

22(—— 1) ' F[8N — (22 +1)*].
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R &) L. ‘ . N+% . - .
Pour avoir le coefficient de ¢ ° dans (16), il faut poser

BN A4~1=8m + (2m +1)*+ iv(imp—, :

: (17) » c’est-a-dire
2N=m{m+4p+3)s (m, p20)
et 4 S _ oL
A BN =8m+ (am = 1)2—1- 6m'p’,

(18) c’est-a-dire -
| N mmdgs (o 20)
et le coefficient cherché est
m(m—n (m——mm' 2}

/;Em(—- I) +/2m (— 1) p

On reconnait sans difficulté, & l'aide de (17) et de (x8); que cette
expression est égale 4 la somme

(3 +-81F =1

=4 X8(=1) ¢

étendue aux décompositions 2N = §8,, o & <. 3, ; S etd, étant posmfs
et de parités différentes. De la la formule finale '

(19) E(za_}_l)F[S\I—(zx—i—l)] E“(aﬁa)

xrZo

ol I'ona lllt.lodult le symbole, ( ) de Jacobi; Ia somme, au premier

membre, porte sur les valeurs positives entiéresde x, a partir de o, telles

que 8N — (2 + 1)* ne soit pas négatif;la somnte, au second memblc,

s'étend A toutes les decomp051t10ns en chteuls 2N =28 3,, S et g,
n’étant pas de méme parité, et 8 étant 1nfe11cur a o, S

17. Remarques. — 1° La formule (19)_ne parait pas rentrer dans
Jes formules classiques I-VIII du premier type de Kronecker.

20 Si Pon partait des développements (n** 3 et 14) de.H®, 10 ct
de H,®,, cn utilisant alors I'équation (8), au Jien de V'équation (10),
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on obtiendrait de méme une relation oir figure: la fonction J, et qui
coincide, aux notations prés, avec la formulc VIII de I\_ronecl\cr
Notre formule (19) se présente donc comme I'analogue dé celle-ci.

ad

Nouvelles formules du second type. o

18. Les developpements en série qui vont nous’ servir sont ceux dc
~ fonctions telles que H'H, : 0. v
Partons de la formule d’Hermite (')

(217;—1)’

= 2 g”"(g i +g O ) sin2mw;

et dérivons les deux membres par rapport a z.
Au premier membre, en Lcnant compte dcs re]atlons dlffcrenucllcs

du n° 2, on trouve

éng%L@—eﬂnﬂq,

d’oui l'on tire, en.utilisant la premiére formule (3), la relation

- (2m-—h’
LY

(20) v],Hél‘ ERCH —i—Eg’" [(zzn— Dg +(2m ~3)q g ]coszma;.

N

On trouverait de méme

—anze Jo |+229

(a1) {°
|

1
1 _9 _‘(2m——‘\‘ . N
x | mg “+(m-—1)q g cos(2m + 1),

()m+1)’

;) HG‘.,%H + - gcosx-i— Zq

(22) {610
. ><[)m—i—1+'?(.zm—1>(j“‘+ 2(2m—3) g+ +')f/“"]('05('rm+1)b,

'(') Comptes rendus, L. LV, p. 11; OF ueres, t. H, p. 244.
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o'H,
'S

I - . . I
50. :1115(9‘—i—qcoszx—i—zZq‘”’*’

- (23)

x [’" :‘1 +mg~t +(m—1)gt .. q“""] cos(2m +2)x :
19. Cela pds‘é, faisons =z = % dans les formules (20) a (35) On

trouve directement, et en utilisant ensuite les formules du n° 44,

) o) =0(F) = Z-nreT=ug) =@,

4
. y,\) u - H(ﬂ , : (’2”"_"_9_’ m(tr;+i} I" _%.. i \/-e—,————,—
(25 W(7)=H(f)=7zZ¢ = 0 7 =g ") =@
Dés lors, la substitution z = -E faite dans (21), par'exemple,_;donne, |

au premier mémbre,

Lo (WAL cewadice e ()30 (0T, -
4?]‘(9‘ <4>\/W" | c'est-a-dire ,416), (4\)\/;.6.@ ).

‘On a ainsi, en remplagant @"(%) par son déyeloppement, la re—

latiqn D
g (an 1) (= 1< B

{2m +1)2 mim +1} V43

06y | = Ng ¢ (=) 7 xJg (—F@v+3)
{2m-1)2 mim -+ 1) ’

_ 229'—1.—(._. 1) 2

Egalons les coefficiesits de ¢™ dans les denx membres de (26) :
. 1° N pair. Il n’y-a pas de terme en ¢" au premier membre; au
sccond mémbre, si Pon pose N=2N’, ce terme a pour coefficient,
comme lé donne un calcul facile, - '

%

[qul -+ (m:'—. |)q—2+ oo+ g—&i:—l‘),].

m{n 1) B+ 5|)f~1

~ S F[SN = (2m 1 (—1) —2¥3(=1) *

>
m=0
<

’
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la secondc somme s'étendant aux decmnpos1t10ns en factcms 2N =23,

oli ¢; et ¢ sont de parités contraires, et é‘>o. On retrouve ainst la
formule (19). 7

- 2° Numpair; N=2N'+1. — En ce cas, il n’y a pas de terme

“en ¢" dans la somme Z qut figure au second membre de (26).
: 1
Au premier membre, pour avoir le terme en ¢*, posons
2N+ 1=(2n+ 1)+ 2m?, (m,nzo);
le coefficient cherché sera 2 (—1)*(2n+1). De la, la foz mule

nouvclle, a placer a coté de (19),
mim 1) ‘ a—1 '
(27) X(=1) 7 F[BN+4—(2m+1)]=X(—1)" a,
: irnZo ’
la somme, au second membre, portant sur les décompositions

oN 4+ 1=a’+ 20 (a>o0,b20).

20. En opérant de méme sur le developpement(zo), on obuendmlt

la formule VII de Kronecker, et un cas partlcuher d’une formule due
a M. Hurwitz ().

21. Le développement (22) conduit a une seule formule, qui est
nouvelle,

g 22(—- J)Iﬂ’;:ﬂF[[;N—f- 1—(2m+1)?]

>-d<—;2)a"')‘zd<d+d,>

(28) [
Au second membre, la premiére somme porte sur les décompositions

4N+1:a2+462, ((Z>O7 b;:())’

(*) Crelle, 1. 99.
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la seconde sur les décompositions en facteurs 4N + 1 =d,d, avec
d,Zd. Toutefois, si 4N + 1 est un carré parfait &2, le terme — 28 (%)
devra &tre divisé par 2 ('), c’est-a-dire éire remplacé par — & <—§->
22. Le développement (23) ne donne que des résultats connus.

23. Une autre méthode, pour obtenir des relations du second type
de Kronecker, consiste a poser z = 125 dans les équations (20) a (23).

Si dans la relation ©, (x + 7;) = e“"”q;“LH, (z), on fait
on trouve
o (%) -5
H(F)=(%)

. . . T
- 8i l'on remplace « par —

A dans les relations quadratiques entre les
quatre fonctions théta, on trouve aisément

o(F):0.(F) =0la"): 000>

Enfin, on a directement

T e ey

4

et, de méme,

) T m 1 (o e+ 1)2
T " 2T — m?2 —2. —_— 1—6 "_16
®«(—) =2q"e '=Xq¢ ‘=¢ "X
[‘ o —

q )
d’ot1 .

0,(%) =1g "n.(g").

Ces formules donnent les valeurs des quatre fonctions théta pour
T = T !‘
4

(1) Cela provient de ce que, dans le crochet qui figure au second membre de
(22), le premier terme est 2/m 41 et non 2{2m + 1) comme Pexigerait 'ana-
. logie avec les termes suivants.

Journ. de Math. (6° sérié), tome III. — Fasc. IV, rgo7.
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24. Faisons z = 7% dans I'équation, déduite de (20) par le change-
ment de ¢ en — g, )

1 HH,
—— 47]' _—01

= eiTﬂJl‘,’.@ +2(— l)mq”"[(zm — I)gv +...

LT

g _(am—12

+(2m—2p+1)g " +...4+q ]coszmax

Il vient, au premier membre,

@m41)? @na1® 2n41

XIS B GO CLE
et au second

DX AR YOI B WA C L

o .

n nt
T, T3 _1
— S EEL T (am — 1y
! - . g _em—1p
+Gem—2p+1)g ' +l.+q ]
aN+1 .

Egalons, dans les deux membres, les coefficients de g——“, en distin-
guant les casde N=aMet N=2oM + 1. A ‘
Si N=2M, le coefficient cherché est, au premier membre, la
somme : ' :

'

(29) FOCYERE .

étendue aux décompositions 16M + 5 = (4n + 3)*+ 4(2m + 1),

avec m, nZo. Cette' formule exige que n soit impair, donc (— 1)*=— 1.
' AM 1 :
Au second membre, le coefficient de ¢ * se compose des: trois
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somnmes .

s 2 F(lﬁM -+ 5 —4(80?'—%-5)2) (_ ])M——m'——l

2

e + I RC -0+ X+ ),

¢ désignant tout diviseur de 16M + 5 inférieur & son conjugué (*) et
du type 4% + 3; &' tout diviseur de 16 M + 5 inférieur & son conjugué
et du type 4h + .

L’égalité des expressions (29) et (30) donne la formule cherchée;
on la simplifie en observant que

(30)

}:Z(S— 1) +.%2(8'+ D=2+ + %A,
A étant la différence entre le nombre des décompositions

16M + 5 =28 o ¥=l\=1 '(mod 4),
et celui des décémpoisitions

16M+5=38, on 3=3,=3 (mod4).

Sous une autre forme, par un resultdt classique, A est le quart du
nombre des decomposnlom

(31) M b =at+ b,

a, bzo, a impair, b pair (b est nécessairement impairement pair).
D’ailleurs @ ou — a, soit ea, est du type 4n + 3; et la décomposi-
tion considérée ci-dessus -

16M 5 = (4n+ 3)*+ 4(2m + 1)
donne
ea=4n+ 3, d’olt an +1=4(ea —1).

4 (') Si A==dd,, les diviseurs d et §, sont dits conjugués.
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Dés lors, la somme (29) s’écrit .
- 7','2@”""1):_?‘326“ + éB,

B étant le nombre des ca, c’est-d-dire la moitié du nombre des décom-
positions (31), nombre qui est 4A,, de sorte que 3 B est 7 A.

~ Ainsi le terme | A figure a la fois dans (29) et (30) et se détruit; il
reste alors, si I'on observe que F(4Q) = 2I7(Q), la formule - '

2(~— I)MZ(— H"F[16M +5 — <8m+ 5)] =2d+ éza,

<
m=0
,S

¥

d désignant tout diviseur de 16M + 5 inférieur 4 son conjugué, et
Za s’étendant aux décompositions 16M + 5 = a*+ 8%, ot @, 20,

b pair, @ impair et =3 (mod 4).

25. On aurait une formule analogue en supposant N.=2M +1;
les deux formules se reunissent en une seule :

2(—1)" 3 (= 1) F16M + 8% +5 — (8m — 4h + 5)°]

mzo

<

Dans cette formule, A est soit o, soit 1, a volonté; d désigne tout

A

diviseur de 16M + 84 + 5, inférieur a son conjugué; la derniére
somme, enfin, s’étend aux décompositions

1I6M + 8h + 5 =a*+ b
avec a, b > o, a impair, b pair.

26. En fasant @ = %T dans la relation qu'on déduit de (22) par-
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changement de ¢ en — ¢, on obtient la double formule

2(— 1)" B (= 1)"F[16M + 8% 41 — (8m + 4h + 1))

—-34(3) +12(F)e

h est a volonté o ou 1; d désigne tout diviseur de 16M + 8A + 1,
inférieur ou égal & son conjugué; la derniére somme enfin s’étend
- aux. décompositions

16M + 8A + 1= a®+ 252,

avec @ >o0, bZo
Toutefols, ‘si 16M + 8h+1 est un carré &2, on divise par 2, au

second membre, le terme — ¢ < 5)‘

27. Nous n’insisterons pas davantage sur les formules qu’on obtien-
drait par ce procédé, préférant aborder des relations d’un caractére
plus nouveau.

CHAPITRE I1I.

FORMULES DES DEUX TYPES DE LIQUVILLE.

28. Liouville a indiqué une intéressante formule (') ou le premier
membre est

E( 1)”‘(zm +D)F[8N+4 — (2m + 1)2],

etoule second membre dépend des décompositions de 8 N + 4 en deux
~ carrés. Stieltjes a donné (*) la démonstration de la formule de Liou-

(') Liouville, 2° série, t. XIV, p. 1. »
& ) Comptes rendus, 10 décembre 1883 Correspondance avec Hermtte .1,
. p- 66.
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ville et en a établi d’analogues ('), ou figurent; sous le signe F, des
expressions telles que A — 2(2m + 1) you A — 3(2m +1)*
Dans Pordre d'idées de Liouville, j’ai obtenu les résultats qui suivent.

]

29. Formules nouvelles du premier lype' de Liouville. — Dans

T . .
la formule (22), changeons z en z + > il vient

H e . (2 m 1) .
0, —(;;T = — 4wH — 229 (= D)™
0

X[2m+1+...+2(2m+1—20)g ¥ +...4 2¢7"]|sin(2m + 1)x.

Ega,lon_s les valeurs principales des deux membres pour z = o. Ona

Qm+1r

me~—4m—229 * (—1)’"(2m+1)[2m+ll—{f.-..,+29""5:’];

remplacons 1, et n par leurs valeurs (n** 2 et 1), et écrivons que les

coefficients de g "% sont les mémes dans les deux membres, nous

~ obtenons la relation nouvelle : i

43 (- 0m(2m + OF[4N+1— (2m 4+ 1)7]
T ,
dy+d—2
=-Yd(d,+d)y(~1) T +(— I)quz.
La premiére somme, au second membre, s'étend aux décomposi-
tions 4N +1=d,d, ou d,2d; la deuxiéme aux décompositions
(32) " 4Na1=ar+4b%,  (a>o, b20).
On peut simplifier la formule, en observant que

dy+d—2

e I

(1) Comptes rendus, 17 décembre 1883.
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Y

— N+ . n
on a alors au second membre le terme — de, (—1) %, clest-a-dire

—NZ=D T,

et, comme le dernier 2 est la moiti¢ du nombre des décomposi-

tions (32), il est évident que ,
. d—1 .
(= DIN Y (=1) T =— (=) D (@ 417,
Notre formule prend ainsi la forme définitive :

8(— )" 2(— )?(2m + D)F[4N + 1 — (2m + 1)?]

NS

la signification des sommes, an second membre, ayant été indiquée
plus haut. - _ ‘
Toutefois, si 4N + 1 est un carré ¢*, on divisera par 2 le terme

—1 Y
— 2 (T) ¢* du second membre.

30. Remarque. — En changeant x en z + 7—; dans (21), et ,égalant
les valeurs principales des deux membres pour z = o, on trouverait
la formule méme de Liouville.

31. Suite des formules du premier type de Lioupille. — On a

@’ 1‘11 H I‘I‘ , o . H'H .
Ni—gr— =M g (HO— 00 H,) =7 —

)

H2 O,
— 7,02 —(:)T’

113

et, par.(20), (4) et les éxpressions de & et — A'e’ (n°8),

8y

7 %:8@,29 ¢ F(8v+7)+829""

] @2
1
_(2p.—1)’ _('zm-—n’

1
x[('.ln—-—l)g_b—i'—,..—f—(m—zp—i—l)g. ¢ +...—|—(—-m—+—_1)(j - ]coszmx.
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D’autre part [n° 3, (1)],
120, QHHr 32 7" sin2mw

etl’on a

0= 42 mq™ (— 1)™*'sin2max.
0

Effectuons le produit membre 4 membre.de ces deux derniéres
relations; le terme indépendant de z, au premier membre, sera, par
la formule du bas de la page précédente,

8V-+T7

(33) 80,9, 629 Y F(8y+19);

au second membre, ce sera

"E tm

(34) (6 3 mt L (s

Remplacons 7, 0,0 par r;’, et égalons les coefficients de ¢*" dans.(33)
et (34), nous arrivons immédiatement & la formule :

Gy+-8-+1

(35) M(—1)"(2m +1)F[8N — (2m +1)*] = X &*(—1)

. mgo

‘La somme, au second membre, s’étend aux décompositions, déja
rencontrées au n° 16, 2N = 38., ou 8¢, et g, 0, de parltes dlffe-
rentes.

32. On trouve de méme, en utilisant (22) et la premiére rela-
tion (7), le développement

(2 +i)’

0, @’H@’ 4(%—e)H, + 29 COSZ -+ 229 w,cos(2m—+1),

A 7 ’
ou l'on a pose,

v-—m’

0= 2+ 1A c+(Gm —8p +2)g .+ (— 4m+2)Y
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~‘Maintenant, si Pon multiplie membre & membre les développements
(n° 3) de Oln,fi}l@ @ et de @, et si 'on égale dans les deux

membres nouveaux les termes en COS$ -on arrive i la formule szmple'

(36) 2(—1)" E(_- yram ) (R =) “2(%) d,

mZO

d désignant tout diviseur de 4N + 1 inférieur ou égal a son conjugué,
Toutefms, si4N =+ 1 = &2, le terme du second membre qui correspond
a ¢ devra étre divisé par 2

“Les formules (35) et (36) sont remarquables en ce sens qu’il ne
.ﬁgure, dans les seconds membres, que des diviseurs réels.

f ~

33. Second type de Liouville. — Liouville; toujours sans démons-
tration, a fait connaitre une formule (*) ou le premier membre est

2(21n+ 1)*F[4N "(2’7.1 + 1)2],'

le second membre s'exprimant a laide des d1v1seurs de N. Vous
retrouverons cetle formule plus bas; nous en établirons d’abord

d’autres, plus élégantes, qui donnent d’une- maniére générale les
sommes : '

:
N m*F(N—m*) et ¥mF(N—
%4. Formules du second type. — Partons de la relation qu'on -

“déduit de (9), (n°12), en changeant « en « + g, a savoir :

H?
00, rrz@@_ =+ 4@(2x q )Z( 1)'g*I(v)

-8 Z(— D" [— 2¢7 . (— 1) zmg‘”"’] cos4m cL,

T
J
(2m+1)’ 2m— 12

+8Z (g [g“‘2+...+<—1>'"*'<zm—n)q"_*‘]cos<‘4m+z>w

(V) Journal de Liouville, 2° série, t. X1I, p. g9.
Journ. de Math. (6* série), tome III. — Fasc. IV, 1907. 48
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et égalons les coefficients des termes en x* dans les deux membres.
Au premier membre, le coefficient de z* est

e ﬂ’f@f@’ » . 4 A4 8 l 2
G,TOB,, c’est-a-dire 0'6%, ou 6%(q*),

et I'on a évidemment

(37) () =143 g (= 1)Me(N),

¢(N) étant le nombre de décompositions de N en somme de huit
carrés (4 racines positives, négatives ou nulles, et 'ordre des carrés
entrant en compte).

Il est bien connu d’ailleurs que

?(2M+1)=16233, ?(234)216[23;*28?]7

¢ désignant tout lelseur de 2M + 135 6, (et 8;) tout diviseur pair (et
impair) de 2M.
Au second membre, le coefficient de z* est

T+ 42(— 1'g™I(v) < Z-— 16m? g (— )™

+16>:'(_1>m hm?[— 297 Baat (=) 2mgm
2. N

2m <+ 1%)

— 16 (=g ° <2m+1)‘-’[g_5—|—...+(— N (em—1)g

2

Egalons maintenant les coefficients de ¢ (N > o) dans les expres-
sions (37) et (38)
Dans (37), cest (—1)%c(N); dans la premiére ligne de (38),
c’est
— 64 (— )Y Z m*J(N — m?);

0

enfin, dans les deux derniéres lignes de (38), on voit aisément que

(2m—1)2

]
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c’est

16 E (= 4(d, ~d)(d+d)*, -
somme étendue aux décompositions en facteurs N = dd,, d<d,.

35. Formules finales. — Distinguons maintenant deux cas :
1° N impair. — On aura, en tenant compté de dd, = N,

(39) 4> m* I (N—m?*=N¥(d,~d)—2Xd*, (N=d,d; d<d,).

Toutefois, si N est un carré, &, il faut diviser par 2 le terme — 283
du second membre. ,

On peut obtenir, par voie élémentaire, une formule analogue a (39).

Partons de la relation de Kronecker, (n° 9),

0i=123¢[F(v) - F.(m];

Bt

- . .‘1 2 ’ d :
multiplions les deux membres par Zm*q’" et égalons les coefficients

de ¢" dans les deux membres nouveaux.

Au premier membre, ce coefficient estEm2 étendu a toutes les

décompositions N = x* + y* +32° + m?, c’est-a-dire
-2—2(w2+y2+ 2+ m?) ou éNcp,(N),

¢, (N) étant le nombre des décompositions de N en quatre carrés,

ici 828, puisque N est impair. On a dés lors

6> m*[F(N — m?*) — F (N — m?)]
2, '

= ,122:172‘2 [F(N—m*)—F (N—m*)]= NES,

ML; 0

¢ désignant tout diviseur de N.
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En combinant cette relation avec (3g) de maniére & faire disparaitre .
successivement les termes en F; et en I, on trouve les deux for mules
sumples

(40) .SzmQF(Ni—mﬂ);: de"—."Ed.a i
m>0

(41) 8202 F (Nem?) =3 N ¥ (d,— 2d) = D\ &’

m>0

(N impair).

.

Aux seconds membres, les sommes s’étendent aux décompositions
N =dd,, avec d<d,; on a de plus, comme d’ordinaire, F(o) = o,
12F,(0) = — 1. Si N est un carré¢, ¢, les termes qui proviennent de la
decomposnmn N = g,.8, dowent tous. étre d1v1ses par 2 dans les

seconds membres (*).

2° N pair. — La méme série de calculs conduit aux resultats
suivants. > »

De51gnons par d, tout diviseur pair,. par d; tout diviseur impair
de Nj soit N = dd, une décomposition quelconque de N en deux fac-
teurs avec d=d;, posons, ‘ ’

| U(N) = E<—1>d<d —a, o
T UM =3 (-0 d =)
on a, N étant pazr quelcon_que,

162772 F(N — m?)
(o)
=3N Y d;— Y dj+ X di+NU(N)+ Uy (N),

(') On peut dire aussi que, dans (40), et quel que soit N impair, la somme au
second membre porte sur les décompositions N = dd,, avec d <d;. L'observa-
tion ne s'applique p'lS a(41).

La formule (40) s’écrit aussi, quel que soit N lmpa]l‘

8‘} m*F(N — m? )_Ed(w d?)

m>0



~
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Lo ,;;a'v;n‘zp;-m'_}m |
43y |
o NEd Zd“-;—ZdH-NU(N)—;—U (N)

Pour N carré parfan; iln’ y a pas de modlﬁcatlon on suppose tou:

-jours F(o)_— o, 12F, (o)_—[

06 Formuie de LLouwlle( ) — Nous la trouvcrons en ega[ant

les coefficients de 2 dans les deux membres de (10), pu1s ceux de q '

dans les dcux membres de la relation obtenue 1l vient ams,1

G !

m)

) . - ‘ .
d' désignant tout d1v1seur de N a conjuguc 1mpa1r et la_dernicre
somme s'étendant aux décompositions aN = ¢,3;, “avec’ 3<8m

¢; impair,. P‘pcur. On pcubecnre aussi -

| Z(zm—f—l)"F[SN (2m+1) j
(44) = g | S
=—83d*+aNX(5,— )+ 2 (H-8),

es d’ et © avant la signification qui vient d’étre indiquée.
les d' et & ayant la signification qui'vient d’étre indiq

s

37. Remarques: — 1° Si lon: multiplie par E(zm—f— i)q

les deux: membres de la relation d’Hermite (n° 8, p. 350), et si l'on,

egale les coefficients de g™*" dans les deux nouveaux membres, on

arrlve ala formule

(_(,5), 2(2m+ 1)2F[8N + 4——(2m + 1)2] —~(2N + ;)Zd

m2o

d étant un diviséur quelconque de 2N +1.

2(2)%4—1)2 [SN (2m+1)j——-—8v ’“+2(3 -—-3)( -*731')."‘71‘"

{2m 4 1)2

(1) Journal de Liouville, 2< série, t, XIL, p.’ 99.

hY
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2° Les formules (44) et (45) sont impliciteruent contenues dans (42).
3¢ La formule donnée par Liouville, sans aucune indication de dé-
monstration, comprend en réalité les deux relations (44) et (45).

38. Derniére formule du second type. — Reprenons la relation
du n° 32 :

H @ 12m+1)’ .

8,0 4 =4(w — 2)H, + 29 cosx+°2g 0, cos(2m + 1),

et égalons les coefficients de x* dans les deux membres. Au premier
membre, on a 076”%:6%; c’est-a-dire, en remplacant v’ par v,0,0 et
n,0” par 0x) + 67,07 (n° 2),

07(n) +n,0) ou 4ni(w+e)-+nb.

11 vient ainst

2m—+1)2
13

00 =2n(=w—32) —¢'— F(2m+1)’q " w,.

Or, egalons de méme les coefficients de x® dans les deux membres
de la premlere relation (5), nous trouvons

(g 112

n°07 = 20w + AZ(zm +1)2q B
1

d’on, par combinaison avec la relation précédente,

-
(2m4-1)*

(46) M8+ 70 = (o — 2) — g B (am 1y (28

M'untenam egalons, dans les deux membres de (46), les coeffi-

cients de g *. Si l’on désigne par C, ; et C; , les nombres des décom-
posmons de 4N + 1 en un carré impair suwi de sept carrés pairs, et
en cmq carrés impairs suivis de trois pairs, le coefficient cherché, au
premier membre, est

G+ 7GC;,.

).
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Or, si C est le nombre total des décompositions de 4N + 1 en huit
carrés, écrits dans un ordre quelconque, on a évidemment

C=8C,,+ if%:—gcs,sz 8(C, 1+ 7GC;,).

Dongc, le-coefficient cherché au premier membre est le huititme
de C, c'est-a-dire deux fois la somme des cubes des diviseurs de

4N +1.

Si, maintenant, on observe que
2 — & = Eg"[lgF(v) —F)+3F,(v)] = SEQVG(v),'
en désignant toujours par G(v), avec Kronecker, le nombré total,
F(v)+F,(v),

des classes de discriminant v (ordre propre et ordre impropre réunis),
on achéve le calcul sans difficulté, et l’on arrive a la formule :

24 B (2m 1) 6 (SR = Bd(d, o+ d)(d, = 34)3
m20

la somme, au second membre, s’étend aux décompositions
4N + 1 =dd,, did,.
Toutefois, si 4N + 1 est carré, le terme qui provient de la décom-
) : ) qut p
position 4N + 1 = §.¢ doit &tre divisé par 2.
On peut observer que G(—?) = F(%) + F, <;> =TI, (»), ce qui

ermel. de n'introduire que ¥, dans la derniére formule.
P q 1

3Y9. Remargue. — En opérant sur la formule du n® 31, comme
Uon vient d’opérer sur celle analogue du n° 32, on trouverait un ré-
sultat plus compliqué qu’il est inutile d’indiquer ici.
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CHAPITRE 1V.

FORMULES OU INTERVIENT LA CLASSE %— 2y*

: 40 Partons de la premlere formule (2) (n 4),

1
13

H@ H

L (Zm—-‘i)’
._3(1 L +( 1)’""'(21}1—1)9 .]sinzmx

3oy

1

—q.@O

etde

2m 1 - )
11—22( T sin(em 1)z
o - T T ey
Multiplions membre & membre et égalons les coefficients des termes
en cosx dans les deux nouveaux membres.
©Au’ _premier, en vertu de la formule fondamentale (10), ce Loefﬁ-
cient est

8v+-1

(4'7) | 299 Eq P E(@v+);

au second, par la formule 2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b), et
. par la multiplication directe, on obtient, pour le coefficient analogue,

©

2m—1)* {2m—1Y 2m-+1)»

(48) 22[97—'397+--?+(~I)”‘"(zm—.l)q__‘—]q""(fz_r_—q ).

ngalons maintenant les coefficients de g" dans (47) et ([,3) Dans
(4 7), on trouve de suite : _

22(— 1)’"F<8\I e Sm’)
m_%o )
'dans (48), il faut poser successivenient'

4N = Z;m +(2m —1) — (2 — 1) (m, IJ. wim),

(49) AN =4m"*+ (2m' +1)* — ( 2 [—1)? (m,p.’il, p'im)
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et le coefficient cherché sera -
. O - NS " N tr, ' .
(Bo) XM= (= 1)+ 2 D= D (2= 1),
Les équations (49) s’écrivent

8N —1=(4m —1)*—2(2p —1),

(51) . : -
| BN — 1= (4o’ 1) 2 (o’ — 1)

ce qui fait apparaitre la forme z* — 2y*. Observons maintenant que,
si 'on pose 8N — 1=1* — 2%, x et y sont nécessairement impairs;
dés lors, les relations (51), jointes aux indgalités (49), se résument cn

BN —1=2a?— 2y2, x,y20, x>y

et expression (50) a.pour valeur .
- 2 x(=n Ty

On a done la formule nouvelle -

(52) S EEN—1-8m)= Y1),

2 .
=o
mg

la somme, au second membre, s’étendant aux représentations
8N —1=a*—2y%,  avec %, Y20, x>2y.

41. En paftant du produit de v,0,0H,0,H:0* par 0, et utilisant
la formule fondamentale (8), on trouve, par un calcul tout semblable;

r{m -1}

B

m20

la derniére somme s’étendant aux représentations

— 2 p 2 " > » P
SN +1=2"— 2y Z,y20, . x>2Yy.
Journ. de Math. (6 série), tome IIL. — Fasc. 1V, 1g07. 49

’
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. ' ¢ 2 i)

Si 8N + 1 est un carré, 82, le terme (~> (= &) dusecond membre;

ui répond 2 X = o =0 d01t étre lelSL ar 23 el; comme Lou—
P ’ 5

jours, §3(0) = — o

42. Remargque. — En chassant, dans (20), le dénominateur 0, et
égalant les termes constants dans les deux membres nouveaux, on re-
trouverait (52 ). De méme (53 ) s'obtiendrait 4 partir de (22). i

43. Nous -établirons plus loin, par une autre methode, .des rela-
tions du méme genre;. restant dans un ordre d’idées analogue, nous
donnerons ici des formules qui se rattachent au premier type de Llou—
ville, et qui dérivent d’un développement plus cémpliqué.

Ce développement est le suivant : -

'aV+'l

= 120,(22,4) Xy F(4v+3>+mH(2xg)‘>f2vG<'J}-'

_p—

+[;Eg2’"’ [(2m — 3)q 5—;— —f— (2m — 6;1.4—5)9 ) 2‘_ + ..
1 e e e
Qn — 113
: , : ’*‘( l|m+3)g L Jcoq[,mx
2m+1)? - ’ '.». 4
+42§1 ) [21)1:—1 _}_(2”2_6{‘&4_!)9 _u.+“

A+ (=bm+ ;)q‘f”"}_cps([;/;:f + 2)x

1
+ 2¢*cos2x. . ) o

D’autre part, en multipliant membre & membre les développements

de © et de ,0,0H,0,H: 02, il résulte de la relation précédente que
le terme constant et le terme en cos2 seront respecnvement

*fj - >4g/’2,9“”G(‘)>]

Ié‘q’zlj : 1‘ (4v+3) et v

0
En calculant ces termes directement, dans la multiplication, on
obtient deux identités en ¢, qui conduisent sans difficulté a deux for-

[P
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mules qu’on résume en celle-ci :

1—1‘

62(—— 1)’"(2m+1)f‘ (1}4—:—(2—2"-1—'*—’2—) Z(w—y)(x——zy)(— I) I

m2o

‘M désignant un entier ===1 (mod 8), et la derniére somme s’éten-
dant aux représentations

M=uax— 2y2, avec.  z,yZo, x>2y.

Toutefois, si M est un carré, &2, on divise par 2, au second membre,
le terme qui provient de la représentation M = 8* — 2.0?.

44. Les autres formules de ce Chapitre dérivent des. développe-
ments des quotients tels que H :@*, établis par Biehler dans sa These (*):
Biehler a trouvé :

ep—nt b Viam— 2R —1)

A 602_22 Z(*I)*‘“(mﬂL—I)q ’ ' Sln(zl)z—xjx,_

m=1 p=1

- développement du méme type que celui de 1: ©, donné dans les Fun-
damenita.
On a, d'ailleurs (n° 1/1)

2m —1)? mim -1}

l’l@,:e—T'q,(ig.§>Eg (=) +1si1’1(2nz—~1)w.

Multiplions membre i membre les deux derniéres relations; au
nouveau premier membre, d’aprés la premiére équation ( 3), le terme
indépendant de z est 07, ; au nouveau second membre,.c’est

o (—') T N mp—nyg T B

m, p._l

Mais la formule (n° 14), n2(¢) = 21,(¢*) 0,(g*), donne

in 1 m(m-;-ﬂ @m—n? (2p-~1)*+(2n;—.1)(2u-—h
e N

Tﬁ(iff) =2n(—¢)0(—¢g)=12e* 7,0;

(1) Paris, Gauthier-Villars, 1879.
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il reste dés lors

in mi{m+1) (2m—ll‘+l:’.[-’-’—l)"'_(Zm—l\‘)(Zu—ﬂ

" éf'ii'ejn.(iqé):i(ﬂ) T map—ng T

m,L=1

Le coefficient de ol au premier membre est la série

N
® (2 + 1% m (4 1)

EQT(—I)T;

- 1
. : : . N—-
égalons maintenant dans les deux membres les coefficients de ¢ °.
Au premier membre, en remplacant & par sa valeur (n° 8), le
coefficient cherché est '
n e A1)

6 Zpgéw—l—imw)ﬂ](;!)_ﬁ_

mz2o

Au second membre, nous devons poser
8N —1=(2m—1)* +2(2p— 1)+ 4(2m —1)(2p.— 1), .

avec m, .21, C'est-a-dire

(55) 8N —1=(2m+4p—3) — 2(2p — 1)},
et le coefficient cherché est.
. - . ) nz(l;;+l)+v~
(56) 2(171—1—;1.——1)(—— ) * .
. Léquation (55) s’écrit
8N —1=2a*—2)% (& ety nécessairement impairs),

avec x, y >o etz >2y; 'expression (56) devient ,

2 x —2',)"(__ I)N'H,
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de sorte qu'on arrive a la formule

, Z(__ I)MW;H)P [SN—I——(Z’“ + l)g] — <__ 1)”’-” 2(1’ —*}’)a

2
m2o

A'la derniére somme s'étendant toujours aux représentation§ :
8N —1 = 2% — 2y2,.
avec z,y > 05 & >2y.
485. Partons encore du développement ci-dessus de H:02; et dg:

_(n° 14)

2m-+1)3

Z’TIQT) = 2(-— 1Y*g * sin(4m + 2)z.

Multiplions membre & membre et égalons, dans les deux' membres,
les coefficients des termes en cosx; nous arrivons, par un calcul sem-
blable 4 celui du numéro précédent,-a la formule

(57) 2(— "F(N—am?)=(— I)'{'N:'I_);':E 2:1:,

2
m_<.0
la derniére somme s’étendant encore aux représentations
N:a;’——zyﬁ, avec yZo, zZ2y,

avec la restriction que le terme qui provientd’une represcntatlon dans
laquelle y =0, ou = = 2y, doit étre divisé par 2.

Remarque. — Stieltjes a indiqué (') deux formules qui rentrent,
comme cas pdrtlcuhcrs dans la relation (57) ci-dessus : elles se rap-
portent aux cas de N impair ou impairement pair. Mais aucun rensei-
gnement n’est donné par lui sur l'origine de ces formules; Stieltjes
dit seulement que la présence d’une forme indéfinie sera sans doute la

(') Correspondance a‘;ec_ [Ielimiée, t. I, p. 82-83.
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source de trés grandes difficultés si I'on veut entreprendre de les re;
trouver par l'analyse des fonctions elliptiques. « Je ne crois pas,
ajoute-t-il, quon ait jamais va s'introduire, dans ces calculs, des
formes d’'un déterminant positif telles que x* — 2y*. » Il est clarr,
d’apres cela, que la méthode qu1 r avait gmde différe essentiellement
de celle qui precede

46. Enfin, en opérant de méme sur lés formules qui donnent les
développements de 7, 02620, : 0% et H, 0, : 1, (Vg) [BienLen, loc. cit.,
p. 84 ('), et n° 14 de ce Mémoire], on arrive, en s’appuyant sur la
premiére formule (7), et en posant. I(n) =F(n) - 3F,(n), a la

relation
2118\1—#1——(2/71—!—[)2] y(x y)

m2o0

la derniére somme porte sur les représentations
—_— 2 2
8N +1 =1 — 2%

avec y 2o, x > 2y. Toutefois, le terme provenant d’'une mplesenta-
tion odl ¥ = o devra étre divisé par 2.

47. Observation générale. — Nous avons, dans ce qui précéde,
conmdcre les solutlons de Péquation N = a* — 2y, pour lesquelles
yZo,xZ2y.

D’autre part, Dirichlet a montré que toutes les solutions £, v de
cette équation se déduisent simplement des solutions X, Y, pour les-
quelles YZo,2X>3Y, et cela, par la formule

'E'-*‘VI\/;: (X+Y\//,§)(3+2\/§)" (n%o).

(') La formule de Biehler est :

02620, : O

= lpp_pr E—1r
-l % 3 + 2 p—1)m
:QZq (2;1—1\—&—(422(9,%-1—2“—1)(1 cos2ma.

1 1 . i
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- Les. solutions &, » déduites ainsi d’une solation X, Y forment i une\
méme série.
Quelle relation ya-t-il entre les #; y etles'X, Y?
largissant un peu la quesuon, appelons solutions z, y non seule=
ment cclles définies. ci-dessus, mais ‘aussi les solutions &, — y,; clest-
d-dlI‘e l’ensemble des solutlons tellcs que

[

o
z

03 m2oi ody S NS

AWV

Jy

Soit maintenant une solution X, Y; ad‘]mgnons-lui la solution
X', Y, de la méme série,- daﬁmc par '

; X'+ Yy ~(X+Y \/5) (3 — 2v2),
c’est-d-dire '

X=3X—4Y¥; Y= X 5Y),

“Une des solutions X, Y et. X, Y est une splunon @, y. B n eﬁet sl
XZ2Y, cest X, Y; siX<2Y, . clest X, Y’ car v etant negatif(p(u
lhypothcse mma]e 5 X >3 Y), ona

X —2|Y|=3X-4Y — 2(2X —3Y)=—X+2Y,
quantité positive T
Toutefois, si X'=2Y, les deux solutions’ }x Y-et X, Y 'sont des
solutions w, y : cela nie péut se produlrc que si'N, égal a X* — 2Y?,
est le double d’un carré. o
Inversement; étant donnée une. solution ', v, une des deux‘solu-
tions z, y et &', y celle -cl dcﬁme par .
, ) i Y
w+y \/°~—(w+)f\/)( f),

est une solutlon \ Y on_ le reconnait_ dc ‘méme, en dlsl,mﬂ‘u(mt leq
cas de '\f>oety<o 4
Doncenfin: . 0 i Loty
1° 51 N n ‘est ‘pas le double d un .carre, les, solutlons %,. ). coTres;
pondent thacune 4 chacune aux solutions 1\ Y, et ‘deux soluuons cor-

respondantes font partie dunc méme série. On peut done “dédiiird
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toutes les solutions, aussi bien des z, y que des X, Y, et par la méme
formule.

2° Si N =242, les solutions z = 24, y=nhet z=25h, y:‘—~ h
correspondent.-a la méme solution X, Y, & savoir X=2/A, Y = /;
les autres solutions z, y et X, Y se correspondent chacune a chacune.

48. Stieltjes a également donné, sans démonstration compléte (Cor-
respondance, p. 58 et 82), des formules dont les premiers membres
sont des sommes telles que T

ZF(n —2m?), EF(n — 8m*),
analogues, par suite, a celle qui figure dans (57), et dont les seconds
membres s’expriment 4 I'aide des diviseurs de n. Mais ces relations ne
sont qu’'une maniére d’exprimer le nombre des représentations d’un
entier par la forme #* + y* + z* 4 2¢4*; c’est pourquoi nous n’en par-
lerons pas ici, bien que rious ayons réussi a les établir complétement
par les fonctions elliptiques, et méme 4 les étendre (*).

CHAPITRE V.

DIGRESSION ARITHMETIQUE SUR CERTAINES RELATIONS ENTRE LES MINIMA
' DES FORMES DE MEME DISCRIMINANT.

/49. Reprenons Iéquation (E) dun® 7,
(E) 4N +3=(2m +1)(2m + o+ 3) — 4p*,

o N est donné, et ot les entiers indéterminés m, p, ¢ sont assujettis

. . . . ‘i 7T
(*) On obtiendrait ces résultats en faisant z = [—;, ouz= W

rappelées au n° 3. C'est d'ailleurs une indication de Stieltjes lui-méme, du moins

s dans les formuales

pdur x= 77; (loc.-.cz't-., 'p. 55).
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aux conditions ‘

(58) mz2o; pZo; —mSuim.

Nous avons fait correspondre 4 (E) la-forme positive
9= (2m + 1)z + fuay -+ (2m + hp +3) y* = aw*+ 2bwy + cy?,

de Uordre propre et de discriminant 4N + 3, ou a, b, ¢ sont dés lors
assujettis aux conditions

> a; modb < a; b pair, a et ¢ impairs,

et, pour avoir le nombre des solutions de (E), nous avons cherché le
nombre des formes ¢, qui lui est égal. ' _
Nous avons alors vu qu’a toute réduite de discriminant 4N ~+ 3, et
de Uordre propre ' ‘
R e e

. . . . - . ) .
correspondait une et urie seule forme g, équivalente a ¢,, et qu'on
. obtient par le Tableau suivant :

1° $2o.
o impair, y impair.... .. cp:':c?o::(a,‘ B, 1) ‘
o pair, y impair......., ‘ o =(7, y—F: y—2B+a)
o impair, y pair........ o =(o, f—o, y—2B +a)"

2° B <o.

-~ imipair, y impair........ cp:*;‘(a, B, v)

o ﬁair, yimpair ........ (?:(7, —7y i B, Y—}.gﬁ.{.a)
a impair, y pair.......... o=(a, B+a, y+2pf+a)

Nous en avons conclu de suite, avec Hermite, que le nombre des
solutions de (E) est égal au nombre des réduites ¢ , c'est-d-dire &
F(4N +3). ' '

50. On peut évaluer ce nombre de solutions d'une autre manicre.

Journ. de Math. (6° série), tome HI, — Fasc. 1V, 1967. 50
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Kcrivons (E):
(E") 4N+3=(m+2p4+2—2|p))2m+2p+2-+2|p|)—(2p+1)%,
et considérons la forme positive

b= (2m+20+2—2|p])z?+2(2p +1)zy
+(2m + 2042+ 2|p])y?,
ou
b =az® + 2bxy +cy*.

Elle est de Vordre impropre et de discriminant 4N + 3; ses coefﬁ
cients a, b, c sont assujettis, par (58), aux conditions

a+c—2b>o; b>o; c—a<c+a— 2b;.

et
c+a=c—a=o0 (mod4); cZa.

La condition @ + ¢ — 2b > oest vérifiée d’elle-méme, puisque ¢ est
une forme positive; ¢ — a==0 (mod4) résulte de ¢ + a==o0 (mod4);
donc enfin les coefficients d’une forme { vérifient uniquement les con-
ditions

b>o; [b]| < a; cZa; a—+c=o (mod4).

Naturellement a et ¢ sont pairs, puisque ¢ est de I'ordre impropre;
b est nécessairement impair, par ac — b*=4N + 3.

A toute solution de (E') correspond ainsi une forme {; inversement,
a une forme ¢ correspondent deux solutions de (E'), car la connais-
sance de Y détermine m, p et ||, c’est-a-dire m, g et = u. Toutefois,
si @ = ¢, c’est-a~dire si @ = o; & Y ne répond qu’une solution de (E').

Observons maintenant que les inégalités b >0, b < a, cZa expri-
ment que le point représentatif de ¢ est (fig. 1, p. 347) & gauche
de Oy, dans 'nne des régions 1, 2, 4, arc CAH compris; il est sur
CAH si a = ¢, et inversement: ' est alors ambigué: Il en résulte que le
nombre des solutions de (E') est égal a celui des formes § oti les coef-
ficients sont assujettis aux mémes conditions que ci-dessus, sauf 6> o:
car, & deux formes opposées non équivalentes, c’est-a-dire non ambi-
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gués, (a, b, ¢) et (&, — b, ¢), répondront deux solutions, (m, o, &= u),
de (E'); 4 une forme amblgue, c’est-a-dire équivalente & son opposce
[etle cas ne se présente que pour @ = ¢, a cause de ac — b*=3 (mod4)],
répondra une solution, (m, p, 0), de (E’) ‘

Donc, enfin, on a 4 chercher combien il existe de formes (a, b, ¢)
de I'ordre impropre, ayant leur point représentatif dans la région
totale 1, 2, 3, 4, 5 (arc CH compris), de discriminant 4N+ 3, et telles
que @ -+ c—o(mod/)

Soit alors = (&, B, v) une forme réduite quelconque de Vordre
impropre; en étudiant ses équivalentes dont le point représentatif est
dans 1, 2, 3, 4 ou 5, on arrive sans difficulté aux résultats suivants :

1° ﬁ> o (B = o est impossible par wf pr= 4N + 3)

Formes cherchées.

aEYEQ (mod{l) (avﬁ77)a (Ya Y—ﬁ7 7;2ﬁ+‘a)7 (“1 ﬁ“"’as 7_’2@'*_“)

a=o0, y=2 (2, B—ot, y—2B+a)

=12, y=o0 (s 7—B, y—2B+a)

a=0, y=o0 (B, 7)

2° B <o.

0(."—_'.”/52([110(14) (“,@:7), (’}'a"‘?—@;)"f‘zp"'a)a (a7‘3+a17+_23+a)
a==o0, y=2 (¢, B-+a,y+2f+a)

a=2, y=0 (1 —1—Br7+26+)

a=o0, y=o0 (e, B, )

Distinguons maintenant deux cas.

-

1° 4N + 3=19(mod8). — En ce cas, par ay — B2 = 4N =+ 3, il est
impossible qu’on ait a == y==2(mod4); il résulte alors des Tableaux
précédents qu'a toute réduite ¢, correspond une et une seule des
formes cherchées. Le nombre de celles-ci, ¢’est-i- dire le nombre des
solutions de (E’), (ou E), est donc, avec nos notations habituelles,
F,(4N =+ 3), ce qui donne une nouvelle démonstration de la relation
classique

F,(M)=F(M),. [M=7(mod8)].
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2° AN + 3=3(mod8). — Alors, par ay —$*=4N + 3, on a
nécessairement a=vy=2 (mod4); c'est-i-dire qu’a une réduite ¢,
correspondent ¢rois (') des formes cherchées; d'ou

F,(M)={F(M), [M=3(mods)].

51. Mais les Tableaux précédents nous donneront encore d’autres

conséquences.
Soient %, k, { des quantités réelles quelconques, considérons la somme

(i + b5 b — 4] p]) (2m+ 1) (hp + 2)

étendue A toutes les solutions de (E) qui vérifient (58).

Les Tableaux du n°® 49 établissent entre les réduites de Pordre
propre, de discriminant 4N + 3, et les solutions de (E) les relations
suivantes. : : o

A une réduite («, B, v), ol « impair, y impair, répond la solution
Cde(E):

2m +1=a, 20 = 3, 2m+4p+3=¥.
Si a pair, y impair :
2m+ 1=, ap=¢ey—f, 2m—|—49+3=y-v—!2aﬁ+a.
S1 o impair, y pair :

2m 4+ 1=a, ap = — e, 2m+fp+3=y—2:[+a

e === 1 selon que 2o ouf <o.

(*) Ces rois formes ne coincident que si (a, B, y) a pour point représentatif
le point A ou le point B de la figure 1, c’est-a-dire si (e, 3, y) équivaut a
a(zx®+ 22y +2¥?). Pour que la proposition du texte subsiste, il faut donc
convenir de compter une telle téduite (ou classe) pour L. Cetle remarque s'ap-
plique a tout ce qui suit.
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I en résulte, par un calcul immédiat, que la somme’ considérée
s'obtient en ajoutant les trois sommes

Z(d+*f¥2lﬁi)"a*(*(-m‘)‘; }:a’_‘v"l(a—zlvﬁl)’; PREACE )

étendues respectivement aux 1'cdu1tcs propres (a, §, v) de discrimi;
nant 4N + 3, pour lesquelles

o impair, y impair; « pair, Y Impair; o umpair, ¥ Pq_ir..

En d’autres termes, la somme considérée n’est autre chose que

) 2 m*m*(my, — m, ),

somme étendug cette fois a toutes les réduites propres de discrimi-
nant AN + 3; m, et m, (m;fm )Y désignent les deux premiers
MLRIMA URPAIrS, M le minimum pair d’'une quelconque de ces
réduites. . :

En utilisant les. Tableaux du n° 50 on trouve de mLme, pour

deuxiéme expression de la somme considérée, la valeur sui-
vante : ‘

1° 4N + 3=17(mod8),

. A
AL > (s o — 1),
ou Wyy Yo (u.4 = u.q) et u. sont respecuvement les deux prcmlers minima

=o0(mod4) et le minimum = 2 (mod 4) d’une redmte quelconquc un-
propre, de discriminant 4\1 + 3.

2° 4N + 3=3(jmod8). - -
2(2*}.)"(%) (v, +v2-—v3) +Z(2v,)"< ) (Vi vy — V)l
+ E (2"2)/'(\}2.’)' (vavs =V, ),

ol v, vy Vg, (¥,Sv,5v,) désignent les trois premiers minima d/une
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réduite impropre quelconque, de discriminant 4N + 3 (*).

- 52. lIdentifions maintenant les valeurs. obtenues par les deux
méthodes, et supposons d’abord 4N + 3=7(mod8); on a

(58) Em"m'f(m;,— ’”0)1=2(2F‘4)k<§%‘)k(f"4+5*2" 8

les sommes, aux deux membres, s’étendant respectivement aux classes
propres et impropres de discriminant 4N + 3. '
Dans les deux membres, il y a un méme nombre de termes; de
plus, &, k, [ étant quelconques, il résulte d’un principe bien connu (*)
dans la théorie des nombres que les deux membres doivent étre iden-
tiques, terme a terme. ‘
Par suite :

A toute classe propre de discriminant =7 (mod 8) correspond une
classe impropre du méme discriminant; si in,, m, sont les minima
tmpairs el m le minimum pair (m,Sm,) de la propre, si p,, (., sont
les deux minima = o0 modf (1, S, ) et p le minimum =2 (mod 4)
deé Uimpropre correspondante, on a

1 ' Ny ’
oy =gm, by=m,+m,; —3zm, p=2m,.

53. Soit maintenant 4N + 3==3 (mod 8). De la relation analogue
a (58) qui résulte immédiatement du n® 51, on déduit ce théoréme:

A toute classe impropre de discriminant =3 (mod8) en corres-
pondent trots propres du méme' discriminant; st v, v,, v, sont les
trots premiers minima de Uimpropre (v,SvySvy)y st mi, my;

m,, my,; m}, m, sont les minima impairs et m, m', m" les minima

(') En vertu de la Note de la page 388, si une des réduites est
a(2z+ zxy+ 2y%),

[l faut diviser par 3 la partie de Pexpression précédente qui lui correspond.
(?) DiricuLer-Deoekinp, Zahlentheorie, 3¢ édition, p. 227.
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pairs des trots propres correspondantes (m, Smy, ...),ona (")

m = 2v,, m =2v,, m’ = 2v,,
4 [ | " v
m, =3V, _ m, = 3V, _ m =z3v,
v , .
My==V =+ Vy — 3 Vg, My= ¥, + Vg — 3V, M, =Vy+ V3 — 3V,
B84. CoroLrLatres. — 1° Les premiers minima impairs des trois

~classes propres associées & une méme impropre étant toujours
m,, m',, m), les seconds minima impairs (m,, m,, m,) ont pour
expressions, par ce qui précéde,

om 4 2m,—m,, 2m,+2m,—m,, 2m +2m,—m,.

Leur somme est 3(m,+ m/,+ m,), d’oti ce théoréme énoncé par
Liouville sans démonstration :

La somme des seconds minima impairs des classes propres de
discriminant 8M + 3 est trois fois la somme de leurs premiers
minima impairs.

2° De méme, on établirait que :

La somme des carrés des seconds minima impairs est neuf fots
celle des carrés des premiers minima impairs.

P

3° Considérons enfin, avec Liouville, la somme Ea(a’ —a), a et

a'(ala’) étant les deux minima impairs d’'une classe propre quel-
conque de discriminant 8M + 3. Par ce qui précéde

Za(a —a) —Em,(zm + 2m —2m,)

+m,(2m + 2m) — 2m))+m\(2m, + 2m/, — 2m))

(') Sile discriminant est du 'type 3a?, parmi les classes impropres de ce dis-
criminant figure celle de'la forme a(22*<+ 2my =+ 2y*); il-ne correspond-a
celle-la qu'une propre a(z?- 3 y?), et les relations ci-dessous subsistent entre
les minima des deux classes.
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ou
Y (a/ ey > 177 it . oo o " -] ) ,’n;:'
a —a)-_-z E QI I 2 I 2 I — D — 0] — m‘ .

. Mais lexpression du discriminant 8M +3 en, fonction des trois
minima v,, v, v, d’une classe i impropre. est

Z;(S‘M + 3) =2v,v, —!—,2‘/,\/3 + 2V, v, — v — v; — v,

c'est-a-dire, par.ce qui précéde,
8M + 3 = om,m, + 2m,m, + 200, 3, — m> — m} — w7
d’ou, avec notations habituelles,

2;(_@'; a)= 1(8M + 3)F(8M =+ 3).

“Toutes ces propositions ont ¢té données par Liouville sans démons-
tration.’ :

855. Les formules des n°® 52 et 33 relatives aux minima donne-
raient sans difficulté les expressions des formes propres et impropres
qm sont en cmrcspondance On reconnaitrait ainsi aisément que :

1° 4N + 3 =7 mod8. L’unpropre étant (A, B C), la cor res-
pondantc propre est I'une des trois formes

(5, B, 2C), <2A B,3) (24,B—A, ;

A—2B+C
. 2

dont une seule est d’atlleurs propre.

2° 4N + 3=3 (mod8). — Les trois formes ci-dessus sont propres
et sont celles qui-répondent a I'impropre.

On retombe ainsi sur un résultat bien connu, par exemple dans la
théorie de la multiplication complexe (*); mais, & ma connaissance du

(') Wesen, Elliptische Funclionen, p. 339-341. — Voir aussi Lwscuirz,
Crelle, t. 53. . '
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moins, les relations entre les minima des classes correspondantes n’ont
pas encore été remarquées explicitement.

CHAPITRE VI

1° FormuLEs ovu INTERVIENNENT LES MINIMA DES ‘C,;I:ASSES DE MEME DISCRIMINANT.

* 86. Les premiers membres des formules de Kronecker sont des
sommes algébriques d’expressions telles que F(N — «?), les seconds
membres sont fonctions des diviseurs de N; dans les relations qui vont
étre établies maintenant, les premiers membres sonl des sommes_ dﬁ

type E:*: F(N — #* — »?), tandis que- les seconds membres s'ex-

_priment a Paide des minima des formes de discriminant N.
: 87. Expression de A.0°. — Partons de la relation (2), (n° 4),

H,0,H s .
ji"]n 6,6 -'@L =Zq’" (- I)"“"‘ a,, SIN2ML,
1

ou : '

-

__(2m-—l)’

amzq_ —Bq—z—f—...ﬁ—(-——1)’"—’(2m—1)g S

)

'

,et multiplions mémbre & membre avec la formule classique (')

'H ' Y ‘ m P . i
G‘OH: = tangx + 42(—— 1) wsm M.
. 1

Egalons ensuite, dans les deux membres nouveaux développés en
séries de Fourier, les termes indépendants de z.

Au premier membre, le terme cherché est .02, en vertu méme de
la premiére relation (3). Au second membre, si 'on observe que, dans
le développement en série de tangwsin2mz, le terme indépendant

(') Hermire, Comptes rendus, . LY, p. 115 OFuores, 1. 11, p. 243,
Journ. de Math. (6 série), tome 1II. — Fasc. 1V, igoj. 51
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est (-- 1)™*, on a, pour le termme cherché,

m’. mn? flzm
29" = 2 "
1 1

d’ot la relation

-

A u%02-—29’”’a,,, i:;’ﬁ: —Zq’"’am[l —2g*+... +2(— eg2em ...
1 . )

‘Dans les deux membres, égalons maintenant les coefﬁcients de

qw_ au premier membre, on a évidemment, par expression de ob
(n° 8),
(59) Z(—I)’”’F( N+3—4~° —4y*)-

x, ¥y 24

<
Au second membre, il faut poser
(60) 4N +3=4m*—(2p —1)*+8mgz  (mZ1,p20, 1S Sm),
et le coefficient considéré’est

(61) (= pta(ap — 1),

la somme s’étendant aux solutions de (60) en m, &, p, qui satisfont
aux inégalités indiquées. Toutefois, une solutlon ot o =o donne
(=) ’(2;1. —t1)et non (—i)* "2 (29 — 1), parce que, dans Pexpres-
sion ci-dessus de 402, le premier terme du crochet est 1 et non 2,
comme 'exigerait 'analogie avec les termes suivants.

Pour évaluer la somme (61), écrivons (60);:
4N—+—3——(2m+2p—zp.—i—l)(zm—l—”p—l—fzpu—— 1)——49 ;

‘ (;:t faisons correspondre & la solution (m, ., 2) la forme

¢={(2m+ 20 — 20 +1)a* +Z;pxy+(2m+2p—i—2p. - 1)y,

ou plus simplement (a, b, c).
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D’aprés cela, et d’apres les inégalités (60), o cst une forme posi-
tive, de I'ordre propre, de dxscrlmmant 4N + 3; ses coefficients sont
assujetlis a v

@ et ¢ impairs, a -+ c=o(mod 4),
‘ ¢—a=2(mod4), b pair,
a+c—2b22, b2o, 4Sc—a—+25a+c—2b.

Ces conditions se rédulsent évidemment aux suivantes :
(62) @ et ¢ impairs, c>a, a>b, bZo

Les trois derniéres expriment que le point représentatif de ¢ est
- situé (fig. 1, p. 347) & gauche de Oy, dans P'une des régions 1, 2, 4;
il peut étre sur Oy, mais non sur le reste du contour total.

A chaque solution de (6o) correspond ainsi une forme g, et réci-
proquement; de sorté' que la sommeé (67), & évaluer, s'écrit :

(63) DYCHENE

étendue cette fois aux formes 9; toutefois si b = o, le terme corres-
pondant de la somme (63) doit &tre divisé par 2. Ce cas d’exception
est précisément le seul cas ou la’ forme ¢, propre, et de dlscrlml-
nant 4N + 3, pu1sse étre ambigué.

Mamtenant soit o, = (&, B, y) une réduite guelcongue de Pordre
propre, de discriminant 4N + 3; les seules formes équivalentes qui
. puissent avoir leur point reprcsemauf dans la rcglon indiquée .ci-
dessus sont :

2o = (2, By 7)s 9= (a, @-'-‘-Of, Y+ 2B +a),
=~ B+1,v—2p+a).

1° a et y impairs. — @, peut seule étre une forme 9, et ne 'est que
si 32 0. En ce cas, elle donne, dans (63), le terme

;w——a-;—‘.r[i—m y—a

2(—1) ;
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qu’on écrit auss
. ' 2l —p—2)
(64) (- ) :
en désignant par @, et g, (@, S, ) les deux minima imipairs de ¢, ; par
w son minimum pair. (Ici, en effet, u, =, p, =y, p =« + y — 2f).

Si B = o, le terme (64) doit étre divisé par 2.

En d’autres termes, si I’on introduit a la fois les deux formes oppo-
sées (a, B, Y) et (o; — B, v), qui, ici, ne peuvent étre équivalentes
que pour 8 =o, on peut dire qu’une réduite («, §, v) quelconque,
pour laquelle « ety sont impairs, § étant Z o, donne dans la somme (63 )

le terme
s —p—2)

-;- — ) (— 1) :

2° o impair; y pair. — g, seule peut étre une forme g, et ne Pest
que si 8 <o. (Iei B ne peut étre nul, car ay — 2= 4N + 3 montre
que 3 est impair). Il lui correspond, dans (63), le terme

(y+aﬁ+va—°)y+ 2f3 @ Py — (=2

2=y 2w (pa— ) (1) ,

car pr, = o, wy=a 4y -+ 2f, p. = y. On peut dire aussi que, & toute
réduite (, 3, y) pour laquelle & est impair et y pair, répond encore,.
dans (63), le terme

! ep,— F—ﬂ

“( - P‘-)(— I)

3% a pair; y impair. — Clest ici o, qu1 s'introduit, et le. résultat
est le méme.

Donc enfin, la somme (63), que nous-savons egale al'expression (39),
n’est autre chose que la somme

—p—2)
"2(?‘ - “")(_‘I)

étendue & loules les classes propres de discriminant 4N + 335 @, et
. (S i) désignent les deux minima impairs, p le minimum pair
d’une quelconque de ces classes.
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D’ailleurs, on peuat simplifier un peu 'expression de 1'unité qui:

figure dans Ia somme. En effet, la valcur dua chscummant en fonction
dcs trois minima :

GOAN +3) = — (po— p, + ') + hpp,

donne _
s = 4N + 3 + (&2:%:&*)
Le premier membre étant pair (4 ¢ause de i), on en conclut que

3 (2 — oy + p) est impair, et dés lors ppy=o0(mod 4), CCSL—(l—le‘C
w==o0 (mod4); de plus :

p==4N + 4(mod 8) ou %pp;éN—f-I_(ﬂlOd 2).
Par suite
Yop—p—n L G mep—p—y
(=T =
' L ug—1
(P e

car p., est impair, par définition.
D culleurs, (Vo — oy + y.) étant impair et w=o0 (mod 4), on voit
que 3 (s — ) est impair, c'est-d-dire que

(— I)§ s —1) = (- )2 (P-r*—l)

88. Finalement, nous obtenons la relation

2(-—1)“:17(4\1 + 3= ft — Z,y )

= LS () (= 1"

Au premier membre, la somme porte sur toutes les valeurs éntiéres,
positives, nulles ou négatives de «, vy, telles que 4N + 3 = fa* — Z;y
ne soit pas négatif; on tient comple de Uordre de «* et de y*, c’est-
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a-dire-que, s1 zZy, on a a prendre les deux termes

(— 1 F(4NSG 3 —4a* = 4y?)

NN

et

(— 1)*"F(4N + 3 — 4y* — 4x*);

c’est-a-dire & doubler le premier de ces termes. :

Au second membre, la somme porte sur les classes propres de dis-
criminant 4N + 3; p,, i, (%, S ;) sont les deux minima impairs, wle
minimum pair d'une quelconque de ces classes. :

59. Bémarque. — En faisant = o dans la troisitme des rela-
tions (3), on obtiendrait I'expression de b8 (') :

443

M0=F(—1)yg * (v +3),

$(n) représentant la somme des diviseurs de 7 inférieurs & V7 : clest,
d’une maniére plus précise, la fonction {[®(n) — W (n)] de Kro-
necker (*).

Par suite
1-v+3

A0 = 5‘(—1)9 ¢<4v+3>><2( e

:3
. - : : N3 ‘
ce qui donne une expression du coefficient de ¢ * dans .62, ol ne
figure que la fonction ¢. On aura dés lors, en vertu de ce qui précéde,

Pt
() (= 1) T =R P(4N+ 3 — hm?),

AV

et, par suite, la somme qui figure au premier membre s'exprime &
alde de la seule fonction {¢. :
Des remarques analogues s’appliqueront aux formulé‘s (qui suivent.

(*) Voir aussi Herwite, Lettre a Liouville (OEuvres, t. 11, p. 119-120).
(*) ‘I)(n) est la somme des diviseurs de n; W(n) est Z(dl——d) étendue aux

décompositions n = dd,, dd,.



NOMBRES DE CLASSES DES.FORMES QUADRATIQUES. 399

60. Expression de An,0. — On opére, comme au n° 87, sur les
formules (n° 3):

o Hll ¢ m m .
;0,040 = 82[—_*—_—(/%51n2mx,
1

&, H .
H, =~ 7 cotzx

B, + 22 g (=1 14 2¢7 +. ..+ 27" sin2m;
1

et 'on trouve

; . — mag™ miem _ e 1y ]
[}ulg‘fhe = 82<_— I)n ' [[+(Iq2m +m 1q+ qu(I -+ 29 ‘+" +Q‘g ( i )]’

S N [N F IS s Pt Cot T -
-Egalant. lesicoefficiernits de g™ dansles'deix membres,on parvient,
par des raisonnements analogues aux précédents, a la formule

(Pﬂl"‘ﬂ:’*“z)
4 2(— DTF[4N — 4o — (2y + 1)) =2 Fu(—1)
2
ZO
Dans le premier membre, 42* est écrit avant (2y + 1)*, c’est-a-dire
que l'ordre des deux carrés est fixé; au second membre, la somme
porte sur les classes pr‘opres de discriminant 4N; p, et g, (P, S o) sont
les deux minima impairs, p. le minimum pan d’une quclconque de ces
classes.
On peut écrire aussi

.

z H(__I>7§m.+m+2)= 4(___ I)N“ E"H‘/'N — (2m, -+ I)"_[.

m;(}

61. Des calculs semblables ('), 4 partir des développements de

1,0,0H,0,H:0* et v, 0 H:0,; puisde 6}4,6HO,:0* et v, H,H:0,

- (') U faudrait seulement, au lieu des termes indépendants, égaler les termes
en cosx.
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*donneraient les expressions de
02 et w00,

ce qui conduirait aux deux formules ci-dessous :

. -~ : » —_— 1u‘+pu—pt+1)
2 3 (— ) F(N — o —yt) = SN (o py— ) (— 1) ,
.r,y%o
o 2 -m|+ua+\ '
2 3 (—1)® F(N—at—y*)= Zf’v(“l)

2
Yo

Les seconds membres s'¢tendent aux classes propres de discrimi-
nant 4Nj les g, (o, g ont les mémes significations qu’au n° 60. Dans
les premiers membres, 'ordre des carrés entre en ligne de compte.

62. En opérant enfin d’'une maniére semblable, et utilisant les for-
mules du troisiéme groupe (n°® 8), on formerait en} et €4,0,, d’ou
deux formules. D’abord :

.,.iZI[aN_2—(2:0_2])2'.—’(2'3,#])] Z(Hq—i—u.. . y.)(-1)‘_

>
z',yzo

2

la somme, au second membre, s'étend aux classes propres de discrimi-
nant 4N — 25 ., et g, (%, Spe) sont les minima impairs, @ le mini-
mum paird'une de ces classes.

Enfin - . . '
‘ —_ 2 . 2 ‘ &:-2
221[4N+' 4$4-(2.)+')]_, ' K
o

s

la somme, au second membre, s’étendant aux classes propres de dis-
criminant 4N +1; g, et py(, Spr.) sont les minima’ impairs, ;.L le
-minimum pair d’une de ces classcs.

Toutefois, si 4N -1 est un carré, ¢, parmi les classes propres de
discriminant 4N 1 figure ¢z* + 8y*; le terme correspondant, au-
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second membre de la derniére formule, doit étre divisé par 2, c¢’est-a-
dire que, la encore, la classe compte pour ;. Enfin I(0o)= 1.

2° PROPRIETES DE CERTAINES 'PONCTIONS NUMERIQUES LIEES AUX MINIMA
DES CLASSES DE MEME DISCRIMINANT.

63. On peut introduire certaines fonctions, lides aux minima des
classes de méme déterminant, et qui satisfont a des relations analogues
a celles de Kronecker, vérifiées par les nombres de classes eux-mémes.

64. Fonction §. — Soit 3¢ le terme mdcpendant de x dans le déve-
loppement, en série de Fourier, de la fonction

n,0,OH St H ®'

Pour I'obtenir, on multiplie membre 4 membre les deux relations

19, 6H O 42({’"’(— 1)”‘“(2‘,,,sin2mx',' (voir n° 57),
- .

o em

A
T = cotangz + 42 — sin2mx;

et lon calcule directement le terme indépendant dans le produit des
deux seconds membres. C’est un calcul analoguc a celui du n® 57 ct
qui condun a la formule

=23 (=1 F(4N+3),
étant posé )

(64') FUN+3) = B (ta— p)(—1) *

m—'—u.--ﬁ
~la derniére somme s’étend aux classes propres de discriminant 4N+ 3,
thy et o (1, Sy ) sont les deux minima impairs d’une telle classe.

D’autre part si 'on multiplie membre & membre les dweloppe-
"~ Journ. de Math. {6 série), tome III. — Fasc. 1V, rgoq. ‘ 52
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ments
. QRm41)3
H’:zz_(—l)'f‘g Y (2m +1)cos(2m + 1)z,
0,001 —42<2m+r> L mcos(am )z, (1°3)

au premier membre nouveau, le terme indépendant de « est 3¢0; au
second membre (développé en série de Fourier), c’est évidemment

2m4-1)*  2m+1
{ )+ 2+

4 2<—I>m<zm+ 0 e

Il ne reste plus qu'a égaler, dans cette expression et dans 3e0, les

S N+ .
coefficients de ¢ * pour obtenir la formule

1)‘2§(4N +3— 4@2)— 2 Y di(— 1) =

la somme, au second membre, s’étendant aux décompositions en fac-
teurs

4N +3 =dd,, d<d,.

Ainsi, la fonction numérique (47 + 3), définie par (64’), en fonc-
tion des minima impairs des classes propres de discriminant 4n + 3,
vérifie une relation du méme genre que la fonction F(4n + 3), qu
exprime le nombre de ces classes; seulement, au second membre
apparaissent des carrés de diviseurs (réels et positifs), tandis que,
dans les formules de Kronecker, ces diviseurs ne figurent qu’a la pre-
miére puissance.

653.. Fonction G. — Si 'on calcule de méme le terme indépen-
dant, 8, dans le développement de Fourier de

b

, HH
n,0,00, 5t
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en utilisant ceux de n,6,0H,0,H : 02 ¢1 0/ :@,, on trouve aisément
8V+7 '
4
5=43q " G(8v+7),
' (4
étant posé.
St P )

5(8"‘"7):2#(‘* 1)’ ,

somme étendue aux classes de ordre impropre de discriminant

89+ 7, 1, et p,(pr, Sp,) étant les deux minima =o (mod 4), et

le minimum == 2 (mod 4) d’une telle classe. '
D:alltre part, la multiplication des développements de

720,0HH,: 0, (n°3),
et de ®, permet de calculer 5v,, d’oi la_formule

68N = a1y =—2 X8 (~1) *

x20

wlos

la seconde somme s’étendant aux décompositions

2N = g4,

0 <8, et §, , étant de parités différentes.
On pourrait multiplier aisément les exemples de cette nature.

3 FORMULES OU INTERVIENNENT LES CARRES DES MINIMA DES CLASSES
DE MEME DISCRIMINANT.

66. Eupression de &'v,8%. — En dérivant le développement clas-
sique de H?: @2, 4 savoir

)

" 132 b m m
nfﬁf—gfl = 82__»2(/__ — 8zl—rﬁq—coszmw,
. 0 ) N v~ -

ey

m 2m
I—q il 97
i
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et utilisant les relations différentielles (n® 2), on a

(65) _82 —sin2ma.

D’autre part (1),

(66) 6‘9[?-1 = cotangx + 22 g™ 1+ 29“-&-...4— 2g™" '”’]sih 2M%.
1

Multiplions (65) et (66) membre 4 membre, et égalons ensuite les
termes constants dans les deux rnernbres nouveaux, developpes en

séries de Fourier.
Le premier membre, mO’@“’H 0,: ® , a pour terme constant,

d’apreés (4),
(67) —4de 0%, Cestadire 41,00 N (—1)g F(4v+3).

Au second membre nouveau, le terme constant est (2)

m +m

(68) 824 mq;"m +32m pE [1+2¢"'+...4+2¢""]

Egalons maintenant les coefficients de ¢" dans les expressions (67)
et (68).
Dans (67), en vertu de la relation classique (*)

o Iz+3
00 =2Xg @4kt 1),

h=0

(') Hermite, Comptes rendus, t. LV Journal de Liouville, 2° série, t IX,
p- 145; OBucres, t. 11, p. 244.

(*) Car danus le développement cotangz sin2a ma, le terme constant est 1.

(®) Cette relation expxime que le nombre de décompositions de 44 + 1 en
quatre carrés, le carré impair écrit d"\bord est égal & deux fois la somme des
diviseurs de 4/1 +1,
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o ®(n) désigne la somme des diviseurs de n, le coefficient de ¢" est

8 X (— )" F(4N—4h — 1) ®(4h +1).

k2o

Dans (68), le coefficient de ¢" se compose de deux parties.
On doit d’abord poser '

(69) -‘sz’—}— am'p’ = m'(20 +1),
et prendre 82 m'®,
I1 faut poser ensuite
¢70). N=m?*+m+2mp — 2 (mZ1, p2Zo, ||Sm —1),
et prendre 82 m?, é,tendug a- toutes les solutions‘m, p, i de cette

équation, qui vérifient les inégalités indiquées.
Ecrivons (70)

Z}N:(2m+29—2lyl+l)‘(2m+29+2“~kl+l).-— (2p+1)*

et faisons correspondre a toute solution m, ., p la forme positive, de
I'ordre propre et de discriminant 4N, '

o=(2m+20—2|@|+1, 2p+1, am -+ 20 + 2 || +1)=(a, b, ).

Les coefficients de ¢ vérifient les conditions

a et ¢ impairs, a-+ c==2, ¢ —a=o (mod4), b impair,
—2b :
b>o, c—_’_—a&—2-.§n, a>b, c2a,

qui, le discriminant étant 4N, se réduisent évidemment aux sui-
vantes :

(71) bimpair,  b>o, a>0b, cZa.

* A une solution (m, i, ¢)-de (70) correspond ainsi une forme ¢; a uhe,
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forme ¢ répondent (4 cause de == w) deux-solutions de (7o), sauf
SL . = o.

On a donc finalement 4 considérer les formes o et a prendre la
somme

2x 8N B oy B(ate—2b),

étendue a toutes ces formes. Toutefois, si g = o, c’est-a-dire si ¢ = a,
le terme (@ + ¢ — 24)* doit étre divisé par 2.

Les inégalités (71) montrent que le point- representatlf de ¢ est
(fig- 1, p- 349) @ gauche de Oy, dans 'une des régions 1, 2, 4, y
compris le contour M'CAH, et non compris la ligne Hy.

Soit alors @, = («, §, v) une réduite quelcongue propre, de discri-
minant 4N. '

° Si f est impair et § > o, ¢, est une forme ¢. Si B <o, aucune
équivalente de @, n’est une forme .

Pour 8 > o, ¢, donne le terme (a +y — 23)?, ou w?, en désignant
par & le minimum pair de o.

Toutefois, si « = v (ce qui est le seul cas ou % pulsse étre amblgue
lorsque f est impair), il faut prendre seulement ;2.

On peut donc dire, en introduisant les réduites opposées (o, B, v)
et («, — B, ), qu'une réduite guelconque, propre (a, 8,v), de discri-
minant 4N, ou 8 est impair, donne le terme ; *, 1 désignant son mi-
nimum pair.

2° Sif est palr, lun des deux coefficients «, vy est =o (mod 4),
'autre est impair. On trouve encore, par un raisonnement semblable
a celui du n® 37, qu'une réduite guelcongue, ou  est pair, donne le
terme 5 u®. Il n'y a qu'un cas d’exception, c’est celui d’une réduite
ambigusg, g,, pour laquelle 8 = o.

En ce cas, aucune des formes

(2 8,7) (o ﬁiai,yizﬁ—i-oc)’, (1, =Bxv,yF2p+a)

n’est une forme ¢ : car si, par exemple, c'est a qui est impair, la
seule équivalente a ¢, qui puzsse étre une forme ¢ est (o, &, Y + a),
et, comme en ce cas @ = b, elle n’est effectivement pas forme ¢.
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Donc enfin, dans le coefficient cherché de ¢, chaque réduite propre,
de discriminant 4N, donne le terme w2, sauf les réduites pour les-
quelles B = o : mais les termes qui proviennent de (69), & savoir

8 2 m’*, ou —;-E(Am’)"’,

;s . R T . y . 1
font évidemment disparaitre I'exception, car ils s’écrivent ;Zpﬁ,

somme étendue aux réduites propres de discriminant 4N, pour les-
quelles le coefficient moyen est nul.

67. Par suite, la conclusion de cette discussion est la formule :

(= (= P FUN — hh = ) @4l +1) = 5 B

hZo

®(n) est la somme des diviseurs de 7, et la somme aun second membre
s'étend aux classes propres de discriminant 4N, p désignant le mini-
mum pair d’une quelconque de ces classes. Bien entendu, au premier
membre, A, qui part de o, prend toutes les valeurs (positives et en-
tieres) qui ne rendent pas 4N — 45 — 1 négatif, c’est-a-dire que
h=o,1,2,..,(N—1).

Cette formule est intéressante en ce qu’elle exprinie 2”2 a Paide
seulement des deux fonctions Fet®. \

68. De méme, en partant de (65) et du dcvcloppement de v,00,: H,
on formera1t en;0,, d’ot la formule

21[”"?““‘3‘] B(4h+3)= 2 T,

rZo

" la somme s’¢tendant, au second membre, aux classes propres de dis-
criminant 4N — 1, et p. désignant le minimum pair d’une telle classe.

.On n’oubliera pas que [(0) = !

Indiquons maintenant une voie dlﬂeren te pour ‘obtenir des relauons
analogues:.
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69. Définition de la fonction ¢(gq). — Nous désignerons par
. &(g), ou plus simplement ¢, le terme constant dans le développement

trigonométrique de
, @ 22
70307 2GS
On pent évaluer ¢ de diverses maniéres.
En premier lieu, partons des développemerits

apape H1OH
‘7110402 ‘@31

nlﬁ m .
= 82 29 sinama,
1 —qg*

H _lam—1)

, % :‘429’"’[9%4'{—.,.—{—9 ¢ ]sinzméc;

K

en multipliant membre 4 membre et égalant les termes constants, on
trouve

qm *+m

* _1 _m—12
¢=162m2(—93"l[9 ‘+"'+g ) ]’
1 .

¢ ést donc de la forme

(72) : e=3q""

et, si 'on pose

-

Olyy

(73). - 81\1—1—_~(;m”—f—[;n‘z—f—8mp—(2;1L-——'1)2

(m21, 20, o< pim),

— 1A 2
ozN.__.I(_)Em ,

la somme s’étendant aux solutions indiquées, m, p, 1, de (73). En
écrivant (73)

BN—1=(m+2p0—2p+2)(2m~+2p+2p) —(2p+ 1) =ac—b?,

et faisant correspondre a la solution m, g, w la forme (a, b, c) posi-
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tive, impropre, et de discriminant 8N —1, on reconnait, par la .
,marche déja si souvent suivie, qu’on a

(74) ay =5 N (1 +pd) .

i, ety (p, Sp,) étant les deux minima = o (mod4)'d"une classe im-
propre quelconque, de discriminant 8 N —1.

70. Seconde évaluation de ay. — En opérant de méme sur les
deux développements (n* 3 et 4):

2 HH mo, .
7,;0,0 —~®—’ = 82 )ﬁqqm sinam®,

1, 0,0 = — R, @ H_ =4 }_( )" g™ a,sin2 mx,
(voir n® 57), on trouve :

= 16 et g [ _—_‘ o \m—t _ "ln:il‘J
L= 2‘( 1) mx+q2"‘ q ( )" t(am—1)g |-

On est ainsi conduit, pour calculer ay, & poser
8N —1=4m*+4m+8mp — (2pn — 1), (m21,p20, 0 < pSm),
d’ou
oy == IGEm(éy. — 1) (— 1),
En introduisant la méme forme (a, b, c)'que ci-dessus, on trouve
~ 2 . - .
(73) a =2.<2w~z — B = pta),

{hiy the €tant les minima =0 (mod4), (., Sw,) et @ le minimum==2
(mod[;) d'une classe 1mpropre quelconque, de discriminant 8N — 1.

71. La comparaison des deux valeurs de «y conduit & la relation
Journ. de Math. {6° série), tome IIl. — Fusc. 1V, 1907, 53
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sulvante :.
(76) (W7 o 2, — ) =05

la somme s'étendant & toutes les classes impropres d’un discriminant
donné, 8N — 1; u,, p, et p ont les significations qui viennent d’étre
indiquées. : _'

La relation (76), qui semble nouvelle, ne parait pas facilement dé-
montrable par voie élémentaire. :

Exemple. — Soit 8N —1=15; il y a deux classes impropres
(2,1, 8) et (4, 1, 4), pour lesquelles w,, ,, w ont les valeurs respec-
tives

8, 8, 2 et’4, 4, 6;
et I'on a bien . -

(8% +8*+ 4.8+ 4.8 — 4.64) + (4*+ 4*+12.4 + 12.4 — 4.16) = 0.

72. Troisiéme évaluation de oy. — 1l faut partir des relations
[n* 5 et 8, (5)] :

1o . (2m+1)’4
70, U—OTHl = 4wH, — SZg Y gt 4. o+ mg ) cos(2m+ 1) z,

1

2m~+1
0, 025%?_‘ = 42(2772 +1) %m cos(2m+1)x;

0

-et faire encore le produit membre 4 membre. On obtient ainsi, pour ¢,
la somme des deux expressions

@m+1?  fm+1
3 2

16ﬂ52<2m+1)q—‘1—__—q—2,;;—‘—-

0

et
(.2 m~- 1)’+ gill_tl
. : % 2 _ : e
() = 6XCm+) e (¢ g™
[:3

. . 3
~ - . lf+7 : y
Cherchons le coefficient de ¢ * dans la premiére. . .
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En vertu de Pexpression de w (p. 350), ce sera
(78) 163 (em+1)F4k+3 —(2m~+1)*—2(2m-+1)—4(2m~+1)p],

m étant entier positif, p entier positif ou nul, et la somme s’étendant a
“toutes les valeurs de m, p qui ne rendcnt pas négative la quantité sur

laquelle porte F. : .
La quantité (78), que nous désignerons par f;, s’écrit ev1demment

By= 162F[4k+3 — (b + 3]V (4h +3)

r20

\P(n) désignant, comme au n° 59, la somme des diviseurs de 1nfe-

rieurs & \/n.

Tl faut maintenant développer de méme la quantité (57) suivant
les puissances de ¢; cette quantité est évidemment du type

PYARE
k=0
~on calcule y; par nos méthodes ordinaires, et 'on trouve ainsi :

1° kimpair............ e Y= Ey.(p.,—p,)

2° kpair........ y;‘:22v,(v,,~-—v,)

(4 4 désignant les minima —o(mod4) et p- le minimum =2 (mod4)
d’une classe i 1mpropre quelconque de dlscmmmant 4k + 3 (k impair);

Vi Vay V5(vy Svy Sv,) les minima d’une classe impropre quelconque de
discriminant 4k + 3 (k pau)

3

On _obtient ainsi une nouvelle expression du coefficient de g’f+z
'dansa Cestﬁkﬁ-Yk-, N :

1° Sozl k pair; k + % est du type 2k'+1—1; comme il n’y a pas

de tels termes dans ¢,-il reste B+ y,=o0, c’est-d-dire, en faisant
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k=2M,
8 ¥ FI8M +3 — (4h+ 3)b(4h +3) =X vi(vs—v,);

la derniére somme porte sur les classes impropres de discriminant
8M + 3, etv,, v,, v, désignent les trois minima d’une quelconque de

ces classes (v, Sv,Sv,). ‘
.2° Soit k impair; k= 2N — 1; on trouve, en égalant B, + v, a la
valeur (75) de ay,

8 FF[BN —1 — (4h+ Y4k +3) =3 (g2 — 1),

h2o

W, &, étant les deux minima =o(mod4) et 1 le minimum Ez(mod4)
d’une classe impropre quelconque de discriminant 8N — 1, (@, S1m,).

73. Quatriéme évaluation de oy."— On partira des formules :

2m +1
5 -
f&foli(%?—‘ =— 22(2.m+1)21——_q}_—-5m005(2m+[)x—f—éyl‘()’:eﬁ‘,
[¢]
H,0 ~ s -
b=~ = 22(“‘)”‘9 folr—2g7 e 2(— 1) g cos(am + 1) 5
0

une suite de calculs analogues conduira aux deux relations ci-dessous,
ou les notations du numéro précédent sont conservées et ou ¢(n) dé-
signe la somme des diviseurs impairs de n:

323 F(BN — 1 — 4h) [2(— 1 — 1]p(h) = 3 (i + i — ), -

32 N F(BM +3—4h)[2(—1)* +1]o(h) = (v +vi +v}).

hgo . ..
On fera 9(c) =35 et 'on ne comptera que pour ; la classe (2a, a, 24a).

74. En introduisant de méme le terme en cosz du développement
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trigonométrique de
7]2 6 3 fr L —

on arriverait a des résultats dont nous.ne citerons ict qu'un seul,

8Y F[4N — (4h + )] $(4h +1)

nZo

= (s = m) [ -o° ],

la derniére somme s’étendant aux classes propres de discriminant 4N,
m,, m, étant les deux minima impairs (m,Sm,), mle minimum pair
d’une telle classe. '
Enfin $ (44 + 1) a le sens précis indiqué au n® 39; c'est, si 4h 41
non carré, la somme des diviseurs dunombre 44 + 1 inférieurs & sa
racine carrée; si 4A -+ 1='22, c’est cettc méme somme augmentée

de 8.

DEUXIEME PARTIE.

APPLICATIONS DE LA TRANSFORMATION DU TROISIEME ORDRE..

- CHAPITRE 1.

FOBRMULES DEDUITES DES DEVELOPPEMENTS FONDAMENTAUX.

75. Rappelons d’abord les relations suivantes, qui appartiennent a
la transformation du troisiéme ordre des fonctions théta (') :

—C H(Bw,‘ ¢)=H (&) (= - "g)H (@+ g),

(1) Voir, par exemple, Wessr, E!lipi[sche Functionen, § 28.
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CH, (3, ¢°) = H,(2)H, (x - 7‘) H, (x +

©+3)

C 0,32, ¢°) = 0,(2)0, (x——§> 0, (x+ 7)

oy

1A

3
C®(5w,?)“®<x)@< "g)@(wﬁ

9

la constante C ayant pour- va]euré\/gn.ﬂ,e:ﬂ <§), on a d’ailleurs
directement pour H (;—3) la valeur \/gv;(?g'é), en désignant par n(q).

avec M. Weber, la fonction

n(g) 2.(~—-)"‘ T “EG')’”

o

(em+m

On conclut immédiatement des relations précé,dentes'
H (g) = \/37](93>7
H‘ (E = 3 --—-——~—W =

5) = ") g

(79) , Yorn
o (5)=nts >V‘n )6, (q-)’

.~_ T \/7?16
0, (T) = n(g") —Xm? __.
(3> ”’(9) ()03

s . o '3 .
76. Lemme. — Faisons o = 3 dans le développement classique
H? mgm™
‘.’ 2
Y}' 1@ 821———(]2’" Asll q”’lcoqznzx’

il vient, en vertu de (79), :
: mqm ’ 4 amm
(8“) 3‘[]‘6',7)‘(?3)01(93):8 \ I_—qgm(l_cos 3 ).
. l ' . ’

D’ailleurs (n° 14),

)

n.ﬂ.:én}"(q ) ’fz«(q’)@‘(-qa)'=l%n?<9%)‘;
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; C'ést 1, si m=o(mod3), et — - dans tout autre cas.

o amm
quant & cos—;
Si maintenant on égale les coefficients de g dans les deux membres
de (80), on obtient immédiatement ce theoremc o s

Le nombre des decomposzuons de 8N selon la formule
8N = (22 +1)*+ (2 + 1)+ 3(22 +1)* + 3(20 +1)*,

o x,y, 5, L sont entiers, positifs, nuls ou né aatr'fs, est égal a seize
fois la somme des diviseurs de N dont les con]ugues sont impairs =
el qui ne sont pas muluples de 3. :

77. Relations deduztes de la formule fondamenla/e (m)
Dans cette formule (1 q),, qui s gcrlt

. BV 4T :2m+ 1)*
| m0H®Wf—2H(%Wﬂ29“1NM+W>—429
(10)-{ -

{2 — 12 {2m —5)*

><[(2m—1)_q— P (2m—5)g T +...]cos'(2'1n+1)w,"

faisons w = g Le premier membré, en vertu de (7_9); est
3n(gM0 () HL(F) 0 (3)
ou, d’aprés le n° 14,

g "'ﬁ (g%) %‘7]4 (\/§)H| (‘g’ \/5)’
c’est-a-dire .

+® upg n’ .

@ ) S a0

Le second membre est .

iy RS
= ; sv47 ~ @i 1) . : .

s '229 ’ b(8v+7)><§’g *cos(2m+1)g

<82) " (2m-& 1)? @m—1t : ) {2:)1——53

7" len—g T wen-5g

' Lt N

—I—] cos(zm—i—r)g-
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Egalons les coefficients de ¢" dans les deux expressions (81) et (82).
Dans (81); on doit poser -
(83) 8N =3(2z+1)2+3(2L+ 1)+ (2y+ 1) +(2m +1)?
(z,, INT m%o)

et prendre la somme
(84) o 7 Deos(am+ )3

étendue 4 toutes les décompositions (83) de 8N.
Or:
i° Si N==o0(mod3), 2y+1 et 2m -+ 1, dans (83), sont ==o(mod 3);

- done cos(2m + 1)—375 est — 1, et la somme (84), c’est-d-dire le coeffi-

cient de ¢" dans (81), est — £ 9%, ot 9% désigne le nombre des repré-
sentations (83), nombre calculé d’une maniére générale au n° 76.

2° 81 N=—1 (mod3), l'un des entiers 2y +1, 2m-+1 est
=0 (mod3), lautre == 1 (mod 3); d’ailleurs, on a évidemment

22 cos(2m +1) g = gz[cos(ﬁm +1) 3+ cos(2y + ")g]’

et comme, au second membre, un des cosinus est —1, l'autre + 3, la
somme (84) est égale & — 5 o%.
3° Si N=+1(mod3), comme 2+ 1 et 2m + 1 sont tous deux

==1(mod3), cos(2m+r)§est ;, et la somme (84) est ggc

Cherchons maintenant le coef"ﬁcient de ¢~ dans (82).
Dans la premiére ligne de (82), c'est évidemment

22 F{8N — (2m + |)2] cos(2m —+ 1);5
m%o

Dans la seconde ligne, il faut poser

(85) 8N=(2m+1)*—(2p—1)*, ~ m,p2r, w < m,
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m et p. étant de plus de méme parité, et prendre la somme

—4 Z(zu. ~ 1)cos(2m + 1)5
Or onécrit (85) -
aN=(m —p+1)(m+p) =23,

8,, Clest-d-dire m + p., étant pair, et &, ou m — p.-+1, impair,
puisque m et p. sont de méme parité; de plus € < 8,. On en conclut
immédiatement que, dans la seconde ligne de (82), le coefficient
cherché est’ :

Dy N S T
-— 42(8‘ -— O)COS(O, —l-‘a)g)
la somme s’étendant aux décompositions, déja rencontrées au n° 36,
aN = ¢3,, 8, pair, ¢ impair, <L 8,
Il ne reste plus qu'a égaler les deux valeurs trouvées pour le coeffi-
cient considéré.
Auparavant, faisons z = o dans (10), et egalons, d'ms les deux

membres, les coefficients de ¢%; nous trouvons immédiatement la
formule ‘ ‘

(86) O_EF[S\T (21n+1)’j —22‘(3,—3),

<

.y . ) » , " o
la derniére somme s'étendant aux mémes décompositions 2N = s,
~ que ci-dessus.

78. Formules finales. — Maintenant, égalons les va[eurs obte-
nues pour le coefficient de ¢* dans (81) et (82). ’
1° N=~1(mod 3). Ona (n°76) 5% = 162‘d’, d’ étant un divi-
seur quelconque de N a conjug‘ué impair; et, par suite,
e 162 d'=2 Y F[8N — (2m +1)] cos(zm + 1) — 4 2,(8, — 8)cos (8, + 3)%-

m 20
<

Journ. de Math. (6° série), Lome I, == Fasg. 1V, 1g07. 5[1



418 G. HUMBERT:

"Quand on pose 2N = ¢&3,, d’oti 63, =1 (mod 3), on voit que S, etd
sont simultanément ==+ 1 ou =— 1 (mod 3); I'un étant pair, 'autre
impair, 0, -~ & est impair et === 2 (mod 3), c’est-a-dire que 8+ ¢
est 6A + 1 0u 6% + 55 donc

cos(8, + o )73—- = —'--
On a ainsi ’

—3%d=2¥F F[SN—(2m +1) ]cos(ﬂm—i— DI 233~ 3)'T

¥ m=o
<

Combinant avec (86), et observant encore.que cos[(2/ + 1) : 3]
est — 1, si 2m + 1=0(mod 3), et  en tout autre cas, on obtient les

deux formules

(87) ZFBN—gGau+17]= 3

26 . _

- N= —1(mod 3),
(88) Y F[8N— (69 1)2]: a2 —8)

020 ,

d désignant tout diviseur de N a con]ucrue impair, -et la dcrmcre
somme s'étendant aux décompositions 2N = 83, ot &,>> ¢, ¢, pair,

¢ impair. ,
2° N=-1 (mod 3). On a de méme |

6> d= 2VF[8N (2m +1)*] cos(2m + I) 2(3. - &) cos(8, +8)3+

m>0

Ici, par 2N =83, la somme 8, 4+ & est impaire et =o(mod 3);
donccos[(8,+28)m: 3] est — 1, et 'on trouve, en combinantavec (86),

(89) IFISN— (Sp=ry]= i34

ez ’ N=1(mod3",
(90) EF 8N_—-9(2.y.+1) ]=- 220?,"—!— 22‘(3, —8)
p2o .

d', ¢, &, ayant méme signification que ci-dessus.
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30 N*"—o(mod?)) Ona

—1>2‘d”— 2 ¥ F[8N — (2m + 1)’]005(2/72 + 1)?——42(04 — o)cos(g +3)%

>
m=0
<

d’ désignant (n° 76) tout diviseur de N non multiple de 3 et i con-
jugué impair. -

Iei (4 moins que N ne soit pas lelSlble par 9), cos(o ~+ o) 3 n'a

pas une valeur fixe; on peut écrire, ik zu]]eurs, R
. o o T S+ 0\? -
cos(o,+ o)§=—1 + ;(—3——) )

le symbole de Jacabi <a‘—:———§> élant nul si 8, la 5__.0(mod 3)

La combmalson avec (86) donne

(9 RSN <<)p+1>1=—4.4_w+o>.<o, DICS

p<

(92) Y F[SN— (2p.+1)2 4 d- FzZ(o‘—S E

ugo _ -

\
f Nz==o (mod 3),

)

d’ désigne tout diviseur-de N non muluple de '3 et & conjugué impair;
.G, et Sont la méme Slf’nl[lC’lthﬂ que plus haut. . : .

79, Remaquue[ — Si N, multiple de 3, ne l’qstf pas de g, le sym- -
"bole de Jacobi qui figure dans les deux dernieres formules est égal
- a *1;si, de plus, on observe que !;Zd”—_ Xd', d désignant toul d1v1—
seur de \I & conjugué impair, on voit que les formules (9 )et (91)
 coincident avec (87) et (88). ,
Ainsi, pour N=o0(mod 3), et non —o(mod 9), les formules (87)
et (88) subsistent.
: . : SN .
80. Formules complémentaires. — On peut, par vole élémen-
laire, obtenir des formules analogues aux précédentes, et dans les-
quelles 8N + 4 remplacerait 8N. On part, pour cela; de la relation

-
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d’Hermite (n° 8) :

By +3

N (V7) =83 g ® F(8v-+3); :

et Uon multiplie les deux membres par H, (z;—, \/5), on égale ensuite,

. 1
. s(@N+1)
dans les deux nouveaux membres, les coefficients de ¢* . Calculons

ceux-cl. .
Au premier membre, il faut poser

8N + 4= (220 + l)2+<2y+I)2+<QZ+I)2+(ZZ—+-I)2‘,

(93)
(z,y,5,tZ0) -
et prendre Zcos('zt + 1)13r étendu aux représentations (93). .

Au second membre, on a, pour le coefficient cherché,

- SZF[SN+4—(2m—|—1)2]cos(2m+1)~735-

mzo

<

Distinguons maintenant divers cas.

1© N==— 1(mod 3). Alors, dans le second membre de (93), deux
des quantités au carré sont = o (mod 3), les deux ‘autres sont ===1;
dés lors, on a

Ecos(zl+ 1)1; = %2[005(2@-&1)2— +et COS(2l+I)%] :2%(—4”-« 1+%+ %);

c’est-a-diré que cette somme est — 96 : 4, 9% dééignant le nombre des
représentations {93), qui est égal, comme on sait, & 16 fois la somme
des diviseurs de =N +1. ‘

On a donc '

SEF[SN +4- (2m +1)*]cos(2m + 1)%r = — 4®(2N +1).

m ;0

o<

Mais, si 'on avait multiplié les deux mémbres de la relation d’Her-
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mite par H (o, V), on aurait trouvé de méme -

(94) - SZF [BN +4 — (2m+1)2]—IbCI)(2N+I),

m>0

Z

Jormule valable quel que soit N. En combmant les.deux derniéres -
relatlons, on trouve

(95) 2F[8N+4 q(w+,)=] @(2N+l))

e N———-I(mod?)),
(96) EF 8N+4— (69-*-1)2] ®(» N+1)‘

%
®(n) demgnant la somme des diviseurs de n.

22 N=r1(mod3). En ce cas, 8N + 4==0(mod 3); supposons que
" 8N+ 4 ne soil pas muluple de g ('), on trouve

I_LE

(97) 2 ZF[SN 44— (2 +1)?] = @(2N+1))
. | - N=1(mod 3).
(98) 2 X F[8N+4— (69+1)2]——3<I)(2N+1) |

p%o -

.. 3> N=o(mod3). Le nombre 8N + 4 étant =1 (mod 3), les de-
composmons (93) sont des deux types : :

(99) 8N +4=9g(22 +1)2+q(2y +1)2+9(2z +1)2+(zl +1)?,
(100) 8N+G= (20" 41 (0741 (21 (20 1)

les carrés non prccedes du facteur g n etant pas multiples de 3.
Soient 9%’ et 93¢ les nombres des décompositions (gg) et (100); ona

»2cos(mt+1)~§T Z[%(m +I>g—i~ +(2z'+1)] 2cos(zt”+1)3
=32 (»—‘I—VI—-I+?>+Z—=——%+ o

(') Si 8N + 4 =o0(modg), on obtient aisément les formules correspondantes.
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Par suite . . SRR
8. Vl‘ [8N +4 — (zm 1)) Gos(2m + I)—._ *‘g‘;m’-i—é%”-.
"120 i ‘
2

: Lo
En combinant avec (94), et observant que o’ +9t¥' est egal a

16(1)(2\‘ + 1), on trouve

(101) 24 FF[SN+4—g(2p+1)']=Jov. Nz=o(mod3).

> . .
=0 - - .
}L< PR . sl ey Lo S

.

D’ailleurs, a priori, o' n’est pas connu exphcltement
Cette formule, bien qu’ainsi incompléte, nous sera utile plus lom

<n° 86).

Nous allons passer maintenant aux applications de la formule. fon-
damentale (g). ‘ '

81. Lemme. — Dans la relation bien connue
H 1 (_ ])mm 2m ) . . .
202 —_ q :
0207 5 W = costm [+ 82 g (1 = cosama),.
faisons x = §; nous .nmvons en mutam la marche suivie au n°® 76, 4

i
cette proposition qui, d’ailleurs, n’est pas nouvelle :
Le nombre des représentations de N par la forme

3a*+ 3yt + 2+ 1° .

- o (2),

estégal a

la sommnie s'étendant 21 lous les diviseurs d, de N, et le symbole de

Jacobi, ( ), étanl nul, s1 cl:o(mod 3), selon une convention clas-

,'51que.
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82, — Relations déduites de la f0/ mule fondamentale (g) —

Plenons,]a relq tion, dedmte de (9) p"n chanwemcnt de T en x4+ ~—:

. _"(_Q‘e‘”H@?@_ ()
). L — 82( yr gt zq*2+'. e (= 1) 2mgT* " cosfhmx
| . SN tamepp ) - | _em—11
+8 2_('—1)'"37 ! [g () 2m=1)g * ]cqs(!.rn+ 2),

-
et falsons-y successwcment =0, = 3; egalons ensultn dans les

deux membres les coefﬁments de g**(N>o0). -
Rl vient, pour *=o0,

0o=4X(= r>\J<N mt) =8 2= 1>6‘<-3', -,

o
"'<

la derniére. somme s ctendant aux decomposmons N= 08,, ol ¢ 23,.

Nous poserons, dans ce qui suit,

(102) - U<N>=2<—i>§<8.—o“>;

~ desorte que 1 6n a

(;Iof"'_))w EJ(N m)—_z( INU(N)

mZO

Faisons. maintenant z = g dans (Q’); le preniier ‘membre, en vertu

de (79), est " o
B : : (™ T :
30,(¢*)0(¢*)0 <§)®. (3) -

c'est-a-dire, (n° 14),

C(od) - 30(g)(¢)O(Fr) o 30(e)N(¢)E(= r)’”qw'

bml‘n‘
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Le coefficient de ¢* dans (104) s’obtient comme il suit :
Posons
2N =6x*+ 6y° + 23° + 2m?

¢’est-a-dire

(105)
' N=3z"+3y*+ z*+ m?,

le coefficient cherché sera

smim LmiT

- (106) \32(—1)””*7“*’”{? ou 3(—~1)NZeT,

quantité évidemment réelle, et dont la valeur dépend de la valeur
de N (mod 3). .
1° N=—1(mod 3). — Alors, dans (105), m==%1(mod 3), et

. ymiw
la partie réelle de e *

, c'est-a-dire cos(4mm; 3) est —1: 2; Iexpres-
sign (106) est donc S )

3 !
~ (=1,

% désignant ici le nombre des décompositions (105), cest-a—dire, en
vertu du n° 81, .

, 3 ..
(106") ”542(_ 1)4d,
la somme s’étendant aux diviseurs de N.

® N==+1(mod 3). — Dans (105), une des quantités 5, m_est
E+ 1, Pautre = o (mod 3); des lors

-y ~—<~r>‘2(1-—) GRS
de sorte que la valeur de 'expression (106) est
3
(106") Z4Z(“ 1)4d.

3° N=o(mod 3). — Dans (105), m=o0(mod.3); la valeur de
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'expression (106) est donic 3(= 1) ou (n° 81)
" N ’ 74 {:l 2
(106") | 3.42‘('— 1)4d <§> ,
somme étendue aux diviseurs de N.

11 faut mamtcnant calculer de méme le coefficient de (1 " au second

membre de (9), apres quon y a fait z = %r

On trouve, sans difficulté,

Iﬂl'ﬂ

[;(*1)“2‘.](\) —m¥)e *
(| 07 ) ( mio
' — 82(—~ 1)° (8, — o)cos——-(S -+ o),
la 'devrniére‘ somme s'étendant tbujomjs aux dgcomposmons

N = é2,, S,

02
A

Il ne rveste plus qu’a égaler (107) a (106"), (106"), (106"), selon les
trois cas distingués pour obtenir les formules cherchées.

83. Premiéres for miiles. — 1° Ne=—1 (mod 3). — L’égalité
de (107) et de (106") donne, si 'on obsuve que (107) est xeel et que
8, + =0 (mod 3),

| (—1)‘ZT(N—-m ) cos 40T = —62(6(——1)“—1—82(—1)3(6 —-8)

Q
"z

La derniére somme est U(N), par (102). Combinant avec (103), on
trouve '

MIN=-@Boxr)]= (- I)N;Ed(_.,)d, |

(108) {7
TN =9) == ORA (U

d désigne un diviseur quelconque de N.
Journ. de Math. (6° série), tome IIl. — Fasc. IV, rgo7. 55
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20 N=-1 (mod 3). — On a, en égalant (i07) et'(106"), et com-
binant ensuite avec (103) @

JIN=—gv) = (-=0)"Jd(-1),

V=0

A\

(109) s

L

3° N==o0(mod 3). — On trouve dé méme

b4

JIN=Bex1y]=F(- I)Q\'Zd(-%lid+ 2(—1)" Um).

¢ ¢
L

I\

. (—-I)NZJ[N—-—(3O‘iI)2]
(110) o%0 ' 2

= 22(_“0«1‘65(53’)# DACHECE 8)(”'“;;6) ;

et 'autre somme se déduiraimmeédiatement de celle-1a par (103). Si N

. 3+ 0\?
n’est pas multiple de 9, on a (13——> =1.
84. Formules complémentaires. — Partons de la.relation de qu.,
necker : ' ‘

S IQEE(V)QV,

ou E(v) = F(v) — F,(v), et multiplions les deux membres par 0,.
Nous trouvons, en égalant ensuite les coefficients de ¢%, et utilisant
le résultat classique sur le nombre de décompositions de N en quatre
carrés, ’

(111) 12 QE(N —m?) = 8[2 + (= 1)"]¢(N),

mgo

<

o(N) désignant la somme des diviseurs impairs de N. .
Multiplions de méme les deux membres de la relation de Kronecker

par 0, (g), il vient

(112) . 12§E(N -—m“)coszmg :20052;‘”,
mZo
<
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la derniére somme s'étendant aux décompositions

(113) N=2+9y>+ 324 %
° Ne==— 1(mod3). — Dans (113), deux des «, y, 5, ¢ sont =o,
les deux autres ==z 1 (mod 3); donc, dans (112),
2me i : ¢
c0s 3= = » (coszu ...+coszn‘§>

:ZZ<I+I — ;— é) =Z7: = %8t2+(— 1" g(N).

Combinant alors (111) et (112), on trouve

t

DEN=-9v) = 3[2+ (= )Ye(N),

( SEIN — (30 2 1] = ]2 + (= 1)*]o(N).

ZO
<

(114)

2° N==o (mod 3) et non =o (mod g). — Dans (113), un seul des
z, ¥, 3, L est=o0 (mod 3), et I'on trouve sans difficulté, en combi-
nant (111) et (112),

SEN—g) =i (- 0N,
2E[N=@Boxn)= {2+ (= 1)"e(N).

H

(115)

3° N==o (mod g). — Dans (113), un seul des z, y, 3z, ¢ est
‘== 0 (mod 3), ou tous le sont. Soient o1, et o, les nombres respectifs
de ces deux sortes de décompositions. :

Le calcul de ') cos > ~5 %4 dans (112) donne

12 ZL(\‘wm )cos?—ﬂ = — ém.—a—awi,
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d’ou, a Vaide de (111)," ' o

( ZE(N.—' yv?) = 7—'§31L, + — I,
(116) ¢ . ! o
- [ SE(N - (B =1)]=5om,.

D’ailleurs, on a évidemment
o+ o, = 82 + (— )N, on,=8l2+ (— )]s (3

4° N=1 (mod 3). — Soient X, ct 3, les nhombres des décompo-
sitions (113) dans lesquelles 3 ou o des «, y, 5, ¢ sont multiples de 3;

2TL .
en calculant E cos—3- dans (112), on trouve

1T 2 2mm 5 ]
12}_‘1‘4(1\1 — m?) cos—— = 5 9%y — 5 0y,

d’ot1, par combinaison avec (111
2 ?

SEN-gv) =%,
(17) N : 3 3 .
SE[N—-(3ox1)]= 395 5 %0

On a d'ailleurs l
9y + 96, = 82 + (— 1)¥]e(N);

de plus, si N est pair, il est aisé d’¢tablir, par voie élémentaire, que
9%, = 29%,. En ce cas, on peut donc calculer 9o, et %,, c'est-a-dire
les seconds membres des formules (117). Si N est impair, il ne semble
y avoir aucune relation simple entre 9o, et 9%,

85. Formules définitives. Premier cas : N=—1(mod 3). — En
réunissant les quatre formules (108) et (114), on obtiént les quatre
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formules qui leur sont équivalentes :

.421«“ [N '_'<3a¢1)2] = Yd,+ 2 ¥,

EF[N_(jg—&—I)lJ_ Ez{p——g[1+2_(—1)‘f]24i, .
421“ (N~ gv?) ~=—-Zd,,+.2[1+(—I)“]deH(—1)“_U<:N>’ -
(PN —9) == B, j— (=] Tt 2(— 1) UN;

d; et d, désignent respectivement, ici comme plus bas, les diviseurs
impairs et pairs de N; et I'on a posé

L UM =3 G-d),

. somme étendue aux décompositions en facteurs N = ¢,8, avec €< 8.
[
Deuzwmc cas : \I =o0 (mod 3) et non =o (mod g). — On Lrouve,
‘par (110) et (115), '

42XF(N—gv) = - Yd,+ Dds,
T v
<

ZIEFl(N"'QV2) A = %de'— %[I+2(f1>N]2di)

43T [N @ot )= — £ Dyt [3+2(— 1) St 2(— 1 UN),

2
‘GE0
<

43R [N--Box1)]=— éZdr N+ 2(—1) U(N).

. Trozswmc cas : N==o0 (mod g). — Il faut combiner cette fois (1 [O)
‘et (116). Les formules sont un peu plus compliquées, et nous n’en
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. donnerons que deux : . |
421? [N~ (3o =0 = J2+ (= "] [V — 5 ()]

(= XD
+ (=12 B (=02, - ) (252,

AT FN = oz == 1o (=01 [0 ()]
' (= Y= nra(d)
+ (_ 1)‘2\ (___ 1)0‘(8 . 8) (Q'_':is) 5

¢(N) est la somme des diviseurs impairs de N; & un diviseur quel-
conque de N; &, et § sont des diviseurs conjugués de N, N = 85, et

8.24,. Enfin (?) <6L;E> sont les symboles de Jacobi, nuls si leurs

numeérateurs sont multiples de 3.

Quatriéme cas.: N=1(mod 3) et pair. — La combinaison de (109)
et de (117), ot 9%, et 9%, sont remplacées par leurs valeurs, donne les

relations
IXF(N-gt) = ¥4+ Y4,
GXFN-—9) = -¥d,- 3d,
421‘ IN—@o=1)]=—! 3 d,+5%d, 4+ 2U(N),
w0
4R FIN=@Box)]=—¥d,— Nd;+2U(N).

\

Ces formules coincident avec celles du second cas, lorsque N est
supposé pair dans celles-ci.
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Cinquiéme cas : N=1(mod3) et impair. — Il ne parait pas pos-
sible d’obtenir de rclations analognes aux précédentes, parce dque,
dans (117), 9%, et 9, sont inconnus. Bien entendu, les formules (10g),
en J, subsistent; nous verrons plus loin qu'on peut encore les complé-
ter (n° 88).- :

86. Formules lides a la fonction modulaire du tétraédre. — La
multiplication complexe de la fonction modulaire du tétraédre’a con-
duit a des formules p]us sunples mais moins étendues que les précé-
dentes, et qui sont comp1 ises dans celles-ci.

Ces formules, qu'on trouvera au Tome 11 (p. 234) des Modulfunc-
zzonen de MM. Klein et.Fricke, sont relatives aux nombres de classes
oi le coefficient moyen est indifféeremment pair et impair; elles

donnent dans les notations ci-dessus, les deux somnies tomlcs

| ZFN =9 +ZFN-9)  +ZFN- 9(2@*)"],

S F[N—(3cx1)] +S’14 [N—(30%1)] +},‘_If“. [4N = (6p & 1)*].

’(118)

Or nos formules des n°s 78, 80 et 85 donnent chacune des sommes
~ partielles qui figurent dans ces expressions; il n’y a qu’un seul cas
d’exception; celui dé N==1 (mod3) et impair, c’est-a-direN = 6 M +-1.
Voici comment on peut, dans ce cas, évaluer les deux sommes (118).
On a, en ajoutant membre & membre la premiére equauon (r17) et
la premiére (10g), et observant que N est impair,

23 G(N—gv) = Lo, + 1 T4,
>
20

G étant F + F,, et d un diviseur quelconque de N.
On a ensuite, par (ro1), puisque F,(8% +3) = %F(Sh +3), et
que 4N==4 (mod 8),

.ZF,MN - 9(2“_,_..1)” — 3" %

>
=0
P’<.
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la premiére somme (118) est donc égale &
, 1
7z (9%, + 98 + sz;

9%, est le nombre des décompositions de N en quatre carrés dont trois
sont multlples de 3; 9t celui des decon1p051t10ns de 4N en quatre
carreés zmpau‘s, dont trois sont multiples de 3. Or il est bien facile
d’¢établir, d’une maniére élémentaire,, que

Iy -+ =8 Y d; '

\ .y 1 ' .
et, dés lors, la premiére somme (118) a pour valeur - Zd c’est-a-dire

moitié de la somme des diviseurs de N ce qu1 est la formule donnée
par MM. Klein et Fricke.

" La seconde somme (118) s’évalue de méme et se préte a la méme
vérification. ‘ :

. 87. Remarque. — Les relations (103) et (111) donnent par com-
binaison :

2 3T (N =ty = (= U+ [z (= )] ¢(N),

b

m=0

2 BF, (N~ m?) = (= 1)*U(N) — 3[2+ (= 1)"] g(N).

AV

Ces relations reviennent aux formules I, II, IV et V de Kro-
necker ('); la seconde est plus générale que la formule IV, en ce
qu’elle ne suppose pas N impair.

Rappelons que o(N) est la somme des diviseurs impairs de N. ™

() Les formules L, 11, V donnent}: F(N-— m?}, selon qu'onsuppose N Iﬁul:

tiple de 4, N impairement pair, N impair; IV donne ZG(N—-m?) pour
N impair. Voir aussi la formule X1 (ne 134) du Report de St. Smith,
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88. Derniéres formules. — Ou a évidemment, C, désignant une
contante en , .

C, H( ¢ =H (2)H (e-F)H (e+F)
CH, (o, ¢) = B (o) H, (& — ) H,(z+ %) |

! (g=1¢")
C,0 (z,¢°) =0 ()0 <x—ff>® (x+ 7

d’ot I'on déduit, sans qu'’il soit utile de déterminer G,

° (5):1(E) =i
o (5):1(5)=- ‘\/ (j‘"')@(q -

1° Faisant z = %—T dans la formule (10), et imitant la marche suivie

au n° 77, on arrive 4 la relation ‘ci-dessous, ou N désigne un entier
quelconque = — 1 (mod3):

- (119) 21‘“[%]:—20[’—%%2(31—3),

>
=0
Pz

d' désignant tout diviseur de N & conjugué impair; et la derniére
somme s’étendan; aux décompositions 2N = 83,, oi1-8 < ¢,, &, pair,
¢ impair. Naturellement, ¢ ne prend que les valeurs telles que
8N — (6 == 1)* soit positif et multiple de g. Cctte formule se placc a
coté de la formule (88).

~2° 81 maintenant on fait x = % dans (g), (n° 82), on trouve de

Journ. «de Math. (6° série), tome IIl. — Fasc. 1V, 1g07. 56
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méme, en désignant par N up entier quelconque =1 (mod3), .
(120) ZJ[ —Ge=) oy [FUN) - B+ L3,

les notations du n° 83 étant conservées.
D ailleurs, on reconnait immédiatement qu’on a

(121) , EE[ -—(30-—*—1)"] :?';mm

9%, étant toujours le nombre de décompositions de N en quatre carrés,
dont trois sont multlples de 3.

Donc, si N est pair, c’est-a-dire si N, qui est 35+ 1, est du type
()M—I—Z;, 9%, est connu (n° 84, 4°), et la combinaison des formules
(120) et (121) donne les relations :

AZF[ M+ 4 9( G*‘)]ng(N)féchl,ﬂ-' zdh

6M+[,——(3c+|)‘ 2 : 1 1
4ZF[ - =2UN) - ; X d,+ 3 X di
a0 . X
z .
~ 8i N est impair, on n’a pas de pareilles formules; toutefois, st I'on
élimine ot, entre (121) et la premiére équation (117), on obtient une
relation entre les quatre sommes (ot I'on a écrit A au lieu de 3o &= 1)

SF( =97 ZR(N-9) BF(TE)s Z(5E)

Ces somines sont d’aillears lides par la premiére équation (109), et
par (120); on peut donc de plusieurs maniéres former une relation qui
ne .contienne que deux d’entre elles; on a, par exemple,

43 gF(N —gv?) —3F [i‘f;@;_“—il-] | =20(N) + 2U(N), |

w620
<

N étant du type 6M +1, et ®(N) étant la somme de ses d1v1scurs ( )

" (') On déduirait sans difficulté des relations de ce paragraphe la formule de
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CHAPITRE 11.

" NOUYEAUX DEVELOPPEMENTS EN SERIE.

89. Développement de H,0,H : 0. — Dans les deux formules
d’Hermite : '

CHe o Rmee s . s
|5 =2 g s i
(122) °

(2 m—1)?

I[Il 42 m=<q g *A )sinzn%:c,

v

changeons  en 2z, ¢ en ¢*; en vertu du n° 14, nous avons ainsi les
. développements de

@ — @2
@@1 et HH @@1 3

1
2

car, par les relations quadratiques entre les théta,
7 (H2 = H2) = 203(*) (87 — 0°).

Dé¢s lors, par addition, on a le développement de H,0,H : 0; c’est-
a-dire_ qu’on -I'obtient en ajoutant les seconds membres. des rela-
tions (122), ou x et ¢ sont lcmplaccs par 2z et ¢*. o

Ainsi
-2m—+ 1% ' .
_ Zg Po(12¢7 4 27" sin(4m + 2)x
(12.3) \ . 1 » _emoiy
+42(12"”(9 B N )51n4mx.

MM. Klein-Fricke ( loc. ¢it.) qui donne, dans la, notation de ces géométres, la

4N — )
somme H (-—-— > lors ue N=1 (mod3)
20 1
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Cette formule a déja été donnée par Biehler (loc. cit., p. 31), qui
I’établit directement.

90. Développement de H*H;0, :-0*. — On applique la méthode
de Liouville (n° 5) en considérant simultanément

nH*H;0, :0? et 7,0%°07H, : H?;

on trouve ainsi, sans difficulté,

e 3mr

B0 = 0,35, ¢°) +m Xg © cos(6m -+ 2)z

‘ql [}

- 429’3"" [39—34- .ot 3(2m - I)g_:mm’;—w] cosbmzx
¢ R : .

'
(3m+ll’[ 23 . {6 m-—1)3 )

—-429 : 59—'—2+...—+~(6m——1)q_ E ]cos(6jm4;é)x

(3m+2)* ("im"l‘"),

- 429—3‘ [ Q_T;+. o+ (6m+1)g T] cos(6m + 4)x.

£ et oL désignent des coefficients, jusqu’ici indéterminés, et dont la
recherche est le point délicat de notre étude. -

" 91. Détermination de . — Multiplions membre 4 membre les
~ deux développements (n° 3 et 89) : ‘

HH « - o
‘{]'—O—'—l':: 429”"(g ‘g )singmx,
1 o ’ '

(2m-+1)2 N

Mol = aFg T (i ag e 2g ) sin(hm - 2)a

0 -

Wi

_(2m—1’
+.i2g )sin[;mx,

+ 229””(25(‘

¢

et égalons, dans les deux membres nouveaux, développés en séries dé
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Fourier, les termes indépendants-de z. Il vient ¢ T,
' ' 1 ‘(-.m—l)’ 1 ’ __("m—ll’
L= D G"”(_;—i— +q )(z iplag ¢ )
L= ‘Z 7 g 7 s 29
(’41rl+ﬂ’ '

-a,n )3 _.1 - - o .
_'_.Z 2m 41 (q ‘+ +q 4 )(I_F_Qg.,__f_ _}_0(1-2111)

Sl l’on poae

1 2N+1+{
Z{—Eq Ony.
[ -

oy étant un coefficient indépendant de ¢, on voit de suite, par I'expres-
sion précédente de L, que oy est le nombre des solutions entiéres 2
y,zdel equatlon

(124) 8N + 5 = 62 — 3 — ay?,
satisfaisant aux conditions
(125) x>o, 0Szla2x —1, é'xft—lﬁygx-~1.
Enfin, observons, en vertu méme de (124), que 5 est umpair et que
x et y sont de parités contraires.
* Ecrivons maintenant (124) de la maniére suivante :
| B3(BN+3)=3CBz+y —2)QBzx+y +3)—9(x +y)2,
et fa'isonsrcorrespondre 4 la solution x,y; zla forme (a, 38, 3y)
i :(5x+y—z)X-+6(x +y)XY +3(3:c +y + 7)Y
d ou, pour o, ﬁ, *(, en unhsant aussi (125), les conditions

°‘>p>03 Yi“)_ °‘+Y~ZIB>O,

(126) { - - : . .
. y—a=o  (mod2), Yy+oa—28=o0 (mod 4).

: D’aprés cela, ¢ est une forme positive, de discriminant 3(8N + 5).
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Les inégalités (126 ) expriment que le point représentatif de ¢ est
(fig. 2) dans la région &, limitée par le contour C'CNPQy (contour
renfmcc par un liséré); le point ne peut étre sur ce contour, sauf sur

larc PQ (*).

De plus, 5 étant impair, = et y étant de parités contraires, on voit
que 3z +y = 5 est pair, c'est-d-dire que o est de I'ordre impropre.

Donc enfin, oy est égal an nombre des formes o, c’est-a-dire des
formes positives, impropres, de discriminant 3(8N + 5), du type
(&, 3B, 3y), dont le point’ I‘epresematlf est dans R, et telles que
Y+ a—2B==0 (mod 4):

Nt

Supposons d’abord que 8N + 5 ne soit pas multiple de 3; et cher-
chons combien il peut y avoir de formes ¢ équivalentes & une réduite
donnée (a, b, ¢), de Pordre impropre et de discriminant 3(8N + 5).

1° b > o. — Laréduite 9, = (a, b, ¢) a son point représentatif dans
la région ombrée 1; ses équivalentes dans 2, 3, 4 (?) sont respecti~
vement :.

cp2=(a,d+b,a+‘>b+c), 3_(a 2a+b 4a+4b+c),
9.=(c,3c—b, gc—6b+ a). - '

(') O est Porigine; Oz, Oy les axes respectifs des quantités réelles et des
quantités purement imaginaires; PQ est un arc de cercle, de centre O et de
rayon V3; OM =1.

(2) Clest-a-dire des équivalentes dont les pomts représentatifs sont dans 2, 3, 4-
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- Uné seulé peut étre une forme ¢. Car, si @ n’est pas multiple de:3,
une et une seule des quantités b, @ + b, 2a + b est multiple de 3; une
et une seule des formes ¢,, 9;, o, a- donc son coefficient moyen
=0 (mod 3), et le coefficient extréme l est aussi, puisque le dlscmm-
nant est multiple de 3. :

S1 a=o (mod 3), o, seule pcut étre une forme 9 et ne peut lctre
que dans ce cas. | ‘

2° b<o('). — Laréduite (a, b, c) a son pomt dans 1’; elle a une
equlvalentc dans chacune des régions 2', 3', 4’; on reconnait de suite
qu’une seule des' guatre formes peut ctre une forme o.

Il faut maintenant examiner dans quels cas la forme, eqmvalcntc a
la réduite (a, b, ¢), qui peut étre une forme @, lest effectivement; on
arrive sans difficulté aux résultats qui suivent :
~1° c=0(mod 3), (d ol b"—o) — La classe (a, b, ¢) contient une
forme ¢ :

s b>o quand ona c§3a

et que a, ¢ ne sont pas simultanément multiples de 4; |

.si'b'< o,’ “quand c=o0 (mod 4).

22 a=o (mod 3), (d’ou b=o). — La (,lasse (a, b, ¢) contient une
forme ¢ :

st 'on a, a'la fois, b >0, = a=o (mod 4).

3° a+2b+c=o0 (mod 3). — La classe (a, b, ¢) contient une
forme o : '

si l'on-a, a la fois, a+2b+c23a et. . c=o0 (mod 4).

4° a—2b+c==o0 (mod 3). — La classe (a, b, ¢) contient une
forme ¢ s1 @ et ¢ ne sont pas simultanément multiples de 4.
Ces quatre cas épuisent toutes les hypothéses possibles, a cause de

(1) b—=o0 est 1mpossnble, la forme (a, D, c) etant impropre et de disérimi-
nant 1mpa1r
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ac-~ b*=o (mod 3); les “conditions indiquées sont nécessaires et
suffisantes. - o o
On peut maintenant, et c’est cette idée qui va nous conduire au but,
associer & la solution z, y, z de (124), au lieu de la forme 9, une
forme (o: 38, 3~( ), ou u];, deﬁme par :

@ =3$+y+z, ﬁ =+, v’:3¢+y—‘z,

£ o3

ce qm revient 4 changer 3 en — z dans les coefﬁc1ents de 9.
Les coefficients de ¢, qui, est une forme impropre, de d1scr1m1—
nant 3(8N + 5), satisfont-uniquement &

w2y >P>0, o +y-4F>0, «+y—2f=o (ﬁlﬂdl'_)_:

Le coefficient cherché, oy, est donc aussi égal au nombre desformes ¢,

Les inégalités montrent que le point représentatif de { est dans Ie
quadrilatére curwhgne MKOHQPM. En procédant comme plus haut,
on établit ce quti suit, ot (a, &, ¢) désigne encore une redulte 1mpropre
quelconque, de discriminant 3(8\T +5). | '

1° c=o0 (mod 3). — La classe (a, b, c) contient une forme ¢ :

si b> 0o, quandalafois ¢<3a e a—c=2 (mod4),
sib<<o, quand ' ‘a==o (modl_[;)f

2° a==0 (mod 3). — La classe (a, b, ¢) contient une forme ¢ :

... sib>o0,  quand | .e=o0  (mod4j),
s1b < o, quand a—c=2 (mod 4).
3 a4 2b+c=o0 (mod 3). — La classe (a, b, c) c'ontieni ine
forme ¢.: '
si, & la fois, @ + 2b + ¢<3a et c=o (mod‘.[;).r
4° @ —2b+c==o0(mod 3). — La classe (a, b, c) contient une _
forme ¢ :

sie=o  (mod4). -
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_Cela posé, oy, égal au nombre des formes o, comme & celui des
formes ¢, est la demi-somme de ces deux nombres.

On en conclut que 20y est égal au nombre des classes de formes de
T'ordre impropre, et de discriminant 3(8N + 5).

En effet, soient (a, b, ¢) et (a, — b, ¢) deux réduites opposées, non
équivalentes (c’est-d-dire non ambigués), représentant deux de ces
classes, opposées entre elles; la relation ac— b*=7% (mod 8) montre
que a et ¢ ne sont pas simultanément = 2 (mod 4). Dés lors, les deux
_Tableaux ci-dessus montrent aisément que, dans chacun des quatre
cas, et quelles que soient les valeurs de @ et ¢ (mod 4), les deux classes
(a, b, c¢) et (a, — b, c) contiennent, au total, soit deux formes ¢ et
pas de ¢; soit deux formes ¢ et pas de o; soit une forme'o et une
forme {; donc, deux classes opposées donnent deux unités dans le
nombre total des formes ¢ et §, c’est-a-dire encore qu’une classe non
- ambigué donne une unité dans ce nombre total.
~ Le méme fait se vérifie pour une classe ambigué.

Done enfin, oy, égal & la moitié du nombre total des formes o
et ¢, est la moitié du nombre des classes impropres, de discrimi-
nant 3(8N + 5).

Si 8N + 5 est multiple de 3, on constate que toute classe impropre
de discriminant 3(8N + 5) donne encore une demi-unité dans ay si
elle ne contient pas 3 en facteur; si elle contient ce facteur, elle donne
deux unités.

Donc enfin, dans tous les cas,

¥

20,=F,[3(8N + 5)] + 3T, (M> |

e dernier I, étant nul si 8N + 5 n’est pas multiple de 3, ou encore

BN X
29 L 3(8\‘ +5)]+3F (3572,
car ici (n° 50) les F, sont égaux aux I,

92. Détermination de ou. — On multiplie encore membre ‘A
- membre les deux développements introduits a propos de ¢, au com-
Journ. de»Mvath. (6° série), tome 1IL.. — Fasc. 1V, 1407, 57



442 G. HUMBERT. '
mencement du n° 91 ; le coefficient de cos2z dans le second membre

nouveau, développé en série de Fourier, est o ¢*.
On trouve, en opérant comme plus haat, que

1 _;_ 2N+;
=20 o

wy étant le nombre des solutions entiéres z, y, z de

24 N—1=22? — 33° — 6)}2,

verifiant
‘ 0< 3z 2, —x < 3y < =
En écrivant ‘ ' '

UN—1=3(z—y—3)(x—y+2)—(2- 3y),

et faisafit correspondre & la solution z, y, = successivement les deux

formes

[x—y—3, x~3y, 3(w—y‘+z)j [z—y+3, -3y, 3(:1:—)/—;)],

on trouve que wy est égal au nombre des classes de I’ ordlc unpropre,
de dlscrlmmant 24N — 1, ou que : -

2.\—-1

w_.[;? TR (2[|N—— 1.

. ) L ,

-93. Développement de 6,H*@3H, :@*. — Sans donner in extenso

ce développement, qui nous serait inutilé, disons seulement que les
coefficients des Lermes en cosz et en cos3x y sont respectivement

«© 3N+2

¥ * T(3N + 2),

L
BN =12qg"
N=o0

¢ =g gg‘ [.‘1‘(N)‘+ 33 (];)] i
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Ny . . Ty Y/ N .
J(-3~> étant nul si N n’est pas multiple de 3, et J(o) ¢étant égal
a — 5> comme d’ordinaire. ‘

~ ¢ . . T N » .0 .
Les développements des expressions analogues & H*H}0, : 0* n’in-
troduisent pas d’autres fonctions numériques que £, 9, 9%, €.

- 94. Déoeloppements auxiliaires. — En appliquant la méthode de
- . S e . T . L.
Liouville (n°®.3), et changeant ensuite « en x + 5 on obtient “les

quatre développementd
HOH, = , 2 g sin(6m +2)z,

- @

Ho o = Ag_%zqa’"’*"‘ sin(6m -+ 1),
H,oH=A _2 g*" 2 (— 1)" sin(6m + 2)m,
H,8,0 =Ag ™" ¥ g m(— 1) cos(6m + 1),

A étant un coefficient que la méthode laisse indéterminé, et qu’on
calcule en faisant = o dans la derniére équation. On trouve ainsi

3 n-OG—Ag 2‘(13”"*”‘ ",

Mais on connait la relation classique (')

. '_;’}101‘0:2"?3)‘ :
étant posé ’ :

M= qtz 2 ( m 3nz’+m _2‘ ( m ‘ﬁ Sl
5
par suite ‘

A= 2¢°q°.

N

3 . g . . o
(') Par exemple, voir Weser, Elliptische Functionen, § 21.



444 ' G. HUMBERT.

95. Corollaires. — Dérivons en x les trois premiéres relations du
numéro précédent, et faisons ensuite z = o; en tenant compte de ce
que H'(0) est»,0,0, et remplacant A par sa valeur, on.trouve

1 {34 132
T f 7 = 9; V (Gln -+ 2)(131"?-{-27" — 2: (6!72 4 2)g 37 ,
- ¢3m+1)=
YIIO N = 9 2( I)”‘(()m —i—_z)q“" 2 Z ( l)m(()’n 4 .,)q I
! Z : - o1
0,0 = gﬁ_ (()m + l)q:;mi-f-m . — 2ﬁ (617?, + [)(1 C

On en déduirait immédiatement des conséquences arithmétiques,
que nous laissons ici de coté parce qu’elles n’intéressent pas les
nombres de classes. i

CHAPITRE: 1L
CONSEQUENCES DES NOUVEAUX DEVELOPPEMENTS.
96. Multiplions membre & membre les relations (n° 94 et 3)

HoOoH=A 2 g+ (— 1y sin(6m + 2)w,

a mq"l .

0, Ik O'_ =38 2 g Sin2ma,
et égalons les termes indépendants de x dans les deux membres
nouveaux. Nous trouvons, en tenant compte de la valeur de A
équation

) '%' | E (— l)ln [I3m’+5m4-1(31n +.l)

] + (Iﬁlll+2

0 .
+E ( . 1)"‘ q3m‘é+7m,+a ( 5 m—+ 2) )
- 1 -+ q6m+4

N1

L"{lldlll ensuite, dans les deux membres, les coefficients de ¢****, on
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obtient sans difficulté la formule :

IEne

m3
<0

= — ﬁzd(ﬁz)’

/

24N 416 — (6m i l)"'lv g
97 -‘

P[24N-416 - @mr1)] + 3F |

’

la derniére somme s’étendant aux décompositions 6N + 4 = dd,, avec
d <d,, et d, d, étant de parités dilférentes (*).

97. De méme, en égalant, dans les denx membres du produit con-
sidéré au commencement du numéro précédent, les termes en cosa, on
obtient 'expression de on v, et la formule :

' 3 (- I)sz[g_/,N —(6m +1)5] =—-Xd (—-—d‘ﬁd,);

>
”l'——;ﬂ
<
la derni¢re somme s'étend aux décompositions 6N =dd,, avec

d<d,, detd, étant de parités différentes, et un scul des deux étant
multiple de 3. ‘ '

98, En procédant de méme & partir des développements de H, 0, H

et HO, 1 ©*, on trouverait les expressions de 9t7, €. De la premiére,
on déduit cette formule

Z>(__ I)mJ[mN—i-g—l‘(ﬁm-i-:)’] :_}:8<6—;§l>’

ms=o 2
<

la derniére somme s'étendant aux décompositions 12N + g = 83,
avec ¢ < ¢,, et un seul des deux facteurs g, ¢, €tant multiple de 3.

) (ﬁ?) est le s;yml)ole de Jacobi. l¢ci, d—+d, ne peul étre multiple de 3,
. . v

car ddy= 1 (mod3). Au premier membre, la seconde fonction F est nulle si
24N 4~ 16 — (6m +4-1)% n'est pas muluiple de g.
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99. Formules du- premier type de Liouville. — Multiplions,
membre a4 membre les relations (n* 66 et 94),

—_—pdm
q

2ps Hi®H - gm
770362 ‘G; =38 ZTT—L sin2mx,

[

1 s oo
s HOH, = Z g+ sin (6m + 2) x,
et égalons, dans les développements des deux membres nouveaux, les
termes indépendants et les termes en cosx; nous obtenons ainsi les
valeurs de
cinb, et owlnd,.
Par exemple, on a

3 m3+3m-il 3MI+T 3
‘t.g 367]00 ——42(3"2-}- l) q Gnl+'2 42(3”2-{-2) ’/ 6m+¢

~N

Si maintenant on remplace 6v, par sa valeur (n° 938), on tiouve,
en égalant les coefficients de ¢***' dans les deux. membles, la for-

mule .

2(6m+ 1) F24N 16 — (6m + 1)7] + 3F| 222 ‘é(ﬁ"ﬂ |

m_z.o . . e 1
< . .

= 22 (i;) dz,

la derniére somme s'étendant aux décompositions 6N + 4 = dd,,
d < d, etd, d, de parités différentes.
L’expression de o0nf, conduit 4 la formule :

S (6m + I)F[2[|N —(6m+ry] == (‘L“g_‘i) d,

m>0
<

la derniére somme s’étendant aux décompositions 6N = dd,, d < d,,
- d et d, de parités différentes, et un seul des deux multiple de 3.
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De méme, en formant 9t70v),, on aura

: 2(3#1 + 1) J{3N —-(31?2—}— 1)?] :2 <§%§1) 32,

la derniére somme s’étendant aux décompositions 3N = &9,, avec
¢ <8,, 8 et 8, de méme parité, et un seul des deux étant multiple de 3,
. Dés lors cette somme est nulle si N est impairement pair.

100. Relations o intervient la forme x*+ 3y*. — On peut ob-
tenic, d’une maniére simple, des formules qui rappellent celles du se-
cond type de Kronecker. . ’

Multiplions, en effet, par v les deux membles la relal;lon classique
(1),

-ﬁm=42J”FMv+w,

‘il vient, en utilisant I'expression de ,0,7 (n° 93),

@m 1)1 . (& m +n=

mZg. 3 (—‘-—1)"‘(6172—1—2):42(1 F([w—i—z)xZ( Ytq

v ‘ : .
., . T . N A —
D’ol, en égalant. les coefﬁcwnts deg " la formule :

42( I)"LF[I2N+7_(6IN‘+I)] zb( ’

m=0
<

la derniére somme s'étendant aux représentations 12N + 7= 3a?+ b?,
avecazo; bZoy et de plus b (qui est nécessaivement pan‘) étant du
type 64 + 2.

En opérant de méme sur la relation

2 =430 R+,
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on trouve

42(_ 1)"‘F[I2N -+ 4“‘3(6’”_‘")2] = L’Zb(— I)’b‘_"
>

m=0
<

la derniére somme s'étendant anx repbésentations 3N +1=3a®+ b?,
avecazo;bZo,et b étant =1 (mod3).

A0L. Relations oi intervient la forme indéfinie x*— Gy* —
En multipliant membre & membre la relation (n° 14) :

2m+1)?

1 m T2 .t .
WHH.:zE<—1) q sin(4m + 2)z,

et celle qui donne. ;0,0 H,0,H:0 (n° 4), on obtient les expres-
sions de . "
£h(g?) et mb(g),

qui conduisent immédiatement aux formules snivantes. D'abord :

Z(— s A[F(QllN + 15— 24 m'-’_)-‘_;. 3 F(gﬂ_"_*‘_%ﬂ>]

=— 23 (o 3y)(~ 1)§,

laderniére somme s’étendant aux représentations 6N +10 = 2% =~ 62,
avecy > o0; « > 3y [« est nécessairement = o0 (mod 4)]. Ensuite :

B (=) F (4N =1~ 24mt) = = Sy () (= 1y

m=0
<

laderniére somme s’étendant aux représentations 48 N — 2 = x* — 63,
avecy > 03 x > 3y [« est nécessairement == 2 (mod 4)]. -

102. Si 'on multiplie I'un par I'autre les développements de

. (04
XH‘Q‘H et Y]'O'Oﬁi
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(ce dernier déduit par dérivation du développement classique de
1,0,0 : @), on trouve sans difficulté, en se reportant a4 la premiére
formule du n° 43, et calculant le terme indépendant et celui en cos2z
du produit, les deux relations suivantes. D’abord :

63, (— 1y P, [HNT0m @m0 (2) (o - 3y),
. m2o -

la derniére somme s’étendant aux représentations

24N + 19 =2* — 6y, y>o, x>3y.

Ensuite :

GZ(_ I')”lFl [%N—H—;(Gm—}—ﬁ‘] ="—E <§> (o — 3)/)7, :

)

m=o
Z! .

la derniére somme s’étendant aux représentations

24N +1 =2 — 6y*, yZo, x> 3y.

”

.. L o 3 o
Toutefois, st 24N + 1 est un carré, a®, le terme — ((—l) a@, ui pro-
vient de la représentation x = @, y = o, doit étre divisé par 2 (').

(') L’impression de ce Travail élait terminée quand j’ai eu communicatjon de
trois intéressants Mémoires, dont deux en langue tchéque, de M, Karel Petr,
professeur a ’Université de Prague { Acad. des Sciences de Bohéme, 1goo-1go1).
M. Petr a complété, comme je Pai fait (n° 8), la formule initiale d'Hermite, et
donné les deux développements () et (10). 1l en a déduit les formules (35) et
36) du premier type de Liouville et celles (40) a (44)- du second type; enfin il
a obtenu trois des formules du Chapitre [V, o figure la classe #*—2y?. Clest
done a lui que revient le mérite d’avoir fait apparaitre une forme indéfinie dans
les applications arithmétiques des fonctions elliptiques. -

Journ. de Math. (6 séric), tome I1L. — Fasc. 1V, 1407. 58



