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NOMBRES DE CLASSES DES FORMES QUADRATIQUES 337 

Formules relatives aux nombres de classes 
. des formes quadratiques binaires et positives ; . 

PAR M. G. HUMBERT 

Hermite, dans sa Lettre à Liouville (') et dans un Mémoire ulté-
rieur (2), a donné une méthode, relativement élémentaire, pour éta-
blir les résultats classiques de Kronecker sur les nombres de classes. 
La méthode d'Hermite repose sur les développements en séries trigo-
nométriques de certains quotients de fonctions thêta; il m'a semblé 
que sa souplesse permettrait, non seulement de retrouver, comme l'a 
fait l'illustre géomètre, des.formules déjà connues, mais d'en obtenir 
de nouvelles. 

C'est à cette recherche qu'est consacré le présent Mémoire, divisé 
en deux Parties. 

Dans un premier Chapitre, je rappelle ou j'établis les développe-
ments en séries de Fourier qui seront le plus fréquemment utilisés 
dans la suite. 

Le second Chapitre apporte un complément direct soit aux formules 
initiales de Kronecker," soit à celles qu'il leur a ajoutées plus tard. 

Le troisième se rapporte à des formules d'une nature différente, que 

(') Comptes rendus, t. LI1I; Journal de Liouville, 2' série, t. VII; OEuvres, 
t. II, p. 109. 

(2) Comptes rendus, t. LV ; Journal de Liouville, 2 e sérié, t. IX; OEuvres, 
t. II, p. 242. 

Journ. de Math. (6· série), tome III. — Fasc. IV, 1907. 44 
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j'appelle f ormules du type de Liouville, parce que ce géomètre en a 
fait connaître, sans démonstration d'ailleurs, les premiers exemples. 

Dans le quatrième Chapitre, je donne des relations où figurent, avec 
les nombres de classes, certaines représentations d'un entier par la 
forme x* — : c'est, je crois* la première fois qu'on voit apparaître 
une forme indéfinie dans les applications des fonctions elliptiques à 
l'Arithmétique. En particulier, je retrouve et j'établis un résultat 
indiqué par Stieltjes, sans aucune démonstration, dans sa correspon-
dance avec Hermite. 

Après un cinquième Chapitre, consacré à une digression arithmé-
tique, le sixième Chapitre donne des formules où interviennent, à côté 
des nombres de classes, les minima des classes de même discriminant, 
ou les carrés de ces minima. 

La deuxième Partie a trait tout entière aux applications de la trans-
formation du troisième ordre, combinée avec la méthode d'Hermite. 

J'y montre comment les formules établies dans la première Partie 
permettent, non seulement de démontrer, mais, encore d'étendre, les 
relations entre les nombres de classes qui ont été déduites de la multi-
plication complexe de la fonction modulaire liée au tétraèdre; j'ajoute 
ensuite des relations d'ùfi autre caractère, que je tire de développe-
ments nouveaux. 

Je pourrai, dans un Mémoire ultérieur, apporter quelques complé-
ments aux belles formules que M. Gierster a rattachées à la fonction 
de l'icosaèclre ; mais j,e n'ose espérer que la méthode d'Hermite con-
duise à des relations telles que celles, si profondes et si générales, qu'a 
fait connaître M. Hurwitz, dans son étude des correspondances modu-
laires. 

Observation générale. -*·. Dans tout le Mémoire, je désignerai 
par F(N) le nombre des classes binaires positives de discriminant N.et 
de l'ordre propre, c'est-à-dire où les deux coefficients extrêmes ne sont 
pas pairs tous deux; F,(N) sera le même nombre pour les classes de 
l'ordre impropre (où les deux coefficients extrêmes sont pairs). Il n'est 
rien supposé sur la primitivilé des formes, c'est-à-dire qu'une classe 
de discriminant N, de l'ordre propre, et dont les coefficients ont un 
diviseur commun impair, compte pour une unité dans F(N) ; de-même 
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une classe de l'ordre impropre, dont les coefficients- ont un diviseur 
commun quelconque, compte pour une unité dans F, (M). 

Toutefois, selon les conventions ordinaires, dans F ou dans F,, une 
classe équivalente à α(#24-jy2) compte pour dans F,, une classé 
équivalente à a( -z.v2 -+- ixy 2y2) compte pour1. 

Ori po'sërâ aussi 
F(Ν) -+- F, ( Ν) = G(i\), 

de sorte que G(N) est le nombre total des classés de discriminant N. 
Toutes ces notations sont conformes à celles de Kronecker etd'Her-

mite ; on fera également partout 

F(0) = 0; F,(0) = JTy 

On posera enfin, pour simplifier, 

F(N) -+- 3F,(N) = J (N), 

F(N)-3Î,,(N) = I(N), 

F(N) — F
(
 (N) = E(N), 

et l'on aura 
J(o) = -i, I(o)=R E(o) = 1. 

PREMIÈRE PARTIE 

CHAPITRE I. 

-PRINCIPAUX DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. 

1. Notations adoptées. — Pour rester en harmonie avec les pre-
miers travaux d'Hermite, je poserai, erî altérant légèrement les nota-
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tions de Jacobi, 

@,(x) = q'n,e2mia: = ι -t- '2 côs2mx, 

0(x) = ^qm'(—i)«e2n"!B — [ 4- 2^gw'(— r)"'cos2ma;, 

H,(a?)= ^<7 4 e(2«+«)i« = 2 4 cos(2m -+- i)ac, 

H(a?) 4 (—i)"*e(2'"+,!'® = 2 * (—i)"'sin(2m -+- i)a?. 

Je désignerai par θ,, θ, η, les valeurs des trois premières fonctions 
pour χ — o; par η' la quantité H'(o) : 

θ«=Ε?""' ό=2(-·ι)τ'» 1«=2? 4 ? 

ï)' = 2(—'fC2™ -+- 0? 4 — —i)m(2m-h i)q 4 . 

On sait que η' = η, θ, θ. 
Les relations quadratiques entre les quatre fonctions s'écrivent : 

62H2 -1- θ2H2 — η2Θ'2 = ο, 02Θ2 — θ2Θ2 -+- η2Η2 = ο, 
θ2Η; Η- θ2Η2 - η2Θ2 = ο, θ2Θ'; - θ2Θ2 +- η;Η2 = ο. 

La troisième, pour χ = ο, donne la formule classique θ4 = θ4 H- η}. 
Rappelons aussi les formules 

®<(α;+ί)= ® (X + f) = ®« (x)l 
H,(a;-+-^) = —H(a?), H(A- -H ̂  = H, (x), 

et, si l'on pose 
q = β'πτ, λ = e~ixq T, 
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les relations 

Θ. Ç) = λΗ, (χ), H, (χ -+- Ç) « λΘ,Ο), ' 

Θ (χ -t- =ίλΗ (a?), Η (χ -+- = ίλΘ (χ). 

Enfin,on a 

Θ, (χ,-ç)~0 (x,çr), Θ (χ, - ç) = &
l
(x,.ç), 

Η,(a?, — çr) = Η,(a;, ^)e4, Η(χ, — ç) = Η (χ, ç)e1'.. 

2. Les relations différentielles classiques s'écrivent : 

Η'Θ -ΗΘ' = 0*Η,Θ„ ΘΉ, - ΘΗ'
( = 9';Θ,Η, 

ΗΉ,-ΗΗ'
(
 = η;Θ,Θ, Θ'Θ, — Θ Θ', — η2Η,Η, 

Η'Θ, - Η Θ', = θ;Η, Θ, Θ', Η, - Θ, Η', = θ2ΘΗ. 

Si l'on désigne par θ", θ", η" les valeurs des dérivées secondes de Θ,, 
Θ, H,, pour χ = o, c'est-à-dire 

9'; = - 49"= - 42(-

η'; = -^(2ΐη + ι)29' * , 

on "déduit, des relations différentielles, les formules 

η, θ'; - 9, η'; = η, 9, 9% η, θ" - 9tf = η, 99J, θ, 9" - 99'; = 6Θ,Υ){. 

5. On trouvera, dans le second travail d'Hermite mentionné ci-
dessus, les développements en séries de Fourier des quotients des 
quatre fonctions thêta prises deux à deux, ainsi que ceux des expres-
sions telles que HH, : Θ, qui contiennent en dénominateur une de ces 
fonctions et en numérateur le produit de deux autres. 

En dérivant les premiers développements, on obtient des formules 
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telles que celles-ci : 

ηΐΜ'-^τ =42i2m7^^sin2ma;' 

TU"i"-ûr == -r-r^ -h 4 X am ——r—cos2m®, 

1 η.0 -0T = 4 2.(':2 m ■+■r) sin (a m -t- I )x, 

η.0 -0T = 4 2.(':2 m ■+■r) sin (a m -t- I )x, 

Les autres formules du même type se déduisent de celles-là par les 

changements de ®,en χ -+- X et de q en — q. 

4. On établit aisément, par la méthode indiquée plus bas ( n° f»), les 
formules suivantes : 

•A f) fi θΐ 

= 4q 4—3q 4 -t- -f-.(— i)m"'(am — 1) q 4 J sin2 mx, 

(2) B λΗ,Θ,Θ cosa; 

= 4^(_ ï)m+l q 4 I q 4-K.— i)"'_l (?_m — \)q 4 cos(2m-i- i)x. 

En y changeant χ en x-h^> on obtient les développements des 

deux- autres expressions analogues 

"ll^l 02 et Ή)®»® JJ2 ' 

5. Démonstration de la formule fondamentale d'Hermite. — 
Cette formule est celle qui donne le développement de Η2Θ, :Θ2. 
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Hermite l'indique sans démonstration ; il est facile de. l'établir par une 
méthode due à Liouville et utilisée par Biehler dans sa seconde 
Thèse (1 ). 

On considère simultanément les deux fonctions Hr Θ;, : Θ2 et 
Θ2 H, :H2, dont la seconde se déduit de la première, à un facte ut-

exponentiel près, par le changement de χ ena: + ̂ · 

On a 

-0T-=2i A'»c0S2ma:;' 

car le développement de Fourier peut se faire dans une bande paral-
lèle à l'axe des quantités réelles, et dont les deux lignes frontières 

passent par les points ^ et — zéros de Θ(#); de plus, la fonction à 

développer étant paire et ayant la période π, il ne figurera que des 
cosinus de multiples pairs de χ. . 

La fonction paire Θ2Η, ;Η2 devient infinie pour χ — o, le terme 

principal est f-^ , c'est-à-dire 4? —il en résulte que la fonction 

θ*1Ι, ι ι 
.H2 langa?sina; 

n'a pas de pôles dans la bande ci-dessus; comme c'est une fonction 
paire, changeant de signe quand on change χ en χ η, ,©n aura 

(«) ^l
)
9ugffi =

 tang
j

sina;
+IB»'C0S(^» + ')^ 

et, par ce qui précède, 

(fO η,θ2ί^1 =2A
m

cos2/na;. 

(') Sur les développements en séries des fonctions doublement périodiques 
de troisième espèce. Paris, Gautliier-iVillars, 1879. 
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Changeons, dans (α), χ en χ -+- il vient 

[ γ, 03 H8®' c-'xg 1 — I 

(y) tang (x + TTt) sin (x + TTt) 

Ι -h^Bmcos(2m-h-1) ^x-h 

Or 
ι . e ^ 2 ' H- e ^ 9 ' 

tang I a;-H — \ e\ 2/—e V 2/ 

et, par q =eint, on trouve aisément 

ι -qeUx+i f — 2 i\fqeix\ 
tang^ + Tjs.n^ + TJ Tjs.n^ + TJ Tjs.n^ + TJ 

= - 2\,/geix(i-hqeiix) 
χ [i4-2 5re2,a:-i-...H-(w-t-i)yme2OT'®+...]. 

De meme 

B
m
cos(2m4-i)ix +γ) =^Lei2mM),a;^ 2

 + e
-i2m+,>''*?

 2 J 

Portons ces valeurs au second membre de (γ); dans le premier 
membre, remplaçons η, Θ2Η2Θ, :Θ2 par son développement (β), et éga-
lons les coefficients de ei2m~,)ix et e-<-2m-V'x dans les deux membres. Il 
vient 

Amq "= - Îi\fq(2m — i)qm-<+Bm_tq 2 , 

Am-1 q-1 = Bm-1q - 2m-1 

Toutefois, si m = t, on a A
Q
q 2. 

L'élimination de Βdonne la relation de récurrence : 

(β) A
m
= A

m
~

%
q2m'i — 4(2W — \)qm 4; 
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toutefois 

(ε) A, = 2A0Î — 4 q 4" 

Posons'= on a, dans (δ) et (ε), 

ΓΛ.,„= — i)q 4 , 

....................... 

citoj 2 et)© — 4 q ^ * 

On en tire immédiatement 

»"»/»— 2iA>0 4 ) 
étant posé 

^
m
=q'l+3q " + ..'.-4-(·2ΐη- i)q 4 . 

De là résultent, par les valeurs de A,„ et B
m

, les deux développe-
ments suivants, où l'on a remplacé A<> par 4 Ά>> 

l η. = ΛΘ, (as) — 2?""' α« C0S2 ma·, 

l η. = ΛΘ, (as) — 2?""' α« C0S2 ma·, l η. = ΛΘ, (as) — 2?""' α« C0S2 ma·, 

La première de ces formules a été donnée par Hermite (Lettre à 
ÏÀouville). ■·'■·, 

6. Remarque, — A priori, la méthode suivie devait laisser dans 
les développements un terme indéterminé. Car, en cherchant à déve-
lopper (H - -t- [A0S)0, :02 et (02-f- : H-, on est conduit exac-
tement aux mêmes équations que ci-dessus pour les A,„ et les B,„, 
quelle que soit la constante μ; donc; dans le développement de 
Η2Θ, *. Θ2, par exemple, il devait figurer un terme Λ0,, dont la mé-
thode ne pouvait donner le coefficient JU. 

7. Détermination dé &>. ·— C'est, dans la théorie d'Hermile, le 
Journ, de Math. (6« STRIE), TOME ITL. — Kasc. IV, 1907. 4^ 
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point fondamental où apparaît le nombre des classes. Nous présente-
rons le raisonnement d'Hermite de la manière suivante. 

On a (HERMITE, Comptes rendus, t. LY, et Œuvres, t. II, 
p. 242-244) les développements : 

=2,lf/L,sin(2m + o·*» 

= 4 (1 4- %q~{ 4-...4- 25r_"',)sin(2m + i)a;. 

Multiplions membre à membre ces deux relations, et égalons, dans 
les deux membres nouveaux, développés en séries de Fourier, les 
termes indépendants de x. 

Au premier membre, le terme cherché est ju; au second membre, en 
vertu de la formule 2 sin ax sin bx =cos (α — b)x — cos(a 4- b)x, ce 
sera la somme 

4 (l 4-2?-'+...-+- 20-"·"). 

On a ainsi 

A = 2 2 9 ' 4 " [i + q-m+t +...+qW"+i) 

Posons <A> —^^q 4 /(4 Ν 4- 3), et cherchons à déterminerf \ Ν est 

évidemment un entier variant de ο à 4- 00. 
On a, en vertu de l'expression cirdessus de Λ,, à poser 

(Ε,) 4N + 3=(2m + i)2 + 2(2m + i) + 4p(2/n + i) — 4p2 

et /(4N 4- 3) est le nombre des solutions de l'équation (E,), avec les 
conditions m^o, ρ = 0, — m<u<m 

Écrivons (Ε,) 

(Ε) 4N 4- 3 = (2 m 4-1) (2 m 4- 4p 4-3) — 4p·2 
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et considérons la forme φ positive, et de l'ordre propre, 

φ = (2m -b- i)x2 4- 4 (2m -H 4p + 3)ys = αχ- 4- 2bxy-t cy2, 

dont le discriminant, par (E), est 4Ν ■+- 3. On a, par ce qui précède, 

0) c> a, modè<«, ^pair, α etc impairs; 

et il y a autant d'unités dans /(4N 4- 3) qu'il y a de formes positives 
(a, b, c), de l'ordre propre, satisfaisant aux conditions (I), c'est-à-dire 
de formes <p. 

Fig. ι. 

M' A' r, B- P' 
1 

2 1| 1 3 
I \ I 

M p 

>* 

-il 1 lvi 
C Q * 0 

Pour calculer ce nombre, partons de la division modulaire du plan : 
le point représentatif de la forme (a, b, c) étant le point 

— 6 + 1 \Jac~~ b* y a 

les inégalités (I) établissent que, pour une forme φ, le point représen-
tatif est dans l'une des régions 1, 2, 3, 4, 5, mais non sur l'arc CABD, 
ni sur les droités CM', DP'. ' . " 

Soit maintenant çp
0
 = asc2 4- 2$xy 4- γ y2 une forme réduite quel-

conque de l'ordre propre, de discriminant 4Ν -1-3; son point repré-
sentatif est, comme on sait, dans la région 1, mais ne peut être sur son 
contour, car γ = α, ou 2/3= ± a, avec αγ — β2 = 4Ν -l·-3, donne-
raient γ et α pairs, et <p

0
 serait de l'ordre impropre. 

La forme φ
β
 (si β<ο) a une équivalente, et une seule, dont le point 

représentatif est soit 2, soit dtfns 3; à savoir: 

φ, = α.χ*- -h a (β ± α )xy 4- (γ ± 2β 4- <z)y2\ 
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de même elle a une équivalente, dont le point représentatif est dans 4 
ou dans 5, 

©
a
 = yar + ι{— β ± γ)#χ-)- (γ 2β -4- α)/2; 

les signes supérieurs et inférieurs se correspondent dans φ,, comme 
dans ©

2
 : si β >> ο, il faut prendre dans <p, les signes inférieurs et 

dans φ2 les supérieurs ; ce sera l'inverse si β <( o. 
Une et une seule des formes ψ

0
, ψ,, ©2

 est une forme ©, c'est-à-dire, 
puisque les inégalités (I) sont satisfaites pour toutes ces formes par 
la position même de leurs points représentatifs, qu'une et une seule de 
ces formes a son coefficient moyen pair, et ses extrêmes impairs. 

C'est en effet : 

f
0
 si α et γ impairs, β pair et | o; 

φ, si α impair, β impair, γ pair; 
©

2
 si γ impair, β impair, α pair. 

Ce Tableau épuise toutes les parités possibles pour α, β, γ, .à cause 
de la relation αγ — β2 = 4 Ν -+- 3, et de l'hypothèse que α et γ ne sont 
pas tous deux pairs (ordre propre). 

Donc, enfin, il y a autant de formes ο que.de réduites de l'ordre 
propre, de discriminant 4Ν H- 3, en sorte qu'on trouve avec Hermite 

/(4N + 3) = F(4N + 3), 

F(D) désignant le nombre des classes de l'ordre propre de discrimi-
nant Ω. 

Donc, enfin, 

cf, = 2/^F(4N + 3). 

8. On traiterait de la même manière les fonctions analogues telles 
que II2H, ;Θ'2, Θ,Η, ;©2, Pour cette dernière, la détermination 
du coefficient qui correspond à χ est un peu plus difficile et revient 
aux calculs qu'a développés Hermite dans le paragraphe 3 de son 
second Mémoire (Œuvres, t. II, p. 248 et suiv.). 
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On obtient ainsi les vingt-quatre formules suivantes, qui se répar-

tissent en trois groupes. 

Premier groupe. 

= " «Λ-Θ, -2f''a«cos2ma;, . . - = " «Λ-Θ, -2f''a«cos2ma;, . . -

4*1«®. + amcos(2m + i)x, 

(3) £*h®2%r = ΛΘ — i)"lco$2mx, 

~Hf = iSfe + ΛΗ "Σ? 4 ««(-0wsin(2»i + i)3?. _ 

Am = q 4+ 3q 4 +... 4- {%m — i)q 4 , 

a=2/+IF(4N + 3). " 

Les deux dernières formules se déduisent des premières par le 

changement de χ en ac ·+■ ^ · 

Si maintenant on change q en — q, on obtient les quatre formules 

4Yl«®ï~0f ~ — cVe4 Θ -+-]£ 2Μ,α,„(—r)m.cos2ma?, 

^η.®2-^-1 = H(-2? 4 amcos(2m -+- i)x, 

4*)< ®2 ΊΡ^ ~ — Λ'e4 Θ, 4-2?m'a'«C0S2mj:''! 

" 41®*® Tïf + H ~~Σ? «B,(-i)"'sin(2W-t-i)a?> 

Λ.ί,= ch(- q)=%ek (.-1)» / + ï F(/,N + 3). 
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En ajoutant membre à membre les deux formules où les premiers 
membres ont Θ2 en dénominateur, on trouve 

3»]. §i [Q;H2 + O2Hn = (cb-eb'e'*)0.. 

Mais 0; H2 -+- θ2 H2 = η2 Θ2 (n° 4 ), de sorte qu'il reste 

Q UJ /7T l - cVe4 4 

c'est la relation d'Hermite (Lettre à Liouville) : 

^ = 82Î"ï~F(8v + 3). 

Joignons-y l'équation qui se déduit des expressions de cb et χ' : 

cb 4- <Â,'e 4 = 4 F(8v + 7).. 

Deuxième groupe. 

I -©i-1 = HbH(— 2^1? 4 P»C0S(2L» + l)a?, 

TF ~ 4~TïW+ ^Θ< ~ ç°B2jnar, 

= tf-Ή — 4 .(—x)mS,„sin(2M 

I i 0| llf = +
 ~

 1 )"*?»-· cos a mar, 

β/Λ= q -+- 2y~4 -+-... ■+· mq-'"\ 

(6) . «b = 2?SF(4N) = 22?SF( Ν), 

en comptant pour { toute classe du type α (a?2 -f-y2)· Changeant ^ en 
— q, on aurait quatre formules analogues, où figurerait g), que 
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nous désignerons par m/ : 

Ψο' — i&(— q) .= 2^(— l)v^vF(v). 

Troisième groupé. 

'4®20i -w1 ~ sH, + a]£<y 4 (3mcos(2OT-HiK 

'Je>0, ̂  '== - βΘ, — 2^"»%., C0S2/nar, 

(7) " -gr ~ ell -r- 2^V/ 4 ( — ι)"' β,n sin(am -+- χ) χ, 

7,0'0' lïf = 4^il· - δΘ -22?'Λ5(-ι)'Αβ
ηι

-, όο§2»ιχ, 

e = -;+2î"|F(N)-3F,(N)]=2?»I(N). ■· 

Enfin, les quatre dernières formules se déduiraient des précédentes 
par changement de q en — q. 

9. Remarque./ — En ajoutant membre à membre les premières 
formules des deuxième et troisième groupes, on trouve la relation 

ut + e — 1.0®, 

c'est-à-dire Y équation de Kronecker ( ' ) : 

0Î = ̂ I^[F(N)-f,(N)], 

qui donne le théorème classique sur les décompositions d'un entier 
. en sommes de trois carrés, et d'où l'on déduit de suite les formules 

(') Crelie, t. 57, p. 248; Liouville, 2e série, t. V, p. 289 
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connues : 

η, θ; = 42/+^F(4N + I), n% = 42/+'f(4 ν + 2). 

Si. l'on admet l'équation de Kronecker, les formules du troisième 
groupe se tirent immédiatement de celles du deuxième. 

10. Hermite n'a fait connaître explicitement que la première for-
mule du premier groupe; Kronecker a calculé la valeur de il!>, sans 
d'ailleurs donner in extenso aucune formule du second groupe (' ). 

11. Développements fondamentaux. — En combinant les for-
mules ci-dessus avec celles du n° 4, et en appliquant les relations que 
fournit la transformation du second ordre, on arrive à de nouvelles 
formules qui joueront un rôle fondamental dans nos recherches. 

Partons des deux développements . 

=— ^Ή+2^(~ i)"'q 4 β'ω sin(2TO -h i)x, 

SôîQÎsr= e'H+î2(-i)"î 4 'β!»sin(2m + *)*» 
1 

qui se déduisent d'équations des second et troisième groupes par le 
changement de q en — q\ ©' est©(— q), et est βώ(— q). · 

Il vient, en ajoutant membre a membre, · ■ ■ · · ■ ï 

ο|[»;β; + η:Η;] . - -

= 4(©'— H-ι- ib^(—i)'"y 4 P'
m

sin(2rn -f-1)> x. 

D'autre part, la première formule du n° 4 s'écrit 

δΙαθ,η,Θ,Η,^δ^-ιΓ'-Ύ"' 
1 

q * — 'àq 4 -+- ■ · · -+- (— i)"'-' (im- i)q 1 4 Jsinià/rca; 

(') Monalsberichte, 26 mai 1862, p. 3oj. 
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et l'on en déduit, par addition, le développement de la fonction 

Ορ(0,Θ,+η,Η,)=, 

qui est, en vertu des formules de la transformation d'ordre 2, la 
fonction · ' { 

V(*,?)0« Va' q y 

Changeons maintenant χ en 2.x et q en qi, cette fonction devient, 
en vertu des mêmes formules (voir ci-après n° 14), 

Wcr2>> y) g) Qi/y a\ ou ÔQ ülli (5)3 \9 ) 0^^¿c,q) 0f(¿c, g) . *' * 9v* 1 0S ' 

12. On a ainsi le développement 

ββ,ΗΗ.§| 

= 4[®'(?2)-^'(?2)] Η(237) ?2) 

(8.)'' O'" 7 2 [ —,2^~2-t-., ,-ι-(—i)"'2/ttçr2m,]sin{/iwH-2).r 

q 2 -H..i)'"-4(2m— i)q 2 J sin4ma?. 

. On trouverait de même, ou par la méthode directe dés nos o-7, la 
formule analogue 

j 00,00, § 
! ~-.^-+-4K(îa)-e'(grS)]0(2®.?*) 

(6) ( — 8^(— \ )"ιψ"Λ\— 2 q~2 + ... + (— 1 )'"2mq~î'"1\ cos 4 m χ 

~ I)'"? 2 L? 2+... + (—I)"I_,(2OT— L)^F 2 JC0S,(4»Î-T-2)AÎ. 

Journ. de Math. (6" série), tome III, — Fasc. IV, 1907. 46 
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D'ailleurs on a 

»'(?')-e'(ïs)=2(-')"î""[F(N) + 3F'(N)]=i(- 0"î™j(N). 

J (N) étant la fonction définie dans l'Introduction. 

15. Enfin un procédé semblable donne les formules (ι o) et (ι ι) : 

"ΊΙ^Η,Θ,ρ = -H e 4 H
4
 (a?, V?) 

' L3?_8-l---. + (4m -1)? 8 Jeos(4m + i);e 

— 42? 8 L ? " + .,. + (4'» + i)? 8 Jcos(4/»4-3)ÎK. 

D'ailleurs on a 

A°(\Jq) -l- e1* X'(s]q) = 2^q 8 F(8N -+- 7). 

h
1
e.H,e,g

i
 = ^5 + 2H

1
(x,^)2î ' F(8N + 7) 

(11) / —42? 8 L ? 8 + ...h-(4^ — 3)? 8 J cos(4/w-t- i)x 

I —42? " Î3? * + ... + (4'» - 0? " Jcos(4m + 3);r. 

Les autres développements du même type se déduisent des précé-

dents (nos 12 et 15) par les changements de % en χ -+- ^ et de q en — q. 

14. Nous réunirons ici, pour y renvoyer au besoin, les principales 
formules de la transf ormation du second ordre. 

ΘΘ, = θ (
?

s)0 (2®, q% - HH, =: 0(?2)H" (2X, q2), 
Θ; -+-Θ2 = q2), H2 — H3 — 2 0y(?2)H,(2a?, q-)\ 
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d'où 

00, = 03(^=), - η; = 2θ((^)η,(^), 0; + Ο2 = 20;(y2), 

ΗΘ=-{η,( sJq)B (χ, sfg), H,Θ, — £■/]·, ( sjq)l\
y
{x, sfq), 

Θ; + Η;= 0,( vy)0,O, ifq), Θ2 + II2 = 0,( \/q)& (χ, sfg), 

e4 ΗΘ, = ^,(i V5)H(îç, isiq), e4-Η.,Θ = ϊ'η,(i(x, islq). 

CHAPITRE II. 
FORMULES DES DEUX TYPES DE KRONECKEli. 

13. Kronecker a donné deux sortes de formules, dans lesquelles, aux ' 
premiers membres, figurent des sommes algébriques de nombres de 
classes. Dans les formules du premier type ('), qui sont au nombre de 
huit, les seconds membres contiennent des sommes de diviseurs réels; 
dans celles du deuxième type (2) interviennent des diviseurs com-
plexes a -t- bi,. c'est-à-dire des représentations par là forme x-+y2. 
M. Hurwitz (') a fait connaître des relations analogues, où appa-
raissent des diviseurs a-t-bisfz, c'est-à-dire des représentations par 

χ· -+- 2ρ2 

Ce sont des formules nouvelles, se rattachant a ces deux types, que 
nons allons maintenant établir. 

Complément aux formules du premier type. 

H». Nous n'avons obtenu qu'une seule formule de ce type; 
On a (nos 3 et 14) les développements 

(») W^-ej^sinam*, 

(') Crelie, t. 57, p. 2^8; Liouçille, a" série, t. V, p. 2S9. 

(-) Manatsberichle, avril 18~5. 

(») C relie, t. 99 
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et 

(i3) —e .-.H©,— Vo 8 (— i) 2 sin(2wi)®. 

Multiplions membre à membre, en observant (n° 14·) que 

ηϊΟν?) = 2η. (- ç) = 2ï],Ôe4 /, 

le premier membre sera 

(14) 1n(ivq)n1o1h2eiTT 

c'est-à-dire, au facteur £η, (i, \jq)e 8 près, le premier membre de (i o). 

Donc, dans (i4);
 en vertu de (io), le terme en cos® est 

(i5) 2C 8 ï],OV§0?82? 8 F(8v -+■ 7). 

. Ce terme est dès lôrs égal au terme en cos® obtenu par le produit 
des seconds membres de(ia) et(i3), et qu'on calcule immédiatement 
par la formule 2 sin α sin b — cos (a — b) — cos (a -+* b) ; On trouve 
ainsi l'expression 

(16) [(2/w + l}5 mini— D (2M—-1)* (#//-—!> un — 2) 1 

L'égalité des quantités (. 5) et (16) conduit à la formule que nous 
avons en vue. 

En effet, dans (r5), cherchons le coefficient de q 8, Ν étant néces-
sairement entier et positif. Il faut, à cet effet, poser 

8N -1- 1 = 8v -1- 7 -h (2® -+- j)2-+-1 "(®|o) 

et le coefficient cherché est 

22(-0 *· F[8N-(2®.+ I),J; 
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Pour avoir l.c coefficient de q 8 dans (i(">), il faut poser 

!8ÎS1 = Srn (·2/η + ι)2 -i- 16/np, 

(17) c'est-à-dire 
.· - 2N = m(m -4- 4p H-.3),- (m, ρ = 0) 

et 
/: / r(fiN ·+· 1) — 8m' + (2m'1 — i)J;+ i&m'p', 

(18) < c'est-à-dire 
( 2 Ν = 1)' im'i P'=°) 

et le coefficient cherché est 

42m(-xp-'"V 

On reconnaît sans difficulté, à l'aide de (17) et de (i-8), que cette 
expression est égale à la somme 

-4£S(-I) ' 

étendue aux décompositions 2 Ν — δ δ,, où δ <.δ,'; ° et S, étant positifs 
et deparités différentes. De là, la formule finale 

(■»). Σ (^τ)ρ[8Ν - (*'*+οι =-2s(^)' 

où l'on a introduit le symbole, de Jacobi; la somme, au premier 

membre, porte sur les valeurs positives entières de x, à partir de o, telles 
quc8N —,(%x ·+-1)2 ne soit pas négatif;: la .somme, au second membre, 
s'étend à toutes les décompositions en facteurs 2Ν = δδ

(
, δ et δ, 

n'étant pas de même parité, et δ étant inférieur à δ,. . 

17. Remarques. — 1" La formule (19) ne paraît pas rentrer dans 
les formules classiques I—VIII du premier type de Kronecker. 

2° Si l'on partait des développements (nos 5 et 14) de ΙΙΘ, :Θ2 et 
de Η,Θ,, en utilisant alors l'équation (8), au lieu de l'équation (10), 



358 G. HUMBERT. 
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on obtiendrait de même une relation ou figure-la fonction. J, et qui 
coïncide, aux notations près, avec la formule VIII de Kronecker. 

Notre formule (19) se présente donc comme l'analogue dé celle-ci. 

Nouvelles formules du second type. 

18. L es développements en série qui vont nous servir sont ceux de 
fonctions telles que H'H, *. Θ. · . 

Partons de la formule d'Hermite (1 ) 

I HH, V ■<>*( v -ÛÎLJL'N . 

et dérivons les deux membres par rapport à a?. 
Au premier membre, en tenant compte des relations différentielles 

du n° 2, on trouve 

Qi/y a\ ou ÔQ ülli (5)3 

d'où l'on tire, en .utilisant la première formule (3), la relation 

(so) I η, ρ ' = Α.©, -Η ^ qmt [(2/n — 1 )q ' + (m - 3)q 4-H...·+-<?' 4 -J cos 2/«a;. 

On trouverait de même 

Ul,^=
e

'A-H, +
 2
2?^ 

(2t) 
f χ \mq k-sr(m — i)q 4-4- .. .-h q 4 jcos(2/» -t- i).t, 

(22) 4 1 β 2 2 lAzfl 

X [2m-1-1 4-2(2/» — 2(2/», — 3)q"!'-\-. . .-H "2.q~"'"'\ cos(2/» + i).:c, 

(') Comptes rendus, l. LV, p. 11 ; Œuvres, t. II, p. 244. 
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(23) H1(ï)=H(J) = 22î ' (-0 ' =^",1.(ΐ«') = ν'β(ΐ')η1(ί")· 

I ^ m1~i (m ~ l)l * + ·.··+· 1'"*' cos(2 tn + 2)x. 

19. Gela posé, faisons x = dans les formules (20) à (23). On 

trouve directement, et en'utilisant ensuite les formules du nQ 14., 

(24) Θ, == Θ (£j = 2(-
1
 )Ύ'"' =

 f
J(?

4

·) = VWWCi
1
), 

—· » 

(25) H1(ï)=H(J) = 22î ' (-0 ' =^"
,

1.(ΐ«') = ν'β(ΐ')η
1
(ί")· 

Dès lors, la substitution χ = | faite dans (21), par exemple, donne, 

au premier mèmbre, 

-0' (v/'-¿0( (?’)• c’est-à-dire -0' (v/'-¿0( (?’)• 

On a ainsi, en remplaçant Θ', par son développement, la re-
lation : 

2?|2"+1)1(2U + t) (— l)"X , " ' ' ' 

(26) / = 2?' 4 (-0 2 4 (-i)vF(4v-h3) 

I -22? 4 (~l) 2 Ymq " + {m-\)q '-h.-.-hq 4 J. 

Égalons les coeffîcierits de q*' dans les deux membres de (26) : 

ι0 Ν pair. Il n'y a pas de terme en qN au premier membre; au 
second membre, si l.'on pose N = 2N', ce terme a pour coefficient, 
comme le donne un calcul facile, " 

_2F[8N'~ (am +i)a](-ι)"~Γ~-22ί(-'ι) * ». 
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la seconde somme s'étendant aux décompositions en facteurs aN = δδ,, 
où o

4
 et δ sont de parités contraires, et δ, > δ. On retrouve ainsi la 

formule (19). 
20 Ν impair; N = 2N'+i. — En ce cas, il n'y a pas de terme 

en qN dans la somme ̂  qui figure au second membre de (26). 

Au premier membre, pour avoir le terme en q*, posons 

2N' + J= (2n+i)s+2/»i, {m, η |o); 

le coefficient cherché sera —i)n(2« 4-1). De là, la formule 

nouvelle, à placer à côlé de (19), 

(*7) Σ(-0 2 F[8N'4-4-(2m+r)2] = 2(-I)~«! 

la somme, au second membre, portant sur les décompositions 

2lN'+ 1 == a4-t- 2b- (<2> o, ù|o). 

20. En opérant de même sur le développement (20), on obtiendrait 
la formule VII de Kronecker, et un cas particulier d'une formule due 
à M. Hurwitz ('). 

21. Le développement (22) conduit à une seule formule, qui est 
nouvelle, 

2 F[4N1 — (2m-+-i)2J 

(28) < < 

2 cl -+* cl i 2 

Au second membre, la première somme porte sur les décompositions 

4N -1-1 = a2+ l\b2, (a>o, ù|o); 

(') Crelie, t. 99. 
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la seconde sur les décompositions en facteurs 4 Ν -+-ι = d,d, avec 

d,>d. Toutefois, si 4 Ν -t- ι est un carré parfait δ3, le terme —20 (2) 

devra être divisé par 2 (1 ), c'est-à-dire être remplacé par — δ Qj· 

22. Le développement (23) ne donne que des résultats connus. 

25. Une autre méthode, pour obtenir des relations du second type 

de Kronecker, consiste à poser χ = ~ dans les équations (20) à (23). 

Si dans la relation Θ, (x ■+- = e~ixq TH, (x), on fait χ = — TT, 
on trouve 

®· (?)=»·(!> 
et, de même, 

H(f) = ·'«(?)· 
Si l'on remplace χ par ^ dans les relations quadratiques entre les 

quatre fonctions thêta, on trouve aisément 

é(?):».(f) = «(?*):«(?)· 

Enfin, on a directement 

i, (II) =Σι Τ=?~Γ\Σ?~ =Σι Τ=?~Γ\Σ?-

d'où 

θΛτ) = 2? nAq )■ 

Ces formules donnent les -valeurs des quatre fonctions thêta pour 

X~j. 

(') Cela provient de ce que, dans le crochet qui figure au second membre de 
(22), le premier terme est im -H 1 et non 2(2m + i) comme l'exigerait l'ana-
logie avec les termes suivants. 

Journ. de Math. (6" série), tome III. — Ease. IV. 1907. 47 
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24. Faisons x=^~ dans l'équation, déduite de (20) par le change-

ment de q en — q, 

4η' 0i 

ίΞ Γ —1 

= e4 Jl/Θ \)mqml(zm — i)q 4 + ... 

+ (2m — 2p. 4-1)q 4 -I4 J cos2mx. 

Il vient, au premier membre, 

ΙΣί 4 4 + 4 

et au second 

2rX-0vF(4v + 3)x2/+r(-ir 

2rX-0vF(4v + 3)x2/+r(-ir 

+ (2m-2^ + i)? 4 -h q 4 J. 

Egalons, dans les deux membres, les coefficients de q 4 , en distin-
guant les cas de Ν = 2M et Ν = 2M 4- ι. 

Si Ν = 2 M, le coefficient cherché est, au premier membre, la 
somme 

(29) ^(27* + I)(-0β> 

étendue aux décompositions 16M -t- 5 = (4« 4- 3)2 4- 4(2m 4-1)2, 
avec m, n=o. Cette'formule exige que η soit impair, donc (— τ)Β = — ι. 

Au second membre, le coefficient de q 4 se compose des trois 
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sommes 

(30) ί —(8ot' + 5)2^ (-1)mmm1 

( +ϊΣ(δ-ι)+^Σ(δ'+ι)> 

δ désignant tout diviseur de 16M -+- 5 inférieur à son conjugué (') et 
du type 4 h H- 3 ; δ' tout diviseur de 16M -+- 5 inférieur à son conjugué 
et du type 4^ -H ι · 

L'égalité des expressions (29) et (3o) donne la formule cherchée; 
on la simplifie en observant que 

, ^Σ(δ_ *)+ ^Σ(δ'+ ·)—5_Σ(δ+δ')+ |Α' 

A étant la différence entre le nombre des décompositions 

16M 4-5 = δ'δ', où δ'=δ', = ι (mod 4), 

et celui des décompositions 

i6M-i-5 —δδ, où δ==δ, = 3 (mod 4)· 

Sous une autre forme, par un résultat classique, A est le quart du 
nombre des décompositions 

(3ι) 16M 5 = a- -+- h-, 

a, ù|o, a impair, b pair (δ est nécessairement impairement pair). 
D'ailleurs α ou — a, soit ta, est du type 4« -t- 3; et la décomposi-

tion considérée ci-dessus · 

16M -t- 5 = (4η -t- 3)2 + 4(2« + i)2 

donne 
εα = 4« + 3, d'où in -t-1 = ^(ta —_i). 

'(') Si Az=ô§„ les diviseurs S et δ, sont dits conjugués. 
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Dès lors, la somme (29) s'écrit 

-4ΣΟ + ι) = -·§2>« + §β> 

Β étant le nombre des ta, c'est-à-dire la moitié du nombre des décom-
positions (31), nombre qui est 4 A, de sorte que £B est jA. 

Ainsi le terme { A figure à la fois dans (29) et (3o) et se détruit; il 
reste alors, si l'on observe que F(4Û) = 2F(0), la formule 

2(-0mF[i6M-+-5 - (8m + 5)2] =2^+ 

d désignant tout diviseur de 16 M —5 inférieur à son conjugué, et 

s'étendant aux décompositions 16M -+- 5 = a2 -+- b2, où a, ù|o, 

b pair, a impair et = 3 (mod 4)· 

25. On aurait une formule analogue en supposant N—2M + 1; 
les deux formules se réunissent en une seule : 

2(— i)M£(- I)"'F[I6M -+- 8/î -1- 5 — (8m — 4h -+- 5)2] 

=Σ^-Σ(ΐ)-

Dans cette formule, h est soit o, soit 1, à volonté; d désigne tout 
diviseur de Ι6Μ-+-8Λ-Ι-5, inférieur à son conjugué; la dernière 
somme, enfin, s'étend aux décompositions 

ι6Μ-ι-8Λ-ι-5 = α2-)-έ2, 

avec a, b > ο, a impair, b pair. 

20. En faisant χ = dans la relation qu'on déduit de (22) par 



NOMBRES DE CLASSES DES FORMES QUADRATIQUES. 365 

changement de q en — q, on obtient la double formule 

2<- I)"2(- I)mFfi6M -T- 8Λ -M — (8m-MA-H I)S] 

(8m-MA-H I)S] a, 

h est à volonté ο ou i; d désigne tout diviseur de i6M -+-8A h- i, 
inférieur ou égal à son conjugué*, la dernière somme enfin s'étend 
aux décompositions 

i6M -t- 8A -4-1 = α2 -t- 2A2, 

avec a^> o, A|o. 
Toutefois, si 16M-1-8A + 1 est un carré δ2, on divise par 2, au 

second membre, le terme — δ^|^· 

27. Nous n'insisterons pas davantage sur les formules qu'on obtien-
drait par ce procédé, préférant aborder des relations d'un caractère 
plus nouveau. 

CHAPITRE III. 

FORMULES DES DEUX TYPES DE LIOUVILLE. 

28. Liouville a indiqué une intéressante formule (1 ) où le premier 
membre est 

2(- i)'"(2m -+- i)F[8N -t- 4 — (2m -h i)2], 

et où le second membre dépend des décompositions de 8 Ν -M en deux 
carrés. Stieltjes a donné (2) la démonstration de la formule de Liou-

(') Liouville, 1" série, t. XIV, p. 1. 
(!) Comptes rendus, 10 décembre i883; Correspondance avec Hermite, 1.1, 

. p. 66. 
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ville et en a établi d'analogues ((), où figurent; sous le signe F, des 
expressions telles que A — 2(2/22- 4- x)2, ou A — 3(2/22 -+-1)2·. 

Dans l'ordre d'idées deLiouville, j'ai obtenu les résultats qui suivent. 

29. Formules nouvelles du premier type de Liouville. — Dans 

la formule (22), changeons χ en χ -+- il vient 

Θ, = — 4ubH — 4 (-1)'" 

X [2Bi + I-|-.,.+ 2(2ffl + l — 2ρ.)5,_μ,4-...Η- 2Ç_m'] sin(2m-t- i)a;. 

Egalons les valeurs principales des deux membres pour χ = ο. On a 

η" θ = — 4ιϋ>η'— 4 (- if(2ffl-(-i)[2ffl + i+...+ 2f"']; 

remplaçons f]'[ et η' par leurs valeurs (nos 2 et 1), et écrivons que les 

coefficients de q 4 sont les mêmes dans les deux membres, nous 
obtenons la relation nouvelle : I 

42("~ 0m(2m i)F[4N+ I — (2/22 -+-1)2] 

- -%d(dt + d) (~ + (·- i)n2«2· 

La premièi'e somme, au second membre, s'étend aux décomposi-
tions 4Ν -+-1 = did, ou d

{
 >d-, la deuxième aux décompositions 

(32) 4 Ν + ι = H- 4^% (α>ο, 6§o). 

On peut simplifier la formule, en observant que 

dt + d-î d—1 

(l) Comptes rendus, 17 décembre 1883. 
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on a alors au second membre le terme — (—1) d-12 , c'est-à-dire 

-(-■)SN2(r 

et, comme le dernier ̂  est la moitié du nombre des décomposi-

tions (32), il est évident que , 

- (- O"N 2(- ο7'=-3 (- ο" Σ ("*+^)· 

Noire formule prend ainsi la forme définitive : 

8(— I)»2(—1)"!(2m -h I)F[4N -h 1 — (2m -t- i)3] 

= -2Σ(ϊτ)^+Σ(α2~4£2), 

la signification des sommes, au second membre, ayant été indiquée 
plus haut. 

Toutefois, si 4N ■+-1 est un carré S3, on divisera par 2 le terme 

— 2 δ2 du second membre. 

30. Remarque. — En changeant χ en χ -+- ^ dans (21), et égalant 

les valeurs principales des deux membres pour χ = ο, on trouverait 
la formule même de Liouville. 

31. Suite des formules du premier type de Liouville. — On a 

fi< = fi< gï('H Θ - ô~®<H<) - fi<-g— fi-0 -gr-» 

et, par.(2o), (4) et les expressions de Λ, et — cib'e4 (n° 8), 

fi. ^ = B0(!2?~F(8v + 7) + 

χ[(νη— \)q 2p.+ \)q 4 - 4 Jeos2/na?. 
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D'autre part [n° 3, (i)j, 

Λ ô ijr = 82 TTW» sin2'mx 

et l'on a 

Θ' = 4 2 mqm'(— i)m+l ùnimoc. 

Effectuons le produit membre à membre de ces deux dernières 
relations; le terme indépendant de x, au premier membre, sera, par 
la formule du bas de la page précédente, 

(33) 8η, M 2? 4 F(8v-t~7); 

au second membre, ce sera 

(34) *2 m'££<-ι)~·. 

Remplaçons η, θ, θ par η', et égalons les coefficients de qm dans (33) 
et (34), nous arrivons immédiatement à la formule : 

(35) 2(— + T)F[8N — (2M -4-1)2] =2°2(~ 0 2 · 

La somme, au second membre, s'étend aux décompositions, déjà 
rencontrées au n° i6, 2Ν = S8,, où δ <[ o, et δ, δ, de parités diffé-
rentes. 

32. On trouve de même, en utilisant (22) et la première rela-
tion (7), le développement 

6,0' = 4(ife -- β)Η, -+- 2qk cosa; -+- 24 comcos(2/» -+- i)x, 

où l'on a posé, 

to
m
= 2/n -f- i-t-... -I- (l\m — 8 ρ -l- f)q μ.! 4-(— ^m-\- i)'q -m2 
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- Maintenant, si l'on multiplie membre à membre les développemènts 
(n° 3) de ό2η, ΘΗΘ,':Θ2 et de Θ', et si l'on égale dans les deux 
membres nouveaux les termes en cosasyon arrive à la f ormule simple 

(36) H-0"Σ(-·Κ"»+οj(4K~w~4'2,"+"')=-2(:y)^ 

d désignant tout diviseur de 4Ν -+- r inférieur ou égal à son conjugué, 
Toutefois, si 4 Ν + 1 = δ2, le terme du second membre qui correspond 
à δ devra être divisé par 2. 

■' Les formules (35) et (36) sont remarquables en ce sens qu'il ne 
figure, dans les seconds membres, que des diviseurs réels. 

33. Second type de Liouville. — Liouville, toujours sans démons-
tration, a fait connaître une formule (l) où le premier membre est 

^(2/» H- I)2F[4N — (2m -T- i)s], 

le second membre s'exprimant à l'aide des diviseurs de N. Nous 
retrouverons cette formule plus bas; nous en établirons d'abord 
d'autres, plus élégantes, qui donnent d'une manière générale les , 
sommes · · ■ 

^m2F(N — m·) et ^/n2F
t
(N — m'2). 

34. Formules du second type. — Partons de la relation qu'on 

déduit de (9), (n° 12),·en changeant χ en χ -t- -> à savoir : 

Θ0,^ΘΘ,= +40(2«, 0v?2vJ(v) 
0 

~ — 2f! + ...+ (-|)"'2FLI? 2'"·] COS 4 mx, . 

1 (~ —1)% 2 Jeos(4m-t-2)ar 

(') journal de Liouville, 2e série, t. XII, p. 99. 

Journ. de Math. (G* SÉRIE), TOME III. — FASC. IV. 1907. 48 
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et égalons les coefficients des termes en χ- dans les deux membres. 
Au premier membre, le coefficient de a?2 est 

66, 66,, c'est-à-dire θ4θ|, ou 08(^a), 

et l'on a évidemment 

(3?) r(?=) = i+2?'»'(-.)»t(N), 

φ(Ν) étant le nombre de décompositions de Ν en somme de huit 
carrés (à racines positives, négatives ou nulles, et l'ordre des carrés 
entrant en compte). 

Il est bien connu d'ailleurs que 

ç(aM + i)= ?(
2Μ

) =
 ι6

[2°ρ~Σ
δ

'
3

]' 

S désignant tout diviseur de 2M -1- 1 ; 0^ (et δ,·) tout diviseur pair (et 
impair) de 2M. 

Au second membre, le coefficient de χ- est 

τ-t- 4^(—i)v^"vJ(v) X i6m2g2""(- 1)'" 

1381 + ιΰ2(— ■ ·+ (— i)m?.rncf'imt] 

— l6^?(—ΐ)"'£ 2 (2'»+l)![î !+... + (-l)""'(2»i-l)j 2 J. 

Égalons maintenant les coefficients de gîN (Ν )> o) dans les expres-
sions (3φ) et (38). 

Dans (37), c'est (— i)N®(N); dans la première ligne de (38), 
c'est 

—■ 6/j (— f)'N' ^ m2J(N — w2); 

enfin, dans les deux dernières lignes de (38), on voit aisément que 
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c'est 
i6_2 (— ι)d>(d

s
-d)(d

i+
d)2, 

somme étendue aux décompositions en facteurs Ν = dd
{
, d<d,. 

53. Formules finales. — Distinguons maintenant deux cas : 
ι° Ν impair. — On aura, en tenant compté de dd

{
 - N, 

(3p) =

 ~
 2

2^
3
' (N = c?,o?; d<d,). 

0 

Toutefois, si Ν est un carré, δ2, il faut diviser par 2 le terme — 2§2 

du second membre. 
On peut obtenir, par voie élémentaire, une formule analogue à (3g). 
Partons de la relation de Kronecker, (n° 9), 

6:=,22Î'[F(»)-F,(V)]; 

multiplions les deux membres par^m2^"' et égalons les coefficients 

de qs dans les deux membres nouveaux. 
Au premier membre, ce coefficient est^/n2 étendu à toutes les 

décompositions Ν = x2 -t-y2 -l-s2 -+- m2, c'est-à-dire 

y£(x2-h y* + z2-{-ms) ou ^N<p,(N) 

φ, (N) étant le nombre des décompositions de Ν en quatre carrés, 

ici 8^ S, puisque N est impair. On a dès lors 

6^/n2[F(N — m2) — F,(N — m2)] 

= X m2 [F(N - m2) — F, (N — m2)] = N^S, 

S désignant tout diviseur de N. 
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En combinant cette relation avec (3g) de manière à faire disparaître . 
successivement les termes en F, et en F, on trouve les deux formules 
simples 

(4o) '8 2^2F(N-m2)= N^d,-^d3 (N impair) 

(41) '8 2^2F(N-m2)= 

Aux seconds membres, les sommes s'étendent aux décompositions 
N = avec dSd,·, on a de plus, comme d'ordinaire,. F(o) = o, 
ι 2F,(o) = — 1. Si Ν est un carré, δ*, lès termes qui proviennent de la 
décomposition Ν — δ

0
.δ

0 doivent tous, être divisés par 2 dans les 
seconds membres ('). 

2" Ν pair. — La même série de calculs conduit aux résultats 
suivants. 

Désignons par dp tout diviseur pair, par d, tout diviseur impair 
de N; soit Ν == dd, une décomposition quelconque de Ν en deux fac-
teurs avec d Sdi r posons. 

U(N)=2(- I)d1 (d1-d), 

U,(N)=2(- 1)'.«-<<')! 

on a, Ν étant pair quelconque, 

(42) ( x6 2^aF(N.-™2) 

( =3N2rf.—2^
+

Σ^
+Νυ

(·
Ν
)^

υ
»ί

Ν
)' 

(') On peut dire aussi que, dans (4®), et quel que soit Ν impair, la somme au 
second membre porte sur les décompositions Ν — dd,, avec d<C.d,. L'observa-
tion ne s'applique pas à (40· . ■ , 

La formule (4o) s'écrit aussi, quel que soit N-impair, 

8 Σ m'F( N _ m* ) — Σd(-d* ~~d^· 
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(43) •." j. 16.V TO2F, (N — m2) 

, ' ( =-N2<I,-2'Ç+1<<Î-,-nU(N)+U.(N). 

Pour Ν carré parfait, il n'y a pas de modification; on suppose tour 
•jours F(o) = o, 12F, (0) =—1. 

56. Formule de Liouville (1 ). — Nous fa trouverons en égalant 
les coefficients de χ- dans les deux membres de (10), puis ceux de q* 
dans les deux membres de la relation obtenue. Il vient ainsi 

2 ( 2 m -i- i)2F [8 Ν — (2»!+1)2 j = — 8 -h 2 (Λ> ~ ̂ )'( V"F^·) o' 
0 

d' désignant tout diviseur de Ν à conjugué impair, et la dernière 
somme s'étendant aux décompositions aN = o

p
Zh avec' $i<C$p, 

δ,· impair, op pair. On peut écrire aussi . 

(44) ( ^(2/n ·+" ')2F[8N — (am + i)2] 

= - 8I>,3+2ΝΣ(^~ δ')+Σ(δΡ- δ?)ι" 

les d'et δ ayant la signification qui vient d'être indiquée. 

37. Remarques: — i° Si l'on multiplie par ^(2/n 4- i)agr ' · 

, les deux membres de la relation d'Hermite (n° 8,· p. 35o), et si l'on 
égale les coefficients de ψ*,+ι dans les deux nouveaux membres, on 
arrive à la formule 

(45). 2(2ffl-+ i)2F[8N -1- 4 — (2/n + O2] =(2.N -+- 1) ^d, 

d étant un diviseur quelconque de 2 Ν H- 1. 

{') Journal de Liouville, 2e série, t, XII, p.'99. 
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2° Les formules (44) et (45) sont implicitement contenues dans (42)· 
3° La formule donnée par Liouville, sans aucune indication de dé-

monstration, comprend en réalité les deux relations (44) et (45). 

58. Dernière formule du second type. — Reprenons la relation 
du n° 52 : 

6,0'= 4('>fe — β)Η, 4- 2g4cosa; 4- 2 4 o>ra cos(2m 4-ι )#, 

et égalons les coefficients de »2 dans les deux membres. Au premier 
membre, on a θ2θ"η': θ2; c'est-à-dire, en remplaçant η' par η,0, θ et 
η,Ο" par 4-θη, G4 (n° 2), 

02(ηϊ -t-η.^) °u 4ηΙ(^ -+- ©) + η,g;. 

Il vient ainsi 

ηι^ = 2ηΙ(- ^ — 3s) - q'- λ)-q 4 ωηι. 

Or, égalons de même les coefficients de χ- dans les deux membres 
de la première relation (5), nous trouvons 

η^ = 2η><> + 42(2™ + 1)2? 4 β»; 

d'où, par combinaison avec la relation précédente, 

(46) η1θ;4-7η;θ;=6η';(2^-©)-^4+2(27" + 1)2? 4 (a8p„—ω„). 

Maintenant, égalons, dans les deux membres de (46), les coeffi-

cients de q 4. Si l'on désigne par C,
i7
 et C

53
 les nombres des décom-

positions de 4N 4- i en un carré impair suivi de sept carrés pairs, et 
en cinq carrés impairs suivis de trois pairs, le coefficient cherché, au 
premier membre, est 

Ci,7 4- 7C
5>3

. 
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Or, si C est le nombre total des décompositions de 4Ν + i en huit 

carrés, écrits dans un ordre quelconque, on a évidemment 

c = 80,., -1- 77733= 8(C
1;

, + 7^5,3)· 

Donc, le coefficient cherché au premier membre est le huitième 
de C, c'est-à-dire deux fois la somme des cubes des diviseurs de 
4N + 1. 

Si, maintenant, on observe que 

2^ — e = 2?v[4F(v) — F(v) + 3F,(v)] = 3^vG(v),' 

en désignant toujours par G(v), avec Kronecker, le nombre total, 

F(v) + F,(v), 

des classes de discriminant ν (ordre propre et ordre impropre réunis), 
on achève le calcul sans difficulté, et l'on arrive à la formule : 

24^(2m-hi)-G(^N~t~' 4(2W + ,)) = + - 3d); 

la somme, au second membre, s'étend aux décompositions 

4Ν -t- 1 = dd„ d<d,. 

Toutefois, si 4N -+-1 est carré, le terme qui provient de la décom-
position 4Ν + 1 = 0.0 doit être divisé par 1. 

On peut observer que G = ^(4)
 +

 ^'(ί)
 = F,(w), ce qui 

permet de n'introduire que F, dans la dernière formule. 

3D. Remarque. — En opérant sur la formule du n" 51, comme 
l'on vient d'opérer sur celle analogue du n° 52, on trouverait un ré-
sultat plus compliqué qu'il est inutile d'indiquer ici. 
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CHAPITRE IV. 

FORMULES OU INTERVIENT LA CLASSE x"'— 1 /s 

- 40. Partons de la première formule (2), (n° 4), ' 

q 4 — 3 q ' + ...+ (-ι)""'(2»ι-ι·)? 4 J sin 2 ma? 

et de 

II = 2^(— 1 )"'q 4 sin(2/?i -+- i)x-

Multiplions membre à membre et égalons les coefficients des termes 
en cosa? dans les deux nouveaux membres. 

Au .premier, en vertu de la formule fondamentale (10R ce eoeffi-
fcient est 

(4?) 28 F(8vi- 7>i 

au second, par la formule 2sinasin& = cos(a — b) — cos(a -+- £), et 
par la multiplication directe, on obtient, pour le coefficient analogue, 

(48) 22Îî"i-3?"i+... + (-.r(2m-x)? 4 J qm\q 4 -q 4 ). 

Egalons maintenant les coefficients de qN dans (47) et (48). Dans 
(4v ), on trouve de suite : : "' · ' ■]". 

2^(— ι)"Έ(8Ν — ι — 8m2);. 

dans (48), il faut poser successivement 

/ 4 Ν = Î^m- -t- (2m —i)2 — (2'p — i)2 (m, p. >1, p.5/?z), 

(49) [ 4N = -+- (un' -+- 1)2 — (2p.'—i)a (/η',μ'> ι, p/<m') 
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et ,1e coefficient cherché sera 

(So) — 0 + 2^(— ι)μ'(^ρ-'- τ). 

Les équations (49) s'écrivent 

l 8N - i = (4m - 1)2- 2(2μ —1)% 
(Si) . 

( 8 Ν — I = (4«ï'-+- l)2"— 2('2[a' — i)2, 

ce qui fait apparaître la forme#2 — 2y-. Observons maintenant que, 
si l'on pose 8N — 1 = a;2 — 2y-, χ et y sont nécessairement impairs; 
dès lors, les relations (51), jointes aux inégalités (kg), se résument en 

8N — 1 = a?a — ay2, x,y^o, »>2 y 

et l'expression (5o) a pour valeur 

Σ(_.)"Ψ(8Ν 

On a donc la formule nouvelle 

(52) Σ(_.)"Ψ(8Ν-ι-8™2)=^(-ΙΓ\ 

la somme, au second membre, s'étendant aux représentations 

8 Ν — ι = χ- — 2y2, avec x, y>o, χ ^>2y. 

41. En partant du produit de η, θ, 6H, Θ, H : Θ2 par Θ, et utilisant 
la formule fondamentale (8), on trouve, par un calcul tout semblabléj 

(53) 2 Z(-1) m(m+1) J(8N + 1 - (2m + 1)2) = Z (2) (2y - x) 

la dernière somme s'étendant aux représentations 

t8Ν -ι- ι = χ- — 2y'2, a, y > ο, χ > 2y. 
Journ. de Math■ (6· série), tome III. — Ease. IV, 1907. 49 



3.7« G. HUMBEBT. 

Si 8Ν ι est un carré, o2, le terme (— o) du second membre,' 

qui répond à χ — δ, y — ο, doit être divisé par 2; et, comme tou-
jours, 4 J(o) = — 1. 

42. Remarque. — En chassant, dans (20), le dénominateur Θ, et 
égalant les termes constants dans les deux membres nouveaux, on re-
trouverait (02). De même (33) s'obtiendrait à partir de (22). : ; ; 

45. Nous, établirons plus loin, par une. autre méthode,. des rela-
tions du même genre ρ restant dans un ordre d'idées analogue, nous 
donnerons ici des formules.qui se rattachent au premier type cle Liou-
ville, et qui dérrvent d'un développement plus compliqué. 

Ce développement est le suivant : 

&' 'Θ2' = 120,(237, q^^q 2 F,(4V 3) + I2H,('2 37, 5-2)^g2vG(v) 

-t-4^?2"" [(2m — 3)^ 2-H . .. -f- {un — 6μ + 3)q 2 

. +(—4^ + 3)5' 2 ,jcos4'«« 

2 2Wa+ ' -H ... -H (2m — ,6p. -+- 1 )q 2μ'-)-.\. 

+ (-4«4- cos (4 m -f- 2)37 

+ 2J2 COS 2#. 

. D autre part, en multipliant membre à membre les développements 
de Θ' et de η,Ο,ΟΗ, Θ, H : Θ2, il résulte de la relation précédente que 
le terme constant et le terme en cos2o.· seront respectivement 

1 ar^q 2 F,(4v-+-3) et η' ιφ -+- 24çr2(V)J· 

En calculant ces termes directement, dans la multiplication, on 
obtient deux identités en q, qui conduisent sans difficulté à deux for-
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mules qu'on résume en celle-ci : 

6g(-i)'"(a"» + i)F«(M (a
a

,w"l"')1) = - y)ix- ar)(-i) · » 
mjïo 

M désignant un entier =± 1 (mod 8), et la dernière somme s'éten-
dant aux représentations · 

M = ;ra — 2 y%, avec a? ^>2 y. 

Toutefois, si M est un carré, S2, on divise par 2, au second membre, 
le terme qui provient de la représentation M = ο2 — 2.02. 

44. Les autres formules de ce Chapitre dérivent des- développe-
ments des quotients tels que H:©2, établis par Biehler dans sa Thèse ('); 

Biehler a trouvé 

(—ι)1""1 (m -ι- μ — ι )ç 4 2 sin(2/w — i)x, 

développement du même type que celui de 1 : Θ, donné dans les FUJI-

dame nia. 
On a, d'ailleurs (n° 14), 

41®, —e 8 η, \i(f ) ̂  g 8 (— 1) 2 sin(2/« — i)x. 
1 

Multiplions membre à membre les deux dernières relations-, au 
nouveau premier membre, d'après la première équation ( 3), le terme 
indépendant de χ est CLQÏ], ; au nouveau second membre, c'est 

« !(-') 2 + (m + p-l)ç 8 · " 4 

Mais la formule (n° 14), η®(^)= a-q,(ç2) (),(<?-), donne 

14/ ‘\ ÜH Wv = **).(—ÿ)Ô.(- $0= yj.O; 

(') Paris, Gaulliiei-Villars, 1879. 
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il reste dès lors 

14/ ‘\ ÜH Wv = **).(—ÿ)Ô.(- $0= yj.O; 

Le coefficient de «tau premier membre est la série 

Σι ' (-■> ' · 

égalons maintenant dans les deux membres les coefficients de q 8. 
Au premier membre, en remplaçant «i par sa valeur (n° 8), le 

coefficient cherché est 

(54) ZF [8N -1- (im + 1)² (-1) mm+1 

Au second membre, nous devons poser 

8 Ν - Ι = (Μ-Ι)! + 2(2 μ — i)2+4(2m- i)(
2

(
JL
 —

 ï
)> 

avec m, μ = ι, c'est-à-dire 

(55) 8N — 1 = (im 4- 4ρ· — 3)2 — 2(2^ — 1)% 

fet le coefficient cherché est 

(56) ^(^+μ-ι)(-ι) * 

. L'équation (55) s'écrit 

8 Ν — 1 = χ'1 — 2y-, (x etjK nécessairement impairs), 

avec x, y > ο et χ > 2jg; l'expression (56) devient , 

X — y (-0s 
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de sorte qu'o/i arrive à la formule 

* 2(-"Γ^'γ [iïzLU^iio:] = (-,)"*' Σ(*-r)< 

la dernière somme s'ètendant toujours aux représentations 

8N — ι = χ2 — 2y2, 

avec χ, y > ο ; χ ]> ay. 

45. Partons encore du développement ci-dessus de H'. Θ2, et de 
(n° 44) 

~Γ)ΗΗ, = 22(^-ιΓ? 2 sin(4m-f- a)». 

Multiplions membre à membre et égalons, dans les deux membres, 
les coefficients des termes encoscc; nous arrivons, par un calcul sem-
blable à celui du numéro précédent, à la formule 

(57) ^-^(N-»*»*) = (-1) 2 Σ37' 

la dernière somme s'ètendant encore aux représentations 

Ν = a;2 — ay2, avec y = o, x>2y, 

avec la restriction que le terme qui provient d'une représentation dans 
laquelle y = o, ou χ = ay, doit être divisé par 2. 

Remarque. ~ Stieltjes a indiqué ( ' ) deux formules qui rentrent, 
comme cas particuliers, dans la relation (5^)' ci-dessus : elles se rap-
portent aux cas de Ν impair ou impairement pair. Mais aucun rensei-
gnement n'est donné par lui sur l'origine de ces formules; Stieltjes 
dit seulement que la présence d'une forme indéfinie sera sans doute ,la 

(1 ) Correspondance avec Hermile, t. I, p. 82-83. 
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source de très grandes difficultés si l'on veut entreprendre de les re
7 

trouver par l'analyse des fonctions elliptiques. « Je ne crois pas, 
ajoute-t-il, qu'on ait jamais vu s'introduire, dans ces calculs, des 
formes d'un déterminant positif, telles que χ- — ι y-. » Il est clair, 
d'après cela, que la méthode qui l'avait guidé diffère essentiellement 
de celle qui précède. 

46. Enfin, en opérant de même sur lés formules qui donnent les 
développements deq<O'j020, :Θ2 et H, Θ, '.'q,(\/q) [BIEHLER, loc. cit., 
p. 84 ('), et n° 14 de ce Mémoire], on arrive, en s'appuyant sur la 
première .formule (7), et en posant. l(.n) = F {η) — 3F, («), à la 
relation 

°·Σ1ί8Ν·"ί""8""+"']-Σ(^-^)ί 

la dernière somme porte sur les représentations 

8 Ν -+-1 = χ- — ay2, 

avecy^o, x^> 2y. Toutefois, le terme provenant d'une représenta-
tion où y — ο devra être divisé ,par 2. 

» 

47. Observation générale. — Nous avons, dans ce qui précède, 
considéré les Solutions de l'équation Ν = χ- — 2y-, pour lesquelles 
y=o, x>2y. 

D'autre part, Dirichlet a montré que toutes les solutions ξ, y] de 
cette équation se déduisent simplement des solutions X, Y, pour les-
quelles Y>o, 2X > 3 Y, et cela^par la formule' 

i -3-.η \lz,= (X+Y v/2) (3-1-2 sfî)" (ra§o). 

(') La formule de Biehler est : 

,YJ, ©f @2Θ, : Θ3 

q (2μ — -h4 \ y (2m -h 2μ — ι )q * COS2 mx. 
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' - Les solutions ξ. η déduites ainsi d'line solution .X, Y forment iinë> 
marne série. ·>' 

Quelle relation y "a-t-il entre les x-, ^yctles'X, Y? - ' 
: Elargissant un peu la question, appelons solutions », (y non seule-
ment celles définies- ci-dessus, mais 'aussi les solutions .χ, — y, c'est-
à-dire l'ensemble des solutions telles que 

.· y | o; 3-tnqdy. 

Soit maintenant une solution X, Y ; adjoignons-lui la solution 
X', Y', de la même série, définie par 

X' + Y' v/a =-(X -h Y n/«) (3 -2 fi), 

c'est-à-dire 
X'=3X- 4Ϋ; Y'.= - (2X- 3Y). 

"Une des solutions X, Y et.X',, Y' est une solution », y. En effet, si 

X 3 2 Y, c'est X, Y; si X <i 2 Y,,c'est X'„ Y.' : .car. Y' étant négatif (par 
l'hypothèse initiale2X *> 3 Y), on à " ' 

1 

X' - 21 Y'I = 8X - 4 Y - 2 (2X - 3 Y) = - X -H 2 Y, 

quantité positive. 
Toutefois/ si Χ·= 2 Y·, les deux solutions X, Y et ΧΛ, Y'sônt des 

solutions x, y : cela ne peut se produire que si' N, égal à X2 — 2 Y2, 
est le double d'un carré. 

Inversement, étant donnée une.· /solution·\ic
r 

y.'
r
 ' une des deux ̂ solu-

tions x, y et »', y', celle-ci définie par . 

x' -+- y' y
3
 = (x + y \Ji) (3 ■+■ 2^), 

est une solution X, Y : on le reconnait de même, en distinguant les 
cas de y > ο et y <ζ ο. 

Donc enfin : . ' : ;;. . ; y 
.1® Si Ν n'est pas le double d(un-carré, les:

 solutions », .y corres-
pondent chacune à chacune aux solutions X, Y, et deux solutions cor-
respondantes font partie d'une même sérié/ Ou peut" do'ne déduire 
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toutes les solutions, aussi bien des χ, y que des X, Y, et par la même 
formule. 

2° Si Ν = 2/r, les solutions χ = 2h, y — h et χ = 2Λ, y = — h 
correspondent, à la même solution X, Y, à savoir X= 2Λ, Y = /î; 
les autres solutions x,y et X, Y se correspondent chacune à chacune. 

48. Stieltjes a également donné, sans démonstration complète (Cor-
respondance·, p. 58 et 82), des formules dont les premiers membres 
sont des sommes telles que 

^F(ft- 2m
s
), 8m2), 

analogues, par suite, à celle qui figure dans (57), et dont les seconds 
membres s'expriment à l'aide des diviseurs de n. Mais ces relations ne 
sont qu'une manière d'exprimer le nombre des représentations d'un 
entier par la forme x2-hy2 -+- ζ2 -+- 2t2] c'est pourquoi nous n'en par-
lerons pas ici, bien que nous ayons réussi à les établir complètement 
par les fonctions elliptiques, et même à les étendre (1 ). 

CHAPITRE V. 

DIGRESSION ARITHMÉTIQUE SUR CERTAINES RELATIONS ENTRE LES MINIMA 

DES FORMES DE MÊME DISCRIMINANT. 

; 49. Reprenons l'équation (E) du n° 7, 

(Ε) 4N -t- 3 = (2m 4-1)(2/?2 -ι- 4p -+- 3) — 4 μ3, 

où Ν est donné, et où les entiers indéterminés m, μ, ρ sont assujettis 

(') On obtiendrait ces résultats en faisant - , οιι®= - -, dans les formulés 

rappelées au n°3. C'est d'ailleurs une indication de Stieltjes lui-même, du moins 

pour #== j (toc. cit., p. 55). 
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aux conditions 

(58) o; p = o; — ·/??.< = m 

Nous avons fait correspondre à (E) la forme positive 

© — (·ιιη -y ι)λ·- + 4 axyy {xm + 4p + 3)_y2 ~ax- y xbxyy cy'\ 

de l'ordre propre et de discriminant 4 Ν h- 3, ο it a, b, c sont dès lors 
assujettis aux conditions 

c > a ; modi < a ; b pair, α et c impairs, 

et, pour avoir le nombre des solutions de (E), nous avons cherché le 
nombre des formes φ, qui lui est égal. 

Nous avons alors vu qu'à toute réduite de discriminant 4N ·+· 3, et 
de l'ordre propre 

φ
0
 = oca?2 y x$xy y jy2 

correspondait une et urie seule forme ©, équivalente à φ„, et qu'on 
obtient par le Tableau suivant : 

x° β>ο. 

a impair, y impair...... y — β, y) 
ac pair, y impair ψ±=(γ, y — β, y — 2β-t-a) 
a impair, y pair. f =(α, β—α, y—2 β 4-α)' 

2° β<0. 

a impair, y impair cp = (α, β, y) 
a pair, y impair <p=(y, —y—β, y + 2p+a) 
α impair, y pair φ==(α, β+α, "/y ζβ + α) 

Nous en avons conclu de suite, avec Hermite, que le nombre des 
solutions de (E) est égal au nombre des réduites o

0
, c'est-à-dire à 

F(4'N ■+- 3). 

On peut évaluer ce nombre de solutions d'une autre manière. 
Journ. de Math. (6" série), tome HI. — Ease. IV, 1907. DO 
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Ecrivons (Ε) 

G. HUMBERT. 

(Ε') 4Ν +3 = (2m + 2p-|-2— 2|pt.|)(2m-|-2p 4-2-J-2 |μ|) —(2p-|-l)2, 

et considérons la forme positive 

ψ= (im -+- 2p 2 — 2 |μ Da;2 -t- 2 (2p -+- i)%y 
-+- ( 2 m -+- 2 ρ 2 -+- 2 | [A | )jp2 , 

OU 

ψ = αχ- -t- 2 bxy -+- cyz. 

Elle est de Vordre impropre et de discriminant 4N + 3; ses coeffi-
cients a, b, c sont assujettis, par (58), aux conditions 

a-h c — 2 4 )> o ; 4 > ο ; c-«<c+a- 2&;. 

et 
c + a = c-—α = ο (mod4); cça. 

La condition α -f- c — 2 4 )> o est vérifiée d'elle-même, puisque ψ est 
une forme positive; c — a~o (mod4)résulte de c-l- α== ο (mod4); 
donc enfin les coefficients d'une forme ψ vérifient uniquement les con-
ditions 

4>o; \b\<fa\ c>a\ a4-c==o (mod4)· 

Naturellement α et c sont pairs, puisque ψ est de l'ordre impropre; 
b est nécessairement impair, par ac — b2 = 4 Ν -+- 3. 

A toute solution de (E') correspond ainsi une forme ψ; inversement, 
à une forme ψ correspondent deux solutions de (E'), car la- connais-
sance de ψ détermine m, ρ et | p|, c'est-à-dire m, ρ et ± μ. Toutefois, 
si a = c, c'est-à-dire si p. == o, à ψ ne répond qu'une solution de (E'). 

Observons maintenant que les inégalités 4 > o, b < α, et a expri-
ment que le point représentatif de ψ est (fig. ι, p· 347) ® gauche 
de O y, dans l'une des régions i, 2, 4; arc CAH compris; il est sur 
CAH si a — c, et inversement : ψ est alors ambiguë; Il en résulte que le 
nombre des solutions de (Ë') est égal à celui des formes ψ où les coef-
ficients sont assujettis aux mêmes conditions que ci-dessus, sauf 4> o : 
car, à deux formes opposées non équivalentes, c'est-à-dire non ambi-
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guës, (a, b, c) et (a, — h, e), répondront deux solutions, (m, ρ, ± p.), 
de (E'); à une forme ambiguë, c'est-à-dire-équivalente à son opposée 
[etle cas ne se présente que pour a — c, à cause de ac — ô2= 3 (inod4)], 
répondra une solution, (m, ρ, o), de (E'), 

Donc, enfin, on a à chercher combien il existe de formes (a, b, c) 
de l'ordre impropre, ayant leur point représentatif dans la région 
totale i, 2, 3, 4> 5 (arc CH compris), de discriminant 4N -+- 3, et telles 
que a -+- csso (mod4). 

Soit alors ψ0 = (α, β, γ) une forme réduite quelconque de l'ordre 
impropre; en étudiant ses équivalentes dont le point représentatif est 
dans ι, 2, 3, 4 ou 5, on arrive sans difficulté aux résultats suivants : 

i° β > ο (β = ο est impossible par αγ — β2 = 4Ν 4- 3). 

Formes cherchées. 

e = ysa(mod4) («, β, y), (y, y — β, y — 2β -+-«), (α, β —a, y —2β + α) 
μ = ο, y = 2 {<*, β — a, y — ζβ-t-a) 
α = 2, y==o (y, y —β, y —2β+«) 
a so, y so (α, β, y) 

2° β < Ο. 

a = y s 2 (mod4) («, β, y), (y, — y — β» y-t-2p-t-«), (a, β-4-οίΓ/4-2β + α) 
otso, ysa (oc, β oc j y -t- 2 β -+- ex) 
«S2, y = o (y, — y — β, y-)-2β + α) 
a s ο, y so (a, β, y) 

Distinguons maintenant deux cas, 

i° 4 Ν -H 3 = 7(mod8). — En ce cas, par αγ — β2 = 4Ν 3, il est 
impossible qu'on ait α = γ= 2(mod4); il résulte alors des Tableaux 
précédents qu'à toute réduite ψ

0
 correspond une et une seule des 

formes cherchées. Le nombre de celles-ci, c'est-à-dire le nombre des 
solutions' de (E'), (ou E), est donc, avec nos notations habituelles, 
F, (4 Ν -t- 3), ce qui donne une nouvelle démonstration de la relation 
classique 

F, (M) = F (M),. [M = 7 (mod 8)]. 
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2° /|N ■+· 3 = 3 ( rnodS).'— Alors, par αγ — β- = 4N3, on a 
nécessairement α = γ = 2 (tnod4); c'est-à-dire qu'à une réduite ψ

0 

correspondent trois (') des formes cherchées; d'où 

F,(M) = iF(M), [ΜΞ3 (mod8)]. 

51. Mais les Tableaux précédents nous donneront encore d'autres 
conséquences. 

Soient h, k, l des quantités réelles quelconques, considérons la somme 

2(4m-+-4p4-4 — 4|ρ·|)Λ(2/η + ι)*(4ρ -μ ζ)' 

étendue à toutes les solutions de (E) qui vérifient (58). 
Les Tableaux du n° 49 établissent entre les réduites de l'ordre 

propre, de discriminant 4Ν -+-3, et les solutions de (E) les relations 
suivantes. 

A une réduite (α, β, γ), où a impair, γ impair, répond la solution 
de(E): 

2m + i = a, 2p. = β, 2τη -+- 4p -t- 3 = γ. 

Si α pair, γ impair : ' 

em + 1 =y 2μ = εγ~·β, 2m-μ 4p H-3 = γ — 2εβ-μ α. 

Si α impair, γ pair : 

im -μ ι = α, 2[λ = β — εα, im -μ 4ρ 4- 3 = γ — 2εβ -μ α, 

ε = ± ι selon que β>ο ou β < ο. 

(') Ces trois formes ne coïncident que si (a, β, γ) a pour point représentatif 
le point A ou le point Β de la figure i, c'est-à-dire si (α, β, γ) équivaut à 
a(2s'+ 2œy -h 2y*). Pour que la proposition du texte subsiste, il faut donc 
convenir de compter une telle réduite (ou classe) pour Cette remarque s'ap-
plique à tout ce qui suit. 
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1.1 en résulte, par un calcul immédiat, que la somme'considérée, 

s'obtient en ajoutant les trois sommes 

ν (
 α

 4- γ _ 21 β | )Α
 β

* (γ_
 a
y. ^ α

Λ
 γ* ( α - 21 β | )' ; ^γ

Λ
α*(γ_2|β|)' 

étendues respectivement aux réduites propres (α, β, γ) de discrimi-
nant 4Ν ·+- 3, pour lesquelles 

α impair, γ impair; a, pair, γ impair ; α impair, γ pair. 

En d'autres termes, la somme considérée n'est autre chose que 

2 mhm\(m
2
 — m,)', 

somme étendu# cette fois à toutes les réduites propres de discrimi-
nant 4N + 3; m, et m., (^( = w2) y désignent les deux premiers 
minima impairs, m le minimum pair d'une quelconque de ces 
réduites. , . 

En utilisant les . Tableaux du n° 50, on trouve de même, pour 
deuxième . expression de la somme considérée, la valeur sui-
vante : 

ι° 4N 4- 3==7(mod8), 

Σθμ<)Λ(;)*(μ.-*-μ2- μ)', 

où p.,, p
2
 (p., < p.,) et u, sont respectivement les deux premiers minima 

= o(mod4) et Je minimum = 2 (mod4) d'une réduite quelconque im-
propre, de discriminant 4N + 3. 

20 4N -+- 3 = 3(]mod8). 

Σ (2V«)A(J)*(V

(

 + v
2

 ~v
3

y + 2 (2V, -+- v, - v
2

)'. 

Σ(2ν^Α{Ί) (v2-+-v
3

-v

(

)o 

où ν,, v
2

, v
3

, (v,<v2<v
8
) désignent les trois premiers minima di'une 
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réduite impropre quelconque, de discriminant 4Ν + 3('). 

52. Identifions maintenant les valeurs obtenues par les deux 
méthodes, et supposons d'abord 4Ν -+- 3 = η (mod 8); on à 

» 

(38) ^mhm\(m
x
- m1)l = Z (2u1) h (1u)k (u1 + u2 + u)l 

les sommes, aux deux membres, s'étendant respectivement aux classes 
propres et impropres de discriminant 4 Ν -H 3. 

Dans les deux membres, il y a un même nombre de termes ; de 
plus, h, k, l étant quelconques, il résulte d'un principe bien connu (-) 
dans la théorie des nombres que les deux membres doivent être iden-
tiques, terme à terme. 

Par suite : 

A toute classe propre de discriminant = η ( mod 8) correspond une 
classe impropre du même discriminant; si m,, m.x sont les minima 
impairs et m le minimum pair (m, 5 m

x
 ) de la propre, si p.,, p2

 sont 
les deux minima ~ ο modl\ (p., < p

2
) et ρ le minimum = 2 (mod 4) 

de l'impropre correspondante, on a 

p, = p2 = m, -+- mx — ^m, ρ = 2 m,. 

55. Soit maintenant 4Ν -+- 3 ==3 (mod 8). De la relation analogue 
à (58) qui résulte immédiatement du n° 51, on déduit ce théorème: 

A toute classe impropre de discriminant =3 (mod8) en corres-
pondent trois propres du même' discriminant ; siv,, v2, v

3
 sont les 

trois premiers minima de l'impropre (v, < v
2

-<va),·· si m\, m
x

 ; 
m'

t
, m\ ; m', m\ sont les minima impairs et m, mm" les minima 

( ') En vertu de la Note de la page 388, si une des réduites est 

a(2&*-i- 2xy+ 2j2), 

il faut diviser par 3 la partie de l'expression précédente qui lui correspond. 
(2) DIRICULET-DKDEKIND, Zahlëntheorie, 3e édition, p. 227. 
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pairs des trois propres correspondantes (m, 5 m
2
, ...), on a (') 

m — 2v,, m' =2v,, m" = 2v,, 

m, = ^v
3
, = rri\ = {v

{
, 

m2 — v, 4- v2 — i v3, m;=v, +v
3
 —|v2, m; = v

2
 v

3
. — ± v,. 

. i>4. COROLLAIRES. — I° Les premiers minima impairs des trois 
classes propres associées à une même impropre étant toujours 
m,, m\, m

4
, les seconds minima impairs (m

2
, m

2
, m"f) ont pour 

expressions, par ce qui précède, 

2m'
4
 4-2m" — m,, 2m, + 2m"

l
-m'

l
, 2.m, 4- im, — m\. 

Leur somme est 3(/?z, 4- m\ 4- m"
t
), d'où ce théorème énoncé par 

Liouville sans démonstration : 

La somme des seconds minima impairs des classes propres de 
discriminant 8 M 4-3 est trois fois la somme de leurs premiers 
minima impairs. 

20 De même, on établirait que : 

La somme des carrés des seconds minima impairs est neuf fois 
celle des carrés des premiers minima impairs. 

» 

3° Considérons enfin, avec. Liouville, la somme — a), a et 

a'(a<a') étant les deux minima impairs d'une classe propre quel-
conque de discriminant 8 M 4- 3. Par ce qui précède 

^α(α'— a) =^m,(2/n', 4- im\ — 2m,) 

-4 m\ (2/ra, 4- 2m" — am'
{
)-\-rri\ (2m, 4- 2m\ — 2/nj) 

(') Si le discriminant est du type 3a2, parmi les classes impropres de ce dis-
criminant figure celle de la forme e(2«!+ -îxy -r- 2 y1); il'ne" corresponde 
celle-là qu'une propre 3 y2), et les relations ci-dessous subsistent entre 
les minima des deux classes. 
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OU 

^a(a'-a) = 2^ami ni, -+- 2m,m* 4- 2m',m* — ni\ — ni,2 — ni2. 

Mais l'expression du discriminant 8M -1-3 en fonction des trois 
minima ν,, v., v

3
 d'une classe impropre est 

4(8M 4- 3) = 2v, vs -+- 2 v,'v
:
, -+- 2 V,Vj:— v* — v* — vjj, 

c'est-à-dire, par ce qui précède, 

8M -+- 3 = un, ni, + 2m, m", ·+■ 2m, m" — ni', — w'
(
" — ni',' ; 

d'où, avec notations habituelles, 

2β(β'-α)= |(8M-t-3)F(8M-t-3). 

Toutes ces propositions ont été données par Liouville sans démons-
tration. 

35. Les formules des nos 52 et 55 relatives aux minima donne-
raient sans difficulté les expressions des formes propres et impropres 
qui sont en correspondance. On reconnaîtrait ainsi aisément que : 

i° 4N-H 3 = 7 rnod8. — L'impropre étant (A, B, C), la corres-
pondante propre est l'une des trois formes 

(I, B.AC), (2A.B,F).' (2Λ,Β-Α,
Α
-'

3

Β
^°). 

dont une seule est d'ailleurs propre. 

20 4Ν 3^3(mod8). — Les trois formes ci-dessus sont propres 
et sont celles qui répondent à l'impropre. 

On retombe ainsi sur un résultat bien connu, par exemple dans la 
théorie de la multiplication complexe ('); mais, à ma connaissance du 

(') \V 1:111:11, Elliplische Furiciionen, p. 33g-341. — Voir aussi LIPSCIIITZ, 

Crelle, t. 53. 
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moins, les relations entre les minima des classes correspondantes n'ont 
pas encore été remarquées explicitement. 

* 

CHAPITRE VI. 

I° FORMULES OU INTERVIENNENT LES MINIMA DES CLASSES DE MÊME DISCRIMINANT. 

56. Les premiers membres des formules de Kronecker sont des 
sommes algébriques d'expressions telles que F(N —χ-), les seconds 
membres sont fonctions des diviseurs de Ν ; dans les relations qui vont 
être établies maintenant, les premiers membres sont des sommes du 

type V =fc F(N — ccs — y2), tandis que les seconds membres ,s'.exu 

priment à l'aide des minima des formes de discriminant N. 

57. Expression de Λ,Ο2. — Partons de la relation (2), (n° 4), 

^ η .0,0 i
)'"

+i a
"'

sin 2 mx-> 
1 

ou 

am=q 4-3q 4— i)q " ; 

et multiplions membre à membre avec la formule classique (1 ) 

Θ,Θ
ΗΪ =

 TANG« + 42
I

(- 1 )", +
 q

tm. Sln 2 mx-

Égalons ensuite, dans les deux membres nouveaux développés en 
séries de Fourier, les termes indépendants de x. 

Au premier membre, le terme cherché est ,A»02, en vertu même de 
la première relation (3). Au second membre, si l'on observe que, dans 
le développement en série de tang#sin2/»#, le terme indépendant 

(') HERMITB, Comptes rendus, t. LV, p. 11; Œuvres, t. Il, p. 243. 

Journ.. de Math. (6· série), tome III, — Faso. IV, 1907. 5i 
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est (— ι1 , on a, pour le terme cherché, 

Σ$"ι'α'»- 2Σ(Ί""α,η 

d'où la relation 

Λθ==2?'",^·^Ρ=Σ?""α-Γ.,-2?2'Β+···+2(-,)ρ?2ρ'"+···ΐ· 
1 1 

Dans les deux membres, égalons maintenant les coefficients de 
-

q 4; au premier membre, on a évidemment, par l'expression de Λ 
(η» 8), 

(%) Σ(~ 0^Ρ(4Ν H- 3 - 4Λ·2 - 4ra)· 

Au second membre, il faut poser 

(6o) 4N + 3 = /im- — (2p. — ι)2-1- 8mp (to^i, p = o, i<pi£m), 

et le coefficient considéré est 

(61) 2(~ O^'^sp.- 1), 

la somme s'étendant aux solutions de (ho) en m, μ, ρ, qui satisfont 
aux inégalités indiquées. Toutefois, une solution où ρ = ο donne 
(— ι/"'(2[χ — 1) et non (—i)^' a(2[x — 1), parce que, dans l'expres-
sion ci-dessus de Jt,ô2, le premier terme du crochet est 1 et non 2, 
comme l'exigerait l'analogie avec les termes suivants. 

Pour évaluer la somme (61), écrivons (6ο),: 

4N-h3 = (2TO + 2p — 2[A-|-l)(2m-|-2p-|-2p. — i) — 4 p" j 

et faisons correspondre à la solution (m, p., p) la forme 

φ = (2m 2ρ — 2 p. ·+- Ι)λ.·2-(- ί^ρχγ -+- (2m -+- ap -l- 2 p. -- i)y2, 

ou plus simplement (a, b, c). 
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D'après cela, et d'après les inégalités (60), © est une forme posi-
tive, de l'ordre propre, de discriminant 4Ν -+- 3; ses coefficients sont 
assujettis à 1 

a et c, impairs, a 4- c = o(mod 4)> 

c — a = 2(mod4), b pair, 

a + c — ib^i, b>o, 4 = c— a-f-2f:«4-c — 2b. 

Ces conditions se réduisent évidemment aux suivantes : 

(62) α et c impairs, c^>a, a^>b, b> o. 

Les trois dernières expriment que le point représentatif de © est 
situé {fg- x, p. 3^7) à gauche de Oy, dans l'une des régions 1, 2, 4; 
il peut être sur Oy, mais non sur le reste du contour total. 

A chaque solution de (60) correspond ainsi une forme ψ, et réci-
proquement; de sorte que la sommé (61), à évaluer, s'écrit : 

(63) Σ- (c~rt + î6 —2) f fi 

étendue cette fois aux formes φ ; toutefois si b — o, le terme corres-
pondant de la somme (63) doit être divisé par 2. Ce cas d'exception 
est précisément le seul cas où la forme <p, propre, et de discrimi-
nant 4N -1- 3, puisse être ambiguë. 

Maintenant soit <ρ
β
 = (ά, jB, γ) une réduite quelconque de l'ordre 

propre, de discriminant 4N 4-3; les seules formes équivalentes qui 
puissent avoir leur point représentatif dans la région indiquée ci-
dessus sont *. 

?·='(«> β> γ)» ?. = («> β-Ù.a, γ + 2β 4-α), 

φ» = (γ, - β + γ, γ - 2 β + «'). 

ι° a et γ impairs. — ©
0
 peut seule être une forme s, et ne l'est que 

si β>ο. En ce cas, elle donne, dans (63), te terme 

2 .τ (γ—«H-îp—!) y —-a. 
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qu'on écrit aussi 

(64) Σ- (c~rt + î6 —2) f 

en désignant par μ, et μ, (μ, < μ
3
) les deux minima impairs de φ

0
 ; par 

μ son minimum pair. (Ici, en effet, μ, = α, μ
2
 = γ, μ = α -ι- γ — 2 β). 

Si β = ο, le terme (64) doit être divisé par 2. 

En d'autres termes, si l'on introduit à la fois les deux formes oppo-
sées (α, β, γ) et. (a, — β, γ), qui, ici, ne peuvent être équivalentes 
que pour β = ο, on peut dire qu'une réduite (α, β, γ) quelconque, 
pour laquelle α et γ sont impairs, β étant | ο, donne dans la somme (63) 
le terme 

1 (u2 - u1) (-1) 1(2u2-u-2) 

2° α impair; γ pair. — φ, seule peut être une forme φ, et ne l'est 
que si β < o. (Ici β ne peut être nul, car αγ — β2 = 4 Ν -+- 3 montre 
que β est impair). Il lui correspond, dans (63), le terme 

;(γ + 4β+2α —î)y +2S ' Είμ,-μ-ΐ) 

car μ, = α, μ., = α -+- γ -h 2 β, μ — γ. On peut dire aussi que, à toute 
réduite (α, β, γ) pour laquelle α est impair et γ pair, répond encore,, 
dans (63), le terme 

^(ffs-^X-1) 

3° α pair; γ impair. — C'est ici Φ., qui s'introduit, et le. résultat 
est le même. 

Donc enfin, la somme (63), que nous savons égale à l'expression (09), 
n'est autre chose que la somme 

IV/ \/ ϊΟμ,-μ-2) 

étendue à toutes les classes propres de discriminant 4 Ν -h 3; μ, et 
μ

2
(μ. = μ

8
) désignent les deux minima impairs, μ le minimum pair 

d'une quelconque de ces classes. 
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D'ailleurs, on peut simplifier un peu l'expression de l'unité qui· 

figure dans la somme. En effet, la valeur du discriminant en fonction 
des trois mini ma : 

4(4N -+- 3) — — (μ
2
 — μ, -+- p.)2 -t- 4 ppu 

donne 

ppu = 4N -+- 3 + (u2 - u1 +u) 2 

Le premier membre étant pair (â cause de μ), on en conclut que 
-(pu — p., -t- p) est impair, et dès lors pμ2 = o(mod4), c'est-à-dire 
p = ο (mod4); de plus · 

ppus=4N -t- 4(mod 8) ou ^ pp.
2
==N -t- ι (mod 2). 

Par suite 

. -Λ7ΐ2μ.,-μ.-2) |μ,12μ,-μ-2) 

/ + , Wh-1) , \N -t-i / 7 5· 1 > 

car p.
2 est impair, par définition. 

D'ailleurs, |(μ
2
 - μ, + μ) étant impair et μ = ο (mod 4), on voit 

que 4 (μ3 — μ, ) est impair, c'est-à-dire que 

(_i)ï"*·-" = (- ι)5,μ'+,ί. 

58. Finalement, nous obtenons la relation 

£ (_ χγ+> F(4N + 3 - -4ar - /,y2 ) 

_ χγ+> F(4N + 3 - -4ar - / 

Au premier membre, la somme porte sur toutes les valeurs entières, 
positives, nulles ou.négatives de x, y, telles que4N -t- 3 — lyx'1— l\y-
ne soit pas négatif," on lient compte de l'ordre de x" et de y-, c'est-



3gB G. HUMBERT. 

à-diré que, si x<y, on a à prendre les deux termes 

(— i)®+;rF(4N'-i- 3 — t[X- — 4y2) 
et 

(- i)y+aîF(41NT -+- 3 - 4j2 - 4^2); 

c'est-à-dire à doubler le premier de ces termes. 
Au second membre, la somme porte sur les classes propres de dis-

criminant 4N -+- 3; p(, p2 (p.,^ρ2) sont les deux minima impairs, pie 
minimum pair d'une quelconque de ces classes. 

59. Remarque. — En faisant χ — ο dans la troisième des rela-
tions (3), on obtiendrait l'expression de 4>θ (') : 

=2(~ i)v? 4 Ψ(4ν + 3)' 

ψ(«) représentant la somme des diviseurs de_« inférieurs à yfn : c'est, 
d'une manière plus précise, la fonction 4[Φ(«) — Ψ(Λ)] de K,ro-
necker (2). 

Par suite 

Λβ*=2(-ι)ν? 4 Ψ(4ν+.3)χ2(-ι)",ΐ"'; 

ce qui donne une expression du coefficient de q 4 dans <Λ>Θ2, où ne 
figure que la fonction ψ. On aura dès lors, en vertu de ce qui précédé, 

P<)(- i)2 =2^(4N + 3 - 4"?'2)> 

et, par suite, la somme qui figure au premier membre s'exprime à 
l'aide de la seule fonction ψ. 

Des remarques analogues s'appliqueront aux formules qui suivent. 

(') Voir aussi HKRMITE, Lettre à Liouvilte (Œuvres, t. It, p. 119-120). 

(*) Φ (Λ) est la somme des diviseurs de η ; Ψ(«) est ^(«4 — d) étendue -aux 

décompositions n=zddu dS.dx, 
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60. Expression de -l-η, 9. — On opère, comme au n° 57, sur les 

formules (n° 5) : 

ηΐΜ^τ = Z mqm sin 2mx 

9, ~ÏÏ = — H — I)"'+,[I -+- iq~* -Κ . .-H 2^('"_1|î] sin 2 m® ; 

et l'on trouve 

4Λη,6 = S2(- [τ^Γ + ™iÇf.O + + ■■■ + 

Égalant lesicoefficieiits de da'ns'les'deUx membres, on parvient, 
par des raisonnements analogues aux précédents, à la formule 

\ 2 (- *m4N - 4*·* - <2.y+1)·] = à2K- &****. 

Dans le premier membre, ί\χ- est écrit avant (p.y -+-1)% c'est-à-dire 
que l'ordre des deux carrés est fixé; au second membre, la somme 
porte sur les classes propres de discriminant 4N; pi, et μ2(μι < μ,) sont 
les deux minima impairs, μ le minimum pair d'une quelconque de ces 
classes. 

On peut écrire aussi 

' 4(- ι)Ν + 12Ψ[4Ν ~ (2«+i)2]. 

61. Des calculs semblables ('), à partir des développements de 

η,Ο,ΟΗ,Θ,Η:©2 et η,9 H : Θ,; puis de 92η, 9ΗΘ, ;Θ2 et η,Η,ΗιΘ, 

- (^1) Il faudrait seulement, au lieu des termes indépendants, égaler les termes 
en cos x. 
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■donneraient les expressions de 

Κ',θ- et D!>Ô0,; 

ce qui conduirait aux deux formules ci-dessous : 

2 2 <- ')"F(N - ** -y.) = n)(-

22(-0^ F(N-^-/) = 2h(-^+!· ' 

Les seconds membres s'étendent aux classes propres de discrimi-
nant 4N; les μ,, μ

2
, μ ont les mêmes significations qu'au n° 60. Dans 

les premiers membres, l'ordre des carrés entre en ligne de compte. 

62. En opérant enfin d'une manière semblable, et utilisant les for-
mules du troisième groupe (n° 8), on formerait ©η2 et ©η,θ,, d'où 
deux formules. D'abord : 

Στ Γ4Ν — 2 — ( a Λ; -ι- ι )2 — (2y-f-i)J| , . , \^~-

la somme, au second membre, s'étend aux classes propres de discrimi-
nant 4Ν — 2; μ, et μ2(μ, = μ2) sont les minima impairs, μ le mini-
mum pair*d'une de ces classes. 

Enfin : 

2 2 l [IN + , - /,^-Ur^o;] = ,,, (_ lfr 

la somme, au second membre, s'éLendant aux classes propres de dis-
criminant 4'Ν -t- ι ; μ, et μ2(μ, = μ2) sont les minima'impairs, μ le 
■minimum pair d'une de ces classes. 

Toutefois, si 4N -+-1 est un carré, o2, parmi les classes propres, de 
discriminant 4N+1 figure ox'-hoy'1; te terme correspondant, au 
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second membre de la dernière formule, doit être divisé par 2, c'est-à-
dire que, là encore, la classe compte pour |. Enfin I(o)~= 1 

20 PROPRIÉTÉS DE CERTAINES FONCTIONS NUMÉRIQUES LIÉES, AUX MINIMA 

DES CLASSES DE MÊME DISCRIMINANT. 

63. On peut introduire certaines fonctions, liées aux minima des 
classes de même déterminant, et qui satisfont à des relations analogues 
à celles de Kronecker, vérifiées par les nombres de classes eux-mêmes. 

64. Fonction §. — Soit 3t le terme indépendant de χ dans le déve-
loppement, en série de Fourier, de la fonction 

ηΛΟΗ'^· 

Pour l'obtenir, on multiplie membre à membre les deux relations 

η, θ, i)"I+t a
m

sin2»2a?, (voir n° 37), 

~ — cotanga; -4- 4 ̂
 t ̂  sin 2 mx ; 

1 

et l'on calcule directement le terme indépendant dans le produit des 
deux seconds membres. C'est un calcul analogue à celui du n° 37, et 
qui conduit à la formule 

3e=
2
2(-i)N/+^(4N + 3), 

étant posé 

(64') Î(4N-P3) = 2(^-^)(--0N 

la dernière somme s'étend aux classes propres de discriminant 4N -t- 3, 
p, et {Aa (p., < p

2
) sont les deux minima impairs d'une telle classe. . . 

D'autre part, si l'on multiplie membre à membre les développe-
Journ. de Math.. (6· série), tome III. — Fa sc. IV, 1907. 5 2 



4θ2 G. HUMBERT. 

ments 

H'=2^](—ι )mq 4 (2m -+- i)cos(2/« -h l)iC, 

qiM2^-4^(2TO + I),lgL+1cos(2/w + l)a;j (n°3) 

au premier membre nouveau, le terme indépendant de χ est œô; au 
second membre (développé en série de Fourier), c'est évidemment 

42i)'*(w + I)!· 

Il ne reste plus qu'à égaler, dans cette expression et dans jeô, les 

coefficients de q 4 pour obtenir la f ormule 

(-i)fi2^(4N + 3-4^)=22^(~I) 2 ' 

la somme, au second membre, s'étendant aux décompositions en fac-
teurs 

4N + 3 = dd
n
 d<Cd1. 

Ainsi, la fonction numérique #(4η -+- 3), définie par (64'), en fonc-
tion des minima impairs des classes propres de discriminant 4« -l· 3, 
vérifie une relation du même genre que la fonction F(4n-f-3), qui 
exprime le nombre de ces classes ; seulement, au second membre 
apparaissent des carrés de diviseurs (réels et positifs), tandis que, 
dans les formules de Kronecker, ces diviseurs ne figurent qu'à la pre-
mière puissance. 

6a.. Fonction g. — Si l'on calcule de même le terme indépen-
dant, 3, dans le développement de Fourier de 

η.ΜΘ'.ΙΪΓ' 
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en utilisant ceux de η, θ, 6H, Θ, H : Θ2 et Θ'

(
 ; Θ,, on trouve aisément 

3 = 4Σ? 4 S(8v + 7)> 

étant posé. 

ϋ(8^ + 7) = 2μ(-0 i (ui + u2 +u +2) 

somme étendue aux classes de l'ordre impropre de discriminant 
Bv h— 7, μ, et μ

2
(μ,<μ

2
) étant les deux minima = o(mod4)r et μ 

le minimum— 2 (mod 4) d'une telle classe. 
D'autre part, la multiplication des développements de 

η2θ,θΗΗ, : Θ2, (n° 3), 

et de Θ', permet de calculer 3η,, d'où la formule 

2S[8N-(2J: + I)-] = -22;S'(-I)°"'D 

la seconde somme s'étendant aux décompositions 

3Ν = δδ,, 

û <( δ, et δ, δ, étant de parités différentes. 
On pourrait multiplier aisément les exemples de cette nature. 

3° FORMULES OU INTERVIENNENT LES CARRÉS DES MINIMA DES CLASSES 

DE MÊME DISCRIMINANT. 

66. Expression de Λ'η, ô®. — En dérivant le développement clas-
sique de H2 : Θ2, à savoir 

n2o2H2 = 8 Z mqm - 8D mqm cos2mx 
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et utilisant les relations différentielles (n° 2), on a 

s s? r \ 2 û° H ο "ν^ fît"Ûm 

D'autre part ('), 

(66) θ
4

—ρ— = cotang# -+- 2^?'"'[I + 2f~l + ...-t-2q~[m "']sin2mx. 

Multiplions (65) et (66) membre à membre, et égalons ensuite les 
termes constants dans les deux membres nouveaux, développés en 
séries de Fourier. 

Le premier membre, η2ό'θ2Η,Θ, : Θ2, a pour terme constant, 
d'après (4), 

(67) — 4<d/e * η, ô3, c'est-à-dire 4ηι 2(—I)v5r 4F(4v + 3). 

Au second membre nouveau, le terme constant est(2) 

(68) *Σ-^+ίΣ™'^ψ-Λ'+*Γ·+··· + ·>Γ,"-η']· 

Égalons maintenant les coefficients de qn dans les expressions (67) 
et (68). 

Dans (67), en vertu de la relation classique (3) 

. η,θ: = 22?Α+ίΦ(4Λ+ι), 

(*.) HBRMITE, Comptes rendus, t. LY; Journal de Liouville, cte série, t IX, 

p. «45; Œuvres, t. II, p. A44-

(') Car dans le développement cotanga;sin2 7rea:, le terme constant est 1. 
(3) Cette relation exprime que le nombre de décompositions de l\h ■+- 1 en 

quatre carrés, le carré impair écrit d'abord, est égal à deux fois la somme des 
diviseurs de 4Λ + ι. 
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où Φ (η) désigne la somme des diviseurs de n, le coefficient de qH est 

8 2(-Ï)N+A+1F(4N— 4Λ-Ϊ)Φ(4Λ + Ι). 

Dans (68), le coefficient de q* se compose de deux parties. 
On doit d'abord poser 

(69) Ν = m'-i- nm'p' = m'(2p' -+- 1), 

et prendre 8^/»'2. 
Il faut poser ensuite 

(J70) Ν = m,2 -h m -h 2mp — μ2 ι, p>o, )μ| = /η — 1), 

et prendre 8^m2, étendue à toutes les solutions m, ρ, μ de cette 
équation, qui vérifient les inégalités indiquées. 

Écrivons (70) 

4N = (2m + 2p — 2|μ| + ι)(2/η4-2ρ-1-2(μ|-1-ι) — (ap-t-i)2 

et faisons correspondre à toute solution m, μ, ρ la forme positive, de 
l'ordre propre et de discriminant 4N, 

φ =(-2m 2ρ— 2 | μ| -+- ι, 2p-t- 1, 2m-f- 2ρ -+- 2 |μ| -+- 1) = (a, b, c). 

Les coefficients de φ vérifient les conditions 

α et c impairs, a-t-c==2, c-a = o (mod^), b impair, 

b>o, c+a-2b> 1, a>b, C>a 

qui, le discriminant étant 4N» se réduisent évidemment aux sui-
vantes : 

(7t) b impair, b^>ο, a > b, c = a. 

A une solution (m, μ, ρ) de (70) correspond ainsi une forme φ; à une 
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forme ψ répondent (à cause de ± p.) deux solutions de (70), sauf 
si μ = ο. 

On a donc finalement à considérer les formes φ et à prendre la 
somme 

, Χ8
Σ

 <—-">' ou %(a + c-2b)>, 

étendue à toutes ces formes. Toutefois, si μ = o, c'est-à-dire si e = a, 
le terme (Λ 4- c — 2ù)2 doit être divisé par 2. 

Les inégalités (71) montrent que le point représentatif de φ est 
{fio· ' > P- ^47) à gauche de Ο y, dans l'une des régions 1, 2, 4> y 
compris le contour M'CAH, et non compris la ligne Hy. 

Soit alors <p
0
 = (α, β, γ) une réduite quelconque propre, de discri-

minant 4N. 
i° Si β est impair et β 7> ο, φ

0
 est une forme <p. Si β < ο, aucune 

équivalente de <p
0
 n'est une forme φ. 

Pour β > ο, φ0
 donne le terme (a -+- γ — 2 β)2, ou μ2, en désignant 

par μ le minimum pair de φ. 
Toutefois, si α = γ (ce qui est le seul cas où <p

0
 puisse être ambiguë 

lorsque β est impair), il faut prendre seulement )μ2. 
On peut donc dire, en introduisant les réduites opposées (α, β, γ) 

et (a, — β, γ), qu'une réduite quelconque, propre (a, β, γ), de discri-
minant 4N, ou β est impair, donne le terme )μ2, μ désignant son mi-
nimum pair. 

20 Si β est pair, l'un des deux coefficients α, γ est =0 (mod 4), 
l'autre est impair. On trouve encore, par un raisonnement semblable 
à celui du n° 57, qu'une réduite quelconque, ou β est pair, donne le 
terme)μ2. Il n'y a qu'un cas d'exception, c'est celui d'une réduite 
ambiguë, ç„, pour laquelle β = ο. 

En ce cas, aucune des formes 

(α, β, γ), (a, β zt a, γ ±2 β 4-a), (γ, - β ± γ, γ q= 2β -+- a) 

n'est une forme φ : car si, par exemple, c'est α qui est impair, la 
seule équivalente à <p

0
 qui puisse être une forme φ est (α, a, γ 4- a), 

et, comme en ce cas a — b, elle n'est effectivement pas forme φ. 
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Donc enfin, dans le coefficient cherché de qN, chaque réduite propre, 
de discriminant 4N, donne le terme ^p2, sauf les réduites pour les-
quelles β = ο : mais les termes qui proviennent de (6g), à savoir 

s2>'2' ou ζΣ^>"·ύ> 

font évidemment disparaître l'exception, car ils s'écrivent 4 μ2, 

somme étendue aux réduites propres de discriminant 4N, pour les-
quelles le coefficient moyen est nul. 

67. Par suite, la conclusion de cette discussion est la f ormule : 

(- ιΓ'2(- 0AF(4N -44 - ι)Φ(4Λ + i) = ^ £p2·, 

Φ(«) est la somme des diviseurs de n, et la somme au second membre 
s'étend aux classes propres de discriminant 4'N, ρ désignant le mini-
mum pair d'une quelconque de ces classes. Bien entendu, au premier 
membre, Λ, qui part de o, prend toutes les valeurs (positives et en-
tières) qui ne rendent pas 4N — 44 — 1 négatif, c'est-à-dire que 
h = o, 1, 2, ..., (N — 1). 

Cette formule est intéressante en ce qu'elle exprime ̂ p2 à l'aide 
seulement des deux fonctions F et Φ. 

68. De même, en partant de (65) et du développement de η, ΘΘ, : H, 
on formerait θ η2 0,, d'où la formule 

Σι[4Ν--(α^3^φ(4Α + 3)=^Σ|ιι.| 

la somme s'étendant, au second membre, aux classes propres de dis-
criminant 4N — 1, et ρ désignant le minimum pair d'une telle classe. 

On n'oubliera pas que I(o) = 1. 

Indiquons maintenant une voie différente pour obtenir des relations 
analogues. 
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69. Définition de la fonction C {q ).— Nous désignerons par 
c(g), ou plus simplement C, le terme constant dans le développement 
trigonométrique de 

3Q2Q2 Q1 H> H'. 

On peut évaluer £ de diverses manières. 
En premier lieu, partons des développements 

2Λ·»Λ2Η|ΘΙΗ oVi m-gm ■sin2mx, 

η» -01 =42?m,Ly 4 + ···-Ε? 4 Jsin2m«; 

en multipliant membre à membre et égalant les termes constants, on 
trouve 

ç= i6^to2 4 +...+ g 4 J, 

C ést donc de la forme 

(72) . . c=2?" *α*' 

et, si l'on pose 

(73) 8N — 1 = 1{τη'ζ -t- km -f- 8/wp — (2p. — ι)2 

(TO> 1, p = o, ο <Cp.^w), 

α« = ι62»»% 

la somme s'étendant aux solutions indiquées, TO, p, p., de (73).'En 
écrivant (73) 

8N — I =(2m + 2p - 2p-f-2)(2m + 2p-|-2p)— (2 ρ-h i')s == ac — b2, 

et faisant correspondre à la solution TO, ρ, ρ la forme (α, b, c) posi-
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tive, impropre, et de discriminant 8 Ν — Ί, on reconnaît, par la 

, marche déjà si souvent suivie, qu'on a 

(74) = ^ Z (u2 +u2) 

μ, et μ
2
 (μ, < μ2) étant les deux minima = ο (mod4) d'une classe im-

propre quelconque, de discriminant 8 Ν — ι. 

70. Seconde évaluation de a
N

. — En opérant de même sur les 
deux développements (nos 3 et 4) : 

niM ~@r =82-7T^'Sm2Wa;' sin2mx, 

η, θ, ô "'q,' H = 4 2(— i)"
i+

' q
m,a

m
sini mx, 

(voir n° 57), on trouve : 

ε=Ι62(-ιΓ,ΐ»Χ^[ΐ.ι-... + (-Ι)"-,(2«-ι)? 4 J. 

On est ainsi conduit, pour calculer as, à poser 

8 Ν — ι = 4 m* -t- 4 m -+- 8 m ρ — (p. μ — ι)% (in > χ, ρ > υ, ο < μ< ni), 

d'où 
α Ν == 16 ( 2 μ — ι) (— ι y'+P-t-c-, 

En introduisant la même forme (a, b, c) que ci-dessus, on trouve 

(75) α
Ν
=2θμ,μ

2
 - μμ, - μμ

2
), 

μ,, μ
2
 étant les minima ==0 (mod4), (μ( 5 μ2) et μ le minimum s 2 

(mod4) d'une classe impropre quelconque, de discriminant 8Ν — χ. 

71. La comparaison des deux valeurs de «N conduit à la relation 
Journ. de Math. (6· série), Lome III. — Faso. IV, 1907, 53 
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suivante 

(·76) ΧΟΐ + Ρ-'-^μμ, + 2μμ
2
 -4μ,μ

2
)=ο; 

la somme s'étendant à toutes les classes impropres d'un discriminant 
donné, 8Ν — ι; p.,, μ

2
 et μ ont les significations qui viennent d'être 

indiquées. 
La relation (76), qui semble nouvelle, ne paraît pas facilement dé-

montrable par voie élémentaire. 

Exemple, — Soit8N — I = I5; il y a deux classes impropres 
(2, 1, 8) et (4, 1, 4), pour lesquelles μ,, μ2, μ ont les valeurs respec-
tives 

8, 8, 2 et ' 4, 4, 6; 
et l'on a bien 

(82
 + 82 + 4.8 + 4-8 - 4-64) + (42-t-4a-t-12.4-t-12.4 - 4· 16) = o. 

72. Troisième évaluation de α
Ν

. — Il faut partir des relations 
[nos 5 et 8, (5)] 

ï)*0, = 4ι)'·Ή, — 8^q 4 (<7_< +.. .H- mg~m')cos(2m-h τ)χ, 

=42(2TO + I)7^^^icos(2m + 1)37; 

et faire encore le produit membre à membre. On obtient ainsi, pour e, 
la somme des deux expressions 

16U!> 2 (2 m -+-1) i—L_l-

et 

(77) - >62(2M T R) Q Y-QWI ('?" +· * ·+ 

Cherchons le coefficient de q 4 dans la première. 
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En vertu de l'expression de Mb (p. 35o), ce sera 

(78) i6^(2/»-t- i)F[4/r + 3 —(am-t- t)a — 2(2m+1·) — 4(2^~(-ι)ρ]> 

m étant entier positif, ρ entier positif ou nul, et la somme s'étendant à 
toutes les valeurs de m,, ρ qui ne rendent pas négative la quantité sur 
laquelle porte F. · 

La quantité (78), que nous désignerons par s'écrit évidemment 

i6£ F[4* + 3 - (4h.+ 3)]ψ(4Α + 3), 

ψ(η) désignant, comme au n° 59, la somme des diviseurs de η infé-
rieurs à sfn. 

Il faut maintenant développer de même la quantité (77) suivant 
les puissances de q\ cette quantité est évidemment du type 

Σ 9 R* Î 

on calcule γ* par nos méthodes ordinaires, et l'on trouve ainsi : 

I® k impair y*= —P·») 

2° k pair y
k
= 2^ v»(v»— V,) 

α,, ,ρ.2 désignant les minima =o(mod4)et μ le minimum ==2 (mod4) 
d'une classe impropre quelconque de discriminant l\k -+- 3 (k impair); 
ν 1, v

2
, v

a
(v, = v

2
<v

3
) les minima d'une classe impropre quelconque de 

discriminant 44 -+- 3 (k pair). - -

On obtient ainsi une nouvelle expression du coefficient de q 4 

dans £; c'est. -+- yk. . 
ï° Soif, k pair; k -+- \ est du type 2 4'+ 1 — comme il n'y a pas 

de tels termes dans C, il reste β*-ι-γΑ=ο, c'est-à-dire, en faisant 



4l 2 G. HUMBEBT. 

Â = 2M, 

82FL8M + 3-(4A + 3)]^(4A + 3)=2;v2(v3-vt); 

la dernière somme porte sur les classes impropres de discriminant 
8 M -h 3, et v

<;
 v

2
, v, désignent les trois minima d'une quelconque de 

ces classes (v, =v
2
^v

3
). 

2° Soit k impair; k = 2 Ν — ι ; on trouve, en égalant β*-h γ* à la 
valeur (75) de a

N
, 

8^ F[8N — 1 — (4Λ4-3)]ψ(4Α4-3)=2]μι(μϊ —μ), 

ρ,, p.
2
 étant les deux minima =o(mod4)et p. le minimum =;2(mod4) 

d'une classe impropre quelconque de discriminant 8Ν — ι, (p.,^p.
2
). 

73. Quatrième évaluation de α
Ν

. '— On partira des formules : 

=~ 2^ (2,m + cos(am H- i)a? H- η, θ*θ |l, 

4 [1 — 2(— cos(2m-H 1)#; 

une suite de calculs analogues conduira aux deux relations ci-dessous, 
où les notations du numéro précédent sont conservées et où <f>(n) dé-
signe la somme des diviseurs impairs de η : 

F(8N - , - 4λ) K- ,)'*· ~ >]?W =Σ (f-î-H V-l ~ (*")> 

32^F(8M+3-4A)[2(-r)4 4-ι]φ(Α) =2(v? -t-vj). 

On fera 0(0) — ± et l'on ne comptera que pour {la classe (2 a, a, 2. a). 

74. En introduisant de même le terme en cosa: du développement 
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trigonomètrique de 

^θ^Η,ΘΪΗ* 

on arriverait à des résultats dont nous ne citerons ici qu'un seul, 

82F[4N-(4A + I)]<K4A + .) 

— 2 »»,(/», + w
a
 - m) [i — (- i)4], 

la dernière somme s'étendant aux classes propres de discriminant 4N, 
m,, m

2
 étant les deux minima impairs m le minimum pair 

d'une telle classe. 
Enfin ψ(4Α -+- ι) a le sens précis indiqué au n° 59; c'est, si 4h -h ι 

non carré, la somme des diviseurs du nombre l\h -+- ι inférieurs à sa 
racine carrée; si 4A"-t-i='S2, c'est cette même somme augmentée 
de |δ. 

DEUXIÈME PARTIE. 

APPLICATIONS DE LA TRANSFORMATION DU TROISIÈME ORDRE. 

CHAPITRE I. 

FORMULES DÉDUITES DÉS DÉVELOPPEMENTS FONDAMENTAUX. 

75. Rappelons d'abord les relations suivantes, qui appartiennent à 
la transformation du troisième ordre des fonctions thêta (') : 

— C H(3a?, q
s
) = H («)Η (a? - f ) H (a?+ P) 

(') Voir, par exemple, WRISER, Elliptische Functianen, §28. 
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C H, (3«, r/) = II
 (

(.·Λ·) I I, (x - H
t
 '(a? + P), 

C Θ (3a-, g3) — Θ (χ) Θ ^a; — |) Θ (x+TT), 

C Θ,(3χ, ç3) = Θ,(χ)Θ,ζχ — Θ,(x +TT), 

la constante C ayant pour valeur ̂ \/3η, θ, 0 ; H on a d'ailleurs 

directement pour H la valeur sfôη(γ*), en désignant par t](g), 

avec M. Weber, la fonction 

Ύΐ(9)=^έ(-ο™? i2=2(-*y*9 12 · 

On conclut immédiatement des relations précédentes 

h'(ÏH^wt 

h
'(ÏH^wt 

<79> 8 TT = n q3 vnion 

l
8

· =nq3 vno 

76. LEMME. — Faisons χ = % dans le développement classique 

ΐ«:ϋ=8
Σ
^-82 7^,—; 

il vient, en vertu de (79), 

(80) 3η,0,η,(ç
3
)Q,(g

3) — 8^] ~~
 cos

^)· 

D'ailleurs (n° 14), 

3η,0,η,(ç3)Q,(g3) — 8^] ,3η,0,η,(ç3)Q,(g3) — 8^] ~-
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quant à cbs^r-> c'est j, si m=o(mod3), et — dans tout autre cas. 

Si maintenant on égale les coefficients de dans les deux membres 
de (80), on obtient immédiatement ce théorème ; t . 

Le nombre des décompositions de 8 Ν selon la formule 

8Ν = (ax + r)2+ (2/.+ ι)2 + 3(2z + ι)2 + 3(2ί -t- ι)2, 

où x, y, z, t sont entiers, positifs, nuls ou négatifs, est égal à seize 
fois la somme des diviseurs de 'N dont les conjugués sont impairs 
et qui ne sont pas multiples de 3. 

77. Relations déduites de la formule fondamentale (IP). — 

Dans cette formule (10), qui s'écrit , 

η,Ο,Η,Θ " =2H
1
(.2;,vV/)2^/ 8 F(8v +

 7
)_42? 8+1)2 

X [{2m — ι)q 8 +(2m — 5)q 8 -4.. .J cos(2m4-r)x, 

faisons χ = ~· Le premier membré, en vertu de (79), est 

·3ηΧ?·Λ(?')Η, (|)β.(|) 

ou, d'après le n" 14, 

3n2(q3)1nv(?> V?)' 
c est-a-dire 

(8l) ' ·- 'cos (2014-1)3· 

Le second membre est 

ί 2^?
 8

 F(«3v 4-7)x2?
 8 cos(2m -t- |)| 

j — à^q 8 L(2TO- ')? " -h(am — 5)q 8 -K. J cos(2m-t-i)|· 
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Égalons les coefficients de qy dans les deux expressions (81) et (82). 
Dans (81),· on doit poser 

(83) 8N = 3(zz -T- I)2+ 3(2/ -J- I)2-I- (2Y-T- I)S+(2M -1- Ι)2 

(a, t,y, m = o) 

et prendre la somme 

.(84) . | ^cos(2m -+-i)f, 

étendue à toutes les décompositions (83) de 8N. 
Or: 
i° Si N = o (mod3), 2,y-hi et 2/n-t-i, dans (83), sont =o(mod3); 

donc cos(2 m -+- i)~ est — 1, et la somme (84), c'est-à-dire le coeffi-

cient de qy dans (Si), est —f x, où χ désigne le nombre des repré-
sentations (83), nombre calculé d'une manière générale au n° 76. 

20 Si N=—1 (mod3), l'un des entiers 2jg-l- t, %m -+-1 est 
= ο (mod3), l'autre =± 1 (mod3); d'ailleurs, on a évidemment 

^2cos(2w+,)|==§2[cos(2m+1)I+c°s(2J+ of > 

et comme, au second membre, un des cosinus est — 1, l'autre -t- la 
somme (84) est égale â — -^X. 

3° Si N==-+- i(mod3), comme 2y+i et 2« + i sont tous deux 

= ± 1 (mod3), cos(2m -+- r)^ est -, et la somme (84) est gX. 

Cherchons maintenant le coefficient de qy dans ( 82). 
Dans la première ligne de (82), c'est évidemment 

22) F[8N — (2m-h 1)2] cos(2m -+- Of " 

Dans la seconde ligne, il faut poser 

(85) 8N = (2m + i)2 — (2p. —i)2, ' τη, ρ>ι, ρ < m, 
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m et u. étant de plus de même parité, et prendre la somme 

-4^(2)1- i)cos(2m + i)|« 

Or on écrit (85) 

2N = (m — p. -+-1 ) (m ■+■ p.) = οδ,, 

δ,, c'est-à-dire m -+: p., étant pair, et 0, ou m — p. -t- 1, impair, 
puisque m et μ sont de même parité; de plus δ <( δ,. On en conclut 
immédiatement que, dans la seconde ligne de (82), le coefficient 
cherché est' 

— 4 - δ)οο$(δ, + δ)TT, 

la somme s'étendant aux décompositions, déjà rencontrées au n° 56, 

2N = δδ,, δ, pair, δ impair, δ < δ,. 

Il ne reste plus qu'à égaler les deux valeurs trouvées pour le coeffi-
cient considéré. 

Auparavant, faisons χ = ο dans (10), et égalons, dans les deux 
membres, les coefficients de nous trouvons immédiatement la 
formule 

(86) o = 2F[8N-(2m + i)»]-22(St-S), 

la dernière somme s'étendant aux mêmes décompositions 2N = GO, 

que ci-dessus. 

78. Formules finales. — Maintenant, égalons les valeurs obte-
nues pour le coefficient de q* dans (81) et (82). 

1 " Ν = — ι (mod 3). On a (n° 76) X = 16 JPe?', d'étant un divi-

seur quelconque de Ν à conjugué impair; et, par suite, 

— ^ 2^ F[8N — (-mi -+- i)2J cos(2/n -+- 1) j — 4^(δ, — δ) cos (δ, + δ)|· 

Jourri. de Math. (6e série) , toùie III. -- Faso. IV» 1907. 54 
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Quand on pose a Ν = So,, d'où δδ, = Χ (mod 3), on voit que δ, et δ 
sont simultanément = -+- χ ou =— ι (mod 3) ; l'un étant pair, l'autre 
impair, δ, -f- δ est impair et =± ι (mod 3), c'est-à-dire que δ, + δ 
est 6Λ -ι- ι ou 64 -+- 5 ; donc 

cos^, + δ)| = -

On a ainsi 

— 32^'= a FfSN — (2/« -t-.i)3) cos(am'q- i)| - °)· 

Combinant avec (86), et observant encore, que cos [(a m -f- i)it : 3] 
est — χ, si 2/η -+- i = o(mod3), et i- en tout autre cas, on obtient les 
deux formules 

(87) 2F[8N-9(2(.+ 1);]= 2X j 

(88) ^FfSN- (6ρ±ι)»] = -2^+·22(^-δ) N = -1 (mod 3) 

d'désignant tout diviseur de N. à conjugué impair, et la dernière 
somme s'étendant aux décompositions 2N —δδ, où δ, > δ, δ, pair, 
δ impair. 

ι° Ν = -4- ι (mod 3). On a de même 

d' = — (2m -+- χ)8] eos(im -+-1)~ — 42(°· cos(®i ■+■ ■' 

Ici, par 2Ν = δδ
(

, la somme δ,-ι-δ est impaire et = o(m'od3); 
donc cos [(δ, 4-δ)- : 3] est — ι, et l'on trouve, en combinant avec ( 86 ), 

(89) £F[8N- (6p +.)']= d' 

(9») 2Ft8N-9(>f-+*)2] = - d'+-^Z(s' -s)\ N = 1(mod 3) 

d', δ, δ, ayant même signification que ci-dessus. 
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3° Nso(mod3). Ona 

— 12d" = 2 ^F[8N — (2m -1- i·)2- j cos(2m -i- 1)| — 4 ^ (®· — G0S(^< $) 3» 

d" désignant (n° 7β) tout diviseur de Ν non multiple de 3 et à con-
jugué impair. 

Ici (à,moins que Ν ne soit pas divisible par 9), cos(o,-+- δ)| n'a 

pas une valeur fixe; on peut écrire,"d'ailleurs, ·· ·· .«· -

cos(o
l
 +

 0
)3 = -n--^-

r
-J , 

le symbole de Jacobi, {-t-g— ), étant nul si δ, -t- 5 = o(mod 3). 

La combinaison avec (86) donne 

(9·) 2F[#N- (6p±i)=]i-4i;<
i
"+=2(

s
.-

s
)(T

li
T [ · 

(92) 2F[8N-9(2p. + i)2j = ' ~~{'Η~) 1 \ N =o (mod 3) 

d" désigne tout diviseur de Ν non multiple de 3 et à conjugué impair; 
G, et Δ ont la même signification que plus haut.. 

79" Remarque. —· Si N, multiple de 3, ne l'est pas de 9, le sym-
bole de Jacobi qui figure dans les deux dernières formules est égal 
à ± 1 ; si, de plus, on observe que ί\Σά" — Σ of, d'désignant tout divi-
seur de Ν à conjugué impair, on voit que les formulés (92) et (91) 
coïncident avec (87) et (88). 

Ainsi, pour N~o(mod3), et non =o(mod 9), les formules (87) 
et (88) subsistent. 

80. Formules complémentaires. — On peut, par voie élémen-
taire, obtenir des formules analogues aux précédentes, et dans les-
quelles 8 Ν + 4 remplacerait 8N. On part, pour cela, de la relation 
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d'Hermite (n° 8) : 

*1? (V?) = " F(8v-t-3); 

et l'on multiplie les deux membres par H, 0, s/ç^jl
 on

 égale ensuite, 

dans les deux nouveaux membres, les coefficients de y2' '. Calculons 
ceux-ci. 

Au premier membre, il faut poser 

(93) 8N + 4=r(2a?-t- l)2-H(2y-t-l)2-t-(2Z4-l)2-l-(2?-f- i)2, 
(x,y, s, i|o) 

et prendre ^cos(2£ -t- i)| étendu aux représentations (cjd). 

Au second membre, on a, pour le coefficient cherché, 

8^F[8N +/}-(2m + i)2] cos(2m -+-1) γ 

Distinguons maintenant divers cas. 
i° ΝΞΞ - 1 (mod 3). Alors, dans le second membre de (93), deux 

des quantités au carré sont = ο (mod 3), les deux'autres sont 1 ; 
dès lors, on a 

2cos(a / + i)f = + -4----4-cos(2i+.i)|j
 1

 + ^ ■+" 5); 

c'est-à-dirè que cette somme est — χ : 4, 3t> désignant le nombre des 
représentations (93), qui est égal, comme on sait, à 16 fois la somme 
des diviseurs de 2N + 1. 

On a donc 

8^F[8N + 4 — (2m 4- i)2] cos(2m + ï)| = — 4Φ(2Ν -+-1). 

Mais, si l'on avait multiplié les deux membres de la relation d'Her-
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mite par H, (o, \fq), on aurait trouvé de même 

(94) ' 8.^F[8N + 4-(2m + ι)2] = Ι6Φ(2Ν 4- ι),. 

formule valable quel que soit N. En combinant les deux dernières 
relations, on trouve 

(95) 2F[8N + 4-9(^ + 02] = ®(2N+') I 

(96) 2f[8N + 4- (6p ± ι)'2] = Φ(·2Ν-)- ι) l(96) 2f[8N + 4- (6p ± ι)'2] = Φ(·2Ν-)- ι) l 

Φ (Λ) désignant la somme des diviseurs de n. 
2? Nsi (mod3). En ce cas, 8N + 4 — ο (mod 3); supposons que 

8 Ν -h 4 ne soit pas multiple de 9 (' ), on trouve 

(97) ^VF[8N + 4-9(^ + I)2J--= Φ(2Ν + Ι)1 

(98) 22F[8N + 4- (6pdzi)2] = 3®(2N + i) ί N = +1 (mod 2) 

3° N = o (mod 3). Le nombre 8N -4- 4 étant == 1 (mod3), les dé-
compositions (

9
3) sont des deux types : 

(99) 8N^4 — 9(2®'-hi)2-H9(2/ 4-i)2 4-9(2*' + I)a-h(2<' -Kl)1, 

(100) 8N-j-4= (2®"-f-i)2-t- (27"-+-1 )2-f- (2/ + -i)ï + (ai"+-i),1 

les carrés non précédés du facteur 9 n'étant pas multiples de 3. 
Soient x' et X" les nombres des décompositions (99) et (100) ; on a 

^cos(2/ 4- i)| = ^ 2 [3(22/4-1)| 4-.. .4- (ai'-H 1) jj-h ̂  cos( 2 i" 4- i) | 

= ΙΣ (" I — I_ I+
 ;)

+
·Σ i = —1^'+^"· 

(') Si 8N 4-4= o(mod9), on obtient aisément les formules correspondantes. 



/|2£ G. HUMBERT. 

Far suite 

8.T F[8N -h 4 — \4im 4-.i)2'] coé(2/k + ι)Ξ· = —'~4?t>'+ -at,". 

En combinant avec (ρ4)> et observant que ati'-t-Dt." est égal à 
ι6Φ(2Ν ι), on trouve 

(101) 24^F[8N -i- 4 — 9(2 pu- i)s | = |at>'. N = o(mod3.). 

D'ailleurs, a priori,, at,' n'est pas connu explicitement. 
. Cette formule, bien qu'ainsi incomplète, nous sera utile plus loin 
(n° 86), 

Nous allons passer maintenant aux.applications de la formule fon-
damentale (9). 

81. Lemme. — Dans la relation bien connue 

ν 9 ûj = —ï 1 + 8 V- —(1 — C0S2mx), 

faisons χ = ?; nous arrivons, en imitant la marche suivie au n° 78, à 

cette proposition qui, d'ailleurs, n'est pas nouvelle : 
Le nombre des représentations de Ν par la forme 

3 χ- -+- 3y3 -{- z2 -h t2 

est égal à 

4(-)N Zd(-1)d (d) 

la somme s'étendant à tous les diviseurs d, de N, et le symbole de 

Jacobi, (^j' étant nul, si c?=o.(mod3), selon une convention clas-

sique. · 
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82. — Relations déduites cle la formule fondamentale (9). 

PrenonsJa relation, déduite de (9) par changement de χ en χ -ι-TT 

ί.βθ,ί!^+ 4®(^, ?=)£(- .)·?=·J(v) 

Çgj 7 . — 8^(—i)'"^2'"5 [— 2 y~2-F...-+-( — ï)niimq~Îmi\ cosl^mx 

| ï)™?
 2

 11
 s

 + --- + (—1)'""'(m-ti)j 2 Jcos(4'w+ i)x. 

et faisons-y successivement x'== ο, χ = ^·, égalons ensuite; dans les 

deux membres, les coefficients de <?2N(N >0). 
Il vient, pour .7; = 0, 

0 = 42(-i)"j(N - ™2) - 8 2(-0H$. - $). 

la dernière, somme s'étendant aux décompositions Ν = δδ
η

 où δ<δ,. 
Nous poserons, dans ce qui suit, ' " ' 

(.02) ■ 0(N) = 2(-i)!.(S,-S); 

de sorte que l'on a 

(;io3) ; . 2J(N - nd)^'i(- 1 yU(Ν). 

Faisons, maintenant χ = | dans (9'); le premier membre, en vertu 

de (79), est 
30,(^)0(^)0(1)0,(1), 

c'est-à-dire, (n° 14), 

(104) 3O
2
(
?

o
)O(

?

2
)0(^,ç

2
) ou 30

2

(?
ft

)0(?

2

)2(-i)'"r""^· 
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Le coefficient de <fN dans (io4) s'obtient comme il suit : 
Posons 

[ 2Ν = 6a?2-l- 6y2 + 2z2-t- 2 m2 

(105) c'est-à-dire 

( Ν = 3asa H- 3jk2 -f- s2-i- m2, 

le coefficient cherché sera 

- (ιο6) 3( — χy+r+z+me 3 ou 3(—i)
N
2

e 3

 ' 

quantité évidemment réelle, et dont la valeur dépend de la valeur 
de Ν (mod 3). 

ι° Νξ=— ι (mod 3). — Alors, dans (io5), m = ± ι (mod 3), et 

la partie réelle de e 3 , c'est-à-dire cos(4wtc ; 3) est— ι : 2; l'expres-
sion (106) est donc 

- 3 (-1)Nr, 

X désignant ici le nombre des décompositions (io5), c'est-à-dire, en 
vertu du n° 81, 

(106') ■)"</, 

la somme s'étendant aux diviseurs de N. 
20' Ν = -t- 1 (mod 3). — Dans (io5), une des quantités 2, τη est 

==± 1, l'autre = ο (mod 3); dès lors 

3(-')"2> ' =5(—)"Σ(· - 1) = 3 (-1)NR, 

de sorte que la valeur de l'expression (106) est 

(.06·) \ι>Σ(~ιΥ<
1

· 

3° Ν ξ ο (mod 3). — Dans (io5), m = o'(mod-3); la valeur de 
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l'expression (106) est doric 3(— ι)<Ν,%- ou (n° 81 ) 

(In6'") 3.4 2(-ι)^(0
3

' 

somme étendue aux diviseurs de N. 
11 faut maintenant calculer de même le coefficient de cfy au second 

membre de (9'), après qu'on j a fait % =TT 

On trouve, sans difficulté, 

(107) · j _ 8^(-r)S'(o, - o)cos^(Si-}-δ), 

■ · j _ 8^(-r)S'(o, - o)cos^(Si-}-δ), 

la dernière somme s'étendant toujours aux décompositions 

N tvÇv Λ s Λ1. 

Il ne reste plus qu'à égaler (107) à (rod'), (106"), (106"'), selon les 
trois cas distingués pour obtenir les formules cherchées. 

83. Premières formules. — ι° Ν — — 1 (mod 3). — L'égalité 
de (107) et de (106') donne, si l'on observe que (107) est réel et que 
δ, + δ = 0 (mod 3), 

■ · j _ 8^(-r)S'(o, - o)cos^(Si-}-δ), 

La dernière somme est U(N), par (102). Combinant avec (io3), on 
trouve 

[2J[N-(3«±,)"]= (-■)"2«ί(-.)'.· 

[2J[N-(3«±,)"]= (-■)"2«ί(-.)'.· 

d désigne un diviseur quelconque de N. 
Journ. de Math. (6* série), tome III. — Fasc. IV, 1907. 55 
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2° Ν =-t- ι (mod 3). — On a, en égalant (107) eb(io6"), et com-
binant ensuite avec (ιο3) : 

2 JfN - (3σ± ι)2} = 

(109) 2 JfN - (3σ± ι)2} = =i(-.a(-iyU.(N),· 

3° N = o (mod 3). — On trouve de même 

(101) /(_l)NVj[N_(3(J±I)2] 

( =- *Σ(- ■>'·(«.- S) (^)'; 

et l'autre somme se déduira immédiatement de celle-là par(io3). Si Ν 

n'est pas multiple de 9, on a f — J = 1. 

84. Formules complémentaires. — Partons de la.relation de Kro-
necker : 

·:=»Σε(»)
?

·, 

où E(v) = F(v) — F, (ν), et multiplions les deux membres par Θ,. 
Nous trouvons, en égalant ensuite les coefficients de q*, et utilisant 
lé résultat classique sur le nombre de décompositions de Ν en quatre 
carrés, 

(111) i2^E(N — .m2) = 8(2 ■+■ (— i)ii]ç(N), 

ç(N) désignant la somme des diviseurs impairs de Ν. . 
Multiplions de même les deux membres de la relation de Kronecker 

par Θ, il vient · 

(112) , i2^E(N — m2) cos2m ^ =2cos~f~' 
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la dernière somme s'étendant aux décompositions 

(II3) Ν = χ1 -+-y' -+- z'J M- i2. 

i° N = - i(mod3). — Dans (ii3), deux des x, y, z, t sont =0, 

les deux autres ± 1 (mod 3); donc, dans (1x2), 

Σ 2πί « ν / ce t\ 

=Σ ί(· + ■ - i - 0 =Σί = ί
8
ΐ
2+o"J?CN)· 

Combinant alors (ι 11) et (112), on trouve 

2e(N-9v·-·) =^[2 + (_I)K]9(N), 

("4) . 

^E[N - (3σ ± ι)2] = I[2 + (_ ι)»]φ(Ν). 

2° N = o (mod 3) el non =0 (mod 9). — Dans (II3), un seul des 
χ, γ, ζ, I est=o (mod 3), et l'on trouve sans difficulté, en combi-
nant (111) et(112), 

(2E(N-9v·) <-'>"■]?(*'). 
(N5) J 

j £E[N —(3σ±ι)»]=1[
2
 + (-ι)>(Ν). 

3° ΝΞΟ (mod 9). — Dans (N3), un seul des x, y, z, t est 
ΞΞ 0 (mod 3), ou tous le sont. Soient 31L, et AN, les nombres respectifs 
de ces deux sortes de décompositions. r 

Le calcul de ̂  cos dans (112) donne 

12 2E(N — m-) cos -y- = — g 31L, <+- aie,, 
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d'où, à l'aide de (π i), 

(116) 1 2E(N.-9V») = ^,4-- an,,, 

(2E[N-(3A±I)»] = JL
3

R,
I

.. 

D'ailleurs, on a évidemment 

ait, + ait, — 8(2 -+- (— ι)Ν]φ(Ν), ait, = 8[2 -+- (— i)NJφ (N) 

4° N = i (mod 3). — Soient et at0
 les nombres des décompo-

sitions (113) dans lesquelles 3 ou ο des x, y, s, l sont multiples dé 3 ; 

en calculant cos·^-^ dans (112), on trouve 

12— m-) cos—= gat., — -ato, 

d'où, par combinaison avec (111), 

(117) ' iMN-gv2) =7^; 

( 2Ε[Ν-(3σ±ι)2ΐ = ^»+5λ.·' 

On a d'ailleurs 

at
3
 '-+· at

0
 = 8 [2 -f- ( — x)îl]φ(Ν); 

de plus, si Ν esl pair, il est aisé d'établir, par voie élémentaire, que 
at

0
 =.2Dt

3
. En ce cas, on peut donc calculer x

3
 et X

0
, c'est-à-dire 

les seconds membres des formules (117). Si Ν est impair, ii ne semble 
y avoir aucune relation simple entre x

3
 et at„. 

85. Formules définitives. Premier cas : Ν Ξ — ι (mod 3). — En 
réunissant les quatre formules (108) et (H4)Î on obtient les quatre 
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formules qui leur sont équivalentes : 

42F[N-(3c±,)'i= ■ 

42F.[N-(3«±i)']= 2·^-1 [· -^ *< - *>"1 Kdi, 

4^F (N — 9V2) =-2^+· 2[l-t-(-l)N]2^+2(-l)NU(N), 

4^F (N — 9V2) =-2^+· 2[l-t-(-l)N]2^+2(-l)NU(N), 

di et d
p
 désignent respectivement, ici comme plus bas, les diviseurs 

impairs et pairs de Ν ; et l'on a posé 

u(N)=2(-<)8'(S.-S). 

somme étendue aux décompositions en facteurs Ν = ο,ο, avec 0IS*. 

Deuxième cas : N = o (mod 3) el non—ο (mod 9), — On trouve, 

par (ι 10) et (115), 

4^F (N — 9V2) =-2^+· 2[l-t-(-l)N]2^ 

42F.(N-9vi) = + 2(-1)N Kdi, 

4^F [Ν-(3σ± i)«]s=.-I2d,+[3 + 2(-i)"l2^+2(-I>,'u(N)» 

4^,[Ν--(3σ±ι)'] = - 5^-24·+ 2(-ifU(N). 

Troisième cas : N = o (mod 9).—Il faut combiner cette fois (no) 

et (116). Les formules sont un peu plus compliquées, et nous n'en 
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donnerons que deux : 

42F [Ν - (3σ ± ,)>] = I [2 + (- ,)«] [?(Ν) - ? (ϊ)^ 

- (-1)N2 K (-1) dd (d)2 

+ (-ο"2 2(- .)*■(«.- 8) (iii)', 

' 42F.[N-(3»±>)']=-j['=+(-')i[?(N)-?(£)] 

_(_,)»22(- 1)d d(d)2 

+·(—)"=2(-')a'(S.-S)(-'i-)': 

φ(Ν) est la somme des diviseurs impairs de N; d un diviseur quel-
conque de Ν; δ, et δ sont des diviseurs conjugués de Ν, Ν = δδ, et 

δ<δ,. Enfin et ^ sont les symboles de Jacobi, nuls si leurs 

numérateurs sont multiples de 3. 

Quatrième cas : Ν ΞΙ (mod 3) et pair.—La combinaison de (109) 

et de (117), ou x
3
 et %

0
 sont remplacées par leurs valeurs, donne les 

relations 

42F(N-9v*) = Σά" 

42F.(N-9V') = ;2
rf

p- l
d

" 

4 2 F [Ν - çu ± ΟΙ=- 2 Λ,+$Σά>+ 2U w. 

4 Σ
 F

«f.
N
 - (

3σ
 *

1
 )

a
] = - 7 Σ

ά
» - Σ<

:ί
> +

a υ (Ν). 

Ces formules coïncident avec celles du second cas, lorsque Ν est 
supposé pair dans celles-ci. 
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Cinquième cas :N = i (mod3) et impair. — Il ne paraît pas pos-
sible d'obtenir de relations analogues aux précédentes, parce que, 
dans (117), X3

 et x
0
 sont inconnus. Bien entendu, les formules (109), 

en J, subsistent; nous verrons plus loin qu'on peut encore les complé-
ter (n°8B).· 

• '86, Formules liées à la fonction modulaire du tétraèdre. — La 
multiplication complexe de la fonction modulaire du tétraèdre'a con-
duit à des formules plus simples, mais moins étendues que les précé-
dentes, et qui sont comprises dans celles-ci. 

Ces formules, qu'on trouvera au Tome II (p. a34) des Modulfunc-
tionen de MM. Klein et .Fricke, sont relatives aux nombres de classes 
oû le coefficient moyen est indifféremment pair et impair; elles 
donnent, dans les notations ci-dessus, les deux sommes totales ; 

' ( i£
F

(
N 9V'2) +E

F
'(

N
 - 9V?) -H2F1 [4N — 9(aμ.-Η i)a], 

(118) , ( 2F[N - (3σ ± if ) +2F, [Ν - (3d ± i)s] [4N - (6P ± 1)']. 

Or nos formules des nos 78, 80 et 86 donnent chacune des sommes 
partielles qui figurent dans ces expressions; il n'y a qu'un seul cas 
d'exception, celui de Ν = ι (mod3) et impair, c'est-à-dire Ν = 6M + i. 

Voici comment on peut, dans ce cas, évaluer les deux sommes (118). 

On a, en ajoutant membre à membre la première équation (117) et 
la première (10.9), et observant que Ν est impair, 

- 9VS) = ~ x3 4- ~ 2^' 

G étant F -+- F,, et ci un diviseur quelconque de N, 
On a ensuite, par (xoi), puisque F,(8/t -4- 3) = ~F(8/« -+- 3), et 

que 4V s== 4 (mod 8), 

2-F,[4N - 9(2μ+ι)2] = 
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la première somme (i 18) est donc égale à 

^j(X
3
 SX,') -H- 1 Kd ; 

X
3
 est le nombre des décompositions de Ν en quatre carrés dont trois 

sont multiples de 3 ; X' celui des décompositions de 4N en quatre 
carrés impairs, dont trois sont multiples de 3. Or il est bien facile 
d'établir, d'une manière élémentaire, que 

χ
3
 H- χ'= 8 y d; 

et, dès lors, la première somme (i 18) a pour valeur c'est-à-dire 

moitié de la somme des diviseurs de N, ce qui est la formule donnée 
par MM. Klein et Fricke. 

La seconde somme (u8) s'évalue de même et se prêle à la même 
vérification. 

. 87. Remarque. — Les relations (ïo3) et (ι 11) donnent par com-
binaison : 

(N - /»*) = (- i)sU(N)+ [2 + (-I)x]?(N), 

^F
1
(N-«') = (-,)'U(N)-;[

I + (-.i)'].(N). 

Ces relations reviennent aux formules I, II, IV et V de Kro-
necker ('); la seconde est plus générale que la formule IV, en ce 
qu'elle ne suppose pas N impair. 

Rappelons que <p(N) est la somme des diviseurs impairs de N. " · 

(') Les formules 1, II, V donnent^ F(N — ni-),, selon qu'on suppose N mul-

tiple de 4, N impairement pair, N impair; IV donne ̂  G(N — m") pour 

N impair. Voir aussi la formuLe XI (n° 134) du Report de St. Smith. 
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88. Dernières- formules.' — On a évidemment, C
0
 désignant une 

contante en x, 

C
0
H (x, = H (χ) H (a? - Ç) H (a? + f) 

C0H,(œ, q5) — H,(a;)H,fa; — ^H/X-H (x + TT) (q = eittt) 

Co0 {x, grT) = 0 (a?) Θ (χ - ψ) Θ y) · . ' C 

Co®, (λ·, f) = Θ, (α;) Θ, (a? - y ) Θ, (χ + y) 

d'où l'on déduit, sans qu'il soit utile.de.déterminer C
0

, 

β (s) : h (¥) = -.· . , ■ 

©, ( ψ) : H f 5) = - ^ , , 

H, fç\ : I-I (■?) = -.■ . ^ · 

i° Faisant a? = ̂  dans la formule (10), et imitant la marche suivie 

au n° 77, on arrive à la relation ci-dessous, ou Ν désigne un entier 
quelconque = — 1 (mod3) : 

(-.9) Σγ[8Ν~('ρ±"'] = -Σ^+ΙΣ(5·-;)' 

d' désignant tout diviseur de Ν à conjugué impair; et la dernière 
sommé s'étendant aux décompositions 2Ν = δδ,, où δ < ο,, δ, pair, 
δ impair. Naturellement, ρ ne prend que les valeurs telles que 
8N — (6ρ ± i)2 soit positif et multiple de 9. Cette formule se place à 
côté de la formule (88). 

20 Si maintenant on fait χ = ψ dans (9'), (n° 82), on trouve de 

Journ. 'de Math. (6e série), tome III. — Faso. IV, 1907. :xb 



434 G. HUMBERT. 

même, en désignant par Ν up entier quelconque = ι (mod 3), . 

= (-.Y[5U(N)- I ς<+124 

les notations du n° 85 étant conservées. 
D'ailleurs, on reconnaît immédiatement qu'on a 

(»■) Σ4Ν"4γ^Η^ 

X, étant toujours le nombre de décompositions de Ν en quatre carrés, 
dont trois sont multiples de 3. · ■ . 

Donc, si Ν est, pair, c'est-à-dire si N, qui est 3Λ-+- x, est du type 
6M -t- 4, 3t>

3
 est connu (n° 84, 4°)> et la combinaison des fox-mules 

(120) et (121) donne les i-elations : 

[6M + 4 - ,3σ ± ,)■] = , U(N) _ ^ df + 

42Firç«i4^0î±i£] = |U(N) -\Zdr + ïld>· 

Si Ν est impair, on n'a pas de pareilles formules; toutefois, si l'on 
élimine 5û

3
 entre (t2i) et la pi'emière équation (117), on obtient une 

relation entre les quatre sommes (où l'on a écrit h au lieu de 3σ± ι) 

2F(N-»v»)i 2F,(N-9**)Î 2F(S^£)ï 2F,(2-j£). 

Ces sommes sont d'ailleurs liées par la première équation (109), et 
par (120); on peut donc de plusieurs manières former une relation qui 
ne contienne que deux d'entre elles; on a, par exemple, 

4 Σ iF(N -9»") - [Ν -(39σ±ι''] | = 2Φ(Ν)4-iU(N), ; 

Ν étant du type 6M + 1, et Φ( i\) étant la somme de ses diviseurs ( ,')
J 

(') On déduirait sans difficulté des relations de ce paragraphe la formule de 
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CHAPITRE II. 

NOUVEAUX DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE. 

89. Développement de Η,Θ,Η:Θ. — Dans les. deux formules 
d'Hcrmite : 

10|-q-' 4 [1-t- -+·.·« -+- 2^_m'] sin(2/n -t- i)x, 

(122) Ι η· IT = 4 + ...h-q 4 ) sin2mrc, 

changeons χ en ix, q en q- \ en vertu du n° 14, nous avons ainsi les 
développements de 

1 HH ®î+ ρ, £ un ®î— β2 

car, par les relations quadratiques entre les thêta, 

η:(Η;-Η^) = 20:(?2)(Θ;-Θ2). 

Dès lors, par addition, on a le développement de Η,Θ,Η : Θ; c'est-
à-dire, qu'on l'obtient en ajoutant les seconds membres, des rela-
tions (122), ou χ etq sont remplacés par 2a? et q'2. 

Ainsi 

(123) —2 (l-h2^_2-|-... + 2 5'~2'"')sin(4»î-t- 2)x 

~+" 2 Jsin4mai. 

MM. Klein-Fricke (/oc. cit.) qui donne, dans la^ notation de ces géomètres, la 

Sftmme ̂  H lorsque Ν = ι (mod3). 
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Cette formule a déjà été donnée par Biëhler (foc. cit., p. 3i), qui 
l'établit directement. 

90. Développement de Η2Η2Θ
(
 : 02. — On applique la méthode 

de Liouville (n° ») en considérant simultanément 

η,Η2Η;Θ, : Θ2 et η,0202H, : H2; 

on trouve ainsi, sans difficulté, 

η,—= υΘ,(3ίυ,93) 3 cos(6m -t- -±)x 

— 4^<?3 ι + .·. + 3(2« — ι)^ 4 J cosômic 

— 42? 3 ιΐ + ··· + (6"ΐ-Ι)ΐ 12 J cos(6m 4- à)x 

— k^q 3 [ q l2-t-· · · -+- (6m + i)q 12 Jcos(6m + 4)^· 

£ et 31U désignent des coefficients, jusqu'ici indéterminés, et dont la 
recherche est le point délicat de notre étude. 

91. Détermination de £. — Multiplions membre à membre les 
deux développements (nos 3 et 89) : 

η, —q- = 42*q \q +...+ ? /sm2m#, 

1 q' = 2 C1 2eï~~+ · "2ç_îm*)sin(4m -H 2)ar 

2q 2 + ...+ 2q 2 /)sin4ma;, 

et égalons, dans les deux membres nouveaux, développés en séries dë 
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Fourier, les termes indépendants de a?. Il vient : 

4-^gr8 V? 44-...4-£ * j (i -|- 2g--2 + ...+· zq-2"·'). 

4-^gr8 V? 44-...4-£ * j (i -|- 2g--2 + ...+· zq-2"·'). 

Si l'on pose 

2g--2 + ...+· z 

σ
Ν étant un coefficient indépendant de q, on voit de suite, par l'expres-

sion précédente de ^ que σ
ιΝ
 est le nombix: des solutions entières », 

y, ζ de l'équation 

(124) 8N 4- 5 = 6»2 — ζ2 — 2y2, 

satisfaisant aux conditions 

(12O) χ >* ο, o<.s<2» —1, — » 4~ i£y5» — ι. 

Enfin, observons, en vertu même de (124), que ζ est impair et que 
a: et y sont de parités contraires. 

Ecrivons maintenant (124) de la manière suivante : 

3(8N 4- 5) = 3(3» 4-y — a)(3a? +7 + ζ) — 9(» -t-y)2, 

et faisons correspondre à la solution x, y, ζ la forme (a, 3 β, 3γ) : 

φ = (3» +y — z)X24- 6(» 4-y)XY 4-3(3» 4-y 4- ζ) Y2 ; 

d'où, pour a, β, γ, en utilisant aussi (12$), les conditions 

(126 α > β > °> Υ = α'4-γ —4β>0, 
( γ — α = ο (mod 2), γ 4-α — 2β = ο (mod 4)· 

: D'après pela, φ est une forme positive, de discriminant 3(8N 47 5). 
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Les inégalités ( 126) expriment que le point représentatif de Φ est 
(fig. 2) dans la région Λ, limitée par le contour C'CîVPQy (contour 
renforcé par un liséré); le point ne peut être sur ce contour, sauf sur 
l'arc PQ(')· 

De plus, s étant impair, χ et y étant de parités contraires, on voit 
que 3 χ + y rfc ζ est pair, c'est-à-dire que φ est de l'ordre impropre. 

Donc enfin, σ
Ν est égal au nombre des formes ψ, c'est-à-dire des 

formes positives, impropres, de discriminant 3(8N 4-5), du type 
(α, 3β, 3γ), dont le point représentatif est dans <&, et telles que 
γ _j_ α — 2{3 = o(mod4)i 

Fig. 2. 

C M Ο 

Supposons d'abord que 8Ν -+- 5 ne soit pas multiple de 3, et cher-
chons combien il peut y avoir de formes <p équivalentes à une réduite 
donnée (a, b, c), de l'ordre impropre et de discriminant 3(8N -t- 5). 

i° b )> ο. — La réduite <p, = (a, b, c) a son point représentatif dans 
la région ombrée 1; ses équivalentes dans 2, 3, 4 (2) sont respecti-
vement : 

ç
2
=(a,a + à,a + 2à + c), <p

3
 = (a, 2 a -+- b, 4« -I- 4& ■+· c), 

<p
4
 == (c, 3c — δ, gc — 6 b-ha). 

(l) Ο est l'origine; Οχ, Ο y les axes respectifs des quantités réelles et des 
quantités purement imaginaires; PQ est un arc de cercle, de centre Ο et de 

rayon \JZ ; OM = 1. 
• (2) C'est-à-dire des équivalentes dont les points représentatifs sont dans 2, 3, 4-
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Une seule peut être une forme ©.' Car, si a n'est pas multiple de .3, 

une et une seule des quantités 4, α + 4, ia -+- b est multiple de 3 ; une 
et une seule des formes φ,, <p

2
, ®

3
 a donc son coefficient moyen 

~ o (mod 3.), et le. coefficient extrême l'est aussi, puisque le discrimi-
nant est multiple de 3. ■ ■ ' , 

Si a = o (mod 3), seule peut être une forme φ et ne peut l'être 
que dans ce cas. · 

2° b < ο (' ). — La réduite (a, b, c) a son point dans i'; elle.a une 
équivalente dans chacune des régions 2', 3', 4'; on reconnaît de suite 
qu'une seule desquatre formes peut être une forme φ. 

Il faut maintenant examiner dans quèls cas la forme, équivalente à 
la réduite (a, b, c), qui peut être une forme φ, l'est effectivement·, on 
arrive sans difficulté aux résultats qui suivent : 

i° c = o (mod 3), (d'où b = 0). — La classe (a, b, c) contient une 
forme φ : · 

si4>o, quand on a c33e 

et que a, c ne sont pas simultanément multiples de 4", , 

si b < 0, quand c==o (mod 4)· 

2° a~o (mod 3), (d'où 4== 0). — La classe (a, b, c) contient une 
forme φ : 

si l'on a, à la fois, 4 >> ο, a = o (mod 4)· 

3° a -h 24.-+- c~o (mod 3). — La classe (a, 4, c) contient une 
forme © : 

si l'on-a, à la fois, a -+- 24
)Γ

+- c>3a et, c = ο (mod 4). 

4° a — 24 -+- e = ο (mod 3). — La classe (a, 4, c) contient une 
forme φ si α et c ne, sont pas simultanément multiples de 4· 

Ces quatre cas épuisent toutes les hypothèses possibles, à cause de 

C) b~ ο est impossible, la forme (a, b, c) étant impropre et dé discrimi-
nant impair. 
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oc-·?* b^=k~o (mod 3) ; les conditions indiquées sont nécessaires et 
suffisantes. 

On peut maintenant, et c'est cette idée qui va nous conduire au but, 
associer à la solution x,y, s de (124), au lieu de la forme φ, une 
forme (α', 3 β', 3γ'), ou ψ, définie par 

a.'— 3x-hy-h z, {3' = ie-i-y, γ'=3 x-j-y — z, 
t κ ν . . ■ 
ce· qui revient à changer ζ en—.s dans les coefficients de φ. 

Les coefficients, de ψ, qui, est une forme impr.api-e, de discrimi-
nant 3(8 Ν-1-5), satisfont uniquement à -

α'>γ';>β'>ο, α'+-γ'— 4β'> ο, α' -t- γ' — ι β'Ξ= ο, (mod 4). 

Le coefficient cherché, σ„, est donc aussi égal au nombre des formes ψ. 
Les inégalités montrent que le point représentatif de ψ est dans le 

quadrilatère curviligne MKOHQPM. En procédant comme plus haut, 
on établit ce qui suit, ou (a, b, c) désigne encore une réduite impropre 
quelconque, de discriminant 3 (8 Ν -+- 5). · ' ' '■ 

i° c = o (mod 3).La classe («, b, c) contient une,forme ψ : 

si4>o, quand à la fois c53a et a —c = 2 (mod 4)» 
si b <( o, quand 'α = ο (mod4)· 

20 a=so (mod 3). — La classe (a, b, c) contient une forme ψ : 

si 6>o, quand , c==o (mod 4), 
si4<o, quand a— c = 2 (mod 4)· 

3° a -t- 2b -+- C=EO (mod 3). — La classe (α, Z>, c) contient une 
forme ψ.: 

si, à la fois, a + 2b -h c<3a et e = o (mod. 4)· ' 

4° a — 2b -+- c== ο (mod 3). — La classe (a, b,c) contient une 
forme .ψ : 

siaso (mod 4)· . .·. ·:·.ι 
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' Cela posé, σ

Ν
-, égal au nombre des formes ■©, comme à celui des 

formes ψ, est la demi-somme de ces deux nombres. 
On en conclut que 2as est égal au nombre des. classes de formes de 

l'ordre impropre, et de discriminant 3(8N -h 5). 
En effet, soient (a, b, c) et (a, — b, c) deux réduites opposées, non 

équivalentes (c'est-à-dire non ambiguës), représentant deux de ces 
classes, opposées entre elles; la relation ac-—(mod 8) montre 
que β et c ne sont pas simultanément = 2 (mod 4)· Dès lors, les deux 

.Tableaux ci-dessus montrent aisément que, dans chacun des quatre 
cas, et quelles que soient les valeurs de a et c (mod 4)) les deux classes 
(a, b, c) et (a, — b, c) contiennent, au total, soit deux formes φ et 
pas de ψ; soit deux formes ψ et pas de sp; soit une forme ® et une 
forme ψ; donc, deux classes opposées donnent deux unités dans le 
nombre total des formes φ et ψ, c'est-à-dire encore qu'une classe non 
ambiguë donne une unité dans ce nombre total. 

Le même fait se vérifie pour une classe ambiguë. 
Donc enfin, σ

Ν
, égal à la moitié du nombre total des formes ® 

et ψ, est la moitié du nombre des classes impropres, de discrimi-
nant 3(8N -t- 5). 

Si 8 Ν -1- 5 est multiple de 3, on constate que toute classe impropre 
de discriminant 3(8Ν -t- 5) donne encore une demi-unité dans si 
elle ne contient pas 3 en facteur; si elle contient ce facteur, elle donne 
deux unités. 

Donc enfin, dans tous les cas, 

2a,.= F
)
|;3(8N + 5)]-t-3F

)
 (^y^)> 

le dernier F, étant nul si 8 Ν -ι- 5 n'est pas multiple de 3, ou encore 

<.= [
F

[
3

(
8N

 + 5)J+ 3F , 

car ici (n° SO) les F, sont égaux aux F. 

9'i. Détermination de ait. — On multiplie encore membre à 
- membre les deux développements introduits à propos de au com-
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meneement du n° 91 : le coefficient de c0s2.cc dans le second membre 

nouveau, développé en série de Fourier, est 3ïoy3. 
On trouve, en opérant commè plus haut, que 

1mq1 = Kq2N +1 wN, 

ωΝ étant le nombre des solutions entières x, y, s de 

24 Ν — ι = 2îc2 — 3 z- — 6y~, 
vérifiant 

ο-< 3 z<^7.x
t
 — χ 3y <4 x. 

En écrivant 

24N — 1 - 3(cc — y — z)(x — y -h z) — (x - 3y)2, 

et faisait correspondre à la solution χ, y, ζ successivement les deux 
formes 

[oc-y-s, x~3y, 3(x-y+z)] [x-y+z, x-3y, 3(x-y-z)], 

on trouve que ωΝ est égal au nombre des classés de l'ordre impropre, 
de discriminant 24Ν — ι, ou que 

on,=42gr H F(24N-I). 

95. Développement de Θ,Η2Θ2Η, :Θ2. — Sans donner in extenso 
ce développement, qui nous serait inutile, disons seulement que les 
coefficients des termes en coscc et en cos3a? y sont respectivement 

3t> = 3 J(3Ν 

* =?' 2J"[J(n>+3J(5)],. 
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J étant nul si Ν n'est pas multiple de 3, et J(o) étant égal 

à — 7 > comme d'ordinaire. 

Les développements des expressions analogues à Η2Η®Θ, ". Θ- n'in-
troduisent pas d'autres fonctions numériques que 3TL, Sft,, Φ. 

94. Développements auxiliaires. — En appliquant la méthode de 

Liouville (n° .a), et changeant ensuite χ en χ -t- on obtient "les 

quatre développement! 

H Θ 11, -·-· A ^ q3"i,+-'" ùn{6m-t-2.)x, 

H Θ.Θ, = Α^ 4 Σ q3"i'+"t sin(6m -t- i)x, 

Η,Θ,Η = A sin (6 m +-i)x, 

H, Θ, é — Aq~4 ̂  — ι)"' cos(6m -+- i)îc, 

A étant un coefficient que la méthode laisse indéterminé, et qu'on 
calcule en faisant χ = ο dans la dernière équation. On trouve ainsi 

η, M = Aç~*2y!""'-W"(— i)"'. 

Mais on connaît la relation classique (') 

η, M — 2c:1, 
étant pose 

η = ql%
 2) (- ι)"^

3
'»

,+

'"=τ2] (— i)"V
2

 > 

par suite 
A. = iq3 η-. 

(') Par exemple,-voir Werek, Elliptische..Functioufin, § 21,· 
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9o. Corollaii *es. — Dérivons en χ les trois premières relations du 
numéro précédent, et faisons ensuite χ ■= ο; en tenant compte de ce 
que H'(o) est r>{

 0, et remplaçant A par sa valeur, on.trouve 

η,0η = <73 V (6/n^ +" 2)? 3 > 

η, 0, η = q3 ^ (— i)'"(6m ·+- ·2)ρ3"ι'+-"1 — ̂  (— i)"'(6m -+- -i)q 3 , 

0, 6 η = qTi^ (6m -+- ι )q3m,+m =^(6m + ι)q 13 . 

On en déduirait immédiatement des conséquences arithmétiques, 
que nous laissons ici de côté parce qu'elles n'intéressent pas les 
nombres de classes. 

CHAPITRE III. 

CONSÉQUENCES DES NOUVEAUX DÉVELOPPEMENTS. 

96. Multiplions membre à membre les relations (nos 94 et 5) 

Η,Θ,ΙΙ ==. A^ ι)'"sin(6m -t- i)x, 

η'Μ^ί1 = 8
 Στ^Γ^

ύη2
'
ηχ

> 0 

et égalons les termes indépendants de χ dans les deux membres 
nouveaux. Nous trouvons, en tenant compte de la valeur de A, 
l'équation 

1 V/ \)KÎî",,+S"W'l(2"1 + I) 

+ K ' 1 -j-«y6"1-*-* 

Égalant ensuite, dans les deux membres, les coefficients de gr^1, on 
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obtient sans difficulté la formule : 

2 (-1)'" J F [a4 Ν +. 6 - (6 m +. )2] -+- 3F j J 

2 (-1)'" J F [a4 Ν +. 6 - ( 

la dernière somme s'étendant aux décompositions 6 Ν -+- k — dd
t
, iivec 

d<^d
t

, el d, d, étant de parités différentes ('). 

1)7. De même, en égalant, dans les deux membres du produit con-
sidéré au commencement du numéro précédent, les termes en cos®, on 
obtient l'expression de 9ILy], et la formule : 

2 (- ι )™F[ 24 Ν - (6m -H ι)2) = — 2 d ( ; 

la dernière somme s'étend aux décompositions 6N = dd
u

 avec 
d<i d,, d et d

t
 étant de parités différentes, et un seul des deux étant 

multiple de 3. 

98. En procédant de même à partir des développements de H, Θ, M 
et ΗΘ, :Θ", on trouverait les expressions de <%η, <£η. De la première, 
on déduit cette formule 

2 (- ι )™F[ 24 Ν - (6m -H ι)2) = — 2 d ( ; 

la dernière somme s'étendant aux décompositions iaN-4-9 = δδ,, 
avec δ < ο,, et un seul des deux facteurs '§, S, étant multiple de 3. 

(') ^ ^ ̂  y ^ est le symbole de Jacobi. lei, d+d, ne peut être multiplede3, 

car ι (mod3). A.a' premier membre, la seconde fonction F est nulle si 
2^N -f- 16 —■ (5m -pi)2 n'est pas multiple de 9. 
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99. Formules du premier type de Liouville. — Multiplions 
membre à membre les relations (nos 66 et 94), 

n1F ΗΘΗ, = ^gr3'"*+2'"sin(6m H-?.)$, sin2jmx 

F ΗΘΗ, = ^gr3'"*+2'"sin(6m H-?.)$, 

et égalons, dans les développements des deux membres nouveaux, les 
termes indépendants et les termes en cos#; nous obtenons ainsi les 
valeurs de 

,ζόηθ, et ΰΐι,όηθ,. 
Par exemple, on a 

^q 3θηΟ, =42(3m + i)2i—^5 

Si maintenant on remplace 6η0, par sa valeur (n° 96), on trouve, 
en égalant les coefficients de q2*^' dans les deux, membres, la for-
mule : 

^(6/n+ i) j F[24N + i6 - (6m + i)a] -h3F[2-' N + l6 ~(6m+ ')2j j 

=· *Σ\Ζ)·Ι'· 

la dernière somme s'étendant aux décompositions 6N-t-4 = ̂ (, 
d<^dt et d, dt

 de parités différentes. 
L'expression de ΰίοθηθ, conduit à la formule : 

^ (6m + i) F[24Ν - (6m + r)a] = (^) d\ 

la dernière somme s'étendant aux décompositions 6 Ν = ddn d<^du 

d et d
t
 de parités différentes, et un seul des deux multiple de 3. 
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De même, en formant 3ϋη0η,, on aura 

2(3'« + i) J[3N —(3m + i)2] =2 (^T^) 

la dernière somme s'étendant aux décompositions 3 Ν = $δ,, avec 
δ < δ,, δ et δ, de même parité, et un seul des deux étant multiple de 3) 
Dès lors cette somme est nulle si Ν est impairement pair. 

100. Relations où intervient la forme χ9 + 3y2. — On peut ob-
tenir, d'une manière simple, des formules qui rappellent celles du se-
cond type de Kronecker. 

Multiplions, en effet, par ή les deux membres la relation classique 
(»·»), 

η;0. = 42^ρ(4ν+'2), 

•il vient, en utilisant l'expression de η, Ο,η (n° 95), 

*). 2? 3 (-I)"'(6OT+2)=42?V+2F(4v+2)x2X-I)"'Sr 12 ' 

D'où, en égalant les coefficients de q 12, la formule : 

4S(-i)"fî"Wh"'7 'ί^ΣΗ-'Γ'. 

la dernière somme s'étendant aux représentations 12N + η = 3 α2+ b9, 
avecât^o; b<a, et de plus b (qui est nécessairement pair) étant du 
type 6Λ + 2.-

En opérant de même sur la relation 

η,θ! = 42?4"*F(4V + J)r 
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on trouve 

42 (_ ,),F^«+a-(6-'. + "-j=3^4(-iy_,· 

la dernière somme s'étendant aux représentations 3N -+-1 = 3a2 -4- b2, 
avec «|o; è<o, et b étant = i (mod3). 

101. Relations où intervient la forme indéfinie χ2—Gy2'· 
I'u multipliant membre à membre la relation (n° 14) : 

HH, = 2^(- i)'"9 8 sin(4 m + 2)3?, 

et celle qui donne η, Ο, θ II, Θ, H : Θ3 (n° 4), on obtient les expres-
sions de 

jçfi(g2) et gtt,0(q2), 

qui conduisent immédiatement aux formules suivantes. D'abord : 

2(- 0'"[F(MN + 15 - a4/»2) + 3F(8N + 5a~8mî)] 

= -
2
2(®-3r)(-i)4' 

la dernière somme s'étendant aux représentations 16'N -4-10 = a.·2 — 6y2, 
avec y > ο ; χ > 3 y [a; est nécessairement = ο ( mod 4 )] · Ensuite : 

2<- ])'"F(24N - 1 - r) 4 ' 

la dernière somme s'étendant aux représentations 48 Ν. — 2 = x2 — 6y2, 
avec y > ο ; χ > 3y [χ est nécessairement = 2 (mod 4 )] · 

102. Sil 'on multiplie l'un par l'autre les développements de 

ηΛθ| et ηΛθ| 



NOMBRES DE CLASSES DES FORMES QUADRATIQUES. 449 
(ce dernier déduit par dérivation du développement classique de 
η,Ο,θ : Θ), on trouve sans difficulté, en se reportant à la première 
formule du n° 43, et calculant le terme indépendant et celui en cos0.x 
du produit, les deux relations suivantes. D'abord : 

6 2(_ ,)„F,[^+li>-«« + '>'] = _ 2 (î) (x - 3y), 

la dernière somme s'étendant aux représentations 

24N -h 19 =.x2 — 6y2, y>P, «>3y. 

Ensuite 

6 2 F, = -2 (|)(* - 37), 

la dernière somme s'étendant aux représentations 

24 Ν -t- 1 = x* — 6jy2, y-ί ο, χ 3y. 

Toutefois, si 24N -+- 1 est un carré, a3, le terme — a, qui pro-

vient de la représentation χ = a, y = 0, doit être divisé par 2 (1 ). 

(l) L'impression de ce Travail était terminée quand j'ai eu communication de 
trois intéressants Mémoires, dont deux en langue tchèque, de M. ICarel Petr, 
professeurà l'Université de Prague ( Acad. des Sciences de Bohême, 1900-1901). 

M. Petr a complété, comme je l'ai fait (n° 8), la formule initiale d'Hermite, et 
donné les deux développements (9) et (10). 11 en a déduit les formules (35) et 
(36) du premier type de Liouville et celles (4o) à (44)- du second type; enfin il 
a obtenu trois des formules du Chapitre IV, où figure la classe —2y~· C'est 
donc à lui que revient le mérite d'avoir fait apparaître une forme indéfinie dans 
les applications arithmétiques des fonctions elliptiques. 
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