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Recherches sur les fractions continues algébrigues (*);

Par M. AURIC,

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

INTRODUCTION.

1. Nous nous proposons, dans cette étude, de perfectionner, sur
" certains points importants, la détermination des conditions de conver-
gence d’une fraction continue algébrique et de rattacher plus étroite-
ment ce mode de développement si fécond, d’une part a la théorie des
fonctions méromorphes et quasi-méromorphes, d’autre part a celle des
intégrales définies & coupures déja envisagées par Hermite et surtout
par Stieltjes dans ses mémorables recherches. '

En premier lieu il importe de metire ce mode de développement
sous la forme normale, canonique, qui lui convient. A cet effet consi- .
dérons un polynome ou une série S, ordonnée par rapport aux puis-
sances décroissantes de la variable et de degré maximum £ :

Se=atah 4 al™ ok ... (ak=o0).

Considérons de méme un polynome ou une série S, de degré maxi-
mum k — 1 :

S,=dl'a* raf et ... (a7 F£ o).

En divisant S, par S, nous obtiendrons comme quotient un hinome

(1) Mémoire couronné par I’Académie des Sciences (Grand Prix des Sciences mathé-
matiques). .
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de la forme o, + @, et comme reste un polynome ou une série -— 3,

de degré maximum & — 2 :

. R . k-3, k—3
S, =al w4 al P uh

et, en général, on aura '
a{_f‘"’ =+ o.
On pourra donc écrire

Su":(“n'l;"*" 5|)S. - S:

De méme, en effecluant la division de S, par S,, on aura

S, =(a,z + ﬁ.,) S,--8S,
avece ’
Vo h—h -

k-3, k-3 AR N
S,=a;*a* P+

et, en général, on aura - S
© .
k-3
a, " %+ o,
el ainsl de suite.
) . . S . . .
Dés lors la fraction S—“ s¢ développera en fraction continue sous la
. 1 .

forme suivante () :

1 . { .
&+ By % + By

S .
(A) S_?: &L+ ﬁ, -

et il est clair que cette fraction continue sera limitée ou illimitée, selon
S . . \ . . .
que -S—" sera réductible ou non & une fraction ralionnelle.
1 - .
Le calcul qui précéde est, d’ailleurs, identique au procédé classique
o ? ? I .
pour la recherche du plus grand commun diviseur entre S, el S5 si
S,., est le premier reste identiquement nul, S, sera le plus grand cormn-
mun diviseur cherché et o,z + B, le dernier dénominateur particl (*)
de la traction continue.

(1) Notation abrégée trés répanduce en Allemagne (Baltzer, Miller, etc.).
(2) Terminglogie empruntée & V'allemand (Theilnenner) de préférence a Pap-
pellation francaise, quotient incomplet, qui peut donner lieu & confusion : nous

N
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Telle est, semble-t-il, la formé normale, canonique (A ) sous laquelle
se présentera, en général, le développement d’une fraction -continue
algébrique, si on la considére comme le quotient de deunx séries entiéres
dont les degrés maxima différent-d’une unité.

2. Toutefois, il pouu.l arriver e\cepuonnellemcnt quc les m pre-
miers termes d’un reste S; soient nuls simultanément : dans ce cas le
quotient de S;_, par S;, au lieu d’étre un binone de la forme ax + §,

sera un polynome de la forme
L - ]
a4 B - 4+ v V.

. . . , . . , )
Si ce fait exceptionnel se présente a chaque division, le développe-
ment en fraction continue prendra la forme

(B) . §°=R|;—';—l~;"')

dans laquelle R, représente un polynome entier de degré déterminé;
mais, de ce qui précede, il résulte clairement que cette forme de dé-
veIoppemenL (B), loin de l‘eprescnter la forme normale, canonigque,
représente, au contraire, un développement ayant des propriétés
restrictives et exceptlonnelles, et, par suite, ne posséde nullement le
caractére de généralité qu’on serait tenté de lui supposer a priori.

3. 1l est cependant possible de généraliser la forme normale (A),
sans pourtant tomber dans le cas particulier Lxceptxonnel que nous
venons de signaler. \ -

Considérons, comme précédemment, le polynome ou la série S, de
degré maximum k.

Soit de méme un polynome ou une s,ér_ie S, de degré maximum k— i :

S =al "“—f—a Tkt e

appellerons de méine numérateurs partiels ( Theilsihler) les numérateurs des

diverses fractions successives; enfin les S; seront appelés les restes ou les termes
successifs de la {raction continue,
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Divisons S, par S, et poussons la division jusqu’a obtenir pour le quo-
tient A,, qui est de degré maximum z, un polynome de la forme

i-m

M=o i+ o i e

Le reste de la division sera évidemment de degré maximum k—m—1
et de la forme

. aﬁ-&txk—m—l —a; % :

et, en général, on aura

ak*=£ o.

k—20—1

Si nous posons
k-3¢ k-

S,=a "t B

Oon aura

SO e )\’ S‘ — gRi-m— Si-
De méme, en divisant S, par S,, on obtiendra
? 1 p 29

S‘ _— )\252 — x‘li—-m-—i 83

avec

k

53»‘-—-— a3—3ll,lf—3t+ ak—fu—l

A-3i—1
ity b,

et ainsi de suite.

Dés lovs le développement de 2 en fraction continue prendra la
OF ‘

forme
s . ptie-m—1 . xtimm—1 .
C 20 = - _—
( ) S, ! Xy hy
avec

i—m

hy=a ai+al = . ol e,

4. Examinons en premier lieu le cas ol A, se réduit & un monome;
dans la forme (C), il faut faire m = o, ce qui donne

x?i—l . x?i-—i

=,z — - — .
Ay ag !

(@)

w|
- <
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En divisant les deux membres par 7, il vient
- 4
. 1 1 1
S,. R A
(D) S

C’est la forme habituellement employée pour réduire en fraction con-
tinue une série entiére ordonnée par rapport aux puissances décrois-
santes de x. Par une transformation facile, cette forme se raméne
manifestement a la suivante :

S A DS DU SR
(Dr) . ._Q_J_il)__l:__al___.____.___i_ _____ .

" Clest, & la constante «, prés, et dans le cas ou les «, sont réels et positifs,
la forme qui a fait 'objet des recherches de Sticltjes. Il est clair, d’ail-
leurs, que cette forme conduira & des résultats différents, du moins au
point de vue formel, suivant que I'on s’arrétera 4 un dénominateur
partiel de rang pair ou de rang impair (*); en groupant deux par deux
ces dénominateurs partiels successifs, Stieltjes a montré, par une trans-
formation facile, que la forme (D’) se raméne i la forme normale (A),
laquelle ne présente plus cet inconvénient ou, pour mieux dire, cette
influence de la parité du dernier dénominateur partiel employé.

. La forme normale (A) doit donc @ priori conduire & des résultats
plus généraux que la forme (D'); remarquons, d'ailleurs, que cette
derniére forme peut étre: considérée comne un cas particulier excep-
tionnel de la forme ( A) (cas 0l &,y = By, = o)

En divisant les deux membres de (C') par ', il vient
<8 .o . o ..oz
F ._..l_.. == L, — =————— .._. st ..‘_. Y
('J> xi-18, W &y Ay % ’

(E') R m:a,x—-—._-—__z_

(') De méme les formules gui permettent de passer d’un développement de
Taylor a la fraction continue {D) correspondante ne sont pas les mémes (voir
Chap. V1), suivant que le rang du dénominateur partiel est pair ou impair.



L1O : CT AURIC,

Celle-ci ne differe de la forme de Stieltjes (D') que par la parité dun
dénominateur partiel affecté de la variable «; on peut également con-
sidérer cette forme comme un cas particulier de la forme normale (A)
(cas o oy, = fB,,.,= o).

La forme (C') devient eﬂalement en posant = y? et en divisant
les deux membres par y*‘*

.

(F) - ﬁ,?a‘y;f_;;;f—;w’

dans laquelle tous les dénominateurs partiels, quelle que soit leur
parité, sont affectés de la variable y = yx; on peut aussi considérer
cette forme. comme un cas particulier de la forme (A ) (cas ot §,=0).

Dans les formes (D’), (E'), (F), nous avons ramené les numéra-
teurs partiels & 'unité; on peut faire cette opération sur les dénomi-
nateurs partiels et, par une transformation facile, la forme (C") devient

N o,y T Oy 23 T agu, T
x ——— =] —
(G) a, &' S, i I I
En posant
' 1 1 =z
o = Pns z
il vient
(G i S LR LA SR
. a, S, ' I 1

qui est également une forme trés usitée. -~
ConSIdcmns maintenant le cas ol les A, sont des binomes; dans la
forme (C), il faut faire m = 1, ce qui donne

202

-2 . -2 -
ay @i+ Byt aywi+ Byat?

€y  P=wai+Ba =
1

d’ot, en divisant les deux membres par z*~', on retombe manifeste-
ment sur la forme normale (A) :
1 . T

S, .
’S —oc,x—i—ﬁ.— _ B

at- 4y - P a,z -+ By




‘RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES. iy

En divisant les deux membres de (C") par #*, on troyve oo

. ) .
et, en sant — = 3
y po p >

: &S, ___ . 52 .
(H> £ «:m'“‘-ﬁ'z—— t B G+ fys

De méme, en posant % = y? et en divisant les deux membres de (G
par y*=', on trouve

. 1 1
S, B>
g, Sy kD e
Y ' Y B, 2
D By + =
St Y Y
et, en posami = v,
p2—1 y . u2 . 2 .
(I_I;) v Sn____fﬂ_‘_piu__ ) ~____u‘_—*__
S, b a0, 2
TR T

9. En résumé, on verrait que les formes normales geéncralisées (C)
se ramenent & trois catégories principales :
Premiére catégorie : i == m. — Dans ce cas, on a

SU . Lowmel o emel e

e T P R
avec

Ry == ™ e g g A Aol

La fraction continue ne renferme que des polynomes enliers en x : si
Sy est de degré maximum £, S, sera de degré maximum k — mn.
- [ » . - I .
Deuwwiéme catégorie 1 =0. -— Dans ce casy en posant @ = -, il
vient ‘
.osmHl | emt . Fm+t

bo ° .
SENT S T e
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~

avec
A =Bram+Brtzm .+ Bz + B

. . . 1
La fraction continue ne renferme que des polynomes entiers en z = —;

S, Sy Sy, ...,y S, sont de méme degré minimum en 3.

Troisiéme catégorie. — Nous ferons rentrer dans cette catégorie
les développements pour lesquels les numérateurs partiels sont tous
égaux a l'unité; il sera nécessaire a cet effet de faire une distinction
selon la parité de m. ' : .

a. m impair. — Nous poserons dans la forme (C)

20 —m — 1= 2h,
d’ou

i=22l v h=j+h,

et la forme devient, en divisant les deux membres par z*,
S, A S T
M T e e

avec
Ry =0, 0/ + Poal 2 v,

b. m pair. — Nous poserons dans la forme (C)

20—m —1=2h — 1,
d’ou

i=%+lt:j+/l,. ’

Par suite, en divisantles deux membres par 2%,

avec
n= 0,2 + B~ ' v

En posant x = y*, on pourra multiplier les deux membres par y et il
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viendra

. Se 4 - I S
) P Ay — ey  hay Ay 7
avec ‘

Ry = o,y + By ¥ o u, Yy e,y Y

6. Nous aurions pu diriger nos opérations de maniére a réduire a
Punité tous les dénominateurs partiels. Considérons, comme préceé-
demment, deux polynomes ou séries S,, S, et admettons qu’ils aicnt
le méme premier terme Az :

Se=Aut+ ai ' x* +al et L

S, = Azt ' @l e L
On aura évidemment

Sp— 8 =—(a!"" —a" )" ' —(al — al )b — .,

U

et Pon pourra ¢erire
. ’k—l
o a —
Se=8—28%, a=-"—7F—"

~

S, étant un polynome ou série dont le premier terme scra A z*, comme
S, etS,.

On aura de méme
.
5;=5,—--28,
X x

et ainsi de suite; d’ot Pon déduit la forme de développement déja
obtenue : ' '

Si les polynomes ou séries S,, S, ont leurs m premiers termes iden-
tiques, il est facile de reconnaitre que I'on pourra déterminer le poly-
nome P,, tel que l'on ait

S,=S,—P.S,,

Journ. de Math. (6 série), Lowe 1L - Fasc H, 1goy. 15
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S, commencant par les mémes m premiers termes que S, et S, : il
suffira, en effet, de diviser S, - S, par le polynome = formé avec ces
m premiers termes communs et d’arréter au 7™ terme le quotient P,
qui sera aibside degré maximum —m etde degré minimum —(2m—1);
on aura ainsi le développement

De méme considérons une série entiére S, ceprésentant, non plus
un développement de Taylor, mais un développement de Laurent
illimité dans les deux sens et ordonné par rapport aux puissances
décroissanles de la variable

1

. 1
Se=...ala*+...+alx+al+ by~ ...+ by — +-- -
Soit également
. ) 1 I
S,=...ajx"+..+ax+al+b — 4. +b— ...
] x z

I1 est clair qu'en posan:
o __ 0
3,0 = ay),
on pourra écrire

et dans S, on aura

et, en général,
1 . 1.
a, 7é o, b,2 7é 0.

De méme,.en posant

Sy = (0% + B:)S,—S,,

on pourra déterminer a, et 3, de maniére a avoir dans S,

o __ 1
au—a’:;““o‘

I suffira pour cela de satisfaire aux relations

o__ 1 [ t
a, = u,b), a,=B,a,.
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=2,

on pourra déterminer 3, et v, de maniére & avoir, dans S,,

De méme, en posant

f:—_ao_—.l)':o.
% A &

_ a
Il suffira d’écrire

[ 2 1 N
Ay =3Oy, bz_f pﬂ l";{’
et ainsi de suite, les dénominateurs partiels étant alternativement de
la forme

. ' 1
Ugp® 32,, et an+| + Yon+ ;'
En continuant de la softe on voit que S;, pourra s'écrire
. P
Suw= " P(2) + Q(;)

P(xz) et 0( ) étant des séries ordonnées par rapport aux puissances

croissaiites et toutes positives de'la variable.
La connaissance des deux séries initiales S, 8, permettra donce de
déterminer une suite lumitée ou illimitée

Soa S‘n Szi Ty Sm MR

ce qui constitue une généralisation naturelle de la théorie des fractions
continues.

D’une maniére tout & fait générale on peut admettre que les séries
ou polynomes S, S,, S,, ... sont données au moyen d’une relation
récurrente de la forme

ALy Sn-| = ann ™ Yu+s Sn-H’

dans laquelle les a,, §,, ¥, sont des fonctions connues en z et en .
1l sera possible, dés lors, de mettre le rapport g -—" des deux termes

initiaux sous la forme d’un développement en fractlon continue.
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Nous avons, en cffet, la séric de velations

B 2
S‘,: ;‘St - ; Sz;
] 0
?’2 Y3
S| a_Sz"‘ = 39
. 1
d’on
non B
S, B % . a, .
s et U SR
oom B B B
a, ay a,

et, par une réduction facile,

aQS“—p Yy - %Yz . WY -
| — e 2 L

S,

qui constitue le développement le plus général.
On trouverait de méme par les relations récurrentes ci-dessus

Yn+lsn+1 __B R B L R e R Ul B o 2 L T
= P —_ — —

Sn pn»i @1;»2 gn-—;&

7. Le présent Mémoire est divisé en six Chapitres.

Dans le premier, nous avons établi les formules générales qui per-
mettent d’exprimer un reste quelconque, S;, en fonction de deux autres
restes également quelconques.

Nous avons été amené & introduire des symboles Q qui sont les
termes des fractions approchées ordinairement dénommeées réduites
et dont nous démontrons plusicurs propriétés générales. Nous établis-
sons enfin une formule qui permet de grouper plusieurs numérateurs
et dénominateurs partiels successifs.

Dans le deuxiéme Chapitre nous étudions les conditions de conver-
gence d’une fraction continue selon le mode de croissance ou de décrois-

S . .
sance pour 7 = oo de Q) ou de S—"; nous démontrons ensuite nne pro-
n
position générale relative au domaine de convergence de la fraction
continue ol 'on voit apparaitre, sous certaines restrictions, mais d’unc
mani¢re ¢lémentaire, la notion de coupure introduite par Hermite et
par Sticltjes.
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Dans le troisitme Chapitre, nous étudions les fractions continues de
la forme

[V " ¥
ou
Y, — P Be e B
2 1 i I

4 . ) 1 .
dans-lesquelles les 2, 1, sont des polynomes entiers en z et — dontles

coefficients diminuent au dela de toute limite pour n = eo.
Dans le premier cas, on peut dire que la fraction continue représente
les deux fonctions méromorphes ou quasi-méromorphes

avec PI,—-PI =1,

et nous indiquons une limite supéricure de I'ordre apparent et, par
conséquent, du genre des fonctions entiéres ou quasi-enti¢res P,, P,
I,, 1, aux points essentiels o et oo. .

Dans le second cas, Y, représente une fonction méromorphe ou
quasi-méromorphe dont 'ordre apparent a une limite supéricure qui
se détermine comme dans le cas précédent.

Dans le quatriéeme Chapitre, nous démontrons tout d’abord que la
fraction périodique simple '

est constamment égale & la racine de plus grand module de I'équation
caractéristique

Y*— LAY +up=o.

Cette fraction est partout convergente, sauf sur les courbes ou por-
tions de courbes pour lesquelles les deux racines ont méme module et

. . - n? .
qui forment une véritable coupure : sur ces courbes on a e Z, L étant

un nombre réel quelconque compris entre o et -+ 4.
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Si la fraction continue est de la forme

Ay -, €tant des polynomes entiers en = et i dont les limites respec-
tives pour 7 = oo sont A et i, deux cas sont a con51derer :
A2
a. — est égal 4 un nombre réel quelconque z, compris entre o et~ 4.

Dans ce cas I'équation caractéristique
Y2 —AY -+ =0

a deux racines o, §, de méme module.

On peut dire alors que la fraction continue représernte sur tout le
plan complexe deux fonctions méromorphes ou quasi-méromorphes
aux points essentiels o et o :

Po'—'dlo 3 PO—pIO
Y,—*mi Yg-—a-];;—:pT’) POII“IOPl—Ro'

I’ordre apparentde P,, I,, P,, I,, R, a une'limite supérieure, en gé-

néral facﬂe détermiiner. .

b. ; est égal & un nombre autre que ¢ ou & une fraction rationnelle.

Dans ce cas I'équation caractéristique
Y:—AY +p=0

posséde deux racines o, § dont I'une, « par exemple, a, en général, un
module supérieur a celui de Pautre. La fraction continue représente
alors la fonetion méromorphe ou quasi-méromorphe
Py—al, - :
- > —
Y‘—p__a[’ loIi—'Pa[o—Ro
1 0

sur tout le plan complexe, sauf sur les courbes ou portions de courbes
pour lesquelles on a

A
N b

¢ étant un nombre réel quelconque compris entre o et + 4.
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Dans le Chapitre V, nous étendons 4 'axe des 2 tout entier les résul-
tats que Sticltjes n’avait obtenus que pour la partie négative de cet
axe; les notations employées permettent d’apporter de notables simpli-
fications dans l'exposé de ces résultats. Nous indiquons également
comment on pourrait généraliser la théorie des fractions continues
pour appliquer 4 un systéme de k fonctions initiales données.

Enfin, dans le dernier Chapitre, nous établissons les formules qui
permettent de passer d’une série de Taylor au développement corres-
pondant en fraction continue de la forme normale (A)et nous donnons
diverses applications des théories qui précédent,

CHAPITRE 1.

FORMULES GENERALES (').

8. Considérons les relations générales

Pien Giep = )“i—n-m iy — Pimnt2 Qi—pasy
(A) Pt—-n+|at el Az nte Gjmpyr — P‘l n+3i—nays
...................................... ,
Pime Qi = Aoy @y — Bi o @Gy
® N
Pimi Qiey = A a; — Wi Gy,
Pi a; = Nr Qg - Pigs GBiga,
(BY { v ,
Pitn—t Xin—y = Ajen Qiyn — _H'l'ﬂ-lz-y-_! igpr»

Au moyen des relations (A ), en remontant de proche en proche, on
peut exprimer a; en fonction linéaire de a,., et de @i_nyy 3 de méme,
au moyen des relations (B), en descendant de proche en proche, on
peut exprimer a; en fonction linéaire de a;,, et de @ ny,; c'est I'étude

() Voir Aumic, Essai sur la théorie des fractions continues (Journal de
M. Jordanr, 1902, p. 387).
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de ces fonctions et de leurs relations entre clles que nous allons entre-
prendre en premier lieu.

9. Posons
<2> . A= Pign P,I:.M Ay Peivnesr Q;;{-uai—i-ll—i-! .

Nous avons, d’aprés (1), et cela quel que soit le signe de n,

Pivntiyn = >\i+u+1 a:'+zzft—t — Privae2 Cigereay
d’ou, en substituant dans (2),
a; = ()\i+u+4 Pf:.H, -+ P'i-f—n—o—l Qf+”)ai+n+4 - f*"i—o—n—o—z Pﬁ.m Qiypta
Or, par définition, N
@i = Pivn+s p ::+11+4 Qs T Pirnss Q;_,H.' ipras

d’ou il vient par comparaison

, i — { £
Fi+n+i P R R )\i+n+| P,q.” -+ !J'i-o-u-w-o Q,‘+u7
i . I
Qi+u+' - PH—/U

et il est clair que ces relations subsistent quel que soit le signe de 7.

(3)

10. En remplacant dans (2) Pj,, par sa valewr — Qj,,,,, tirée
de (3), il vient

i . {
([l) Qi = Pjn+y QH.,; Qi ™ Firn Livnrs Livny
ou, sous la forme d'un déterminant,

Q Dian
(4;) ai: j,+” +n ViR )

LRy ] ("'i+n+1 27—

Nous avons par définition

. o b s
J— ! ¢ — N+ i+2
;= P P,';H @iy —+ P*z‘-o-gQH.‘ Qipo = —P' iy — _P_—ai-o-w
I3 i
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d’ot l'on tire

i i A ; {
- Qi+2: Pi+ =L = ;::;(7\1‘4-41)?‘*’ P-i—HQi);

! PiPi+1
i1 — P
+1 ei I3

1l en résulte

i1

Pf === Pl (A P’:-H"#t : )4

o P .
Qi = 0= - 1)2._(7 .
d’ol
.. [ . .
(5) P;‘—c =0= (';: ()\11-* P:'—2 + iy Q:'—s)a
. . ;
t‘?l = - == - P;—ﬁ’

et, par suile,

3/ 1 ; i
P:'—z = Q:‘Q: =

M Pimy M

Ce sont des valeurs particuliéres des symboles P et Q qui nous
seront utiles dans la suite.

41. La relation (3) nous donne par substitution
) ; - ; -
(b) Pi+ﬂ+l Q[+n+2 = At'-i—fl'bl Q[+/1+‘ - EJ"[-&-I!-&—I Q:’+/l 3
c’est une relation récurrente entre les symboles Q de méme indice

supérieur.
De méme la relation (1)

PLi4n@Qiwn = 7\i+n+i Civpry = Firnrs Qi s

donne, sil'on exprime @;,,, @i yney €t @;py, n fonction de ay et de ay.,.,,
et si I'on égale dans les deux membres les coefficients de a,,.,,

i+ _ {4+ BRI LETIN
(7) Pi+an - )\i—%{H‘l Q/f - P*i-m-f—:(\)l I ’

Journ. de Math. (6* série), tome L. -~ Fasc! 11, 1go7. 10
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c¢’est une relation récurrente entre- les symboles Q de méme indice
inférieur.

12. Les relations (6) et (7) ne sont d’ailleurs que des cas particu-
liers d’une relation plus générale que nous allons établir.

La relation (4) donne, en effet, par le méme procédé que celui
employé pour obtenir la relation (7), :

i i {4144 i+n
(8) Qi= P’t‘+n+iQL+u Pl+nQL+u+a P
ou, sous la forme d’un déterminant,
i +n
(8, Qi _ QH—II Pivn i
) L (zz Ot
I+ Pirna Wi

Pour k = i + n — 1 cette relation devient
i . Y [+ i "y E
Q£+u—o = ittt Qi+.a Qi+n—-« - pi+ILQi+n+| 4n—19
et, en observant que, d’apres (),

Ql+ll+|
H+Hn—1

Din n 1
’ Gn— T 2
" Misn HH—;L—H Mitn

on obtient
i _ i .
Peien Ql+ll—l - H-n Qt+n Pivn Qi+u+| ?

c’est la relation (6).
De méme, si dans (8) on fait » = — 2, il vient

Qi = 1 Qi Qi — 02 Q) Q17
et, en remplagant Q'_,, Qj_, par leurs valeurs tirées de (5),
we Q= Ay — 02 Q%3
_ c'est la relation (7).

13. Si, dans la relation (8), on fait k = ¢, 1l vient

[ i (2372 ’ i i+n
Qi =0= P‘H"H-i Qi+u Qi Pi+nQi+u+| Q[ 3
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d’olr. en supposant

OH,, \z+n z+n+c 3& 0,

. e Q;:-M Ristn-t1 Q+n+’
i

in Pitn Qz+n+1

On aura donc successivement, en supposant n > o,

‘Oitr—1 ' Ien
Q+ - Hidn Qi ,
- . !
Qt+n— Pitn— Qi+n
P y
1 i+2
QH_ — Bit2 i s
= — -
i1 Pirr Qlyy
[231
— Priat i
1T = TE X,
Pi Qi

" d’aprés (5), d'ol, en multipliant membre 4 membre,

j=i+n

I I !-‘~1+1 QL+II+I

Q;—HH-Q -

Posons pour simplifier

j=i+k
Hjd1 _ Nfi+h+1 .
—5— = Mi y k > 05
j=i - b -

nous obtiendrons la formule fondamentale de réciprocité des indices

Qi = — M Q‘““" k> o;

avec k < o, nous aurions

Q?k - \/P—k Qz &

d’oul
L e Yo
i~k i“;:_k Ql .

Il suffira donc de poser

M= —— . ou
i-k

T
M M[_}k_ll

123
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pour avoir la formule générale

quel que soit j.

En particulier, pour {=j, comme Q.= o, M. aurait une valeur
indéterminée; nous verrons plus loin que 1'on est amené A écrire
Pégalité conventionnelle Mi=1.

Nous avons admis au début de la démonstration

Pi+n. Qf+n Q£+n+| _TL 0.

Si Ton avait Q/,, = o, la relation (8) donnerait

Pi+n Q5+lt+| Q::-Hl = 0.

-’

Or on ne peut avoir simultanément

Q= o, Q[ 0,

itn = i
car (8) donnerait, quel que soit k, Q} = o, ce qui est en contradiction

i ) S . Y . R
avec Q! — 5—; il faut donc, si les p; sont supposés tous ni nuls ni
. i

=
infinis ('), que I'on ait Q™ == 0, ce qui prouve bien la généralité de la
formule (g).

14. Revenons & la formule (4)
a; = P'i+n+| Qf’+u Civner — Pi+an’+n+| Aivn- .
D’aprés (g) nous avons

i i+n Qi+n Qi . i+nH Qz+n+|
— Mt’ [ s T T Mi i )

i*n

(') Nous supposons cette condition remplie, sinon il existerait une relation
linéaire entre deux a; consécutifs et, par suile, tous les @; s'exprimeraient
lingairement en fonction de 'un d’entre eux, bypothése qui doit étre écartée
a priori, sauf le cas ou la fraction continue est limitse.
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d’oli, en substituant,

a; Mid-n+1 N1 (Y40 41 (yitn+t .
—_— Mi Qi Qiypay + M,— Q,' . Qpn s
Pivn Pitn .

mais il est aisé de vérifier que I'on a, quel que soit le signe de n,

Pitna M::+/1 — Mlj+ll+l Mz:-wz — Mz:+u+|
i i i

P[+7L 1+n
et, plus généralement, quels que solent 7, j, k&,
» plus g » q q » ]
FAY L. k
MIM; = M;

avec I'égalité conventionnelle M;=1.
1l viendra donc, en substituant,

(10) : _P‘i—i; = M:-'HH-‘ <(2§+”+l Qiwn — Qi'-m Qisvnsi )’

ou, sous la forme d’un déterminant,

v | G i

(10/) | ai:PJMz QI Q{H

Cette formule peut également s'éerire

*

aj a’j+l
@ ol
13 ¢

do, par le procédé déji employé pour obtenir la relation (7),

(10" ;= e M

" o _ o | o

o ML T s M T Q{ Q{"" ’

I

———y

et,si k =1+ 1, on aura, puisque Q! -
i

+1

(12) QIQUH! — iQ{*'A— v M, M

4 A fn - = e )
i+ 141 919/_“H+1 00, P.“_-‘ i

et ces relations sont absolument générales.

125



126 ) : AURIC.

~ 13. Si dans le second membre de (1'1) nous multiplions la premiére
colonne par —aj,, et la seconde par a;, il viendra, en ajoutant les
colonnes ainsi multipliées et en tenant compte des relations

a=p;, M (Qf" a; — Qfaj.,),
a; = ;MM (Q a; — Qlay,),

lar o
Fop My

E e A M
Qia;=p;M/

i a
@ PjMi{”
et, en réduisant,
(13) . Qia;=Qla; - M{Q/a

ou, sous la forme d’un déterminant,

(13) MEQ 0=

Ca;  a;
Qi@L
et, par le procédé déja employeé,

| Qé@,
QA

Telle est la relation la plus générale que nous voulions établir.

En particulier, la relation (1 3) montre que, sid;et @, ont un diviseur
commun &, celui-ci divisera égaleraent Q' a;; or, s'il ne divisait pas Qf,
il diviserait nécessairement a; (j quelconque); si donc on admet que
les @; ont été débarrassés de leur plus grand commun diviseur, il reste
démontré cette proposition fondamentale que le plus grand commun
diviseur de a; et de a; divise Q.

(14) o MQQi=

16. Considérons les relations (1); la formule récurrente

P A I s = L R A Pip1 Bive
— Ny T By T T
Qg Qfgy Pit1@iv

Ay
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permet d’écrirve le rapport £ sous la forme d’un devcloppcment en
a

41

fraction continue :

(1 5 Py 7\ o PivtMive - Pivo s - ¢ Pitn—aPita-t -+ Pitn Wigeyy
— = Ay — — —e.— — .
Qig Xise P, Nien—i Qign—y

Réciproquement, la relation récurrente

RivnQitn __ p) Pitn—e@ivn—2 __ A Pivn—2 Bitn—
— NMap—t T 7 — Nypeet — T T
Qjin—y Qjigp—y Migen—1 @iy
Qitn—2
N d" ACT1
permet d'ecrire
Bien Qitn __ '\ Pitn—2 Mitn—1
X = N1 " X -
( . 6) Qitn—1 ) i+n—2
. . " .
- . Pitn—3 Mi+n-2 - - it Mige . Piai_
Aisn—s Ky Qg

En particulier, admettons que tous les p; et les u; soient égaux &
Punité, on aura

K Y S S S S
Aipy e Mg Xia o A igen—1 Qjn 1
et
Ciwn . -t ot 2 L
Cpoon—y ! Afrn—g Airn—a e Aisey Qigeg

ce qui constitue un théoréme fondamental sur la réversibilité des
restes, bien connu dans la théorie des fractions continues arithmé-
tiques.
Admettons que, dans (15), a;., soit le plemler resle nul rencontré;
on aura d’apres (4)
i i
a; = {J-i+nQ,'+,,_.ai+n '"" Pi+n—| Q[-H, ai+n-—1)

— i+ i1 .
Qi) = P’M—nQHH_ i — P£+rz— QH.” i+n—1

-d’ou en divisant, puisque a;,,, 5 0,

_ a /
A —= = .

Qi i+
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Cette relation aurait pu, d’ailleurs, se démontrer directement, car
la formule récurrente (7)

i - ) i+ i+2
Pi Qi+n =Nty Qi+u — Pite Qi+n

donne, pour p; ij:;‘ le méme développement limité que pour p,a
+n I+
De méme admettons que, dans (16), a; soit le premier reste nul
rencontré; on trouvera comme précédemment, d’aprés (4),

Qivn Q:H—u .
Qivny Qf+"'—1
Or
+n t+n ¢ - p Oy,
Qz+n \/l Q nd T - Mi Q;’ )
d’oti, en substituant,
Mig-n @iqn 1+/L
18 e _ .
( ) Wit = Pi+n .Qz-{-—n—

Cette relation aurait po d’ailleurs se démontrer directement, car Ia
formule récurrente (6)

i i i
Pi+n~l Q,‘+,, — 7‘[+n—1 Q,’.H;_. '“ P‘i—;—n—q Qi+n_2

L S,
conduit, pour g, ,_, ?’*”‘ » au méme développement limité que
Qi+n—1
POUI‘ P-i+nai+n
Qin—1

Les relations (4) rappelees ci-dessus donnent par division

i I3
A  _ Hin Ql’+n—-| Qivn = Pi+n—1 Ql‘+u Aitn -4
ey [ B
Xt i Qt’+u-| Aiyn=— Pi+n—1 Ql—t}; @fin—1
et, par suite,
/ i . o
( v Qi+n_1> <p5+,,ai+,, s ;i'l‘ > . M:+n 1\
[ ) +n—1 i
Litrn—1 iin—t il Q;i}z—

(I 9> Citet ita—1

I

—_—————
)i+t i+n—1
Pth’+n—1 i+t
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ce qui constitue une relation du‘ecte enlre les deu\ rapports —-
Fit
et Piralivn,
Qi

Enfin, la velation (13) donne, en supposant
Ll g<k<I<m< . <s<t<u,
Qlai= Qia;+ Mi Qs
Q= Qs — MQa,

ou

et, par suite,

’ Qhai i KOV (i M%QEQF
(20) a; “*Qk"Mij;;*‘Qk—T'
4
ap

ce (ui constitue le schema d’'un dcvcloppempnt en fr 1cticm continue.
On pourra donc écrive

Oy o
ijﬁ;___Qi NIIQ;Q;
kg, T Xk ) 2
g Qj__ (\m
/ E_ M/u Qlc Qm
nr 5
T o MEQ;
. T T
a
ay,
ou, par une réduction facile,
2 ! K
' % e 500
e Q- QF Q/ Q[ wQr Q50 &
Y P YT YL Y S VAR A Tl el
Qj @ Qj 4 Q‘I ne (\ Q’L ;: ﬂ
. s TRV
QLQF  QFQL  QLQE Qe e
Mais les formules connues
Png.H ;= iy Qj' Gy — Ajy.
t
af = PuN ey Qu  Pu— Quau-|
S L PR a; . ] dz‘ A a;
permetient d’exprimer - en fonction de ——-, de méme que —-en
7 i+ G

[2 79
fonction de 41,

1

-

Journ. de Math. (6° série), tome III. — Fasc. I, 1go, 17
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.

. , ) . a; .
On obtiendra donc un développement exprimant a—‘ en fonction
N : i+t
[/ v ‘ . e s
de -(‘T‘—‘ et dans lequel, sculs, les termes intermédiaires a;, ay, a,
{1
Gy - -+ 5 @y, @, AUTONL été envisages.

Cette formule sera trés utile dans le cas ou il existera une relation
simple entre ces différents termes, car on pourra grouper, en quelque
sorte, un certain nombre de fractions partielles successives dans le
développement général de la fraction continue considérée.

17. Les formules établies précédemment vont nous permettre de
démontrer un théoréme de la théorie des nombres.

Considérons les formules récurrentes dans lesquelles nous supposons
que les g;, A;, u, sont des entiers quelconques :

b i N i . 7
Bivn Qi+n+| = Atsn Q{-m — Yfn Qi+n—| H

i i i
Pivn—y Qi+u = )\z'+n~¢ Qi+u—| T By Q£+11—27_

i . i i
Pive Qi+3' - 7\i+‘3 Qi+2 — i Ql‘+| 3
i _— i
Pi+s Qi+2 = N Qm .

Soient de méme les relations . ~
Px Qll:+zz+1/_: Mt QIA‘I:»H o ¥ Ql/:fm ’
Prta Qlf:}m = Mera II:II-H- - Hees Q//:::qm: _
e e e e e e S e B
of — Q;I::.f == 7\/(4-1!—! Q:Ir’;:: =~ Phn ;::H?
Paain— QII:Z;: - }\k+rz fi;,:.(

Si nous avons les égalités

% = Pg avec 2 +B=i+tn+ki =0¢—1,
Ay = Ag avee o +f =i+n+k+1=o0,
Ugr = Ugr avec 2B =i4+n+k+2=0c+1,

.
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il est clair que 'on aura

Q§+n+ 1 Qﬁ;’-nﬁ—)

Qi oY)
i+t k+n+1
ou
i &
l(—\)1+n+l - wOA+'lan+n+|’ N

ou, plus simplement,

i K
) Qi’-}-u-}-l - Qk+u+| ’
puisque, par hypothése,

pi= [le+u'.
l)ius généralement, on verrait ¢ue
Q= Qi
'{+8’::~{’+0:L+n,+/r+|:c.
Sn particulier, la formule (8) deviendra -
(\)i-{-’wﬂ - U'H-”+' Q¢+n JIZ:—:—« - Pi+nQ::+n+| Q::ngnd’

et, si dans les relations précédentes on suppose

k=1i+n,
d’ott ‘
=20+ 2n-+1,

»

on aura

[ e Y2/ L ' i — ()itn
Q:-i»n itant 2 Qi+u+‘. - QH-“.'M+1
et, par suoite,
{ " i 2
Q; Livaper = “t+n+|< u+u - H—n(Qt-Hl-H)

En reproduisant le raisonnement indiqué par Serret dans son article
du Tome 13 du Journal de Liouville, on arvivera a démontrer que
tout diviseur d’un’ nombre de la forme a*— pb* est, sous certaines
restrictions, également de cette forme.

La formule (8) peut s’écrire également

QL kH-”-H ')H—H
o it \1+u i+an “H-lt \1+u+l Seapt
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Si dans les relations ci-dessus on suppose

k=i+n-—u,.

d’on
¢=2i+ 2n,
on aura _
: i i+n iy i
Qi+ll - Qi+2n’ Qi+2n - Qi-l-n/—n
d’ou

Qé.*.?n, - Q;+,,((J*i+n+1 Q;:+n—| - Pi+nQ§+n+l );

d’oli cette conséquence que Q,, est un diviseur de Q7.

-CHAPITRE 11.

CONDITIONS GENSRALES DE CONVERGENCE.

18. Nous allons examiner en détail le cas ou le reste @, ne devient
jamais identiquement nul et nous étudierons les conditions de conver-
gence de la fraction continue illimitée ainsi obtenue.

Dans un paragraphe précédent nous avons établi la formule (17)
qui, pour ¢ = o, devient

@, °

) .
— = =F avec an=0 n fini).
@ = QL ” ( )

Nous allons chercher tout d'abord si cette relation subsiste lorsque,
la fraction continue étant illimitée, «, tend vers zéro pour n = o; il
nous faut pour cela déterminer les conditions de convergence de la

0
fraction %’ ou réduite pour 7 = .
n

La relation (12) nous donne

Mt MR

0 " Qo 1 ,
n—4 xn nXn—4 T -
PoPn—1 i



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES, 133

d'o oti, en divisant par Q!_, Q!,

0 0 n—1
a1 __ n M}
1 1
Qi Qnx POP"-le—iQ
Q . —
QL My

,1,~2 Q:;.. PoPr—2 Qn—z Qn—- '

Q _QF _ M? .
Q} Q7 0P Qi ,
% - h,
- Q} Po
d’ou, en additionnant ces égalités,
(21) Qh _ M2 ML Mo-2 Ma-1
— 7 — N~
PD erz ‘ f’ Q Q.s PJQ Q1 Pn~"le ] n 1 pﬂ—lQn~1Q

Lorsque n augmente indéfiniment, le polynome du second membre
1 5 \ 1 1€ POLy

devient une sévie et, d’aprés un théoréme bien connu de Cauchy, cette

série sera convergente si la limite supérietn‘c,"pour n = », de

- n hl"
. | P Qn Qly I

est inférieure a 'unité.

——d

" En particulier, cette condmon sera évidemment remplie si, ;. étant

“

S pour n = », nous avons l'inégalité

Pui

lim. inf. VIQ | > m. |

la limite supérieure de

Clest la un résultat simple dont on pourra souvent faire usage.
Ml est, d’ailleurs, possible de généraliser cette condmon car la rela-
tion (1 1) donne

nhk4i A
QO Q Q M 1 R+
(- Dk+{ nk—H =Y+ n! ‘r+z - Po (n—1 k409

b Al
d’ou .
0 ] nkviynk+i
Q(u—n/c-*-g’ — an+£ —— MY Q(/l-i)k+i
1 1 - My 1 )1
Q(It—-l)/.'+l' an+t’ PO‘\),(M—-I)I."+1'Q1LI.'+[
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et I'on voit aisément que la série représentative de =4 Q"‘“ pour 7=
- uJ.+z
i\qukﬂ‘ nhte

Qi {ikei | est fnfe-

. . . . v . &
sera convergente si la limite supérieure de
]Po Qlamnyhei Qsess |
rieure 4 I'unité. En particulier, cette condition sera évidemment rem-

phe s, pour n = oo, la limite inférieare de \/Q] !ies| est supérieure

(l m.
Il est clair, d’ailleurs, que dans ce cas nous aurons seulement dé-
montré la convergence de Q""” pour 2 =903 la limite de S Qries avec
uﬂ i Q"/-+j

j 5% ((modk) pourra ne pas exister ou avoir une valeur differente de

celle trouvée précédemment.
0
Mals méme dans le cas o Q aurait, pour 2 = %, une hmite unlque

"

et bien déterminée, celle -ci ne serait pas nécessairement égale & ;,
1

comme une généralisation hative de la formule () permettratt de le-
supposer. En effet, la relation (10)-donne

\u - \Q [" 7%
d’ott ‘
() 6 @y iMa_ e
a, Q. " Po a)Qu : poct, QY

el l'on voit immédiatement que A, ne tend vers zéro que si a, est infi-
niment petit par rapport 4 QY. Or nous savons que =2 et (pourn = )

ont le méme développement illimité en fraction contmue, nous avons
donc ici un premier exemple de deux quantités pouvant-différer entre
elles et donnant cependant naissance au méme développement illi-
mité; ce fait ne doit, d’ailleurs, pas nous surprendre, car les deux
acines (x', "), en principe différentes, de I'équation du second degré
x* — ax + b = o donnent évidemment naissance au méme dévelop-
pement
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Quoi qu’il en soil, si, en outre de la condition ci-dessus admise

lim. inf. ViQY| > m,
nous avons également : _
lim. inf. \/{%l >m,

‘ 0
Q,,'
Au lieu de considérer le critére de convemence de Cauchy, nous

aurions pu faire intervenir celui de d’ Aleml)e;t relatif au quotient de
deux termes successifs : soit

Db Y v - i
Mt ME e Qly,
Pr-1 Qlcy Q/., P’fQchQﬁ['-i-l - .E“./f.Q;r—l '

il est clair que nous aurons llmA,L~. o et — = lim

Si la limite 1nfcr1eu1*c pour k = x, du module de cette expression est
supérieure a lumte il est clau‘ que lé” aura une limite, mais celle-ci
n .

ne sera égale a —que dans certaines conditions, par exemple si la
Bkt @l
) Pr—1 Ap—y
Posons, en effet, suivant que & est pair on impair,

limite supérieure de

> pour k =, est inférieure a I'umté.

\

Qg—_—Q?:—Pi et Ay =0a,,
0
on ' R
Q=Ql=—— et "a,=a, avec |az|<’9l‘ﬁ’].
o Po ’ ‘ ] P

On aura, en vertu des hypothéses faites,

A1 - o
‘ 1 2 | B B Bees o )
1+ : —_—— —— .
Qi[> rey 7 |t by,
. |a
]ak+'l< Fl—a x| !
(v +3) — kWl it S o S
Pk—1 Pk—3 Pa
d’ol
By t Ay - l -
Qher | S ToF = | MEF QI
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Pour « =1, on a

A+ ! Poall_
Qs | < G+ e | 573 |
Pour « = 2, il vient également '
A gy 1 Pof1Cs < ! P2,
Qlr | T (14e)s=H ) Mb+ (=) [ M P

dans les deux cas on voit, d’aprés (22), que A, tend vers zéro.
La formule (21) peut également s’écrire :

Qs _ _ My Myt
Po Qu Pr—1 Qu—i Qn Pr-—2 Qn—2 Qn—— 2Q Qs

+7\

Le second membre devient une série, lorsque 2 augmente indéfini-
ment et en divisant par le premier terme tous les termes de celte série,
on obtiendra comme terme général,

Pr—1 ert-t Q/lt

n=1()1 T :
Pn—k n—thL-—k Qn.—k+l

On pourra, comme precedemment étudier les conditions de conver-
gence de cette série S. En particulier, si m* est la limite inférieure

de I , pour =0, et si [ QL | tend régulierement vers sa limite | |,
-1

il est clair que la série S sera convergente si | u| < m.
On arriverait & une conclusion analogue par la considération du cri-

tére de d’Alembert; le rapport de deux termes est ici égal a }2—8},‘—“;
< k1

soit & 'inverse de celui trouvé précédemment : si, pour k=0, la limite
inférieure du module de ce rapport est supérieure a I'unité, la série S
sera évidemment convergente.
Dans ce cas, on pourra écrire
- 3 M-t .
lim (—— ‘,Qﬁ>:lim<—-———-‘ )><S'
p Qxla Pr—1 Q11b~1 Q}L ’

d’ou

meng)—SXm%M“)

PoPn—
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Or, nous avons

Lim(Q;_,

d’ot1, par soustraction,

137

n—1
2 QL ) = hm( M )
PoPr—t

l«l\'.

lim(Q°_, ,,) =(r— S)l*un(;-_—-
. ) o’n—1
et, par suite,
s 0 . o Q!
Iim x2 Qi = lim 4= ou dim 5% = '11m 23
Qn_ 5—1 i -1 zolﬂ -8 Qny’
d’oti I'on tire )
) . 4n:;, 0 _T .
(23) lim /2% = lim (/G2 = 2
’ A u Qll-' : 1
19. Dans le paragraplle 16, nous avons établi la formule
) 8 - Qv Qg P : g
(18) Puws o = Pu=Gt avec a,==o.

! ] . . ot . . a
Nous allons également chercher si cette relation subsiste lorsque —

"

~ diminue indéfiniment pour n = et dans ce but nous allons etudlel

les conditions de convergence de p, 5+

La relation (12) donne

QI“L Q;_)Hq -

d’ou, en divisant par Q,

/L?

Qn+l
Q-

pour n = co.

. »
C o M3

S 4 Pan, -

Quey __ Qiay My
. Q?l Il! - uQn ',,(
et, par suite, _
| Qs _ Qb ME
Q. Qi T pepaQ
........
Qi Qe Mz,
AT T e QR QT
N Z;‘} _ )‘n. .
T el

Journ. de Math. (6° série), tome HI, — Fasec. II, 1go7.
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d’oil, en additionnant,

Qb _ Mi, M M
24) — p,SEH = 4 LS E . + o,
(24) = e gt =Mt — g 70:08 + 50108

€t nous pouvons, comme précédemment, rechercher les conditions de
convergence de la série que le second membre devient pour 7 = .
Nous aurons 4 considérer la limite supérieure pour k et r infinis

-tk
M n41

X n /I+l
Pr Qn+4‘ Rtk

l . . 3
convergente et Qi aura une limite; mais cette limite ne sera pas
g Pn H :

Qx

’ 4 ' ¥ a o . .
nécessairement égale a celle de p.,,, —é’i‘, comme une généralisation
n

13

de

; si cette limite est inférieure a 'unité, la série sera

hétive de la formule (:18) permettrait de le SUppOser : nous avons, en
effet, d’aprés (4),

— i 4
ay = Wy, Q,.am-q - PnQM.. ay,

d’ou
Ay Qb o __a,
(25) i Menten —g:’:_ _ Pn ant = 0, = an—QZ

a, Q! . .
%Qﬂl augmente indéfiniment avec 7.
1 - .

et ¢, ne tend vers zéro que si

a 1
Or, nous savons que ., et p, Q"T‘ ont, pour n = oo, le méme
n 3

développement illimité en fraction continue; nous avons donc un nou-
vel exemple de deux quantités pouvant étre différentes et donnant
cependant naissance au méme développement illimité.

Quoi qu'il en soit, la série (24) sera convergente si 'on a

lim. inf. (k = o) V[Q7, | > m; .

il en sera de méme si le module du rapport d’un terme quelconque

¥ : o] pamt QR7Y)
tL— au suivant soit ~——~——’——| a, pour k =oc, une

M3
Pr1 Qi Q%

Pr in (AR Prean Q/’fH
. N ¢+ y . 1 L ! -
limite inférieure supérieure a 'unité; le rapport p, Qs aura, pour

Qn

. - . s . ’ hl
n='oo, une limite, mais celle-ci ne sera égale 4 celle de T

Qn4q-
2, que

'
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dans certaines condilions si, par exemple, le module de ?‘—ﬂ%’i‘ a

k-1 Ck—t
pour k = oo, une limite inférieure plus grande que l'unité, comme un
calcul élémentaire permettrait de le démontrer.

La relation (24) peut également s’écrire

?

M2 Mz ' M7z
1 2 3
—_ -+ s I o '——,_—7:‘— -+ A,
POl T Qi T RQiQl Pum2 Qi o

Le rapport d'un terme au suivant est égal & “"L—Q'ﬁ;, soit I'inverse de
. Pr—1a

celul trouvé précédemment; si, pour k£ = oo, le module de ce rapport

a une limite inférieure plus grande que 'unité, le second membre sera,

a la limite, égal au produit du premier terme par une série conver-

gente . On aura donc

im (g ) = 8 lim (),

et, en tenant compte de

lim(Q.Q?,, —Q.,, Q) = hm(——)

Pl Pn
il vient

hm( QlH—l Qn) =5 x lim (PNIP )

d’ot 'on tire, comme précédemment,

1lln Qu«l—l — llm Vgn — S’ )

relation tout & fait analogue a la formule (23).

Rappelons enfin la formule (20), qui résumne en quelque sorte les
résultats que nous venons d’obtenir :

(@__2)(}1' a”’“——p-"'ﬂ)::A 6 == MY
al Q/ll, el an » Q}L - non Po(Qlll)l

Nous voyons- immédiatement que, si

hmmf ViQl > m,
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’un au moins des deux facteurs A, ou &, tendra vers zéro; si, au con-
traire, 'on a

. n ] _

limsup. y]| Q, | < m,
I'un au moins de ces deux facteurs augmentera indéfiniment.

20. J usqu 4 présent nous avons étudié exclusivement les conditions

de convergence de Q" et de On Q"*' pour n = oo; mais nous arriverons

a des résultats plus prems par la considération des restes a;.
Rappelons la formule (10),

n4+-4 n+| n
a‘"—P"M <Q |au+|)7
ne-1 n
! ) — Qx . &,
141 -
paM] ApnQpiy A+t an
’ A} .
d’ou
n —_
1 a, i A Qu 1
= = 3
Pn-—1M1 Ap—1Qp ay, Ap—y
............................ s
~ 3 \
I ay _(Q :
pe M3 aya, ag a,
1 a, H -
-
piMi aia, ay

el en additionnant

QIL-H
26 [ -+ -+ n-1 e
+l
( ) M T Pn ar; Apy Pr—1@n—18pn Pr—2@n—alp—y P1a4ay

1 Mz+1 . MIH-! .. M';’H ]

Qpyy

Lorsque n augmente indéfiniment, la parenthése du second membre
devient une série et, d'aprés le critére de Cauchy, cette série sera

i /L+l;+\
l e ke Uy ket

Prlrfs

est infé-

A
convergente si la limite supérieure de

rieure a l'unité.
En particulier, cette condition sera l‘emplie sil'on a

lim. inf. (n = oo)\/
it Pry Qk—1 ,

-Considérons de méme le rapport d’un terme au suivant, soi

> m.

Lntk

Bt @it



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES. I4I

et admettons que le module de cette expression ait pour limite infé-

rieure un nombre ¢ > 1; il est clair que le second membre sera dans

ce cas le produit du premier terme par une série convergente X.
On aura donc, en chassant les dénominateurs,

lim(p,M™* @,Q"*") = lim(—,Q,,, a,) = a,X.
En retranchant de la relation (10), rappelée plus haut, il vient
lim (o, MY Qs ) = lim (— vy QLtne) = @, (X —1).
La formule (22) donne d’ailleurs

2
A M’ 1au+l
n+1 =

Po 1Qu+1

d’ou, cn tenant compte de I’égalité ci-dessus,

- . I\ ll+la a
limA,,, = lim( — P22 _fuodet ),
Poall

Or, de 'hypotheése

[z Pr—1 ,
Apeq Mh+1
on tire immeédiatement
Qn Ay 1 i .
ao al < cll P" MI:-{-! 2
d’ou, en substituant,
1] ma,

m A, 1< = =

paz

ce qui prouve que, en général, sauf le cas exceptionnel o £ = o, la
différence |A,., | décroit au moins aussi vite que le terme de rang n

| N . ' . * 1 .
d’'une progressnon géomélrique de raison - <15 donc A, a pour limite

zéro et ¢ a pour limite %.
i

Nous allons démontrer que dans ce méme cas ¢, aura egalement une
limite, mais en général == o.



142 AURIC.

La formule (25) donne en effet

S = %
" a,Q,
et, en tenant compte des relations ci-dessus,

1
Mnr1 Cpat Qu

N . . 1 a
lim$, = lim Frelattsn — |jy, - Bestfnor,
(r—Z)a,Q} 1—X a,
d’oti, en remplacant 8, par sa valeur,
. ! ’ x . a
limg, Q’i”“ = lip e Sat
- : ! Qn. E 1 K n

ce qui démontre bien la propriété annoncée.

Pre—1 Gk

21. Admettons maintenant que le module de
Mottt A foepeq

ait pour k=o0
une limite inférieure supérieure 4 un nombre ¢ > 2.

Dans ces conditions, il est clair que le module de la série entre
parenthéses (26) sera supérieur & ' ’

1 g _ g —_ 2 1
Pr@nCpiy | — 1 TTo—1 Pn ApnQpyy
[+
et inférieur a
l 1 ¢ s I >
PnCn@niy 1 T a—1 Prnlu Cp+y
ag
On aura donc.
g —2 ! , M+ QM | Qryy i !
G— T iPn@rQpiy a4 Cpyy T aiany G— 1 [Pn@,;Cniy ’
d’ou en chassant les dénominateurs
. ¢—2 - ‘ ¢ .
(27) 5__llai|<|PnanQn+tl<5_,|a«l'
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D’ailleurs, en vertu de l’hypothése admise

a
| awl < LL®
Hate
d’olt en multipliant
. a1
laﬂ-HQnH ‘ < ¢ —1 TR,
Or nous avons
__ Mia, , A = Mi*a,
_— e— —_— T Y
PoatQ}:, -t PoalQllz+l
d’ou
A, — n@n Qliy
Bpiy Pt g Q)

et, en tenant compte des relations ci-dessus,
(28) ' ‘——l >0 —2;

c’est 1a une propriété caractéristique de 'approximation obtenue avec
les réduites successives.
Il existe deux cas généraux dans lesquels la condition ci-dessus

P Qh—1
Mkst Tt

lim. inf.

>a>2

se trouve réalisée.

En premier lieu, sil’on réduit selon le procédé ordinaire un nombre
incommensurable en fraction continue en posant g,= i, =1 et en
prenant pour A, I'entier réel ou complexe le plus rapproché de la frac-

Il‘—-l

tion 2! - on aura (') :

6> 5 dans le domaine réel,

¢ >3 dans le domaine complexe.

Des lors, dans ce cas, les réduites ont toujours une limite préci-
sement égale au nombre 1ncommensurable donné.
En second lieu, si 'on considére une fractlon continue de la forme

7

(') Voir Auric, Note précilée, p. 399 et 426.
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- normale (C) (§ 3), les restes successifs a, ordonnés par rapport aux
puissances décroissantes de la variable auront leur degré maximum
qui ira constamment en diminuant. Si, par exemple, a,_, cst de degré
maximum ¢, @y, sera de degré & — 27 et, comme o5 = 1, ;= 2",
t Phk—1Ck—1
Pt At
m + 1(mZo). On pourra donc déterminer une valeur de la variable ,

soit oy telle que, pour |z | > |z, |, le rapport ci-dessus aitun modn!n
supérieur & un nombre positif quelconque fixé d’avance.

Qn . ‘l‘t"l"ao"
ot aura, pour » = oo, une limite égale a 74; cn

d’autres termes, la fraction continue (C) est, en général, toujours
convergente pour || suffisamment grand.

La conclusion précédente tombe en défant-lotsque le module de A,
tend vers zéro; nous verrons, en effet, que dans ce cas la fraction
continue posséde, sur tout: le plan complexe, deux déterminations
dont nous donnerons I'expression algébrique.

il en résulte que le rappor sera, en général, de degré

Dés lors la réduite

22. Considérons la formule (26); on peut l'écrire

O 1 ' )

3 +
@y Qpyy ROy Qs M 1 P22y M I;L ! Prlln@pi

Pour étudier les conditions de convergence de la série que devient
le second membre pour 7 = w, nous aurons a considérer la limite infé-

. n P . - .
rieure de | M7"" ¢, a,a,.,| et la série sera convergente si cette limite

est >1.

En particulier, cette condition sera remplie sil'on a
l|m inf. Via,| |> L

A . . \ a.
De méme le rapport d’un terme au suivant est égal a %‘i’—z'l'
' k=1 @k -1

a-dire I'inverse de celui considéré précédemment; sile module de ce
rapport a une limite inférieure > 1, il est clair que le second membre
sera une série convergente X’. On aura donc ' _

im(Q) =a, X lim(a,s,).

, c'est-
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Or,
a
A = Gon
n+14 Poal ll(-+l
d’ou en substituant
qe 1
hmAn—H = Po 7 2/'

Il en résulte immédiatement que la limite de 4,,, est, en général,

Q

= o, et, par conséquent, que la limite de ¢ est, en gén néral, différente

de 2
<y
‘Nous allons démontrer que dans cette méme hypothése ¢, tend vers
Z€ro.
Nous avons, en effet,

‘ n+1 1
. I
—=l__ = hm(— Quy )

! 1 H4+1 o/
uQ alE arH-l n M1+ allall.-f-l}"

En vertu de ’hypothése admise nous avons

1 1 P .
Ml:+lanan+i < a1 pg oy I’ >
d’ou
Qn+1 I
11m|3 |< POt mraa T |

ce qui démontre la propriété annoncée.
Nous allons résumer sommairement les résultats ci-dessus :

A lim. sup, |BEat@irt| -
( ) P Pr— 1“& -1 <
Dans ce cas la redulte Q" a une limite qui est, en général, égale a 20
Qn al
par contre, o, Qé*‘ a une limite généralement différente de celle de
all
!-‘-n+c —=.
B | lim. inf. | Bt Zken) >
( ) Pr—1 Fr—y >

Journ. de Math. (6° série), tome 111 — Fasc. II, 190y 19
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Dans ce cas la réduite Q a une limite qui est, en général, dlﬁwcme

QII

a
de =2; par contre "“ a une limite généralement ¢ ale a celle de
a J) b pn

an—H

Fents

Il en résulte que la fraction continue (%) ou la fraction continue
. 1

’ a 4 t M ' .
renversée (“";;"—*—‘) est, en général, susceptible de deux détermi-
n

nations distinctes.

(C) Dans les cas intermédiaires, les séries considérées ci-dessus
deviennent, en général, divergentes et I'étude de la fraction continue
devra étre faite au moyen des méthodes développées dans les Cha-
pitres suivants.

Nous pouvons toutefois obtenir un résultat intéressant dans le cas

Hhet1 Bty

ot le rapport tend réguliérement pour & = s vers sa limite ¢*%,
o ,

k=1 f—y

si, en outre, I'on admet que —*- tend réguliérement vers sa limite.
k+1 .

Posons, en effet,

P ?
k-1
d’ou
o a..
lim 222 = me ¥,
ag
Or, la relation : . ’ .
d Pr-1Qpy = Aty — Mgt Qs
onne
Ofiy Aoy Y
)\k=.l 1 Ici_'_f"-lu—H k+1’ )
Ak g

et, par suite,

limA, = mp, (e7%+ €¥) = 2\/usr, g4y cOSH.
.- - A
Nous voyons donc que, dans ces conditions, le rapport \/_——’———_ a
Ph—1 Phrt

pour limite, pour k = o, un nombre véel compris entre — 2 et + 2.

23. Nous pouvons, dans un cas particulier, établir une proposition
qui est, en quelque sorte, la réciproque de la précédente.

\
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Considérons la relation récurrente
?r+| = )\anoz'—' :)»—n
dans laquelle nous avons posé
Pn=thn=1.

Cette relation peut s’écrire

Qs 9 1,
Qs " Q3
R 1]
n—1
Admettons que I'on ait
Qr
Ml >2(1+¢) || >+

n—1
on en conclura immédiatement
[}

2> 1+

n :

Or, nous avons

=|A | >2(1+¢).

moloo

QA

La proposition étant vraie pour n =1 se trouve dés lors démontrée
d’une maniére générale. '
Nous pouvons donc écrire

liminf. QY| >1+¢,

et, en vertu des résultats établis au paragraphe 48, nous sommes
0

assuré de la convergence de la réduite % pour 7 = .
n

Posons maintenant

[}
M= Ot by ok = 0+ id,

n—1
Il viendra : .

: Cn"“idn
=a,+ tb, — S——>
n n ci+d2

0
Qo A = 7
"o‘ = Cppy + ldn+l =a,+ Albn—'

n cll + l:dﬂ
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d’our

It résulte de cette relation que, si tous les b, ont le méme signe et
51 d, posséde ce signe, 1l en sera de méme de d,,., et 'on aura, en outre,

. (s > ]
En posant
c + d n’
nous aurons la formule
b b b
d _b + IL—— + n—2 + n—3 +..'.
S " T T?;T?L-t 11211121—1 Ths

~

Je dis que, si la série 2|5,| a une somme S >1, il est impossible

d’avoir

lim. sup. 7,51,

car on aurait évidemment

Idn+| lzz[bnl =3 >,
et, par suite,

"rn+|>|6_ln+ll>l’

ce qui implique contradiction.
En admettant donc que 7, tende réguliérement vers sa limite nous

pourrons écrire

lim.inf. {[Q} >1,

, :
et, deés lors, la convergence de 8—',’ pour n =oo est assurée sous les
n

conditions énoncées précédemment.

En combinant les deux résultats que nous venons d’obtenir et en
remarquant que les & premiers termes (k fini) d’une fraction continue
sont sans influence sur la convergence: de celle-ci, nous pouvons etabllr

la propogmon sulvante :

Si dans une région du plan complexe les A, sont tels qu’ils satis-
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fassent, pour n >k, & ’une des deux conditions suivantes :

(a) %] > 2, |
b A=, + ig, (oc,lA réel),

£, pouvant ére trés petit, mais ayant un signe constant avec|Ze, | >1,

0 .
la réduite Qn sera convergenle dans celle région.
QL £ _ 8
Par conséquent,.si A, tend réguliérement vers sa limite, il est aisé
d’en conclure que la réduite sera partout convergente, sauf sur les
points pour lesquels on aura :

lim}, =,

8 étant un nombre réel, compris entre — 2 et + 2.

C’est, dans un cas particulier (p, = @, = 1), laréciproque de la pro-
priété démontrée a la fin du paragraphe précédent. Nous arrivons
ainsi d'une maniére ¢lémentaire a la notion de coupure qui sera étu-
diée plus en détail dans les Chapitres suivants.

Remarquons en terminant que le développement général (15)

oo __ - Prle - Paths - Palhy
o ) A
a, ‘e 3 e

]

se rameéne dans deux cas particuliers a la forme de développement
étudiée ci-dessus.

1° Sip; = {4y, On obtient
‘@ _ b LT .
I T
1 Ps Ps

ce qui était évident a priori.
2° Sip;= p;, on aura

Py _ ke 1 .t L
Pial_Pl );2' Z‘g );5. T
P2 Ps Ps

et les conblusibns'précédentes s'appliquent immédiatement.
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CHAPITRE IIL

LES FRACTIONS CONTINUES MEROMORPHES KT QUASI-MEROMORPHLS,

24. Considérons, comme dans le paragraphe 3, la fraction continue

dans laquelle les A, sont : -
a. Ou des polynomes en x de la forme

A= 0, + B2/~ ...+ v,y
b. Ou des polynomes en y = yz de la forme

A=,y 4 By v,y

- Nous admettrons que la série 2 | A, | est uniformément convergente
1
dans un certain domaine et nous allons étudier les conditions de con-
S
vergence de -
1
Rappelons la relation récurrente

0 =)\nQ:,"— 0

4 n—t?

et considérons les symboles 9 définis par la relation

[

Q,:)V}—I = |7kﬂ | Q,: + Q,::-i avec Q,o = O’V Q_.(: =1.

Il est clair que 9 ) sera une fonction majorante de Q, et I'on pourra
écrire avec M. Poincaré (')

Q< 2.

(*) La fonction majorante est réalisée effectivement lorsque tous les A, sont
réels et alternativement de signe coutraire,
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Or, les conditions de convergence de 9 % (pour 2 = o) sont facﬂes a
établir (*) : nous avons, en effet,

Q_n«ﬂ + Qn< (I + l )\ I)(Qn -+ Qn—i)’
d’ott
6\)..2+|<Q:)z+| -+ Qz <H (I +I)\l|)

En posant

on aura évidemment
(29) lim] Q)| <limgl<es. -
D’autre part, la formule récurrente
n+l +Qu, =2,Q,

donne par I'addition de k égalités successives
T k-1 ’
& i [}
n— |~<_"]) n—|+'k“‘"2<_l) )\"+25Qn+21'
1

Gréice ala convergence de la série E | A, | et & la limitation du module

. 1
de .., cette égalité permet de démontrer la convergence uniforme
"+ {
dans le domaine considéré de (—1)"Q), [de méme que celle de .

: (— I)n gn»H]‘ .
Posons (*)

P,=lim(— 1)"Q;,, I,=lm(—1)"Q},.,,

ces deux fonctions seront, selon 'expression de M. Maillet, des fonc-

(') Sterx, Journal de Crelle, t. 37. — SrieLtars, Op. cit., p. 39.
(*) P (initiale de pair), T (initiale de impair) pour indiquer la parité de l'in-
dice inférieur qui croit indéfiniment,
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tions quasi-entiéres aux deux points essentiels o et oo et, comme A, est
. . . - . 1 .
de degré maximum j en -1eny)etj—r1en—(ouz2/—1
g um jenx (ou 27+ 1 en y) et j =\ow 2/
I\ » . ' '
en }—,>, on verra directement, en appliquant le théoréme de M. Hada-

mard, que I'ordre apparent et, par suite, le genre de P, et de I, sont,
au plus, égaux aux degrés maxima ci-dessus.
On démontrera de méme que les symboles (— 1)?Q!, et (— 1)"Q},.,
ont, comme limites pour n =, deux fonctions quasi-entiéres P, et1,.
La relation

anQ;nH N gn-H Q;nz M;’n: 1

donnera a la limite .
PI,—-P, I =1,

ce qui prouve que les fonctions P,, P, (comme P,, I,) ne peuvent
avoir aucun diviseur commun.

v 0
Les réduites 2, Qins ont donc comme limites deux fonctions

Q; n Q;"m}-i

. P, I,
quasi-méromorphes, %>
: 1 1

sur tout le plan complexe, car

» lesquelles sont essentiellement distinctes

an o lel-'l-l
Qin  Qinn

I 1
= fHe s
orarml > T L
puisqu’e
.Q‘zn + Q".’Il-}ﬂ < eS

et cette inégalité subsiste évidemment 4 la limite.

Dans ce cas, on dit communément que la fraction continue est
osctllante ('), expression qui, a notre avis, n’est pas exacte, car nous
avons seulement démontré que les réduites de méme parité tendent
vers une limite bien déterminée; nous allons voir qu’en faisant une
restriction, d’ailleurs bien naturelle, on peut dire que la fraction con-
tinue pbsséde, en général, deux valeurs bien déterminées.

() SrieLies, op. cit., p. 39 et fo.
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D’aprés la formule (4),
S, = ?LSnH - Q?m Sz, S, = Q:;SIH-I - :L+l S,
d'ou :
S
. 0o__ n
- Qn luL-l-l Sn+l

—_— ——

S, -
Qh— Qi

Nt

Cﬂ'm
L le

1y . 8§ .- .
on peut considérer la fraction ¢* comme la limite d’une suite de frac-
1

tions continues périodiques mixtes dont les n premiers termes sont les

S " ‘. . . Ty .
mémes que ceux de g*» le n'™® se vépétant uniformément & l'infini et
1

- formant & lui seul la période; il est clair qu'a la limite on pourra
écrire

lim o = My — ——— avec limA, = o,
Sx .S,
1 lim
SIL-H
d’ott
Kot =4, i=y—1 .

et, par suite,

. S, _ Pyxil,
(30) s, =p=xa ()
La fraction continue Y = 2—“ satisfait donc & une équation du second
1 .
degre

31y (PrI)Y = 2(PP,+ L)Y + P+ B=o.

On peut dire également.qu’a la fraction continue correspond une
substitution modulaire dans toute la région du plan complexe définie
plus haut

P — ly
Y’—"IT::_;:_"E avec PI,—-LP, =1.

(*) L’application du théoréme de M. Poincaré dont il sera question au Cha-
pitre suivant conduirait au méme résultat.

- Journ. de Math. (6° série), tome III, —~ Fasc. II, 1goy. " 20
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On aurait obtenu de la méme maniére
m
Sm= Qn Sn-l-l - ::q Sn

So S1 Sm

P,x:l, P, =i, T P,x,.

et

P,, I, étant, comme P, I,, des fonctions quasi-entiéres satisfaisant
la relation

(32> Pi.')Im._ PmIo= - Qron
25. Maintenant admettons, comme précédemment, que lim|A,|=o

et soit m I'exposant de convergence de la série 2 | A, |; par hypotheése,
) 1

Wl . X
2]7\&]"”* converge et ZD\n]”“‘ diverge et, selon que EIX,LV‘ converge
1 1 1

ou diverge, m est appelé I'exposant de convergence par ewcés ou
par défaut.
Nous avons toujours 'inégalité fondamentale

n
pAATERP W

|Q3+«I<an+|<ﬂ<1‘|_‘|7\t|)<€'

Soit p le plus petit entier tel que la série 2|7\,, [P+* converge, nous
1 : : ’
pourrons écrire, avec M. Lindelof ('),

Lt I Noor | 2 )P S
LG Pl < B BB e D a
T ¢tant un nombre quelconque compris entre p et p+1 et A une
constante qui se détermine aisément quand < est donné.

En posant

d . . 1%
_E'_)lz_l__l);.l’_*_m_._(_”g—xl)\.l

.
0 o " 2 . o A

Pn+| = € - Q'H“ l‘[u'h’
1

(') Borew, Lecons sur les fonctions méromorphes, p. 52.
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on aura

AZ N '

AP I<e "

d’oti, en passant & la limite et en faisant t=m +¢ ou 1 =m s1 ce
dernier est 'exposant par excés, on-aura .

Ail)\ilm-ﬂ N
lim|P)|<e * (¢ = o dans la derniére hypothése).

Cette inégalité limite supérieurement Uordre apparent et, par suite,
le genre de. P, (n =), dont nous allons démontrer la convergence

uniforme pour des valeurs de n de méme parité, augmentant indé-
finiment.

. o __ 0 0 0 ]
En remplacant, dans Q,,, =2,Q) — Q! ,, Q) par son expression
en valeur de P?, il vient

o __ 0 o
Pu+| - ?\nu,,l n ™ Up— uﬂPn—i’

d’oti I'on tire
[P 1w Pyl <|ua | (r+ MDA P ]+ |2 Py, )

<TIiw! G+

Je dis que la série 2|| w, | (1 4| X |) — 1| est convergente, car on

a, a partir d'une valeur finie de n,
|| (1 M) <P <T = KA

in conséquence, nous nous trouvons dans le cas examiné plus haut
et 'on démontrera que, selon la parité de n, P? tend uniformément
vers deux limites @, 3,, qui sont deux fonctions quasi-entiéres dont
I'ordre apparent et le genré sont au plus égaux aux degrés maxima

des A, multipliés par m, exposant de convergence de la série ZD\H [3

1
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dans le cas ou cet exposant est inférieur a 1'unité, nous obtenons un
résultat plus précis que celui établi dans le paragraphe précédent.

De méme on démontrera que P! tend uniformément pour n = o
et selon la parité de n vers deux fonctlons quas1 -entieres ¢, et 5, de
méme nature que €, et 3,. '

En remplacant les Q2 par leur valeur dans

o Qv Sn
SO " ik Sll+l
S, Sy

1]
Qn+1 Su_’_l
il vient
POy, — P | =
-1

_S__o o " SlH—l
SI ul l)] w, — l)l blz

n n+1 g
n-+1

d’ot1, en passant & la limite et observant que

. . S .
limu,=1, lim & =41,
St
on aura
S, x ¢, = Lc)o
S, T W ®,x:3,

De la relation

L[] [} i _
QnQn+| n+i n 1

on tire, en passant a la limite,

Re3— 3,8, =€,

. - 1 ' -
@ ¢tant un polynome en z ct — dont les degrés maxima sont au plus
. z

égaux aux genres de ®,, ®,, .... Dés lors, en faisant rentrer celte
exponentielle, de méme que le facteur u,, dans la composition de ces
fonctions quasi-entiéres, on pourra écrire comme précédemment

Se __PyE1,

S =P E0 avec PI —1,P, =1.

Cette proposition pourrait d’ailleurs se généraliser dans le cas ou
m ne serait pas un nombre fini; on serait alors conduit a des fonc-

’
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tions quasi-entiéres, d’ordre apparent infiniment grand ou infiniment
petit, auxquelles on pourrait faire application des résultats ohtenus
par MM. Borel, Maillet, Boutroux, etc. Nous n’insisterons pas sur cet
ordre de recherches, notre but étant simplement d’établir ce théoréme
fondamental ue, lorsque |A, | tend uniformément vers zéro pour n=o,
la fraction continue représente formellement deux fonctions quasi-
méromorphes dont Uordre apparent a une limite supérieure égale au

- produit de I'exposant de convergence de la série Ellnl par le degré
1
maximum de A,. '

25%. Considérons deux polynomes entiers U, V, premiers entre
eux; on sait qu'il est possible de déterminer deux autres polynomes
de degrés inférieurs aux précédents et tels que I'on ait

SU—~RV =1.

Peut-on étendre ce théoréme aux fonctions enlieres ou quasi-
enti¢res? Nous allons voir par les résultats précédents que cette géné-
ralisation n’est possible que dans les cas ou sont réalisées les conditions
d’exception de M. Picard dans son théoréme sur les fonctions méro-
morphes. -

Considérons donc deux fonctions quasi-entieres P, Q aux points
essentiels o et o3 en réduisant en fraction continue la fonction quasi-

. P . . i
méromorphe 0’ il est clair que nous aurons

E _ P:‘”—’Px,
Q qr1w—{(s

Py P2y G+ . étant des fonctions quasi-entiéres satisfaisant a la relation
Py — Prg2=—=1.
A. Dans le cas général, w est une fonction quasi-méromorphe o
par suite, I'on pourra écrire

P=pF—pG, Q=4¢F—-qG,
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d’ot 'on tire aussi

F;——qu—sz, G=pQ—q/P;

par conséquent, en général, F et G auront des ordres apparents non
inférieurs a ceux de P et de Q.

. B. Admettons que w soit une fonction quasi-enti¢re F : nous nous
trouvons dans le premier-cas d’exception signalé par M. Picard; la

. . . P — . .
fonction quasi-méromorphe g ot équivalente (au sens de Dedekind )

~a la fonction quasi-entiére F'; on aura donc v

P F— .
—Q:H et 91]-)—p|Q:"
. P . L
Il est clair que Qe peut jamais devenir égal a o
. 1

A . SR I . . . 1
De méme, si w est égal & I'inverse d’une fonction quasi-entiére >

on aura
ps— p:G

pa——s et 7.P — p,Q=1.

2l

g ne pourra jamais devenir égal a 53

C. Admettons enfin que w soit une exponenticlle ¢?; nous nous
trouvons dans le second cas d’exception de M. Picard, puisque la fonc-

pre¥— P On

. .. P . .
tion quasi-méromorphe = peut se mettre sous la forme T —g
v 1€F— ¢

Q
QcP—PoQ:-"", AQ2PTI—P2Q:6Q

en tire

. . P . . . . .
et, par suite, la fonction g ne devient jamais égale ni a ]qﬁ ni a ‘?
1 2
On en conclut d’une maniére générale que les équations exception-
. P . .
nelles de M. Picard <6 = >, si elles existent, seront obtenues par le
R} P . . ' .
développement de g fraction continue; ce sont les solutions de ces

équations qui permettront de généraliser le théoréme sur les poly-
nomes entiers rappelé an débat.
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26. Considérons la fraction continue

) . W . . v
et admettons que la série 2‘] (.| soit uniformément convergente dans
2 . ’
un certain domaine.

Posons
2' f"nl =S.
2

La relation récurrente

L] :00_‘P-n 0

n+i N /EN

conduit & la fonction majorante 9°, définie par 9°, = 9° + |, |9"_,

4

avec les conditions initiales 9°) = o, 9° =1; d’ot1 I'on tire

)
%)
k n—c)

6\)_f)n+| +lf"n¥!|@ﬁx<(l -+ l %"n+| |)(Qou+ | p”l

et, par suite
b b

n-1

|Q/oz+o|<Q0u+|< 1_I<I +|P’il)<cs-

Donc nos raisonnements restent les mémes que ci-dessus et nous pou-

3 . A \ . N g . N
vons démontrer, grice ala convergence uniforme de le[] et d'la limi-
. ) ’ -
tation du module de Qy, que Q, tend uniformément, pour n = ('),

vers une fonction quasi-entiére ¢, dont 'ordre apparent dépend du

degré de p,; et de I'exposant de convergence de 2| TR

On démontrera de méme que Q) tend vers une fonclion quasi-

(*) On a, en effet, quelle que soit la parité de £,

k—1

-
Qbak— Q8 =— X prasi Q-
0
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. :
entiére ¢, et, par suite, la réduite % aura pour limite une fonction
n.
quasi-méromorphe ?
1
Le résultat que nous venons d’obtenir se compléte immédiatement
dans le cas ou Iexposant de convergence de la série n’est plus un
nombre fini, mais une quantité infiniment grande ou infiniment petite.

Considérons de méme la fraction continue

2=l el (limlh| =)

.. 1 . . ,
et admettons que la série 2 IT’ = S soit uniformément convergente
n i

dans un certain domaine.
La fraction continue peut s’écrire

et nous sommes ramené au cas précédent.
La relation récurrente

0 __ 0

1
el T X T P Qu-«

conduit & une fonction majorante 9°, pour laquelle on a

) <II(-+

i I 1
2 |2 < (1 |1 ) (28 + = )

d’ol

0 0 ar
Q,HIH < Qnﬂ + "):; Q,ou< es'

Par suite, en observant que

. k-1
0 o __ 2 [ 0
n+k n—_ " T3 i
: \ )‘/L—l—i—i )\Il—i-[ =y
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et que la convergence uniforme de la série 2 entraine celle

de 2, >\,,_I, o

nements ci-dessus et I'on arrivera 4 démontrer, si

I
Aa

» on pourra reproduire presque identiquement les raison-

1
7, estun polynome
. 1 . . . . .
entier en z et —, que la fraction continue a pour limite une fonction

quasi-méromorphe dont 'ordre apparent et, par conséquent, le genre
.ont une limite supérieure facile & déterminer.
Enfin, supposons que, dans la fraction continue
] q bl

on ait

limp, = o,

=] — - — —_ — _

P2 M3 Ha [y 35
et} 3 a2 oy 3ty Ko t4y the

§, AR SR SR IR R SR
5,

Le produit de deux dénominateurs partiels successifs est égal a — et

1w

tend vers zéro; donc 'un an moins de ces deux dénominateurs tend
également vers zéro. Si tous ces dénominateurs tendent vers zéro,
nous retombons sur le cas examiné précédemment; si un certain
nombre de dénominateurs successifs tendent, les uns vers zéro, les
autres vers une limite finie ou infinie, en groupant ces dénominateurs
suivant la formule donnée au paragraphe 17, on obtiendra une nou-
velle fraction continue dont le dénominateur tendra, en général, vers
une limite bien déterminée. L’étude de la convergence de ces fractions
fera I’objet du Chapitre suivant. '

27. Nous allons appliquer les résultats que nous venons d’obtenir
a I'étude des fractions continues de Stieltjes. ’

Journ. de Math. (6° série), tome IfI. — Fasc. 11, 1go7. 21
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I
.S V“(;) " : -
Soit ¢ = ——% une fraction dont les termes sont ordonnés par

S I
oa(3)
rapport aux puissances décroissantes de la variable z.
En posant « = y* nous avons la formule (F)

S, A N S S
.;m-s—l—-a‘y— —_—— e —— .

1° Supposons que lime, = o; nous déterminerons. comme précé-

demment des fonctions Py, I, P,, I, qui seront des fohctions entiéres

de y de la forme . :
Po=yQi(»*), Pi=R, ("),
L =T,  L=yT.(
Pol, — I,P, = aR;(2) T, («) — R, (2) Ty(z)=1.

avec

.S, , T
La fraction =2 sera égale & la fonction méromorphe
S, 8 - l

(ja) o VE B @) £ IR (o) iy mRok iVoR,

Ty(2) £ iya T (x) T, iyaT,

Sous cette forme on reconnait immédiatement que la fraction con-
tinue représente formellement les deux racines d’une équation du
sccond degré, lorigine étant précisément le point critique autour
duquel se permutent les deux racines.

o

: s . ;. N
Si m est 'exposant de convergence de la série Zlan[, lordre
1

apparent de Ry, R,, T,, T,, en y sera au plus égal & m et, par suite,
] 1  m
I'ordre apparent en x sera au plus égal & .
En particulier, si m < 2, ces fonctions seront de genre zéro en x.
2° Supposons maintenant que lima, = =.
La fraction continue pourra s’écrive
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S1 m est l'exposant de convergence de la série 2‘

[, nous

ay %p

savons que la fraction continue représentera une foncnon méro-
1 ) ' :
morphe % en — dont 'ordre apparent sera au plus égal & m.
1

So
La fraction -S— est donc égale 4 la fonction Z sur tout le plan com-
1

plexe, sauf peut-&tre a 'origine qui est un pomt essentiel pour chacune
des deux fonctions.

CHAPITRE 1V.

LES FRACTIONS CONTINUES PERIODIQUES ET ASYMPTOTIQUEMENT PERIODIQUES.

28. Considérons tout d’abord la fraction périodique simple
et posons

Y satisfait visiblement & Péquation du deuxiéme degré

2
P= (3+—}%>Y——‘u.2,

-~

[t

dont les racines sont z

QIA !—;

Nous allons démontrer queY =3 s1|z| > |}L|etY : si |z <|wl;

en d’autres termes, que la fraction continue représente toujours la
racine de plus grand module.

Pour |z | = || les deux racines ont le méme module et la fraction
continue n’est pas convergente.
Dans le cas actuel la détermination exphC1te des symboles Q) se

fait sans aucune difficulté.
La relation récurrente

0 :<z+§‘_

@

H+

0 2 Qn
) n f‘L [t ]
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a pour solution générale

On a bien en effet

<~z'+ %2) [Az"-i— B<%>n] ;

2

| = Az" 4 B(%—)n+l + @t [Az”“ + B<“2>'H],

%)
ce quiest la vérification de la propriété annoncée.
Pour déterminer A et B nous poserons

ﬁ:o:A—l—B, d’pfl B:—A,

Q3:~I:AZ+B&§:A(3.~ “—>

et, par suite, -

z’L—-<HTE>u .
(33) —— -_i*_’ ,
z

formule qu’on peut d’ailleurs vérifier directement (').

(') D’une maniére générale, si 'on a la fraction continue

af . af. . af

:a+p;a+p.—a+ﬁ‘a+ﬁ—."'

on aura

et 'on établira la formule générale de récurrence

Q8= (aF+ B¥) QY — ak ¥ QI_.
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D’autre part, il est clair que

;z”._‘—<
Qq N
n n—i

d’ou il vient
| (5)
gh— [ 2.
2
=m=H 2\ e A1
3 3 z

Lorsque l-f:' >1, cette expression a évidemment pour limite H‘E =3

2R

s=|zo

. . z - .. 2
si, au contraire, on a l—};’ < 1, la valeur limite sera p% = %

Dans le cas intermédiaire, si 'on pose z = %, 1l viendra
. e,

g _ euei__ e—-nﬂi _ sin 20
QL — B S8 = mnte — E"sin(n —no’

expression qui, en général, n’a pas de limite bien déterminée pour

n —= o,

29. En appelant Y’ la racine conjuguée de Y on aura

’ ‘l"'g }"2 Iit
Y= = ().

1l viendra donc

’ . 2\ n—1 :
zn——l - ( E_)
. ~2n—1__ ,20—2 ~
Y = th 5 . P‘2 o 1 s
- 2\ n - ~2n 2n )
an <H_) Fh—p

Les racines du dénominateur sont

2kTi kmi

ak:fj’ezu =Hen f-:{.Lee/’i.

Nous allons décomposer Y’ en une somme de fractions simples

2n
e 2 Mk .
Y - P‘ Ez—ak
1
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En utilisant le théoréme de Lagrange on trouve facilement

an 2n ( 2 )
1 — P_zu-_a- 1*"2 | — 20
— e ST S e,

zn(b'—ﬂ]l) - ?‘ll(:_”eo‘.l')
1

. I AO/A . .
Si nous remarquons que — = —, il viendra
] 2n PR :

2n
Y — $E (1 — ehi)af,
o 2m(s — p )’

d’oil, en passant & la limite,

’ 2T '2‘ 20
(34) Y':__f W= o

an(z — ped)

Telle est la formule fondamentale qui permet de mettre une fraction
continue périodique simple sous la forme d’une intégrale définie &
coupure.

Dans le cas actuel, la coupure est représentée par I'équation

z—pe¥=o,

dans laquelle ) varie de o a 2.

A cette équation correspondent, en posant z = x + yi,une ou plu-
sieurs courbes ou portions de courbes le long desquelles Y est indé-.
termingée : sur ces courbes également les deux racines que la fraction
continue peut représenter ont méme module ; partout ailleurs la frac-
tion continue est convergente.

La formule (34) devient, en posam = u,

T
Y/:fg"f"w"”—e"f)e“de _ f B <“ ) du

Cam(z—ped) T ami z—pu

ou

voo (i,
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et sous cette forme on reconnait immédiatement 'analogie avec les
intégrales de Stieltjes.

30. Comme premicr exemple considérons le cas simple u =1. 1l

. . v . . ' I .
résulte de ce qui précede que la fraction continue Y représente A
I'intérieur du cercle de rayon wn, décrit de I'origine comme centre
et z a 'extérieur de ce méme cercle.

Nous sommes en présence d’une ligne singuliére fermée et de deux

domaines distincts de représentation a4 chacun desquels correspond
I'intégrale

C estici le cercle de rayon un.

La formule ci-dessus met en évidence une remarque bien connue et
rappelée par M. Borel (*). :

S1, sur un contour fermé, on se donne au hasard une succession de
valeurs, soit p(s)+ ig(s), en prenant arc s du contour comme
variable indépendante, p et ¢ admettant pour période la longueur
totale du contour, I'intégrale
J= / P

¢ 2Tl S — X

ne prendra pas sur C la succession des valeurs de p + iq.

J défint, en dedans et en dehors du contour C, deux fonctions holo-
morphes qui tendent uniformément sur C vers deux variétés infinies
de valeurs et la différence de ces valeurs, en chaque point du contour,
est précisément égale & p + 1g.

La vérification de ce théoréme sur 'exemple qui. précéde se fait
immédiatement. '

La formule (33)

(") Legons sur les fonctions méromorphes, p. 3.
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nous montre que les zéros de Q, sont également répartis sur la circon-
férence de rayon un a I'exception des points z===1 pour lesquels
on a Q,==n. Il en sera de méme a la limite, ce qui montre que la

coupure est une ligne continue de zéros de : thz = 0.
34. Nous allons poser maintenant 5 = ¢*.
Dans ce cas la fraction continue Y devient

Y = 2 cosa -
2 COS 2 COSx

ce qui donne
Y:=2cosaY —1,

‘dont les racines sont
' e,

ex et
Pour |z =1, « est une quantité réelle quelconque : la hgne smg,u-

liére est donc ici I'axe des abscisses. Au-dessus de cet axe a« = B + Ye,

3
Yy > o, dou
e =eVeb, e =gYe P

et, comme Y représente la racine du plus grand module, nous aurons

au-dessus de 'axe des abscisses

Y =

et
Y =¢e* au-dessous de ce méme axe.

La formule (34) devientici

, 27 .
1T el
o - - A
Y= a2z ), ca,‘_emdo
Ou . .
e
;1 e 2 sind
Y= — —— 0
SHIY

Les zéros de Q, = o sont également répartis sur Paxe des z a 'ex-

ception des points & = = k.
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Posons maintenant

d’ol

d’ol
dont les racines sont’
Y=oty —1=xxiy1— 2>

D’aprés ce qui précéde on voit aisément que la coupure se réduit ici
au segment de I'axe des abscisses compris entre —1 et + 1.

Il est clair également qu’au-dessus de'la coupure, il faudra prendre.
le signe + devant le radical et le signe — au-dessous.

Les zéros de Q) = o qui, précédemment, étaient également répartis
sur la circonférence se projettent sur le diameétre formant coupure avec
une densité inversement proportionnelle 4 I'ordonnée du point repré-
sentatif; en d’autres termes, il y a infiniment plus de zéros prés des
extrémités du segment que prés du milieu.

Nous savons qu’en dehors de la coupure, Y ne posséde aucun point
singulier ; nous pouvons donc appliquer l'intégrale de Cauchy 4 un
contour infiniment mince entourant le segment — 1...+ 1 el parcouru
dans le sens inverse (sens des aiguilles d’une montre) puisque le
domaine de représentation est a 'extérieur du contour.

Nous aurons donc

Y"‘—— ‘ @zclgc— f V!- x’dw
1 X — 3

T aml &r-—23

En adoptant le langage de Stieltjes on peut dire qu’a la fraction Y
correspond une répartition continue de masse sur le segment —1...+1,
la densité en chaque point étant proportionnelle a4 'ordonnée de la cir-
conférence décrite sur ce segment comme diamétre.

Considérons enfin la fraction continue

. 9(3) - 1 . 1 -
Y =215 10 BTE B
- | T EDRTeY) '

Journ. de Math. (6° série), tome 1I. — Fasc. II, 1g07. - 22
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dans laquelle ‘E ; est une fraction rationnelle quelconque que nous

mettrons, en posant z = z + ¥ i, sous la forme

A+B:__ AC+BD—i(AD—BC)
C+Di G+ D? '

Il résulte de ce qui précéde que Y sera partout convergente et bien
déterminée sauf sur les courbes ou portions de courbes pour lesquelles

on aura $&) — =1, ¢ étant une quantité réelle comprise entre — 1 et + 1;

$(2)

on aura pour déterminer ces courbes

AD —BC=o0, - AC+ BD =¢(C*+ D*),
d’ou ' '
(s
(%)

B

R
.

A_B_, _
(ol B

-

L’équation analytique de la coupure est.

AD —BC=o,

‘mais une ou plusieurs parties de cette courbe seulement constituent les
coupures proprement dites; ce sont celles rencontrées par les courbes

A—tC=o, B—-Dit=o, —15ts+,

et c'est le long de ces courbes quil y aura lleu de prendre les intégrales

définies ci-dessus.
Sur ces courbes la densité des zéros de Q,, = o sera inversement

proportlo_nnelle a
sinarc cost = 1 — ¢%.

D’une maniére générale, si l’on considére la fraction continue

on établira aisément qu’elle représente toujours la racine de plus grand



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES. I7f

module de l’éqUIltiOﬂ
Y —_ ®
— A — 2.

La fraction continue sera partout convergente sauf sur les courbes
d’égal module pour lesquelles on aura
_ N

=9,
lJ.

0 étant une quantité réelle quelconque comprise entre o et + 4; les
racines Y,, Y, prennent alors la forme

(Y,,Y2)-'——-2-(lil"-/é—-l>, | .

et elles ont évidemment méme module.

Enposant A* = A + Bi, p.= C+ D¢, 'équation analytique de la cou-
pure est AD — BC = o; maisla coupure proprement dite comprend seu-
lement les parties réellement rencontrées par les courbes orthogonales

A—GC:O, B—OD:O,

f étant compris entre o et + 4 (').

32. Considérons maintenant le cas d’une fraction périodique mixte,
k ¢tant le nombre de dénominateurs partiels qui précédent la période.
On a, d’apres (8), '
o 0 ¥ 0 k
Qk-m = Pretr Qk /{-:::1 - Qk+| er+ua
: . 1 VB vk
Qk+n = ek Qk k+n Qk+1 Qk+n7

d’ou ' )
- _ k
Q? e Qf— Qg-{-n Qﬁ’;
tno ktn
T = k
Wor ™ Qh— Qi e
k+n

Par hypothese, Q},,, Qil. peuvent étre cal'culées au moyen des
formules du paragraphe 28 et, si (z) est la racine de plus grand mo-

(1) Si les deux racines ont partout le méme module on peut dire que la frac<
tion conlinue représente les deux racines sur tout le plan complexe.
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dule & laquelle cbrrespond la fraction périodique simple, nous savons
que L :
]un(n = :n) 8,’:"‘ =(z);

}‘vk+1Q?¢ _ ( )QA-H
P'L+z Qlc — ( )QIH-I

Nous voyons, en conséquence, que les conditions de convergence
de la.fraction mixte sont les mémes que celles de la fraction sunple
correspondante et que I'on passe de l’une I autle de ces flElCtIOIlS par
une substitution linéaire. =~ 7 77 :

En particulier, si u;=1, cette substltutlon devient modulaire et les
deux fractions sont LfIUIVﬂlCHLLS au'sens de Dedekind, c’est-a-dire que

Qk \k+| Qk+| Qk =Tr.

35. Lorsque les denommateurs (ou numer'lteurs) partlels tendent
pour 72 = =, vers une limite hien déterminée, nous dirons que la fraction
continue est asymptothuement périodique. Les résultats obtenus, tant
au paragraphe précédent qu’au paragraphe 23, nous permettent d'in-
férer que les conditions de convergence d'une semblable fraction seront
les mémes que celles de la fraction périodique limite cor respondante

.Mais, avant'd’ examiner le cas général, nousallons examinér un cas
particulier, qui nous conduird & la notion ‘de fraction seml-peuodlque
simple.

Considérons la fraction continue

par suite,

hm(n = oo)Q

Vimsrfo BB 6o
PINEN R & e
S z
et admettons que limp, = R.
Nous avons la relation récurrente

= (s 2) = eaQhey ()

(1) Cette formile donne - .

Q(’)”‘l Q"-—‘ Pﬂ(Qo s n— )* PnPn— (Qu~ ""‘Qn 2) - P"P"_; Pzp'
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et, par suite, |
Q=o,  —Q=1, -—Q=(:+%)
Q= (z +-E»-z> ("'+ P‘) —pa= o+ 925'2),

~ Q=2 gy Bif2 o R

~ Les formules ci-dessus permettent de poser par induction la formule
générale o ‘ ‘
n—1

0 __ ~n—i ’ ,..,.:-z-c-a
— Q=2 ¥ ppae . 3,
1

dont il est facile de vérifier 'exactitude. -
Nous avons donc N

= Q=" S T 0,00 e 005
it =3 A 0y 3T 4 0,0, 370 L a0y P BT

et, par conséquent, »
0 _ .n_ Pt Y
—Rp =5+ Z<—AQ,;+| )
d’ou

0o .
Qn+l & g

—_r e .

Qlil-}-l - ; o Qlll+1

Mettons — Q,,, sous la forme

,‘,+'=3n—‘(1+'%+92—53+922296+...>.

- Le polynome entre parenthéses devient une ‘'série quand n augmente
YT ' . 32

indéfiniment ; le rapport d’un terme au suivant est o admettons que,
. k

pour k > k,, le module de ce rapport soit constamment supérieur a 1
nous obtiendrons une série convergente S et 'on pourra écrire

by~

0
hm Ill+1 —_— ~+
QXI-H N

: . . -

I n

o |
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Ecrivons, au contraire, — Q.,, sous la forme

~

-2 P
. . _ . - - - e .
. — g -0, z 14+ — 4+ -+ .. .>.
Qn+| P2fs Pu < Pn PrPn—1

Dans le polynome entre parenthéses qui devient une série pour n=o0,
. o . . y
le rapport d’un terme au suivant est "%, soit I'inverse du rapport pré-

cédent; si, pour k> k,, le module de ce rapport est constamment
supérieur 4 1, nous aurons une série convergente S’ et I'on' pourra
écrire

(1] ~272—1
lim Qusr _ o1 R
Qs o Pafa- . . PrS ’

mais, d’apres I’hypothése pour k> k,,

z?
el S
d’ou il vient :
5= n—k Az
|,p2‘o3 5 S,l<([—=) ) qS-T
et, par conséquent, _
0
Lo Iim Qu-H — i
Qi <
On conclut donc de ce qui précéde :
Pour |z|> /R, on a
‘_ Y=t
et, pour | 3| < VR,
= & [
Y= ou Y ==

- Dans le cas ot p, ne tendrait pas réguliérement vers sa limite R, on
aurait a considérer les deux limites '

liminf.'(/p,p,..p,, et limsgp.’\’/pnp,,_,‘..pa_p_“'

qui peuvent étre égales ou inégales. Le premier cas se présentera en
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particulier si le nombre des p ne tendant pas vers R est infiniment
petit par rapport & ceux qui y tendent effectivement.
Considérons en second lieu la fraction

'Y2:Z+8~_“." & — Pz! - .—"...

Nous aurons la formule recurrente
= (s B)Q pn-.Q 0!

et 'on obtient, comme précédemment, par voie d’'induction, la for-
mule générale

r—1

0_ 7n—'+29n—|9n—— ) n =3 ,n—d—-z/

dont il est facile de vérifier P'exactitucde.
On en tire aisément
Qhry . P PafaecPusT
Qi — Qir

Mettons - sous la forme

n+q

22 s
’ —— ——— .
—Qu+1_9293 Pns n+'(1+ ot +ﬁ +)

t""

Le rapport d'un terme au suivant est %; si, pour k > k,, le module

de ce rapport est constamment supérieur é I, IOUS aurons, pour 7 = oo,
une série convergente X et il viendra

lim 3+ Q?‘+‘ SR 1 L T S

Il+l

b

PaP3. - . Pas I

12}
b4

(') Cette formule donne

8r o — - 0 Pu 1 _ 0 Pn——° — -
Qn+x 5 T "( - Qn 1) - ( L n—g — ~e
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Au contraire, on peut écrire

19 —_ — Ru P Pn,—l .
g = 3" '(I—%—? -+ Lz-r+>

et si, pour k > k,, le rapport .;—I est supérieur & 1, la série X’ entre
- k
parenthéses sera convergente. On aura donc

Qb PiPa---Pn

llm-ﬂ =3z -+ =
et, d’aprés hypothése |%| <1, on voit que le terme complémentaire
peut devenir plus petit qu’'une quantité quelconque donnée a priori;
on a donc finalement '

o
hm 23 — z,
Qlle '
Si nous considérons la fraction simple limite
R R R
Y=F+ TR R v

dont les valeurs sont z et — selon que | 5|2 |7 l, nous voyons que :

Pour | 3] < |VR], _

3

Nk

£1

‘ Y,
Pour | z| > | VR],

‘ Y2=}’-'

On peut donc dire que Y, et Y, sont égales a leur fraction simple
limite, mais d'un coté seulement de la coupure; c'est cette considéra-
tion qui nous a conduit a leur donner 'appellation de fractions semi-
periodiques simples.

En appliquant le théoréme de Cauchy au domaine extérieur aux
coupures, nous obtenons les formules

sds 0, dz
Y =] —=— Xf‘,:\/‘-————‘1 e
' Cs(z_x)’ o iz —x)
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qm constltuenL unc ‘-'Ll')Cl"lllS'lthll des for‘mulcs obtenucs plcce-
‘demment.

34. Considérons maintenant la fraction continuc asymptotigque~
ment périodique

Y — P S DR S DU L
A+ koo gy X+ e, gy

dans laquelle nous avons mis en évidence la limite commune des déno-

minateurs partiels. .
I N N .

Posons A = a + —» « élant, par hypothese, la vacine de plus grand

module qui salisfait & cette équation; nous avons vu précédemment

que o est bien. déterminée en tout point du plan complexe, sauf sur les

courbes ou poruons de courbes pour lesquelles 7\ auralt une valear
réelle comprise entre — 2 et + 2.

Nous savons cgalcment d’aprés ce qui a été démontré au para-

graphe 23, que la réduite 2% Q% ¢ la fraction continue tend, pour =120,

lL

vers une limite bien déterminée en tout point de ce méme domaine.
Les symboles Q; satisfont & la relation récurrente

[} [ 0
nit (a o e ) T Na—
et nous introduirons les symboles 9° définis par

0 1 0 0

Qn+| = (OL -+ ;)Qn—— Q,u—i .

Nous rappellerons un Mémoire de M. Poincaré (!) dans lequel le
théoréme suivant est établi :

Silona Péquation de récurrence

U, ~+ ]{I Up + Rz Uy o ..ot Blsun—k: 0,

(*) Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et auc diffé-
rences finies (American Jourrnal of Mathematics, 1885, p. 237). — Voir
également (Van Vikck, Transactions of the american Mathematical Society,
juillet et octobre 1gor, juillet 1go3 et juillet 1go4) une série d’articles sur la
convergence des fractions continues.

Journ. de Math. (6° série), tome 1. — Fasc‘. 1. 1go7. - 23
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3

Ry, Ry, .., Ry étant des fonclions quelconques de n qui tendent
vers leurs limites py, py, ..., ox lorsque n crolt indéfiniment, le

7 apporl a pour limite une racine de l’egualwn
~k k—1 ~ - —_
4-+P,Z +...+r1k_,43+9k—-0

AY

et, en général, la racine de plus grand module. -

En appliquant ce théoréme au cas actuel, nous en concluons que

Qs doit avoir, en general pour limite « et exceptionnellement, dans

QIL

. . . I
certains cas particuliers, -

. Cette derniére hypothése est d’ailleurs & écarter; en effet, le rap-

2

=<2t est une fonction continue des ¢,; qui, en vertu des résultats

IL

port

obtenus au paragraphe 28, devient toujours égale a a lorsque ceux-ci
s'annulent; il n’est dés lors pas possible que ce rapport devienne égal

- I . . - . r e N
4 - tant que I'on reste, bien entendu, dans le domaine considéré ou,

par hypothése, |a| > 'él

Qn+1
QIL

Des relations récurrentes ci-dessus nous tirons
o YT ~o__ Y aY)
n+i ;Qn - a(Qn T a Qn-4> + &, Qu’

Q.(:'1+l ~ ;{, 2, = (6\).11 wH)'

Admettons donc que I'on ait lim S = a.

o+ ___] [} 0 ___ i 0. .
n+1 n n n—1 (1]
& . . & enQn

< -+

[ 1 T )
- % B (8- )

Nous déterminerons y, de maniére a avoir

AN
0___ 0 I ~o
€ Qn, = Y <Qn ) n—a) ’
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ce qui donne

Yr = €a 7
o s
o2
d’ou1 I'on aura
1
Qn+1 Qn ?L"‘ o ?L—x
=(1+¥.)= ;
II-H - = @n Q?L— ; (1)1—1
et, par récurrence,
?H—l — Qu - »
il | (SO
?t-H d n

Nous verrions, en reproduisant les raisonnements du Chapitre pré-
cédent, que le second membre tend, pour n =90 et sous certaines
restrictions, vers une fonction entiére ou quasi-entiére ¢, dont l'ordre
apparent dépend essentiellement de 'exposant de convergernice de la

série E 1v.l, lequel est évidemment le méme que celui de la série 2 lea]-
; :
En partant de la relation récurrente

1

[ 1 YaY i
4 <0( + ;+ En) <n Qn<47
nous aurions trouvé, par le méme procédé,

1

n—H
= 11(1 + &)
Il+l Qn 2
et nous verrions que le second membre tend, pour n =0, vers une

fonction entiére ou quasi-entiére g, de méme nature que ¢,.
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La relation ' [

- I o 0 0
Q_n+l - ;Q,n - a’<Qn_ ;Qn—l)
donne, d’ailleurs, par récurrence,
b g0 g
Q,u+| - o Q,n'_' —a, .
de méme
B ! Tol — =1
Q/1+l - ;Q,u'" - a ’

d’ott I'on tire

s Lo+

n+1

. x -* . e . %4
lim = hm—Q—’,‘ = lim —} = L,
Q] . "‘Ql Qn/ - (/l
n+t 2 n 1[(' —+ 8()
2

: 0 )
et nous voyons que la réduite (l’f a pour limite une fonction méro-
n

morphe ou quasi-méromorphe dont I'ordre apparent a une limite
supérieure facile a déterminer.
Il nous reste @ mettre en évidence o dans les de
fraction ainsi obtenue.’ - ' .
Nous avons

ux termes de la

o Lo 00 L 0 . 0 __
ne ; n <(’2;/1+1 - ;Qa) gu avec hnlqn‘"‘ 9’0,
doa ’ - |

0 o __ 0 PN 0
aQn—H - n- (_Q,n-H - ;@,:z)Othz"
Posons '
0__ 0. _ o
O:QN - p/l = al,,

pa et £, étant fonctions de A seulemnent.
On aura

0 0 ___ {50 I o 0 0

aQIH—l - n <'2,n+l - :f Q,u> <p_u - a'n)'

. . ' . . T . .t
Celte relalion subsiste évidemment si on change « en et il vient

ey o __ 0 0 >o 1 0
o (\)::-}-1 - )11 —v<Q!I+I - a@-,u) Po— ;.[;/ s

N
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d’oli 'on tire en résolvant -

0 o .0, i} ‘0
ndt T Q,n pu 9 S l/n
20

0
QIL QII 1 pn n lt

et, en observant que - ’ SRR
0 0
<®40n)2 _ Ry Qu =1
il vient
p” Qz" 'l-H Q,,II-H Qu’ [ .
(1]
- Qn—' Qn+| Q_,u

Nous avons de méme, en posant ¢, = p, — ai) avec limg!=g¢q,,

Q10 o= (e — ) h = (a‘w—;@,L)(p;-—ai;),

P €t g, étant fonctions de A sculement et on trouvera, par le méme
procédé,

Pn = 20 Quay Q,n-w u
= Q,n rb-H @,114-4 Qn’

d’ot l'on tire, aprés réduction, ‘ .
0 - ‘0 o "
Poln — 1 Pn Qn 11+| - Qu+o (\)n t.

Cette rehtlon aura, encore heu A la limite ct I'on pourra finalement

CCTII‘
Py— 21,

Y.:]T,—::z—l: avec - POI'—P,I‘):[,

P,, P,, 1,, 1, étant des fonctions entiéres ou . quasi-entiéres de
1 . . R .
A = o + ~ dont I'ordre apparent est évidemment le méme que celui

de g, et de q,.

Nous arrivons ainsi & une formule que le résultat du paragraphc 32
pCl‘mthalt de prévoir et qm conslitue une généralisation importante
de la formule (30) du Chapitre précédent; en parucuher pourA==o,
g==1 et 'on retombe sur cette formule.

Soient o', o” les deux racines en un point de la coupure.
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D’un c6té de celle-ci nous avons i la limite

P, — a'l;

Y=p=—m"

De 'autre coté, c’est 'autre racine qui aura le plus grand module
et I'on aura également & la limite
L Py—d'l
Y'=p—
d’ou il viendra
Y — Y{= d—a" \/i*—[;

PT P, L+ 11 PP+

On aura donc, en appliquant le théoréme de Cauchy et en prenant
I'intégrale suivant la coupure,

ds
Y= fP’ 12;)1” ~z

Nous voyons également que les deux déterminations de Y sont
racines de I'équation

Y2(P? — AP, T, +I)
— zY[(l’O*P|_—|— LL)—2(P,I,+P, 10>] 4+ PP, I, +=o.

Pour A = o, on retombe sur Péquation (31).
Nous avons donc établi d’une maniére générale qu’une fraction
continue asymptotiquement périodique satisfait & une équation du
deuxiéme degré dont les coefficients sont des fonctlons entiéres ou
quam—enneres
- Considérons en dernier lieu la fraction continue
B+m, . P+ .
2+ B4y a4+ P +g

Y:ac—l—@—i—a‘—'

dans laquelle nous avons mis en évidence la limite commune des
numérateurs et dénominateurs partiels (lime,= limn, = o) et les
valeurs (Y'= a, Y”= ) de la fraction périodique simple limite.

Dans ce cas, nous avons vu que la coupure sera constltuee par les
courbes sur lesquelles ona |a|=|8]
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Nous avons la relation récurrente
:):,H = (OL + B -+ E.IL>Q - (“p -+ ’]n) Qn N
Considérons le symbole 9°, défini par

Q= (2 + B)2", — 282, .
Nous savons que

o 1"——{3"
@,n'-'_“:"—f’{?’

et si« est la racine de plus grand module nous aurons

Q?L-H
2%

De méme V'application du théoréme de M. Poincar¢ nous conduit
a poser

lim =a.

lim (‘é’f{‘ =a.

Dés lors nous avons
e — BQL=o(Q - BQL) + & Ql— n.Q0,
Déterminons v, par I'égalité
@2 Q) = M. Qo = a1 (Q, — BQ.),

— £, Q% — 1, Q4_, ,
1= Q=B

d’ol

et 4 la limite
£,8— Mg

lim Y= ;(a_——B—) ’
d’ou

Q8 —BQS _ Q,, Q—pQL,
B AU O Ty E T _H(HY,),

et les calculs pourront se poursuivre comme précédemment. Nous
arriverons 4 démontrer le théoréme général a savoir que

Y = lim 8: = B%S% avee P I, —~P,I,=R,
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P, I,, P,, I,; R étant des fonctions entiéres ou quasi-entiéres dont
I’ordre apparent aura une limite supérieure déterminée par la considé-
) ’ @ ®

ration des exposants de convergence des séries Z len Z | ' En ce
’ - 1 2

qui concerne R son ordre apparent aura une limite supérieure qui

dépendra seulement de I’éxposant de cette derniére série (').

Dans le cas particulier ot « et § ont partout le méme module, on
pourrait reprendre les calculs qui précédent et, en reproduisant les
raisonnements du paragraphe 24, on arriverait & démontrer que la
fraction continue représente sur tout le plan complexe deux fonctions
ainsi définies
Py—al, Y., — Po—EBl

Y‘:P,—all’ = P, — B,

avec P,1, — P, I, = R.

33. Les considérations qui précédent s apphquent 1mmed1dtement
aux fractions continues de Stieltjes.
Nous avons mis celles-ci sous la forme

21—1 S1

Admettons que a,= A + ¢, avec lime, = o.
Nous savons .que les conditions de convergence de cette fraction
seront les mémes que pour la fraction simple limite

u=Ay— ¢_1¢’,
d’out l'on tire
u= %(Ayi VAZy: —4).

l oy . - . . - 2
La coupure est formée parla ligne droite reliant les deux points — 3’

o

(1) R est égal, en eflet, & H I <1+ ﬂé) sous réserve des facteurs primaires
a
2

qu’il est nécessuire d’introduire pour rendre c€ produit convergent,
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2 . .
-+ {; comme d’ailleurs, pour y = o, les deux valeurs de « ont méme
module 1, il en résulte que P'origine se trouve sur la coupure et que

. . 2 . 2 ) BT S
celle-ci va du point — X AU point +- +en passant par l'origine; c’est

4
A
La fraction sera égale a

un segment de longueur

Py— el

P,— «l

Y=

avec P,I,—PI,=1, ~

Py, 1, Py, I, ayant un ordre apparent en y au plus égal & Pexposant

de convergence de la série 2 len |-
1
Si Pon considére Y comme fonction de z = y* le'binome sous le ra-

dical devient A*x— 4 et 'on voit immeédiatement que la coupure est

ol s A I ,___[l ITENTR . _
une droite qui s’étend depuis le point z = a7 Jusqua linfini en pas
sant par 'origine.

La fraction de Stieljes peut aussi s’écrire

i B By By
Y=1—+— - - = .

I I f

avec
B.=B + ¢, lime,=o..
t . o ..
Posons ~ =3, Cette fraction aura les mémes conditions de conver-
gence que la fraction simple limite
Bz
U=1— —;
. 174

d’ou

u=>(1=y1—4Bz).

La coupure s’étend depuis le point z = [%B jusqu’a l'infini suivant la

droite issue de P'origine; mais elle ne renferme pas celle-ci, car, pour
Z = 0, u-a deux valeurs distinctes : 1 et o.

Journ. de Math. (6 série), tome III. — Fasc. II, 1go7. 2-/|
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Comme précédemment on pourra écrire

Po— ul ; v
\r:ﬁ:{[l—: avece . ]-)014—_' P‘]AOI—']},

Py, 1,, P,, I, R ayant un ordre apparent en z au plus égal a 'expo-

sant de convergence de la série Elsn|.
1
En utilisant la formuie du paragraphe 17 il sera facile de ramener

au cas étudié ci-dessus le cas d’une fraction asymptotiquement pério-

dique dont les dénominateurs et numérateurs partiels tendent res-
- ° . . . - P

pectivement pour n = s vers k limites distinctes A, A,, ..., Ay, My,

M,, ..., M, avec
hm A = A, Lim e, ;= M.

CHAPITRE V.

A. GENERALISATION DES RESULTATS DE STIELTIES.

36. Considérons la fraction continue

S P N S
I Ao ==y 4 . Ay oy P SE T

dans laquelle nous supposons explicitement A;, (1, p;, réels et positifs.
Nous avons la relation récurrente

i = (M@ = 1) Q= 2 Qo
avec les valeurs particuliéres
| —Q=1, —Q=hzxp,
— =Mz Ep)(hzEp) -

De ces formules il résalte immédiatement que — Q| est un poly-
nome entier en x d coefficients réels, de degré n et que le coefficient

de =" est A A, ... A,, c'est-d-dire positif.
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Considérons la suite des polynomes
0 0 0 0o__
PENE] Qu’ tey _Q:H _‘Ql—'l'

Je dis que c’est une suite de Sturm.

En effet : s

1° Deux polynomes consécutifs — Qf,,, — Q? ne peuvent pas s’an-
nuler simultanément pour une valeur de la variable, car, en vertu dela
relation récurrente (6), il en serait de méme de — Q7 ,, — Q7 ,, ...,
— Q) et — Q) =1, cequi est impossible.

2° St un polynome — Q? s’annule il résulte de la relation ci-dessus
que les polynomes contigus — Q7,, et — Q7 sont de signe contraire.

3° Enfin, pour x = — o, la suite n’offre que des variations; pour
x = + o elle n'offre que des permanences; donc, toutes les racines
de Q7 , = o sont réelles et séparées par celles, également toutes réelles,
de Q!=o0. En oulre, si , annule Q, ,, Q.(x,) aura le méme signe
que la dérivée ( w+.):°

On démontrerait exactement de la méme maniére que la suite
0 | n—-2 n—i o
net? T Kk 0y T Qn+|’ — Nuat1r T Qn+| =1

est une suite de Sturm,

Les racines de Q,,, = o sont séparées par celles toutes réelles de
Q!,, = oet, siz, annule Q;,, Q.. (z,)ale méme signe que (Q,, ).
et par conséquent que Q, (,)-

De ce qui précéde il résulte immédiatement que toutes les racines
de Q°,, = o sont distinctes; si, en effet, cette équation avait une racine
multiple, célle-ci serait également racine de Q, =o et Q,,, = o, c¢ qui

est évidemment incompauble avec la relation

0 1
Qll Qlt+l \n+l \n i__[ v _—T/- o.

37. Nous allons généraliser la proposition qui précéde et démon—
trer que les racines de Q, | = o sont séparées par celles de Q; Q

o j<n+1.

n+1 =0
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Pour j = 1,j = n on retrouve la proposition ci-dessus.
Nous avons, en eflet, d’apreés (8),

— 0 j 0y J-1
n+| ,IQ_/ |Qu+| - Qj nH)

et, en remplacant, d’aprés (7), Q/;, par sa valeur

(xjxi P’j)QnH - PJ'_'H ljli:’

il viendra
o= 0 Q5 Qi + 00 QUQIT — (Mo = 1) Q5Q1
d’ou, en divisant par Q}Q;

Qs __ Q) Qﬁﬁ
-@é::_ ()\x—-—f"/)"'ﬁ Qjo IR I Ry

n+17

n+ 1

D’aprés ce qui précéde nous savons que, si a est une racine de Q' = o,

Qu

passe du négatif au positif quand passe de a — ¢
Q!+1
741
a1
passe comme la précédente de — d + o quand « varie de B — ¢
& B + e. Supposons maintenant que ¥y, 8, (y < 8), soient deux racines
consécutives de QQ/,, = o.

Durant l’mtervalle ¥+ ¢, 8—e¢ le dénominateur Q4Q/,, conserve le
méme signe' pour @ =7y -+c¢ le second membre tend vers + oo;
pour & = & — ¢ il tend vers — oo; le numérateur Q°,, s’annule donc
bien au moins une fois dans cel intervalle. En outre, pour = — o
le second membre tend vers + oo et pour = + o il tend vers — oc;
donc les racines de Q;,, = o sont séparées par celles de Q Q). ,=oet
par le point a I'infini.

Rcmarquons d’ailleurs que, si Q"»_ o et ku+. = 0 ont une ou plu-
sieurs racines communes, ces racines satisferont également & Q,, , = o
en vertu de la relation ci-dessus; et il est clalr que ces racines ne

o 0
dépendront ni de A; ni de y; qui ne figurent pas dans QQ;,

De la relation (8) nous lirons
ngm — 0 )./

dy.j J gyt

l’expression

bl

a o+ ¢e; de meme, s1 B est une racine de = o, Pexpression ===t

n+i

44

nel T = 0.
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Si nous considérons une racine z, de Q°
il viendra en différentiant

dz
< \n+|>!o ° Q QII+|-:

d$0 _ QJ Qu+|
Cll‘l’J ( Qn+‘l )J 0

nsy = 0 comme fonction de w.;

d’ont

A
Or, d’aprés ce qui précéde, on voit facilement que Q%Q/,, a tou-

L -, dx s
+ 3 la dérivée —— est donc toujours positive et z,

jours le signe de (Q° dp, 5

H+i

croit en méme temps que ;.

38. Considérons la fraction

:L+1 — V Ai s
Qhit i 2 —

nous savons que tous les a; sont distincts; d’aatre part,

Qll+l al)
A ( Qn+l )’ [Z_, ’

et ce coefficient sera toujours positif.
Nous avons d’ailleurs
DREC N SR W +..
00

N

‘9

fX,X2...7\nx" .,

d’ou, en vertu d’un théoréme connu,

EA__L.

On peut donc poser avec Stieltjes

+ﬁ° -
hm s -—f =
Ql?+l

o étant une fonction constamment croissante de — oo & +- oo et dont la

. . . -
croissance totale dans cet intervalle est égale & T
1
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Les considérations de Stieljes petivent donc étre reproduites sans

aucun autre changement que la coupure s'étend ici de —ow a 4o

tandis que dans le Mémoire de Stieljes elle était limitée a la partie

négative de cet axe; nous ne pouvons dés lors que renvoyer a ce

remarquable Mémoire. Nous ferons seulement la remarque suivante :
Si 'on effectue la transformation

x = etel

z, \
. . ) . Y ) !
on remplacera 'axe des z par un nouvel axe incliné de Pangle 0 sur
. - N\ . ;
I’horizontale.

En posant -

: 6; ) — 2
IT=e )
y—8

le nouvel axe deviendra une circonférence passant par les points « et
et capable de 'angle 6. Dans ces conditions, le dénominateur partiel
devient -

A ;, :; E Py Any Wy positifs.

Si-donc une fraction continue affecte cette forme, nous saurons
déterminer complétement la circonférence formant coupure.

Les résultats de Stieltjes s’appliquent intégralement, sauf le chan-
gement d’une droite en une circonférence; on pourrait. d’ailleurs
adopter une transformation plus compliquée, mais celle que nous
venons d’indiquer est la transformation linéaire la plus générale.

B. GENERALISATION DES FRACTIONS. CONTINUES.

39Y. Nous avons indiqué ailleurs (') la possibilité de généraliser la
théorie des fractions continues; nous allons en faire une application
sommaire aux principaux résultats que nous avons obtenus précé-
demment. '

Considérons k polynomes ou séries S,, S,, ..., S, ordonnés par

(VY Comyptes rendus de I’ Académdie des Sciences, séances des 1°r décembre 1go2
et 11 septembre 1905,
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rapport aux puissances décroissantes de la variable et de degrés
maxima respectifsn -1, n—2, ..., n — k.

En divisant S, par S; nous obtiendrons comme quotient un poly-
nome entier de degré k& — 1 et un reste de degré maximum n —k — 1.
Nous pouvons donc écrire

S, = 7\;‘51‘ -+ (-— [)k'—‘ Sk—H .

- Nous pourrons de méme diviser S, par S, ; le quotient A, sera,
en général, de degré &k — 1 et le reste (— 1)*'S,,, de.degré maximum
n — k — 2. Nous aurons donc '

£ ]

Sz = 7\k+1 Sk+l -+ (— ')k_1 Sk+2
et ainsi de suite. ‘
On obtiendra de cette maniére une suite limitée ou illimitée

Sn Szy cey Sln Sk+|7 Sk+25 rry

qui sera entiérement déterminée par la connaissance des k premiers
termes et qui constitue la généralisation naturelle de la forme nor-
male (A) (voir Introduction, p. 2). ‘

Pour plus de concision nous ne parlerons pas ici des formes nor-
males généralisées (C). .

Nous introduirons comme précédemment des symboles QF, qui satis-
font & de nombreuses relations, généralisations de celles établies dans
le Chapitre I et notamment aux suivantes

(6) be—}-]f: S Qfm + (— 1) Q:,

(7’) Qiz = )\i+k—4 fjk_i -+ <_ I>k.—‘ Qf:’ka
Q. SQr Qe

PR F R o
Qfl‘f’k“{ Qf;:“k—‘ i;?k—| st Qii‘fl:‘

et qui permettent d’établir la relation générale (4’

Si = an-c S,,—}— Qfx+2 S"+i ... Qf¢+k--| Sn+k—2 -+ ('— ')k_‘ Qfl Srz+k—¢ .
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On pourra étudier ce que deviennent & la limite, pour n =<0, les
rapports

Qr:Qi:i..iQh et Qi iQuie Qe
w0

En particulier, si les A, décroissent indéfiniment et si la série 2 [ Al
. . 2
est uniformément convergente, on introduira les fonctions majo-

rantes 9', ainsi définies

' 1 1
dot Q,n+k = I)\nﬂ—k—l |Q,n+| + Qua
ou

« - . .
Q,’/H-k + Q_,in+k—1 +. @_,.II+4V < (I + |Xn+k+ll>(q'n+k—| + erwk—a + Q,'n>1

et, par suite,
QI'H-‘: < qu+k -+ Q}n-}-k—c -+t Q,’u-H < H (l + |7\n+k+| |>'
1

En reproduisant les raisonnements du Chapitre 11T on démontrera
donc que les Q) tendent uniformément selon le reste minimum de 7
(mod k) vers k fonctions entiéres ou quasi-entiéres lorsque 2 augmente
indéfiniment.

En appelant j, 2, j°, ..., j* les k racines de I’équation

w‘k: (__ I)k—l
et

1 ] i
Py, P, ..., Py,

P, P ..., P

4?2

[

Ceey ey aeey ey
k k k
pi, P, ..., P
un systéme de k? fonctions entiéres obtenues comme précédemment et
dont le déterminant est égal & + 1, on aura

.

- : 51 : SQ
JPI+ 2Pt 4 jEPE T P 2PE . 4 jEPE T
Sk

I ) ;! 52 3 ',
JPL+/2PE+ . 4 R P

c’est la généralisation de la formule (30).
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Si, au contraire, les A, tendent pour n = o vers une hrmte bien
déterminée A on verra que les rapports

[ FIN . k i rali . f i
n Qn. LR n et Qn+| . Qn-}-z et . : Qn+k

tendent vers des limites bien déterminées sur tout le plan complexe,
sauf sur les courbes pour lesquelles I’équation de M. Poincaré

F=Az+ (— i)"*‘

posséde deux ou plusieurs racines'de méme module maximum.

En dehors de ces courbes, en appelant a« la racine de module
maximum, qui est ainsi bien déterminée, on établira que l'on a la
relation générale '

S, i Sk
aP! Pl - afPF T T aPLl4-a?Pi.. .+ afPE

le déterminant des k* fonctions P}’ étant toujours égal a P'unité,

Si la limite A est telle que I'équation de M. Poincaré ait deux ou
plusieurs racines de méme module maximum, on démontrera que la
fraction continue représente sur tout le plan deux ou plusieurs fone-
tions convergentes et distinctes. '

CHAPITRE VI.

APPLICATIONS.

40. Considérons les polynomes
Se=1, Si=cx+cx* ezt +. ..

et réduisons la fractlon S— en fraction continue en adoptant la forme
1
normale (A).
11 viendra

t . 1

e s

w|\n
Il
812
+
=
|
|
|

a a
. 2 by =24 b,
z z

Journ. de Math. (6° série), tome III, — Fasc. I, 1g07. 25
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Il s’agit en premier lieu d’exprimer les a;, b; en fonction des ¢, (*).

L’établissement de ces formules ne présente aucune difficulté, car il
s'agit d'un simple calcul formel; la formule générale s’établit faci-
lement par voie d'induction et I'on démontre ensuite qu’en la suppo-
sant vraie pour le rang 7 elle est également vraie pour le rang n + 1.

Toutefois nous arriverons plus rapidement au résultat en utilisant
les formules connues pour la transformation de % en une fraction con-
tinue de Stieltjes. l

Si nous posons

S=fi %,z
4—'A’ A2 }x1 A/. “e e

nous avons les formules connues

Dr-ty2 (D)2
Azp—! = l()p-fl D)"’ Ayp=— Dll—}DIl ’
: 1 1 2 2
dans lesquelles :
)
Ci Civy cre Cipy
; ¢; Cipn -+« €
P i+ i+ +p - 0 __
Df = _ avec D} =1.
ci+1;—| ci+p reet Ci+2p—2
Or, en posant
i 1
= ——— = —
gn . An An—i—l g() Ai
nous avons identiquement
g . o s o - o . o,
Q=8 &y 8 8 8 S
1 1 1 I, I I
z x x
(*) Sriecties, Op. cit., p. 31, — Avrie, Les équaqéQI@q linéaires et leurs

applications, p. 33.
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* c’est la forme étudiée par Stieltjes et elle est manifestement égale a

Dés lors, si nous posons

1 Dn—l(Dn+x)2+]):+l(|)lt)2

Pn = g21z+ g2n+1 - Dn )nDu-{-l
Dl;-—l])l'l-i;l
On= B2 8m — NOREE
avec )
1 D} ] 1
== N, = b =8=g =D
il viendra
: Gy . a, . Oy
S, = - - -

1 1
e el £ el £

Il est d’ailleurs possible de simplifier la formule ci-dessus.
Appelons D"*" le déterminant D? dans lequel les indices de tous les

elemems de 1'1 derniére colonne ont été augmentés de k umtes.
D’aprés une propriété bien connue des déterminants mineurs, nous

avons les relations , ,

4 Pt F4 pti p—1 P
D D= Df D =DED

p-— an y

pHUPY P r2TVP — NP P+
Driibgt —DrDs =Dy D

pEi pHi

Multiplions la premiére égalité par Dﬁi;, la seconde par — tﬁ, il
vient en ajoutant

Dy(D21)? + DE(Dp)e = DE(DIDE — DEnDrey,

P+t P+

dés lors, en remplagant dans p,, on a

n n41 yn-+1 n nynd-2 n+i n+2
D7 (DD — DD Dyt D

-1

cPn Ty n+1 - n a1
p lgn '[l)n |1)n+1 11)” Du+1
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On peut donc, sans inconvénient, faire disparaitre I'indice 1 devenu *
inutile et 'on obtient

(35) o= Dyt Dﬁi’f’ P Di-iDAL
*T Dy b * (D3)?

Telles sont les formules qui permettent de passer d’une série de
Taylor & une fraction continue de la forme normale (A ).

41. Posons — =z et admettons que
z :
limp,, == R, linwn: S, (n_—_—_ oo).

Les conditions de convergence de la fraction continue seront les
mémes que celles de la fraction périodique simple limite
S
Y = Z - R — Y}
d’ou

Y = :—’(z+ R) =+ \/(z%R)Q*[;S.

Les deux points critiques extrémes sont

2, 3" = — R = 25,

et la coupure est formée par la ligne droite qui joint ces deux points
en passant par z = — R.

La formiule qui donne p, nous montre immédiatement que, si Zp, est

convergente et a une limite, le rapport 9]% tend également vers cette
n

limite et réciproquement; si, au contraire, comme nous '’avons admis

ci-dessus, fn tend vers R, on voit que % Di™ tend vers cette méme

Dy
limite.
En ce qui concerne g, nous pouvons écrire ;
Diti P ,
D7 "Dz
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d’ot par récurrence

DL & Dj;:;’
i~ — =
DiZS DR
el e ,
L
Bt — G = 0,0,,
i D3
et en multipliant
' . D:-(-i
1
= 06y0,0y...0n ‘
Dg 04

et par le méme procédé

i n—1 2 .
Dt =a,alay " ..ol 05

a la limite on aura donc, si limg,= S,

in+1)(n+2
iimDi*'=AS *
Nous savons que, si les 6, sont tous positifs (p, et g, étant réels par
hypothése), les équations Q) = o ont toutes leurs racines réelles.
_Cette simple remarque constitue en somme la démonstration d'un
théoréme de M. Hurwitz (') que nous énoncerons comme il suit :

Pour que les racines de Q),= o soient toutes réelles et séparées
par celles de Q)= o, il faut que, st Uon a

0
n

S = B4 3By
Qr

les déterminants D? soient tous de méme signe (et positifs puisque

D? = 1) ou alternativement positifs ou négatifs (cas qui se raméne

au précédent par le changement de z en — z),

42, Considérons la fraction

Gy Cy

0 . s,

+Po_l+ —l -'“...-
z P z TP

sl - 01x+ Cgaz'z"!— 03x3+ e

: (i) Wener, Algebre supérieure, t. I, p. 338.
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0
. , . : I
Soit % la réduite de rang n et posons =%

n
=T o 3T 0, B T e A Oy S O,

1 -2
=5

n -+ |34 4 @2 T+ (3"—:1 5+ Bn-—z'

e o - 0o
En écrivant que les développements de 2 et de =2

SI Qflz

ont le plus grand

nombre de termes communs, on a

¢y

f
S

CoBa =Cy, +Coy,

Cy Bn—? = Caey Tt Cpp®y FCp Uy . C %y, -

o
I

o HCpy &y Cpn®y Gyt C Oy,

o
I
i

=+ Cp tCp %y ey, G,y

o = CapgH Copg Oy Cop oy Fy oo O,y = Cp Uy

Si aux égalités ci-dessus nous ajoutons

0

=" 2 4 2, A S,

on aura en résolvant

{ s 5 ... gnmt geot
¢y Cq Cy [ Cpn—y Cp
€ C3 C, cee Cr Cras
.
0 __ ' Cn—1 Cup Cpyy v Con—3 Can-»
T € €y ... Cpy '
L Cp -

Cn-y Cn ... Cap_s
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Si nous posons, d’autre part,

Pl - cl ¥
P, = T
P, =¢z +c¢3+c¢,
......................... ,
P,‘,_. =3 I Ly T Gy
on aura également
o P, P, ... P,
€y Co C3 cen Cp
¢ Q« — 1%t Cn Cny1 --. Can—e
Vo €, C ... Cpy
¢y, ¢ Cn

Chr—g Cn ou» Capn—2
La formule récurrente .

=8+ p,)Qp — 3 Qo

montre immédiatement que, dans le développement de Q¢ le coeffi-

n—1

cient de z"~* est égal a '"ZP“; nous avons donc, en tenant compte
: , _

Som B

n—t

des relations ci-dessus,

ce qui est une vérification de la formule établie précédemment (35).

43. Nous allons donner diverses applications des résultats ci-dessus.
Considérons, en premier lieu, le développement

x a? x® +
a+x T @+ n(atran +(a+)\)(a+2)\)(a+3;\) T

qui est en quelque sorte une exponentielle généralisée,
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On trouve facilement -

a
fn =" (¢ +2n0)[a+2(n+1)x]

ni(a+nk)
T [a+(ern—0)hj(a+2n0)[a +(2n-F1)r]

c‘n -

Nous avons donc

n? T

llmpn:— = 0, llmcnz—m=—m§=0-

a
4n2xz
En posant - = z, le point z = o est un point essentiel et la coupure

P z ) 1ep P P

se réduit a ce seul point; le développement est donc toujours con-
vergent, S
En particulier, faisons @ = o, A =1, on aura

I i

Pn=0 T T T iena ) (an—1)
d’ou |
1 ! [
11 4.3 4.15 4.35
e—1 = 2 1 ! Loy
z z z
_ S A L B B
I+e‘”——l - 6 10 14+
z xr x

2 -
et, en posant 7 =5

bt
_|_
-

-

&

I
Y]
+
wl -
+
ml -

w

L
7

il

(3]
&

Q

développement qui ne différe pas au fond de la formule bien connue
de Lambert

ex — =% T x‘l . x‘l . $2' . x?.
i e R aite il SIS

= tang hyp.» = — i tangiz = . z - 5
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44. Considérons comme second exemple

z 22
@+ N(@+eN. . la+rE+ni] T @reN@s 3N [erGrrai] "

qui est, en quelque sorte, une logarithmique généralisée.
Par I'application des formtiles on trouve .

____(a—l—k)s)[a—i—(2n—l—1)7\]+2n(n—i—l))»2
Pn= [a+(k+2n))][a~+ (k+2n42)0]
5. — Rk n)W(a+ nd)[a~+ (k+n)hr] ’
T la+(k+2n—0][a+ (k+2m)XFla+ (k+an+1)A]
Par suite
I _ 2 nt)? _ I i Rt I
lmpn—-'—-m ————‘—-5) me, =

16 nt )4 = 6

1 2 ..
En posant — = z on-voit que les conditions de convergence sont les
mémes que pour

1
) 2 6
d’on
1
Y,;@_

Les points critiques sont z = 0, 2=+ 1, et [a coupure est formée
par le segment qui les réunit.

1 Y
)i;\/z — 3.

(SR

En particulier, si @ = o, A =1, k = 0, ee qui doune.

, o

- T +asy
. an(n+1) 1 5 — nt . nt .
on = Gu(n+1) 2’ P (an—iy4nt(an 1) T (4P =1)
d'out
' 4 9 16
I 1 [ 3. 4.3 . 4.3 . 4.63
Li—=z) =« 2 1 ) 1 I 1 1 i )
x 2 x 2 x .2 x 2
Journ. de Math. (6° série), tome Il1. — Fasc. II, 1g07. 26
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~ f 1
En posant — — ~ = y, on a la formule connue
x 2

qui est convergente sur tout le plan, sauf sur la conpure —1...4 1.
Iin appliquant le théoréme de Cauchy dans les conditions définies

précédemment, on a
+1

Y+ 1
y—1

Dans le langage de Stieltjes cela signifie que 'on a une réparti-tion
continue de masse avec la densité é sur le segment —1...+1.

Le développement
z
i

arctangx = d -+ z z
(! D — 3 5 7 ..

donne, par le mémeé procédé,

—+

1
z T 3

B

H ey

Zi‘[—\

I
arctang - ==
<

~
2]

_u

qui ne différe du précédent que par le changement de signe; cette
analogie, que le développement taylorien ne permettait pas de soup-
conner, résulte de la formule bien connue
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Si, dans la formule
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nous ramenons tous les numérateurs partiels 4 l'unité, les dénomi-
nateurs partiels seront de la forme
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et

( 2.4.6...2n )2(472—-1— 3)5,

3.5.7...2an+1
et, d’apres la formule de Wallis, ils ont respectivement comme limite, -
pour 7 = oo,
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Or nous avons le développement périodique
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et, d’aprés les propriétés établies au Chapitre IV, on pourra écrire
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avec - P,I,~P I =1.

arc tanig =z =k

“On aurait de méme.
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Considérons de méme le développement (')
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Il suffit de poser, dans le cas général, a =1, k = o, d’ou
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(') Poincart, Les nouvelles méthodes de la Mécanique céleste, L. 11, p. 3.
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1 . .
et, en posant — = z, on voit que la coupure sera le segment qui va de
Torigine au point + 1.
45. Comme troisiéme exemple, soit le développement

_.(m_'_)x"’-_*.“,,'

m m
(+x)"=1+—x +
1 1.2
on trouve
__ m—+n m—n—i 1 6 = m?— n®
Pr= 2(2n +1) 2(2n+1) 2 . P 4(gnr—r)

Les conditions de convergence sont les mémes que pour
1 1 1
Y= (z + ;) ~ Y

Les points critiques sont ici o et — 1 et la coupure est formée par le
segment qui les réunit. Une transformation facile donne la formule
connue (') '
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et la coupure est ici le segment — 1...4 1.
En appliquant le théoréme de Cauchy on voit que, d'un c6té de la
coupure, la fraction est égale a
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et Uon obtient I'intégrale de Stieltjes
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(') Lacugrrg, t. 1, p. 344.

et, de l'autre, &
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En considérant I'expression et en faisant tendre m vers

zéro, on trouve que la. valeur limite est L » et P'on retombe sur la

3—1
formule du paragraphe précédent.

De méme en posant z = % et en faisant tendre m vers U'inflini on

retrouve la formule du paragraphe 43.
Donnons encore deux développements indicqués par Laguerre (*).
Le premier est celui qui a servi de base aux recherches de
Stieltjes
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Nous avons ict
‘limp, = 2n, lims, = n?.
La fraction simple limite
p
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donne

Y = —; [az‘ +a2n=* \/x(w -i-An)]

dont les points critiques sont o et — oo.

La coupure s'étend donc sur toute la partie négative de l'axe
des z. '

De méme la fraction continue
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(') OEuvres complétes, 1. 1, p. 431 et 294.
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donne par une transformation facile
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et sous cette forme on reconnait que la coupure s'¢tend du point
x = —1 au point x = + 1 et que la fraction continue est convergente
sur tout le plan complexe, sauf sur ce segment.



