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e PROPRIETES QUI CORRESPONDENT A LA MONOGENEITE. * 537

Sur les propriétés qui, pour les fonctions d'une variable
hyperoompleme correspondent a la, monogeénéité ;

Par M. Liox AUTONNE.

Introduction.

Une quantité ou grandeur hypercomplexe x, appartenant 4 un
groupe (¢) d’ordre n, est, comme on sait, une expression

=2€3x§ B=r1,2,...,n).
i

Les xg sont des nombres ordinaires, réels ou complexes. Les eg sont
des symboles, choisis de fagon que le produit de deux quantités quel-
conques prises dans le groupe (¢) appartienne encore au méme groupe.
. La théorie des quantités hypercomplexes est aujourd’hui bien con-
" nue, grace aux recherches de Gauss, puis de MM. Poincaré, Dedekind,
-Study, etc., enfin, plus récemment, de MM. Molien, Cartan, Frobe-
nius. . .

Ce dernier auteur, dans son Mcmowe Theoric der hyperkom-
plexen Grossen (Sitzungsberichie de I’ Académic de Berlin, pour
avril 1go3) a adopté une méthode d’exposition, fondée sur la pure
Algebrc sans aucune intervention des groupes de Lie. Je suivrai la

. méme méthode, me conformant & la terminologie et aux notations de
M. Frobenius.
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Prenons » fonctions X,(x,, ..., z,) des n variables xg,
(0, B=1,2,...,n).

- La quantité hypercomplexe
’ R o .X:EEa‘Xa
sera par définition une fonction de la variable hypercomplexe

Pécrirai, avec M. Frobenius, X = S ({(=)), réservant la notation f(x)
.aux fonctions des variables zg. “

Existe-t-1l pour X quelque chose qui ressemble a la monogénéité
des fonctions d’une variable complexe"

M. Scheffers (Comptes rendus, mai 19go3) s’est posé la questlon
Il a reconnu que la monogénéité ne pouvait, dans ses traits principaux,
étre étendue qu’aux groupes (e)a muluphcatlon commutative. ’

Dans le present travail je m’occupe des 7* —ions (quaternions,
pour r = 2, ...), c’est-a-dire du cas ou (&) est un groupe simple, par
consequent i multlphca tion non commutative, avec n = 1.

-J’ai cherché ce que devenatit la monogénéité.

Pour les quantltes complexes ordmalres la monogénéité, comme on
sait, consiste en ceci : la différentielle.dX de la fonctlon est égale au
produit z dx de la différentielle dz de la vamable par la quantité com-
plexe «. _

Pour les r*—ions, la multiplication n’est plus commutative.
L’expression u dx est a remplacer par 'expression u dz ¢. Ces expres-
sions udx o ne se réduisent pas ensemble, au moins en général. Le
probléme se formule donc ainsi : mettre dX sous la forme

dX:Eu,-dxoi (i=1,2,...,N).

La décomposition est possible de plusieurs fagons, mais le minimum
des nombres N’ sera la catégorie N ou indice de monogénéité.
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J'ai construit une matrice n—aire W (z), dont les n* éléments
sont de la forme
' : X
2 cap Jzg’
af

ou les constantes c,g dépendent seulement du groupe (e) et sont les
mémes pour toutes les fonctions f((z)). Le rang de celle ma-
trice W(m) est la catégorie. Les u; et o; se dedmsent de W(z).

Vis-a-vis du changement de symboles ¢, N se comporte comme un
invariant. Plus généralement sont covariants les Elementarteiler de
Weierstrass pour le faisceau de matrices n — aire

o W(x) + W' (x) = param. variable.

Comment se comporte W (%) vis-a-vis du changement de la vanable'
hypercomplexe?
Soit d’abord X = f((%)). Posons

x‘s;?ﬁ(y”;“’y”)’ yZEEYy‘{ (Y=1t2,...,n);
Y

on aura ’ . N

2= 9((»)

X=F({»)):

Nommons © et © respectivement les matrices W afférentes &4 f((x))
et 4 o((y)), @ celle afférente & F(()).

Il existe un groupe (ec) d’ordre n?, simple comme (¢), connu sans
ambiguité dés que (&) est donné. Si les n* éléments des matrices ©, ©,
® sont les coordonnées des quantités hypercomplexes U, V, W
dans (ec) [comme les g sont les coordonnées de % dans (e)], alors
W est le produit UV dans () des deux quantités U et V.

Le nombre N peut donc étre pris comme un élément de classifica- -
tion pour les fonctions

S S(@))-

\W ne'peut dépasser n. Pour N = o, X est une constante. Enfin j’at

D
£
W
K
e

et, par suite,
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construit toutes les fonctions X = f((«)), o I'indice N de mono-
généité est un.

Les résultats de cette construction sont plus simples quand on fait
usage, dans (¢), de coordonnées x,g et de symboles g,4 4 double indice

(2, B=1%,2,...,r5; " n=r).

Alors, comme on sait, & trois quantités x, y, 5 de (¢) correspondent
les trois matrices 7~ = aires : :

N

Z,, ... %,

Zpy oo Tpr

)=--1i

2]

siz = yz, on a aussi

(z)=(y) (=)

Voici alors I'énumération des types auxquels peut étre ramenée une
fonction (&, B,v,0 =1, 2,...,r), X = f((2)), ou

X :Z 5a8XaB(';L‘| 1y - v xrr)7
ad

de catégorie un.

Type 1.

X =KzL +M, ouK, L, M sont trois constantes hypercomplexes

de (¢). ' :
Type II. .

X - Z €ai Xal (ta>7

L, = 2 Kogzg,, K, = const.,

la fonction X'm(l)' d’une variable £ est arbitraire.
Type 111,
X ZE E.aX;a(xm ceey xlr),

' s
X, = fonction arbitraire.
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Type 1V.
X =FeaXa(0);  Xa()=[1a(0)ps(t)ds,
ad

0’=¢(Qn gn"'°79r)

(k= t.),

gv= 2, Py (g = const.)
B -

(), ps(t), ¢ = fonctions arbitraires,

B, Y, 0=1,2,...,7

Un résumé des présentes recherches a paru aux Comptes rendus
du 28 mai 1go6. Une application des présentes théories a paru au
Bulletin de la Société mathématique de France, 1906, sous le titre :
Sur les polynomes a coefficients et a variable hypercomplexes.

PRELIMINAIRES.

DEFINITIONS BT NOTATIONS.

N

1. On fera, dans le présent Travail, un usage continuel des ma-
Irices n — aires .
Uy .. Uy,

U= [uaB] = U Uag Uan };
Uy «ov Upy

le premier indice de I'élément u,gindique la ligne, le second indique
la colonne. On écrira aussi, (&, =1, 2,...,n), :

tog = [ tt]ag.
Notamment, dans le produit u¢ des deux matrices n-aires [ugg] et

Journ. de Math. (6 série), tome III. — Fasc. 1, 19o7. 8
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[ope], ona |

[uo]aY:Z‘uaﬁo@Y (o, B,7,8=1,2,...,n).
B

»
D’ailleurs, suivantl’usage, u a pour transposée u' = |ug,|. Je sup-
pose aussi connue du lecteur -la théorie des "Elementarteiler de
Weierstrass.

2. Si'on a n fonclions X, des n variables 24, la matrice n - aire

0%,
oxg

w

T=[Xap),  Xep=
sera la jacobienne des X par rapport aux variables x. On écrira

J:J@):_ ()\ xn); 1] = AUX, ... X))

Ly... Ty Az, .., )

3. Dans la théorie des quantités hypercomplexes, je me confor-
meral rigoureusement a la terminologie de M. Frobenius dans sa
Theorie der hyperkomplexen Grissen (Sitzungsberichte de I’ Aca-
démie de Berlin, avril 1903 ), ainsi qu’aux notations de cet éminent
géometre. L _ o _

Renvoyant au travail précité pour toutes explications générales et
toutes démonstrations, je résume rapidement les résultats dont je me
servirai le plus fréquemlﬁeni dans la suite. Le renvoi (Fr.,§ 17), par
exemple, indiquera le 17° paragraphe du Mémoire de M. Frobenius.

4. Prenons un' groupe (¢) de quantités hypercomplexes. () sera
d’ordre n et simple par hypothése; par conséquent n sera un carré
parfait » = r*. Pour 7 = 2, on a les quaternions.

(¢) comporte n nombres fondamentaux (Grundszahl), linéaire-
ment indépendants,

€ (x=1,2,...,n),

qui se multiplient, par définition, suivant la régle suivante :

(o) 563722 €0 logy (@4py= const.).

&%
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"Une quantité liypercomplexe est une expression
x = 2 EqWo,
-l

ou &, est un nombre ordinaire (ou scalaire) réel ou complexe. Les x,
sont les 7 coordonnées de . V.

8. Soit F(&, y, z) la forme trilinéaire n — aire -

F(E, Y, Z):E a“BYE“yBZY'

By
Posons .
ey OF __0'F
”p.{(q)_ dy;adzy’ qu(}’)—— ()Eadsy’
o*F
taﬁ(z>= 0%, d},B'
Introduisons

La matrice du groupe.............. Sy =S8(y)="[say(»)]s
La matrice parastrophe....... s Rg=R(f)= [ray (8)1s
La matrice antistrophe ............ T.=T(5)=[tap{3)]-

Comme le groupe (¢) est simple, le déterminant

O(y)=15();

forme de dégré n par rapport aux y, est la puissance ri*m¢ d’une forme
irréductible ®(y) de degré r. Les trois déterminants | S(x) |, ]T(a:) |
et |R(x)| ne différent que par un facteur constant et ont mémes.
Elementarteiler.

Il existe une unité principale (Hauplem/wzl)

telle que S(e¢)=T(e)= L, E étant la matrice n — aire unité.

6. Le produit x = yz de deux quantités hypercomplexes se calcule
parlarégle ordinaire, mais en tenant compte de la formule (o). Il vient

(1) vaE Y3y Qapy-

8y
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La multiplication n’est pas commutative. Pour exprimer qu’elle est
associative, on écrit que, pour y et s quelconques, S(x) et T(y) sont
échangeables ou que ~

(2) _ RS, =T,R; (€ quelconque).

i

On a, d’ailleurs,
S(ys)=S(¥)S(z),  T(yz)=T(=)T(y).

7. Prenons les quantités (Fr., §7)
o'on:'ra:Ea)‘aX:Za)\)\a (OC,)\:[,Q,,...,H).
A )

La matrice P = R(c) est symétrique avec son déterminant |P|=£o
[ce qui, joint au non évanouissement identique de | S(«)| fait de (¢)
un groupe de Dedekind].

Une quantité invariante & (Fr., §4) est, par définition, échangeable
a toute quantité y de (¢), zy = yx. Ona

S(z) = T(x).

‘Pour qu'un groupe de Dedekind soit simple (Fr., § 14), il faut et il

suffit que I'unité principale e soit la seule quantité invariante.

8. Un changement de fondamentaux (Fr., § 9) consiste & poser

Eq :—‘2 Eﬁcaﬁ, I CaBI 7& 0o Cqp = const.
B .

L .
9. A coté des coordonnées générales x4, dont on vient de se servir,
on peut introduire (Fr., § 11) des coordonnées spéciales. '
Au lieu d’un indice unique o variant de 1 & , on prend deux indices
« et § variant chacun de 1 4 7, n=1r*.1l y a alors les n fondamen-
taux eqg (fonctions linéaires, homogénes, & coefficients constants, des
fondamentaux précédents) spéciauz, tels que

cpa=0  POUrBAY,  cupcpy=cup
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forme spéciale de la formule (o). La quantité 2 a n = r* coordonnées
spéciales z,g, qui définissent une matrice 7~ — aire

(2) = [%ag]-

Si z = yz, alors (z) = (y)(5). Clest la forme spéciale de la for-
mule (1).

Soit g une quantité hypercomplexe. Prenons (g) = [ gug]- Trans—
formons toutes les matrices r — aires, telles que («) par la r —aire(g).
Cela équivaut & un changement de fondamentaux (8) et, comme on
s'assure aisément, les coordonnées restent spéciales, pourvu, bien
entendu, que le déterminant de (g) soit 5 o.

Les coordonnées spéciales jouent dans les présentes recherches un
role capltal

CHAPITRE 1.

CATEGORIE OU INDICE DE MONOGENEITE.

1. Prenons n variables indépendantes scalaires z,, (=1, 2, ..., n)
et la variable hypercomplexe

(L‘:Z gLy
«

L’expression ,
CoLCL T+ - Crppmy £ Copy

ou le facteur x est répété m fois, sera dite un monome de degré m.
Les m 41 constantes hypercomplexes c,, ..., ¢, sont les coeflicients
du monome. ‘

Une somme de monomes de degré m est un polynome homogéne
ou forme de degré m. Un polynome non homogéne est ev1demmcnt
une somme de formes.

Une forme X de degré m est une expression, telle que

(1) - X=YeX (),

1

m ) . '
ou Xa< w) est une forme scalaire de degré m.
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Nous verrons dans la suite qu'une expression X donnée (1) peut se
décomposer de plusieurs fagons en une somme de monomes. Le nombre
minimum des monomes, dans les diverses décompositions, se nommera
catégorie de la forme X.

2. Le premier probléme qui nous occupera sera celui-ci :
Trouver la catégorie, d’une expression X, pour le premier de-

gré, m =1.

Considérons nne somme de ¥ monomes :

w:Eu,-awi (1=1,2,..., ).
i

On a : _
U; 22 8 U V= Z Piu.Cuy
s W
w=3 <2 E*“t‘*)(Z "'Bxﬁ><2 Ev"fV>
é A g e
= 2 UNPipTaErEREY.
e
Or
£)€3Ep = EXZ Epapﬁuzz CalnpOogy (2, B, A,y 0=1,2;...,n).
P - ap '
“nfin
W = 2 E Up, V,-Pf.%‘ﬁ a,ﬂp a’pﬂp-
iaBipp
A N 3
(2) ) = z LT3 W 2, BadoUopy
, afi n
W).g:-E Up Vi
i

Identifions avec le polynome X du premier‘degré (1),

0X
X ::% eax@Xap? Xap= d.z‘; = const.
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H viendra
(3) XaB = Z i 2 Qorp Uopy.
A o

Si X est donné, les n* inconnues ), s'obtiennent par la résolution
des n* équations linéaires (3).

On démonirera plus loin (8) que ces équations admettent toujours
une et une seule solution; autrement dit : on obtient un déterminant
n®— aire différent de zéro, en rangeant, parmi les expressions, au
nombre de n*,

’ -

(4) Q(a, B, % 1) = X gty
) [4

dans une méme ligne, celles ou la combinaison «f d’indices est la
méme; dans une méme colonne, celles ol la combinaison Ap est la
méme.

5. Considérons la matrice n — aire W =[], dont le rang est .
‘TuioriMe. — Le rang 96 de W est la caté gorie N du polynome X.

I. W ayant le rang o, la théorie des determmants apprend qu ‘il
existe 279G quantités

U, ©jp (J=1,2,..,%; A, p=1,2,...,n),
telles que
' O
Wy = z Up ¥

Alors les formules (3) et (4) donnent

XGB-ZZ ujlvjp-‘Q(aa B; )\7 f"“)

A

et, d’autre part (2),

2 £ Q(a, B3 A, 1) = ereq¢,.
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Alors
X :2 XapaaxB:Z Up o Teertpty .

af A
:Z ujiv()j’
7

u; et v; étant les quantités hypercomplexes

()

w=3 aup, =2 O
A t
Ainsi X se décompose en une somme de 9% monomes. En vertu de la
définition de la catégorie (1), on a
(6) o> N.

II. La catégorie étant N, X est identique & une somme de N mo-
nomes, '

X:Eu,xvl (I=1,2,...,N),

¢
u, =2 &lup, b= Z € Pope
X ®

L’identification donne, par le méme calcul qu’au n° 2,

Xag :2 u,;t_i,pﬂ(a, ﬁ; 7\, EJ.)

ap

Mais les équations de la formule (3) ont une solution unique et

'WRP'ZZ Up O, <l=l,2,...,N>.

ol
N ne peut étre inférieur au rang 9% de Weet
(7) % =N.
II. La comparaison des formules (6) et (7) donne

% = N. C. Q. F. D.
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Le probléme relatif 4 la décomposition de la forme X en une somme
de monomes se ramene ainsi i 1’étude de la matrice n — aire W,

4. La matrice n — aire

v 1 v X
T=[Xepl, - Xep= 52

estla jacobienne des n expressions X, par rapport aux n variables zg.
On s’assure aisément que

Aarg = Sop( 1), o= lop(&y)

(voir Préliminaires, 8). Alors on a

Q(e, B; 7" P‘> Eaa’\papﬁu*zsap(ak) Lop(&p)
= [S(ex) T(au)] (Préliminaires, 1).

Alors la form ule (3) $ ecut

X = Do [S(5) T(e )l ~[2W>u5(€x)T(au)J
c’est-a dlre -

(8) _ J=K(w) :2 w03 Koy,

3 )\l-,‘

ou K, désigne la matrice n — aire

S(e) T(ew) =T(2.) (&)

En vertu de ce qui a été dit : Les deux matrices n — aires J et W
se correspondent, par la formule (8), sans ambiguité.

Notamment, pour que W = o, il faut et il suffit que J = o.

La régle pour décomposer une forme linéaire X en une somme de
monomes est donc la suivante :

La matrice 1 étant connue, calculer la matrice W par la for-
mule (8); calculer ensuite, ce qui est possible d’une infinité de
Journ. de Math. (6° série), tome TIL. — Fasc. I, 1907. 3 9
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Sfacons, les 2n9 = 2nN quantités

-

v ' o~ T
up, Vi (M p=1t,2,...,n;t=1,2,...,N)

-
Wy = 2, Up Py,
[N = o9 étant le rang de W et la catégorie de X]; alors on a
X = 2 u;x9;,
i

u;, v; étant les guanmes‘ hypercomplexes donl les uy et vy, sont les
, coordonnees

3. Voyons ce que deviennent les calculs précédents quand on fait
usage des coordonnées spéciales (voir Préliminaires).

Ona ,
' (a,B,7,06=r,2, ,r'n_—_r2),

(9) X= Z‘(aﬁaaﬁ—‘%se@xpy dlﬁ
. YBae |

Panalogue de la formule (1).
Prenons ensuite les 2N quantités hypercomplexes (1, =1,2,...,N),

U= 2 ap uzaﬂn ;= Z &y Vivs:
af . Y8

On aura [(Préliminaires, 9), par la multlphcatlon des matrices (u;),

(@) et (0],
Z Upwop= 2 Cad UiaB X8y Yiys)

fiyad
et, identifiant avec X,
IX a3 ‘ " g
(IO) S gy _—_Z ui#ﬁoiﬁ: '“’flﬁY57

i

-

formule analogue a (3).
Disposons les n*=r' quantités w,gg comme les éléments d’une
matrice n — aire W, les combinaisons «ff d’indices donnant les lignes,
L]
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tandis que les combinaisons y3 donnent les colonnes. On retombe
ainsi sur la matrice W de rang N.
On voit sur la formule (10):que les w,g,5 sont’ connues sans ambi-
- guité dés qu’on posséde les r*-dérivées partielles -
- . ana‘
oxgy

Disposons ces dérivées suivant une matrice n — aire ol les ad indi-
queront les lignes et les By les colonnes. On aura la jacobienne J (4).°
Les deux matrices J et W se définiront I'une I'autre sans ambiguite.
La formule (10), analogue a la formule (3), justiﬁe la résolubilité
annoncée (2) des equatlons (3) par rapport aux n?* inconnues w.

6. On verra, au Chapltle 111, pourquoi, dans certains cas, la caté-
gorie se nomme aussi indice de monogénéité.

CHAPITRE 11

GROUPE (¢c) D'ORDRE Al

7. Prenons une matrice n — aire W == [WNL] et considérons les
n* quantités «w,, comme les 7* coordonnées d’une grandeur hyper
complexe w dans un groupe (¢c). La grandeur o et la matrice n— aire

Kiw) =YKy,  (4)
A
se définissent I'une I'autre sans ambiguité.
La multiplication dans le groupe (cc) sera donnée par la 1egle sui-
vante :
Si, dans (ee), w :_ub, ona

K(w) =K (u)K(v).

Il est utile pour la suite de construire et de discuter le groupe (ze).

I est évident que les matrices n — aires K(w) fournissent une
représentation ou Darstellung du groupe (ec), lequel a 'ordre n?
(Frobenius, § 16).
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8. Ona(4):
| (a0, B, BB, 1, Y'Y MY, pop'=1,2...0),
K= 5(a) T(e,) = T(&.) S(a),
Ko Kiw= 5(0) T(5) S(ex) T(ey)
=5(a)S (ex) T(ep) T(ep) = S(arer) T(su'eg)

=8 < E smamr) T ( E Ea’aa'p,'pt)_

o

= [z:‘ ame(ea)] [; ““'P'“T@“')]

= 2 Copx Aoty'n Kata’

oo’

(voir Préliminaires).
D’oti la formule, changeant un peu les notations,

<I I ) Kgrﬁn K’Y'Y" = Z Koc'a" aa'ﬁ"{' a,ayynplr_

oot
Il vient alors, si w = wo dans (z€),
K(w)=K(u)K(s) = < 2 ug g Kﬁ'ﬁ”) < 2 "Y'\"’KY'Y”>
i v

N ’d
= }.. uﬁ'ﬁ""Y'Y"Kﬁfﬁ"I\Y'Y"

Bpryy
== 2 K_alall 2 aalBrYr aa”Y”B” aa/f’u ()Yrth.
o pr ﬁ” YI.YV

La formule de multiplication dans (ec) est ainsi
.
(12) Wow = X Ugy Oyy Gapy ary
BoTr * '
9. H est facile d’avoir des formules calquées sur celles du groupe (¢),

rappelées dans les Préliminaires. ,
Prenons trois indices g, %, k variant de 1 & n® et faisons corres-
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pondre g a «'a’, ha BB, k & y'y”. On écrira

w :Zu,,o,‘A,,hk
(13) L o

‘ thk: Qotry oy

Le groupe (e¢) comportera »? fondamentaux ¢, ou €,,+, dont la multi-
plication sera donnée par la formule (14), tirée de la formule (1 D,

(14) . . €h€k=ZEgAgkk'
£

On désignera, pour le groupe (ce), par les lettres
‘ §, R, 8 &, &
ce qui, pour le groupe (&), a été désigné aux Préliminaires par les

lettres .

F, R, S, T, P.

On aura exactement les mémes formules, sauf que les lettres @, «,
B, y sont remplacées par les letires A, g, &, k.
Ainsi, pour la forme trilinéaire,

5(2) u, O) ZEAghkaguh"k;

shk
pour la matrice pérastvophe &(8),
oﬁhk( ) dtl.h dvl\'

pouf la matrice du groupe (cc),

Sgk(u) == dig ()Vk;

pour la matrice an’tistro’phe,

..................
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10. Montrons bri¢vement que les propriétés du groupe ( ) se con-

servent pour (ec).

I. Aucun des trois déterminants n“;-ﬁ aires
Fo(@) ], [s(uw)l, |&(v)]

ne s’évanouit identiquement.
Soit, par exemple, le déterminant parastrophe | £(%) |- Montrons
que ce déterminant ne s "évanouit pas pour & convenablement choisi.

Prenons
v
Ca'a" — Co da"y

Rggyy( E) = 2 Uo'py Qory'p” Co’ dy

== ( Z aa'ﬁ'Y:Ca'> ( 2 aa»\/ " da")
= rw-(c) r'yg (d) (Préliminaires, 8);

le déterminant parastrophe est
| rgy(e) r'yp(d)]-

Dans ce déterminant »*— aire, les lignes correspondent aux combi-
naisons 3'B”, les colonnes aux combinaisons y'y”. Donc, en vertu d’un
théoréme de Kronecker (Pascar, Die Determinanten, p. 107), ce

déterminant est

| rey(e) "] Py (d) "= R(C) | R(d) " o,

pour ¢ et d quelconques.

Le raisonnement est analogue pour | $(u) | et| &(») |.

Un corollaire est que I'on ne peut avoir, pour ¢ guelcongue
1Y = 0 sans avoir aussi & = o.

En effet, la formule (13) donnerait

0 —_2 A ;,ku,,vk_z uhz Aghkok._.z Uy B g (0)
- hk

pour g, k, k=1, 2, ..., n*
Comme, pour ¢ quelconque, | &(¢) | 5 0, uy= o. C. Q. F. p.
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11. 1L. Dans (e€) la multiplication est associative, puisqu’ellé est
fondée sur la muluphcatmn des matrices n — aires (7), laquelle est
associative.

HI. Les n*fondamentaux e, ou g, sont linéairement indépendants.
Supposons, en effet, pour »? constantes v),,- convenablement choisies,

E ; Ne'a” Ea' =. O
a’ o

La quantité v, dont les ‘coordonnées sont les 7,47, est nulle; donc
nv = o pour ¢ quelconque, donc (I ci-dessus) 0 = v = Ny’
C. Q. F. D.

IV. Pour le groupe( ); les quantités (Frobenius, § 7. et Prélimi-
naires, T) a, et o qui figurent dans la trace de | S(z) | sont -

’

My, =1,2,...,n),
Gp:«Z Dy in';*zaxp").-
) )
La quantité analogue est pour (¢e)
Uh:ZAghg (g, h=1,2,...,n%),
. .
g, h, k correspondant respectivemg&nt ao'a,.B8" vy Dailleurs

Agni = - Gapy o'yB”

et A",,,, s'obtient en faisant y' = o, ¥" = a’,

Uh _-ZI Bapo' Aa'a’p’ = ( z a“'ﬁﬁ) (2 aa”a"@">7
« P

- 324
Zaa'p'a‘, c'est 5gt Quant i ¥ @y, c'est (Frobenius, loc. cit.),
, “
TB, — GB” g

ZT(y&Cﬁ" étant la trace de | T(z) |.
ﬁs
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Bref
Uy = Uﬂ'ﬁﬁ e Gp'cﬁ".

- ) .
Le groupe (¢) est un groupe de Dedekind (Frobenius, § 7) parce que
le déterminant de la matrice symétrique n — aire P = R(a) est = o.
Formons de méme, pour le groupe (¢c), la matrice n* — aire @ = & (v),
telle que
-
Pppyy = 2. war Galfy By = 3, OO Gy 'y

{(gem)(3)
= rgy (o) Mgy (9) = Pgy Ppy

(Préliminaires, 7), ou
P =[pgy]=P'=[pygl-

Alors | 2 | = | pgy pary | €t dans la matrice 7 — aire ¢ les lignes sont

indiquées par les indices 3’8" ou %, les colonnes par les indices y'y’
ou k. Le théoréme de Kronecker, déja invoqué, donne

| €| = |pgy|"| ppry "= P [*" F 0.

D’ailleurs @ est symétrique.
Donc (ee) est un groupe de Dedekind.

12. V. Cherchons I'unité principale de (e¢), que je nomme ¢, de
coordonnées &, (A, =71, 2, ..., 7). Sa matrice n — aire K(¢&) étant
telle que K(¢)K(u) = K(u) pour u quelconque, ona K(¢)=E =
n — aire unité. Posons &, = e)e,, e étant 1'unité principale de (e).

Ona (8)
K(e) E erey Km_z ereyS(a) T (e)

e

[2‘ e 5(.>)] [; e T(EP?J —=S(e)T(e)=E

Comme les quantités u de (ee) et les matrices K(u) se définissent
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mutuellement sans ambiguité; ¢, ainsi introduite, est la seule unité,
principale de (ce).

13. VI. On a rappelé (Préliminaires, 7) la définition de la gran-

deur invariante dans un groupe, ainsi que la proposition suivante :

Pour qu’un groupe de Dedekind soit simple, il faut et il suffit
que la seule grandeur invariante soit {’unité principale.

Ce criterium permettra de voir que (ee), déja, en vertu de 1V,
groupe de Dédekind, est simple. '
- Soit u, vz & et 5o, une grandeur invariante de (ec); on a, par
définition, pour u guelconque dans (cc), :

u,=vu, K(z)K(v) =K(v)K(u).

\

Faisons, en particulier, successivement

Uy = )My et Uy = 2,05
il viendra

K(u) =3 e, S(a)T(e,) = S(e) T(n) = T(n),
o .

K(u)=Y ¢.%S(a) T(g) = S(O) T(e) = S(¥).
' A :
K (v) est donc échangeable & T (7)) et & S({). Frobenius (§ 4, ir fine)
montre qu’il y a dans (¢) deux grandeurs & et &, telles que

K(v) = 8(x)=T().
On en déduit (Frobenius, § 14, théoréme IV) |

Z\“~=3=e;
Dela
K(v)=E.

v est donc l'unité principale forcément, puisque les grandeurs de (ec)
et les matrices K se définissent mutuellement sans ambiguité.
S ¢. Q. F. b.
Journ. de Math. (6* série), tome II}: — Fase.I, 1907. - 10
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- 14. Ainsi le groupe (ec) d’ordre n® est simple, tout comme le
groupe (&) d’ordre n.

La forme | 8(w)| de degré n?, aux n?® variables w,,, est, d’apres les
théories connues,

[8(w)] = [@(w)]"s

ol @ est une forme indécomposable de degré n.
Les n — aires K(w) fournissent une Darstellung de (ec). Si

K(w)|=0(w), -
on a

O(ur) = 0(u)0(v)

(Frobenius, dernier paragraphe) et @(w) est une puissance de ®(w).
Ils sont du méme degré n et 'on a, & un facteur constant pres, ¢ = 6.
On a, pour le groupe (¢) d’ordre n = 1?,

1S(z)| =19 (=)

©(z) = forme de degré r par rapport aux n variables z.
Si P’on pose, en particulier, w,, = 0, {,, 7 et { quelconques,

K(w)= Y m%T(e)S(a) =S TE),
pa |
A IK(W)I=®(W)=IS(‘n)I‘IT(C)I=[?(71)<P(C)]’=lé(‘v)l"'-

15. Reprenons les formules (3) et (4), qu’on écrira

(3) [bep] = K(w) =X, w5 Koy
(4) ' bagzzwmﬂ(oc,ﬁ;)\,g).
I

Les w sont les coordonnées dans (e¢) de la quantité hypercomplexe w.
D’autre part, le déterminant des n* quantités Q est = o. La formule (4)
fournit donc, dans (ec), un changement de fondamentaux (Prélimi-
naires, 8) et de coordonnées. " '
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Dans (ee), pour & = ue, on a
| K(w) = K(u)K(v).
Alors les b,3 peuvent étre considérées comme des coordonnées spé-
ciales dans (ec) (Préliminaires, 9) et 'on peut écrire
K(w)=(w)." )

On verra plus bas (32) pdurquoi nous avons d étadicr le groupe (e2).

CHAPITRE 111

yATRICE W({x); SES PROPRIETES.

16. Soient
Xo(®iyonony 2,) (x=1,2,...,n),
n fonctions des n variables scalaires x,, ..., x,. La grandeur hyper-
complexe dans le groupe (&),

X :2 €y Xy

sera, par définition, fonction de la variable hypercomplexe
T :2 Egg.
B

X posséde-t-elle quelques propriétés analogues & la monogénéité dans
les fonctions d’une variable complexe?

M. Scheffers (Comptes rendus, mai 1893) a reconnu que la mono-
généité ne pouvait étre étendue qu’aux quantités hypercomplexes a
multiplication commutative.

Je me propose de voir ce qui se passe pour un groupe (&) simple,
d’ordre n = r* et, par conséquent, & multiplication non commutative.

17. Prenons deux nombres réels, z, et x,, la variable complexe

a,:.ﬁc‘-i—l.’l,z (L.g—i—l:‘O)
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et la fonction :
y=fz) =X, (2,z,) + i X;(z,,x,).

La monogénéité consiste en ce que dy est égal au produit de la dif-
férentielle do par une certaine quantité complexe finie

dy = f'(z) dx.

Avec la terminologie, introduite au Chapitre 1, on peut dire : la mo-

noge'néiée’ consiste en ce que-la différentielle de la fonction est, vis-
a-vis la différentielle de la variable, un monome linéaire.

Revenons aux fonctions d’une variable hypercomplexe. La diffé-

rentielle ,

dX :Eeadxa:%aadxﬁxap, X o = -‘%

42 -]

est, par rapport a dz, une forme (1) du premier degré.

Flle peut donc étre mise (Chap. I') sous forme d’une somme de mo-
nomes en dx, c’est-a-dire d’'un polynome linéaire en dx; la catégorie
de ce polynome, qu'on peut nommer aussi indice de monogénéité,
sera pour nous.l'élément de classification pour les fonctions X. Les
fonctions 4 indice un de monogénéité, telles que dX = udzx ¢, rappel-
leront les fonctions monogénes ordinaires.

48. Introduisons, comme au Chapitre I, la matrice » —- aire,
W=W(z)=[ww()],
telle que (form. 3),
Xes= (@) 53,
(e, g; A ) :Eafﬂp Qo
%, By Ay iy p :I,Fz, R
Lorsqu'on fait usage des coordonnées spéciales,

=Y e tgy X =Y e Xaa(w),
By ad
By, 6 =1,2,...,7; n=r*
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et
0Xua
dzgy

Wogys = (form. 10);

dans la matrice W, I’élément Waﬁyo occupe la ligne d'indices «f et la
colonne d'indices 73

Nous allons donc étudier de plus prés la matrice W et notamment
le rang de W, ainsi que la fagon dont W provient de la jacobienne
des fonctions X par rapport aux variables x.

19. Reprenons les coordonnées générales et voyons quelles modi-
fications éprouve W, quand on effectue un changement de fondamen-
taux (Frobenius, § 9). '

Rappelons quelques formules du Chapitre I,
o Xy
= [X“ﬂ] { B] E Wi K)\p.:

o, B, =1,2,...,7
Koy = S(EX)T(EF),
Hepgép= 2 Sa (arp Qg :2 caf Koylap
.a & .

Prenons maintenant une matrice de constantes

J|B ;
B=[bs], |B|=1, Bg= 'ﬁ', B-' = [Bg],

et posons (Frobenius, § 9), pour changer de fondamentaux,

8“—:B[EJ, 2 ablow
e=DB"[¢), &= B,

Le groupe (¢) se change en le groupe (¢). Je désignerai toutes les
grandeurs et formations, afférentes & (&), par les mémes lettres que
les grandeurs. et formations afférentes & (¢). Seulement ces lettres
seront surmontées d’un petit trait horizontal. '
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20. On aura
Sem=Yin o a=b-[z],
S
oy= S By, z=B][xl,
i%mzzéi,
X=B-[X], X-B[x],

X=X
8

21. Calculons la matrice J =[ X4,

v 90X, d
Xg= 2= = X buXs

_2 Dsa G d}ﬁ _;a bre Xsy Bygs.

sous le bénéfice des formules du n° 20. Autrement dit :
Xog=[BIB"];
J=BIB-.
22. D’autre part (19et4), ona

& :@:wgsa [ aﬁ_<s‘ Bo <, )(23hﬁaﬁ><23w‘)
A K

’:2 Bg)‘ Bhﬁ ka‘ E{,’ [N

ghk

= Z Bg)‘ B;,p ka. el[K,‘,’kJ”'

ghkl

= 2 Ea ng B;,p ka, bla[ng]”t

aghkl

(o, By gy by byl =1,2, ..., n),

grice aux formules du n° 19.
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Identifiant les coefficients de ¢, dans les deux expressions du pro-

duit gy gy, on a

[K)p. aﬁ-—‘ng;ka.Z blalKerleh Bh@—‘z‘BﬂlBInplB [\mBl ']aﬁa

gk At

et, finalement,

K)»y.: B (2 Bg)\ka_ng> B,
&k

23. Ensuite, sous le bénéfice de cette formule et de celle du n° 24
et du n° 4,

J A_Ewm x) Ky=8 ( 3. By By, >1 -

Mgk

~BIB- = Bf(Ew,ngk>B'—'.

gk
Puis

o _-2 ]{p[,<ﬂ),,k“—21g ')ka'“)l"> EngY}gh: K(Y])
I

sk X!

avec les notations du n° 7, et en posant

Ngk = Wk —-ZB{J)‘BI‘P-“))P'
A

La matrice » — aire K (1) ne peut s’évanouir que si tous les 1,
sont nuls. Donc

W == 2 Wi B B = [B'-' WB- ],

W = B~ W(z)B~,
(13) W (z)=T18W(«x)B.

24. D’apreés les théories bien connues de Weierstrass et en vertu
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de Ia formule (15), les Elementarteiler du faisceau
oW+ W

de matrices n — aires sont des covariants.
Autrement dit, décomposons les déterminants

e W (z)+ W ()| et [pW(x)+W(x)]
considérés comme polynomes en p en leurs Elementarteiler,
1oW(z)+ W (z)| =|W(z)|"O[¢ — a(z)]™,
oW (@) + W ()| = | W(2) FTI[p — a(e)]™

11 viendra

—

IW(z)|=|W()|; a(z)=a(z); w=w; m=

Les exposants m et @, les fonctions | W| et a ont leurs valeurs in-
dépendantes du choix des fondamentaux ¢ et sont invariants vis-a-vis
de toute transformation par la substitution B.

En particulier et comme il fallait s’y attendre, le rang de W, indice
de monogénéité pour la fonction X (17) de ld variable hyper-
complexe x, ne dépend pas du choix des nombres fondamentaux
dans le groupe (<).

25. Les relations étroites qui existent entre la matrice W et la ma-
trice jacobienne J s'expliquent, puisque les éléments X,g de J sont
les coordonnées spéciales dans le groupe (z2) de la quantité w qui a
déja, dans (ec), les éléments de W pour coordonnées (15).

- CHAPITRE IV.

CONSTRUCTION PE LA MATRICE W ().

26. Reprenant les coordonnées spéciales, je vais chercher comment
la matrice n — aire W se déduit de la jacobienne J des fonctions X
par rapport aux variables x.
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27. Prenons r' = n® quantités

Wofys (o, B, 7,0 =1,2,...,7).

.
Disposons-les en éléments d’une matrice » — aire W en plagant :
Dans une méme ligne, les ¢ ou la combinaison a8 d’indices est la
méme; ' '
Dans une méme colonne, les w ol la combinaison & est la méme.
On range, d'ailleurs, les o8 ou les y8 dans I'ordre suivant :

T, 12, ..., Ir; 2I, 22, ..., 2I'y ...} FL,r2,...1".

La matrice W est ainsi répartie en 7 bandes horizontales, numéro-
tées 1, 2, ..., @, ..., r, comprenant chacune les r lignes «f, ou le
premier mdlce est a

I1y a de méme, dans W, r bandes verticales, numérotées 1, 2, ...,
Y, .., Iy comprenant chacune les 7 colonnes y8, ot le premier indice
est y. '

Les intersections des bandes horizontales et verticales, d’indices. «
et y respectivement, décomposent W.en r*=r matrices partielles
r — aires qu’on peut appeler 0,,.

On posera

-

W= 0|  wupz=[0ay]se

pour indiquer que, dans la matrice r — aire, 0,y, WaaYa est I'élément
de la Bi¢me ligne et de la 8= colonne.
Les matrices Oa,{, assimilées a4 des lettres 4 deux indices, donnent
une matrice r — aire
» o 0= [eowL

canevas de la matrice W.

28. Transposons le canevas. On aura la matrice n — aire

— !
W, =16, ;
Si je transpose chaque matrice partielle, j'obtiens la matrice n — aire
2= | B |-

La transposition de la matrice n — aire W elle-méme est le produit
Journ, de Math. (6 série), tome III. — Fasc. I, 1go7. Il
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des transpositions précédentes. On a ‘
W= 16,1
On vérifie sans peine que 4
W:<Wl){:(w2>2; W;:Wﬁ W;:Wn .
W=(W)=(W.)i;  (Wy=W,;  (Wyy=W
29. Soient deux matrices n — aires, telles que W, A et B, decom-
© posées en matrices partielles 7 — aires,

A:ggaBga _B:g/lasgf

et les substitutions » — aires, . .
-
=|%ag Y[ Garlps 9’75!
8

B= ’%’Ya )X[hﬂlau Do |
™

(e, B,y,g,’)\,‘u: 1,2,...,1),

AB =y Exm[Kai]Bp’7
e .
[Kalpo = X [garJos [ ApJow = 2 [8ay o Jpus
19 * Y ' '
Ky = 2 Zay e . ~

On voit que le canevas du produit AB est constitué par les matrices
r — aires,

Ka)\zzgayhy)\; AB:gKﬂf;

Y

. K, est symboliquement I'élément de ligne a et de colonne X dans la
matrice r — aire K = gh, produit des denx matrices rr — aires

"':[gay], h:[hﬂ]

On peut donc dire que symbohquement le canevas d’un produit est
le produit des canevas des facteurs. :
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30. Reprenons la fonction

X= 2 E,m Xagy
la variable hypercomplexe
z ZZ €8y Ly,
: v By
et posons {18, form. (10)],

IXg3 (7). 4% o
Wagys = dwgy — -O3yp Byp = Lpy-

Si nous rangeons les w,g,5 suivant les lignes «f et les colonnes y3,
nous obtenons la matrice W. Si nous rangeons les Wegys Suivant les
lignes ag et les colonnes yB, nous obtenons la matrice H, Jacoblenne
~ des X par rapport aux variables z.
On passe donc de W a H, ou réciproquement, en. permutant dans
les wqg,5 les indices B et 8, tandls que les indices « et y restent fixes.
Considérons les canevas (29)

=10, ~ H = | Ugy |-
Ona
0X o3 o
Wapyd = 0—”7% = [fay Jgs =" Vay2g,
c’est-a-dire )
Vay = Oy

Nous reportant au n° 27, nous dirons que H =W, ou W = H,, ou
bien’ que, pour passer de H a W, ou réciproquement, il suffit de
lransposer des matrices r — aires partielles.

31. Comment se modifie la matrice W, lorsqu’on effectue un chan-
gement des variables scalaires?

Nommons, pour abréger le langage, J(;’) la matrice jacobienne

des n fonctions y par rapport aux n variables z, de facon que

()()/1,_...,;,,) I ()
PICRT S
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Posons z,= fu(L, - .., ,). Tl viendra
H0)=1(93()

Avec les variables ¢, la matrice W devient (30)

POL=PERO]

32. Traitons la méme question en coordonnées générales.

Ona(4et7)

On écrira donc

1=1(2) = K0 =Z Ko

Pour changer de variables scalaires, posons

wa:fa.‘(yn "'ayn)-

J(j):K(V):;% Kaw,
I

JC‘,) — 1(););[(;’) = K (1)K (o) = K(w).

On aura

Par conséquent on peut énoncer le théoréme suivant, en nous repor-
tant aux considérations du Chapitre II.

Tueorine. — Considérons la fonction X de la variable hyper-
complexe x et la fonction x de la variable hypercomplexe y, enfin
la fonction X de la variable hypercomplexe y. Nommons respecti-
vement u, v, w les quantités hypercomplexes du groupe (ce) du
Chapitre Il qui correspondent respectivement a la matrice W :

Pour la fonction X de z, '

Pour la fonction x de y,

Pour la fonction X de y.
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La grandeur w sera le produit dans le groupe (e<) des deu:c
O*randews ueto.

Voila comment s’introduit utilement, le groupe (e¢) dans la pré-
sente théorie des fonctions d’une viriable hypercomplexe.

'

33. Demontrons mamtenant ‘quelques théorémes utiles pour la
suite.

CHAPITRE V.
PROPOSITIONS DIVERSES.

~ 34. Reprenons, avec nos notations ordinaires, la jacobienne J des
fonctions X, par rapport aux variables g, dans

X:EaaXa(w,, e Ty
On a (7)

J=K(w)=K(W)= 2 Wy K.M ZWWS(E,)T(EP)
pas
. Considérons, avec M. Frobenius, la matrice symétrique P = R(s),

Ecz-,,‘sct,l étant Ta trace de |S(x)| (voir Préliminaires). On aura

[Frobemus, form. (11), § l en falsant ¢ = g}, pour tout x,

PS(x) = T'(z) P.

De la

PJ = 02, PS(6) T(e,) = X w3, T (&) PT(g).
. . A )
Puis

(PIy=JP .-Zw)m'l"(su)PT(Ex)
=P 2 ‘V)p.s(&p.) T(e) = PI\(W )-

e
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Finalement, o étant un parametre variable,
(16) J =K(W), P-JP=K(W),
pd + P VP =K(pW + W)
En particulier, faisan£ p=-—1, .
P-JP —J= K&'w'_ W).
Chacune des relations )
h W =W, PP =1

entraine autre.
De la seconde on tire

(PIy=PJ,  PJ=symétrique.
Or P =] py|; PJ est la jacobienne des n expressions Y, :2' Pas X5

par rapport aux zg. La symétrie de la _]acoblenne indique que l’expres-
sion

Z Y dwa_2pa6 Xa dxa

.._.Z XBdEPSuxa"‘Z Xg dts

est une différentielle exacte et

OX(by, « .oy ta)

X3= St

Ainsi : pour que la matrice W soil symétrigque, Ll aul el il suflit
P q )’ q
que expression

ZXa(l)dla, : la::z Pop %8
« g

sott une différentielle exacte.
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35. On a.vu, au Chapitre I, que, si, (A, p=1,2,...,n),,

dX =Y wdwo, (i=1,2,...,N),

U; = E.E)\ Up, » ¥ :E Eu Piuy
;\ .

®
ona

W = 2 U Pip.-
i

Transposer la matrice W, c’est donc transposer les grandeurs u; et ¢,.

l N I . .-
36. Je vais étudier maintenant le rang N de la matrice W, c’est-
a-dire I'indice 'de monogénéité (17) de la fonction X.
Soit

‘ d?\i:z-uid{coi (t=1,2,...,N).

Multiplions X, devant ou derriére, par une constante hypercomplexe
quelconque M. On aura encore

d(M\)‘ MdX = 2\/Iu dxo,,
d(XM) = dX M :2 u; dzo;M,

et la multiplication, decant ou derrié¢re, par une constante quel—
conque ne peul ay O"m(znlﬂr Uindice de monogenelle
Employons les coordonnees spéciales et prenons la fonction
n=r?), _
~ | ™
X::}_:Xaa&aa (Oﬂ,ﬁ,.Y,O:;l,.‘)_,...,I‘)

-
34

avec l'indice N de'monogénéité. La fonction

X = Eku Xegg ._2 X Op. €3 Ego
ad
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a I'indice de monogénéité ot = N. Mais

Erp Ead = O pour o = et Exu Eps = 628
€15 €pg = O pour S#p et €3 Epo = Eig}

TN == e Xp.p'

Donc la fonction hypercomplexe obtenue en multipliant X.; par
un fondamental quelconque a un indice de monogencité qui ne

dépasse pas N.

37. Soit, pour fixer les idées, & =¢,,X,,. Dans la jacobienne H,
du n° 30, toutes les lignes sont composées de zéros, sauf la premlcre.
Si I'on pose, pour introduire le canevas (27),

H=1{0,]| (a,y:r,z,...,r),

il viendra 0,,= o pour «=~1. Dans la matrice r — aire 0,,, la pre-
miére ligne contient les r dérivées
9Xy4
ey (6=1,2,...,7);
-

les » —1 autres lignes sont formées. de zéros. Dans la matrice W,
obtenue en transposant les matrices partielles  — aires de H,

!
W=16,1,
ona
o
bpy=0 pour o1
Dans 6;,, toutes les colonnes, sauf la premiére, sont composées de
zéros. W contient le mineur r — aire

Xy 90Xy
03y, dzy,

:[U(_X,,)[.
IXu . Ky
9z 0% pp

Ainsi toute fonction X5 dott étre choisie parmi les solutions Q du
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systéme d’équations aux dérivées partielles obtenu en écrivant que
la matrice U(Q) a le rang N au plus.

Cette remarque n’a d’intérét que si N < r.

38. Plus généralement, les n fonctions X5, pour une fonction X a
indice donné N de monogénéité, doivent satisfaire 4 un systéme
-d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, obtenu en annu-
lant, dans la matrice W, tous les mineurs (N 1) — aires.

C’est la méthode qu’on appliquera au Chapitre suivant pour le
cas N =1. ' -

Je terminerai le présent Chapitre en résolvant deux problémes
auxiliaires, d’ailleurs assez élémentaires, mais utiles par la suite. Iis
sont relatifs tous deux a la matrice r — aire

K =[K.], K,p = const. (o, B =1,2,...,7)
de rang &. |
39. Faisons d’abord & =1, K,g= g, Ag. E étant la r — aire unité,
considérons le déterminant caractéristique A = |pE — K |. Comme
& =1, p divise A, ainsi que les premiers, seconds, ... (r — I) — iémes

mineurs, déterminants I — aires pour /=12,3,...,7. A comporte
donc r — 1 Elementarteiler divisibles par p et

A= f(0),
m, i m,2...2m,_,, f(p)ayant le degré o,
r=c+my+...+m,_,. »
Posons m, =1+ 8,, ..., les 8 étant positifs ou nuls. Il viendra

Fr=6+r—I1+8y+...+ s

804—.. .—|—8r_2=I—-c.
Si

g=1, 80=...=8,_2:O.

Tous les Elementarteiler sont linéaires et la matrice K est canoni-

Journ. de Math. (6* série), tome III. — Fasc. I, 1907, 12
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sable. Transformant K par une r — aire convenable, on peut faire
K, # o tous les autres K5 = o.
Si

¢=o, Oo=1, $i=...=8,_,=o0,
A=p%...p

K est semblable 4 une matrice ot 'élément de la premiére ligne et de
T p g

la deuxiéme colonne est égal 4 1 et seul différent de zéro. Pour toutes .

explicatious, je renverrai, par exemple, a la premiére Partie et au
Chapitre 1. de mon Mémoire : Sur les forines miztes (Gauthier-
Villars, 1905). Bref, on pourra supposer encore

Km:gqhz;‘—l; Kmﬁzo'

Ces remarques seront utiles plus loin ( 58)

40. Faisons le rang de la matrice K, 8 > 1, et envisageons les

n fonctions
(« By, 8=1,2,...,7),

Loy = X Kag gy,
: B
ou les n = r* variables & sont indépendantes.
Les {,, sont liées par r(r — £) relations distinctes
(M) Zmpaf_ay::o (Y=1,2,..,r5p=1,2,..., 7 — R)
a .

et seulement par celles-la.
Dans le Tableau 4 » — £ lignes et r colonnes

un au moins des déterminants (7 — ) — aires, par exemple celui
des r — B derniéres colonnes, est différent de zéro.
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On peut résoudre (M) par rapport aux r — # quantités (g,
(ot m =R +1, K+ 2,...,r), qui se trouveront exprimées a I'aide
de"l Z_‘-Y,' ey ZﬂY'

_ En résumé, les r & quantités

Coys (O"—‘:l,2,.‘..,,ﬁ; Y=1,2,...,7)

peuvent varier librement. 4
Supposons maintenant que les 7 expressions, fonctions des Ly,

®o(Cans o ooy Cayy oy Lyp) (a=1,2,...,7)

4

aient une valeur commune Q. Je dis que Q est une consiante, les &,
ne dépendant plus des (.
En effet, si & >>1, on aura en particulier

@4<C“) ‘-’,Clr)z CPQ(Z.‘_’I) ey Ac.zr)'

Comme il ne peut exister entrg les {,, ancune relation, il faut que
chacune des expressions @, et @, soit indépendante des { et séparé-
ment égale & une méme constante Q. Pour le méme motif, la relation
%, = Q entraine I'indépendance des €, par rapport aux {. Quant aux
relations '

P, = Q (a:ﬁ—‘—l,...,l‘),

elles doivent étre une conséquence du systéme (M ).
Ces remarques seront utiles plus loin (48).

41. Prenons les coordonnées
Tap (e, B=1,2,...,0r; n=r)
et la matrice /» — aire afférente (Préliminaires, 9)

(=) = 2],

ainsi qu'une constante hypercomplexe g, avec sa matrice r-aire(g).
Remplacer la matrice (2) par la matrice

(&) (@)(g)



92 L. AUTONNE.

c’est effectuer, sur les 7 coordonnées de x dans le groupe (&), une
certaine substitution linéaire n — aire B, de déterminant = o, c’est-
a-dire effectuer dans (&) un changement de fondamentaux. Cette ques-

tion-a été discutée aux n>* 19 a 24. La jacobienne J =] (i) devient

(21, in fine) '
J=B'JB-.

Or on peut choisir la 7 — aire (g) de facon que dans J aucun élément
ne soit nul. D’autre part, l'intervention de la r — aire (g) n’a pas
pour effet de changer dans (¢) la formule de multiplication et les coor-

données restent spéciales.
Tout cela revient & dire qu'il est licite de supposer différente de zéro

chacune des n* dérivées partielles, éléments de la jacobienne J = <x>

ou de la jacobienne H = <>f>, Tgy = Zyg-
C’est ce que nous ferons au cours de la discussion qui remplit le
Chapitre suivant. -

42. On est maintenant & méme d’aborder la construction d’une
fonction X, ayant 'indice un de monogénéité.

CHAPITRE VI

FONCTIONS D'UNE YARIABLE HYPERCOMPLEXE AVEC L'INDICE w2t DE MONOGENEITE.

45. Je vais construire les fonctions

(d,B.*,’,g,)\,‘u.,...:l,z,...,r; n=r?),

X :E eaSXaB(wu) tey wrr)
ad .

de la variable hypercomplexe

' -l
X = 2.. gy Lpy
By
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ou

z :2 €8y SyBs Tgy = 5ypy
By )

de fagon que I'indice N de monogénéité soit un; alors
(17) dX = udzxo.

Reprenons les jacobiennes J = J (f) et H=1J ():

(27). 1l viendra (30) :

> et leurs canevas

N ?
H = jugy |, W=H,=|u, |

avec

0Xa3 o o

Jocs = [vay Jop =[var s

B
44. La n — aire W a, par hypothése, le rang un; la r — aire vy,

ne peut, puisque 72 2, avoir pour rang que «n ou zéro. La seconde
supposition est inadmissible, puisque aucune des dérivées partielles
n'est zéro (41). D’autre part, vy, est la jacobienné des r fonctions

Xaiy ooy Xegy ooy Xam
par rapport aux r variables

Bysy e Ly - oy By

) j ( Xow o0 Xar >

aY - z et
QY' LR I NY"

Le rang étant un, les X, ne dépendent pas des z,g, mais d’une fonc-
tion unique

(18) . ’ way(?yn'~'>zyﬁ7 ~-';zyr>7 '

indépendante de 'indice 8. ,
Considérant de méme les matrices vy, ..., vy, On voit que

(19) Xaﬁ—:xaﬁ(manmaz, cney Wayy -~-77‘3ar)~'
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0Xos S . .
45. Formons 5_—“‘; X.s ne contient les z que par !'intermédiaire
A
Y .
des w. ,

zyg e figure que dans les @ ou le second indice est y. X,5 ne contient
"que les @ ot le premier indice est «. Donc

) . 0Xas 0X o3 dwgy
20 = .
( ) 05y8 dway J3yp

D’autre part, la formule (17) donne

X )
X =3B oo =3, e g
3By ’ Y8 o8 .
c’est-a-dire
anB . _ ana dm‘IY.
(21) Joyg U Vys = Jway 034g’

aucun des u,s ni des o3 n'est zéro, puisque aucune des dérivées par-

tielles %X pest nulle.
szg 4
De (21) on tire, §, étant un indice quelconque,
‘ Jwgy
Lop . 93vp
(22) tag,  OJway
0zyg,

Le second membre de la formule (22) est une fonction des r va-
riables

Byiy e By

seulement, tandis que le premier membre est indépendant de 'indice y.
Les z sont variables indépendantes et il ne peut exister entre elles
aucune relation. Donc, ni le premier, ni le second membre de (22)
ne dépendent des z; ils sont égaux & une méme constante K, indé-
pendante de l'indice v.
Si I'on pose
Ga = uapo, ?GYZ (;;5:;0,
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I'indice §, étant fixe, on pourra écrire

(25) 7 Ugp = eaKap
et
: ey __ K S
(24) 0% — 0y Kap
8
Mais w,, ne contient que les r variables z,,, . ., 5,,.. Donc
d : ;
2 d:” dz = Aoy = Y, d 2 Kag Zyp.
B ot g .
46. Posons
- O
(25) Loy =X, Kup 399 = X, Kup 2.
| c B

Il viendra
\ dmay = ?a;( d'c.ay 1

@,y est une fonction de la seule quantité ¢y,

By = fay(Lay)-
Mais, dans la formule (19), il est indifférent d’écrire - .-
Xat=Xaol. oy fur(Cag -1
ou bien, X;a étant une fonction arbitraire,

Xas = Xas(- - -, Z_w{, AR
Cela revient a faire

()waﬁ{ . ()cay i K

Doy = 1, [or :Z.v17 YR =
Y VO dsyg dsyp

Combinant avec les formules (20), (21) et (25), 1l vient

9Xa3 —_ dxqﬁ (Kay — ljxaz’iK

Osya  dlay dayg Ol
(26) Xaz
‘ Moy

o = UaB Vys = ea Kaﬁ P48,

= 0o 0y3-



96 - L. AUTONNE.

47. De (26) on tire

: ()‘(aa X a5
(27) Oys s Oy == Oay * Olay

Le second membre de (27) est, comme X,5 et X,5, une fonction de
r variables
C.ou) Tt Caya e Z-an

tandis que le premier est indépendant de I'indice «. Les 7 expressions
obtenues en faisant dans le second membre « =1, 2, ..., 7 ont une
valeur commune, qui ne dépend que de v, ¥, 8, &’. On est ainsi dans
le cas traité au n° 40; il faut distinguer les cas ot le rang & de la
matrice 7~ — aire K =[K,g] est >1 ou =1.

48. Faisons d’abord B >1. Alors (40) le premier membre de (27)
ne dépend pas des variables { et, les indices y, et &, étant fixés arbi-
trairement, avec @ == 0,5, on a

(28) 0y = WLy, L,s= const.;
Xy
(29) dcaj = wly L3,

sous le bénéfice de (26).
De (29) on tire

9 X5

_ 9
Oay Oy LYadC “’9“— L

LT dc 617

et, changeant & en &',

d_g‘%%_LYa,_—we =L dc b,
" De la, ou bien
(30) 5%;@)6“::0,
ou bien ‘ o
(31) -
Y5 v's
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49. En vertu de (29), wb, ne peut dépendre, comme, Xas, que des
variables

Cas ooor Lapy ooer L

La formule (30) exprime donc que wl, est une constante, ainsi que,

en vertu dc (29), I'expression %Z( - 1l vient alors

0Xa3 ~ y
AXp = B % g, — 0, 3 Ly g = 00,4 Ly Lay.
f’o E c)’;w{ dt—ﬂtY (.00“ Z I Y3 dC:aLy (.00,, d LY&C y
1 Y "
Tenons compté de (25), ona

d_Xaa = OJOa- 2 Kaﬁ CZZY@ Lya

( 3p ) vB

= (J)Oa 2 I{aﬁ dpr Ly& = d( KSL‘L)aa,
B

fondant la constante w0, dans la constante K,5. Quant & (Kz L),
c’est la coordonnée d’indices «d pour la quantité hypercomplexe Kz L,
produit-des trois quantités hypercomplexes «, K, de coordonnées K,
et L, de coordonnées L.

De (32) on tire finalement

dX =Y ey dXos=d(KzL),

a8

(33) - X=KzL+M, M = const.,
solution banale.

80. La condition (31) exprime que la matrice L = [Lys] a le
rang un.Alors [en vertu de (99)]

0 X
-(34) Lys= lymg, dCay = ol,l,m; (4, ms= const.),

dXoe= %%:—; Aoy = wl, Z mgl, dCuy = wmsl, di,,
Y Y

(35) - = by
>, 4t

Journ. de Math. (6° séric), tome I1I. — Fasc. I, 1907 13
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Alors mj'X,; ne dépend que. de ¢,.

- (36) Xoz = mea(ts), 1, = fonction arbitraire.
51. Ces conditions sont suffisantes, car

dX 3= m; k’.l;(la)z lY dty = m; &I/Ia(la) 2 Ka@[[.’l}py/‘(,
Y S

sous le bénéfice de (25). 1l suffit de poser, eu égard & .('2.[),

tap =Y, (1a) Kog ¥

' P = fonction quelconque des x,
o = mp b, P~ :

pour avoir

dX = udxo.

L’indice de monogénéité est bien égal & un.
52. La discussion de I'éventualité & > 1 (47, in fine) est ainsi
épuisée. L'éventualité a fourni la solution banale du n° 49 et la pre-

miére solution donnée par le n° 50.
Passons a I’éventualité & =1.

83. Alors K,g= g, hg, ga et hg étant des constantes,
. . O ~ )
(37) C“Y:Z l\aBzYBZZKd@vazé’« Gy
B B

(38) 7y =2 g 3= 2 g
B g .
et, eu égard a (19),
(39) Xa&-: Xua(zan gam ARRE Zay) SRS Car): Xmﬁ(‘-([n sy Gyy s qr)r

et les r variables ¢, sont indépendantes, puisqu’elles ne dépendent pas
des mémes 3. '
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Alors [sous le bénéfice de (20) et (21)]

JXIG.B _ Xy d(/Y =4 IXya

d%yp dgy dsyg 8 0gy

. . 0Xu3
([IO) ()qu; =5 Ou"ya

dira.'& ::2 90Xz d]‘{ QOQE (’st_f[*(v
. v Y

= tygvye = 0, Kopoys = golig B 0yay

S 0 é’uuoaﬂ
( lXaB':—‘ qzdl\m
(4 ') 1 IOy ;
' = a0z Ap= 2 @b
_ Dela . -
(42) : Xa'o’ = "La&(AS)’ "!"L:E(AB) = Nu-

$4. Supposons d’abord v, = const. et que, par suite, dans la for-
mule (23), on ait

0,=e,0  (e,= const.).
I’on tire alors de ‘(42)

(43) Xus = NaAs+ Mys,  Mys= const.

Ce sera la seconde solution, car les conditions trouvées sont suffi-
santes. En effet, eu égard a (38),

, ; AT JAg
dXs= nadAs =1, Y, ag. Ay ="x > a7 s gy
: Y By

Pour assurer les formules (17) ou (21), il suffit de faire

Uy = TN /zg L
dAg

Z P = fonction quelconqgue des .
{)(/Y -

Py

i
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55. S’upposons enfin qu’une au moins des 7, ne soit pas une con-
stante. '

Alors (42) donne
My = "."’fo“ Ag) =1 ;an A;) = 4’;60(") )
i (As) = s, (As,) )
©=As;

o n’est slirement pas une constante, puisque m est varmb]c Pour le
méme motif

4’;6([\6) % 0, Céll‘ '4{;;,(1\3) :/E const.

La relation

Yaa(As) = Yo ()

peut étre résolue par rapport & Az et Agest une fonction de la variable .
En vertu de (42), X,; ne dépend non plus que de ». Pareillement
] ! I q

pour 7,.
Alors
.  dX dXas dAg
(45) T = ks T = N S3(®).

56. Les condilions trouvées sont suffisantes, car
e do
dX,s lafﬁ(‘”>d‘”—"laf020q nafEZB(jé;hﬁdxﬁY-.
Y

Pour assurer la formule (17); il suffit de poser

Uyg = m /zﬁ P
—1
Yy = ()q fo 311

P = fonction quelconque des z.

Ce sera la troisiéme solution.

$7. Sil'on omet la solution banale X = Kz L + M du n°® 49 et les
facteurs P et P~' aisés a rétablir, la discussion du présent Chapitre
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se résume ainsi, comme expressions trouvées pour

X= 2 €a5 Noads dX = udxv,
1

u :—-‘ 25“3 uaB) o= Z &Yg VYa.
af 18 ’

Premiére solution (nes 30 et 51).
Xaa = mg 2’{5‘([&:)7 i, “—-‘2 Ka(g lY Ly,
By

y, = fonction arbitraire,

g = '\P;(la) KaB

i K.g, Ly,m; = const.,
Copp=Lymg

- .
Deuxiéme solution (n° B4).

Xaa = N« A+ Maa .
Ag= Aa(QH coay Gyy o e ny g,.) Ney fo&a [1,3: C?BSt'i

— A = fonction arbitraire
(/Y:z hg gy -
g

Uap = Ny lig,

JAg”

L’YE: 55;

Troisiéme solution (n® 56).

Xos = %@(w), @&a(w)?ﬂu(w)fa(w);
w=0(g, ey Gys sy 7r)s
71’:2 hgwg,  (hg= const.y
#
Uap = hg na(w),

d /
. \7,{.5: d——;{fa(b))

101
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Les résultats précédents ont été obtenus en évitant de prendre des
coordonnées trop particuliéres; notamment on a supposé chacune des

anB 7& o ,
» oz gy
Je me propose maintenant de particulariser au contraire les coordon-

nées, de facon 4 donner aux solutions une expression aussi simple que

possible.

58. Reportons -nous aux considérations (41 et 39) et reprenons la
formule (15). Effectuons un changement de coordonnées spéciales,
dans le groupe (&), de fagon que la matrice (y) afférente a une quan-
tité y de (¢') se trouve remplacée par la matrice (g) '(¥)(g)- Alms
la formale (1 /) devient

(£)(dX)(g) =(g)" (u)($)(5) " (dw)()(5)™" (v)(g

Cela équivaut a transformer les matrices r — aires
(W)=[ul, (v)=[0p]

par la matrice r — aire (g). :

Siles u,5 sont des constantes, on peut supposer (39), si-(u)ale
rang 1, soit u,,=c 5 o, les dutres g €tant nuls, soit u,, =1, les
autres u,g étant nuls.

Pareillement, si les ¢,; = const., on pourra faire encore soit o,
seul, soit ¢, seul, différent de zéro, st (v) a le rang 1.

39. Prenons d’abord la premiére solution (87). (¢) a le rang 1,
puisque oy5 = I, myg; Ly, ms= const.
Faisons d’abord ¢,, seul = o;

Lm0, Ly ..., I Mgy ooy M= 0,

Les X,, sont seuls £ o. De plus

ly= li z <Kaﬁ~$ﬁc 1
g

(46) X=Ys, xm<2 Kaﬁx@‘).
- o 8
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Faisons maintenant ¢,, seul == 0. I, m,=~1. Un calcul simple donne
(47) ;\:Z Ew_,‘xu,(ZKap(lZ‘ﬁ,).

Ces deux expressions de X ne sont pas essentiellement différentes,
car, multipliant par derriére (36) les deux membres de (47) parle
fondamental ¢,,, on retombe sur (46).

(46) sera donc la formule déiinitive de la premiére solulwn,
type II de I'Jntroduction.

60. Prenons la seconde solution (37). La r — aire
(u)=[nateg]

est immee de constantes et a le rang 1.
Faisons u,, seul =£o0. Les constantes M,; n'interviennent qu’en
ajoutant une constante a X. Les.X,; sont seuls %= 0, ¢, =z, A,,

(48> X:E EV‘SX,:,(!L‘“,.v..,.’l,“\,,...,w,,.>.
5
Sil'on fait u,,=1n,/, seul # o, _qY:_'-'/L._. Loy

(49) . . X:Z’iqax-a(%‘eu seey Layy “')x;'r)'
8

Multiplions par devant, dans (49), les deux membres par le fonda-
mental z,,. Il vient

i Val '
X =Y s Xoo(@ars - s @ar),
B

ce qui ne différe de (48) quhe par Pécriture, (48) sera la formule défi-
nitive de la deuwxiéme solution, type 11l de 'Introduction.

61. Ces multiplications (39 et 60) par un fondamental, par de-
vant ou par derriére, sont licites (36), car elles n'augmentent pas
indice de monogénéité.
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62. Prenons enfin la troisiéme solution (87). Aucune des deux
matrices () ou (¢) n’est composée de constantes. La méthode preé-
cédente n’est plus applicable. On laissera & la troisiéeme solution
Vexpression da n® 87. Clest, avec d'insignifiants changements de
notations, le type 1V de 'Introduction. -




