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THEORIE DES PROBARILITES CONTINUES.

Théorie des probabilités continues;

Par M. Lous BACHELIER.

Les formules discontinues dont il est fait usage dans la théorie élé-
mentaire des épreuves répétées présentent de grands inconvénients.

Dans les cas les plus simples relatifs & ces probabilités discontinues,
on obtient facilement des formules donnant la solution des divers pro-
blémes; mais, comme ces formules contiennent des factorielles, leur
calcul devient impraticable quand le nombre des épreuves n'est pas
tres petit.

Dés que les données d’un probléme se compliquent, sans cepen-
dant que le probléme change de nature, il devient de plus en plus
difficile de trouver une formule qui en exprime la solution. Deux for-
mules relatives a deux problémes de méme nature pcuvent étre appa-
remment trés différentes; il est cependant évident que, le nombre des
épreuves devenant trés grand, les solutions des deux problémes
doivent étre représentées par des mémes formules ne différant que par
des coeflicients.

Enfin les formules- discontinues ne sont pas expressives, elles ne
donnent aucune idée des lois de la variation des probabilités avec le
nombre des épreuves.

Ces inconvénients sont si évidents que depuis longtemps on emploie,
pour la théorie des épreuves répétées et pour le probléme le plus



260 L. BACHELIER.

simple de la théorie du jeu, des formules approchées qui sont continues
et expressives, qui conduisent & des calculs simples et (qui donnent une
idée tres nette de la variation des probabilites avee le nombre des
¢preuves. Ces formules que on déduit des formules discontinues ont
Lloujours ¢L¢ considérées comme approchées et c’esl pour celle raison
que leur usage est resté tres limité.

Des formules approchées ne peuvent servir de point de départ pour
de nouvelles recherches et ¢’est pourquoi Pemploi des formules conti-
nues ne s’est aucunement ¢tendu depuis Laplace.

Les problemes que Pon s'était posés ne pouvant admetlre comme
solulion exacte (que des formules discontinues, l'idée de considérer les
probabilités comme continues @ priori ful envisagée seulement il y a
quelques annces lorsqu’on se proposa de résoudre des problémes ana-
logues mais dont les solutions exactes devaient étre nécessairement
continues.

La théorie édifiée alors était relativement particulicre, il fallait la
généraliser de facon qu’elle comprit les résultats connus avee brau-
coup d'autres, il fallait anssi établir la classification des diférents pro-
blemes d’aprés leurs caractéres réels et pour cela, si possible, les consi-
dérer tous comme des cas particuliers d’un seul genre de questions;
il fallait enfin traiter ces questions en admettant @ priori la continuité.

Pour satisfaire i cette derni¢re condition, nous supposerons une
suite d’épreaves en nombre trés grand, de telle sorte que la succession
de ces épreaves puisse étre considérée comme continue et que chaque
¢preuve puisse étre considérée comme un élément.

S'il s’agit d’un trés grand nombre w d’épreuves, on peut supposer
que celles-ci se suivent & intervalles de temps infiniment petits ¢gaux
ct considérer la variable w comme représentant le temps total.

Celte assimilation fournit une image préceieuse qui fait concevoir la
transformation des probabilités dans une suite d’¢preuves comme un
phénoméne continu.

Pour montrer Pextréme avantage de cette conception, il n’est pas
uéeessaire de faire connaitre les résultats qu'elle a permis d’obtenir,
il suffit de considérer la simple définition de la probabilité.
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La somme des probabilités de tous les cas possibles a pour valeur wn,
c’cst une conséquence immédiate de la définition. La considération
des probabilités continues et la notion du temps donnent a ce principe
stérile une forme en quelque sorte animée qui fait naitre dans I'esprit
une foule d’assimilations : la probabilité est unc sorte de matiére,
d’¢nergie, ... de chose qui se transforme, mais qui jouit de la pro-
pric¢té de la conservation dans lc temps.

La thcorie des probabilités continues présente ainsi de grandes ana-
logies avee certaines théories de la Physique mathématique, analogics
qu’il est méme possible de préciser dans certains cas.

La variable qui représente un nombre d’épreuves peut done étre
considérée comme exprimant le temps, mais cette assimilation, si elie
est avantageuse, n'est pas nécessaire et c'est pourquoi, dans la suile de
cette étude, il n'y scra pas fait allusion.

Afin d’obtenir I'unité indispensable pour la classification des diffé-
rents problemes, nous raménerons ceux-ci 4 un seul type en supposant
toujours qu'ils se rapportent a un jeu.

Lorsiqu’un probléme n’est pas explicitement relatif & un jeu, on peut
le considérer comme le cas particulier d’un probléme relatif & un jeu.
Sans chercher la preuve de ce principe dans la suite de cette étude,
il suffit de remarquer que si, dans un probléme, il s’agit par exemple
uniquement des probabilités p,, p,, ..., on augmente la généralité de
ce probleme cn supposant qu’a chacune des probabilités corresponde

un gain ou une perte a,, a,. .... L. probléme proposé¢ n’est que le cas
particulier pour lequel &, = a,=...=1.

La théorie des probabilités continues pour étre générale devra donc
¢tre une théorie générale du jeu.

Nous imaginerons un jeu fictif, continu, tel que, s’il doit étre joue
w parties, les gains ou les pertes des joueurs soient supposés continus.
Les probabilités correspondantes s’exprimeront par des fonctions con-
tinues et enfin la quantité u sera continue elle-mémec.

Lorsque nous parlerons de la wi™ et de la (@ + 1) partie [ou de
la pieme et de la (g + 1)*=¢ épreuve], il faudra entendre que dans le
second cas @ est remplacé par g + du..
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Ce que nous appellerons les conditions du jeu pour une partie, ce
sera I’ensemble des variations possibles des gains ou des pertes des
joucurs entre @ et . + dy.

Pour bien comprendre la continuité de la quantité g, il suffit de la
considérer comme désignant le temps; nous 'avons déja remarqué.

On congoit aisément les avantages que I'on peut tirer de la consi-
dération de ce jeu fictif : sa théorie est absolument indépendante de
celle des probabilités discontinues; elle est mathématiquement exacte
el ne procéde ni par approximations, ni par thitonnements ; elle permet,
pour Loutes les uestions, ’emploi du calcul infinitésimal; ses fornules
sont simples et expressives, et absolument générales.

Les problémes dont s'occupe cette théorie s¢ succédent dans un
ordre logique, d’aprés une classification méthodique; les calculs qu'ils
nécessitent sont simples et leurs résultats peuvent presque toujours se
traduire immédiatement en chiffres par les Tables de Kramp.

En résumé, les principes qui servent de base a cette étude peuvent
se ramener & deux conceptions : la supposition de la continuité et la
réduction de toutes les questions 4 un type unique.

Classification des probabilités.

1. Les conditions du jeu peuvent étre identiques dans chaque élé-
ment dp. ou, si Pon veut, & chaque partie, on dit alors que le jeu est
nniforme ou qu'il y a uniformité.

Les conditions peuvent étre variables d'une partie 4 'autre suivant
une loi donnée d’avance dépendant uniquement du rang occupé par
cetle partie et indépendante des faits antérieurs a cette partie. On dit
alors qu’il y a indépendance.

Loorsque les conditions relatives & un élément dp. ou, si I'on veul, a
la wieme partie dépendent des faits qui peuvent se produire antérieure-
ment, on dit qu'il y a connexité.

2. On peut établir la classification en se plagant 4 un second point
de vue; s’il y a n joueurs, le probléme dont on s’occupe peut étre
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relatif 4 la détermination des gains de un, de deus, ... de » — 1 joueurs.

On dit alors que les probabilités sont a une, deux, ... (n—1) va-
riables.

3. Une troisiéme classification est également indispensable ; lorsque
toutes les variables peuvent prendre loutes les valeurs de — 04 + oo,
les probabilités sont dites du premier genre. Lorsqu’une des variables
est limitée dans un sens, les probabilités sont dites du second genre.

Lorsqu'une des variables est limitée dans les deux sens, les probabi-
lités sont du troisiéme genre.

Les probabilités sont des genres supéricurs quand deux ou plu-
sieurs variables sont limitées.

4. Avant de débuter par Pétude des probabilités du premier genre
a une variable, il est nécessaire de faire une remarque relative a
Papplication pratique de nos formules : celles-ci supposent la conti-
nuité, leurs résultats ne seront done (qu’approchés quand on les appli-
quera a des jeax discontinus. [approximation sera d’autant plus
grande que le nombre  des parties gui doivent étre jouces sera plus
grand.

Probabilité élémentaire.

B. Le joueur A qui posséde une fortune infinie doit jouer p. par-
ties; quelle est la probabilité pour que sa perte soit x?

Nous supposerons I'indépendance mais non 'uniformité, alors la
probabilité pour que, entre les parties p,, pg, il se produise une
perte y, ne dépend que des quantités gy, g, v, elle peut donc étre
représentée par oy, o dy. (Sinous supposions Puniformité, la proba-
bilité ne dépendrait que de g, — pg, y. Nous ne ferons pas cette hypo-
theése). ‘

Soit @, . dx la probabilité pour que la perte soit  a la ' partie
(c’est-a-dire pour que, a cette partie, clle se trouve comprise entre x
et x + dx).

La probabilité pour que la perte soit z, a la w,“=® partie est
By, r, AL,

o~
Journ. de Math. (6* série), tome I1. — Kasc. LI, 1906. 35
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J.a probabilijé pour quec la perte soit x & la p*“™® partie, cette perte
ayant été x, & la p,™, est, en verfu du principe des probabiljtés
composces,

By, X By pr—imy dz,dx.

La probabilit¢ de la perte  a la w*™ partie s’obtient, d’apres le
pr incipe des probabilités totales, en intégrant I'expression précédente
pour toutes les valeurs de x, de — o4 + x. Cette probabilité a aussi
pour expression &, . d., on a donc

+
Bopzr= f Do re X By, px—r, T4«
—®

Telle est I’équation de condition & laquelle doit satisfaire la proba-
bilit¢ élémentaire du premier genre @ dx.
La somme de toutes les probabilités doit étre égale a un, on doit

donc avoir
~+ o
f Do T =1.
—®

6. On vérifie facilement que la solution de ces équations est

i 2
[f '!'"PMPLH']

f Piidp

Wy, oy =
\/f ¢ (de

L'identification des deux membres de Péquation conditionnelle
repose uniquement sur I’égalité connue

—r ®© —~ bW —bac
/ e—(nz’+l:z+:)dz -\/—1t0 ba

. " Ja

La probabilité¢ a donc bien la valeur exprimée ci-dessus; §'(u) et
¢’ (1) sont des fonctions arbitraires (dont la seconde est posilive); e
sont ces fonctions supposées données qui caractérisent le jeu dans
Pintervalle dp ou si 'on veut  la pie™e partie.
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7. Nous éerirons simpleiment comme suit Pexpression de la proba-
bilité élémentaire du premier genre, ou probabilité pour gue la perte
soil x a la p*™ partie,

Cpm+ap

e P
Veve(n)
et nous considérerons les fonctions ¢ et ¢ comme arbitraires en tenant
comple quand besoin sera de leur propricté additive; les fonc-
tions () et p(w) ayant respectivement pour expression

fopkla’(u)dsh fop?’(p) di,

dx,

o=

la valeur de ces fonctions pour p parties est la somme des valeurs de
ces fonctions pour chacune des w parties considérée isolément. La
seconde intégrale a tous ses éléments positifs, donc ¢ () va sans cesse
en croissant avec .

8. Il est facile de reconnaitre ce que représentent les fonctions ¢
ety : le gain moyen ou espérance mathématique totale est

R T

xre Pl

¢== ). Ve W=

La fonction () est donc 'espérance mathématique totale.
La valeur moyenne des carrés des gains et des pertes est

+ [ +x)2

K2 xte 9k

= Vevea) dz = ﬂf—)*-w(#)l",

on en déduit p(pm) = 2(E* — ¢*), donc :
La probabilité de la pertc x a la p®" partie est

_(Cany

e E-L7)

e e
Vrya(Er—=LY) o
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& étant la valeur moyenne des gains et E* la valeur moyenne des
carrés des gains et des pertes.

9. Nous avons vu que la fonction §(@) pour u parties était égale a la
somme des fonctions analogues relatives & chacune des parties consi-
dérée isolément. La fonction §() est Pespérance totale &5 done
I'cspérance totale pour w parties est la somme des espérances des
. parties; résultat évident.

La fonction 3(p) = 2(E? — ?), que nous appellerons la fonction
d’instabilité, jouit des mémes propriétés additives, de sorte que la
probabilité de la perte x a la p*™ partic a pour expression

- -(_‘;.".;Lf:.'_‘_)i

e E(BI-LH)
— .

Vry22(EF — &)

i est Pespérance mathématique ou gain moyen de la ™€ partie
considérée isolément. 157 est la valeur moyenne des carrés des gains
et des pertes de la ™ partie considérée isolément.

On doit remarquer que la probabilité est indépendante de Povdre
des parties jouces.

Les formules se simplifient lorsqu’il y a uniformite; nous w'étudie-
rons pas spiclalement ce cas particulier.

10. Si, par exemple, a chaque partie, deux alternatives sont seules
possibles; si a la i partic le joucur a probabilit¢ p; de gagner la
somme a; et probabilité ¢; de perdre la somme 3;, on a

G=ap— Bigs  Bi=adp+Biqs
15 — ¢f = pigi(oai+ i)

On peut supposer aussi (qu’une infinit¢ d’alternatives soit possible
a chaque partie; que, par exemple, a la /™ partic il y ait probabilité
{(y)dy pour que le joucur perde une somme y; y pouvant, par
exemple, varier de — ¢, & + ¢,. On aura alors

+Ey

[ty =, cf=f_e yedy,  Ei=[ yUn)dy.

[ —&
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11. La formule du n°9 était connue de Laplace, la différence entre
cette formule et celle du n° 7 consiste dans la conception.

Laplace considérait sa formule comme approchée, nous considérons
la notre comme exacte.

La formule de Laplace constituait le but de sa théorie; elle est, au
contraire, le point de départ de la notre.

Cas o0 il y a symétrie.

12. Le jeu peut étre équitable dans son ensemble, il suffit pour
cela que Y(p) = Z¢; soit nul. Si & chaque partie le jeu est équitable,
il est néeessairement ¢quitable dans son ensemble. La probabilite de
fa perte .« a alors pour valeur

x3
e Pl

= "T—_T—_(lw.
T VrVe(e)

Gy,

Si 'on change i en — &, cette formule ne change pas. Done, lors-
8 P gcl ’
qu'on suppose la continuité, le fait pour un jeu d’étre équitable a pour
conséquence la syméirie de la probabilite.
La probabilité @, . pour que la perte soit supéricure a «, ou proba-
I e | [ I )
bilité tolule du premicr genre, s'obtient en intégrant I'expression pré-
8 g P
cédente entre w ¢t o ¢l en posant x* = A*g (), on a
Wt

i

2 '7; )1
—_/ e "dh.
\/" 0

Cette probabilité se calcule donc facilement par les Tables de Kramp.

Ty =

o | -

13. Considérons lUintervalle = & tel ue la probabilité pour que
['écart soit inféricur & « soit ¢gale & une (uantité donnée «, on doit
avoir

x

—

VPUL)
2
2 f eV d\ = u.
\/"‘ °
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Cet intervalle ., si la probabilité est constante, varie proportion-
nellement a la racine carrée de la fonction d’instabilité, done :

Les écarts croissent proportionnellement a la racine carrée de la
Sfonction d’instabilite.

(Cest & cette propriété que la fonction d'instabilité doit son nom.

Laa fonction 3 (w) croissant constamment, les ¢carts vont sans cesse
en croissant; ils croissent indéfiniment si p () tend vers Uinfini, autre-
ment ils tendent vers la loi asymptote & laquelle correspond o(=).

Cad génbdral.

14. La probabilité du premier genre ¢, 4, ou probabilité pour que
la perte soit supérieure & x & la ui®w partie, s’obtient en intégrant la
formule du n® 7 entre x et + =, ct en posant Y(w) + & = Ayg (@),

on a
k‘HF-H—.r

1 1 2 T 5
(Bp«.x: ; j 4 "’d)\.
°

_;\_/;

Cette probabilité se calcule donc facilement par les Tables de
Kramp.
Reprenons la formule du n° 7 et posons & = &' — (), la probabi-
lite relative & & est
X
e ¥

————dz'.
Veve(w)

La distribution des probabilités de part et d’autre de la probabilité
maxima [ = -- { ()] est donc analoguc & celle que nous avons élu-
dice (n° 12), nous pouvons donc dire :

Le gain moyen est égal a Uespérance mathématique totale, les
écarts en plus ou en moins sont proportionnels a la racine carrée
de la fonction d’instabilite.
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Application 4 la théorie des épreuves répétédes.

A5. La probabilité d’un événement est p, a la premiére épreuve,
Pa @ la dewciéme, p, a la troisiéme, elc. Quelle est la pr’obabt’lt’l(.‘
pour que Uécénement se produise s fois en p. épreuves ?

Supposons qu’un joueur A touche un franc chaque fois que I'évé-
nement se produit et qu'il ne touche rien quand I’événement ne sc
produit pas. La probabilité pour que I'événement se produise z fois
esl ¢gale & la probabilité pour que le joueur gagne z francs, probabi-
lité (qui est exprimée par la formule du n° 9. Dans le cas considéré

Ci=Pi I = 2p, Kl =P
22(E} — &) = aZ(p* — p) = 2Zpq

en posant ¢ =1 — p. La probabilité pour que I'événcment se pro-
duise 3 fois en u épreuves est donc
_(Zp—ap
2X pq
S daz.
Vrvazpg

16. La valcur moyenne, la valeur probable et la valeur la plus pro-
bable du nombre des arrivées de I'événement est Ep. Nous représen-
terons les autres nombres des arrivées de 'événcment par leurs diffé-
rences & Xp; nous poserons 3 =ZXp +x. La quantité x est dite
Vécart.

La formule ci-dessus donne la probabilité pour que 5 soit compris
entre set 5 + d3, la probabilité pour que I'écart x soit compris entre
et x + d.r est donc

-z

e Xpg
——dx.
V=yaZpg

Cette formule attribuée & Poisson n’est donc qu’un cas particulier
de celle de Laplace.

Lorsqu’il y a uniformité, ¢’est-a-dire lorsque les épreuves sont iden-
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tiques, elle se réduit &
s

e 10pq

Ve Vb

Je n'ai pas a exposer les conséquences de cette formule, elles
sont développées dans le cours de caleul des probabilités de M. H.
Poincaré.

dzx.

Lorsqu'il n’y a pas uniformité, les conclusions a tirer de la formule
sont les mémes, sauf lorsque Zpg tend vers une limite fixe; alors les
¢carts au licu d’angmenter indéfiniment avee le nombre des épreuves
tendent vers une limite fixe.

PROBABILITES CONNEXES.

17. Jusqu'a présent, nous avons supposé l'indépendance, nous
avons admis que les conditions pour une partie étaient indépendantes
des résultats antéricurs du jeu.

Lorsqu’on essaic de s’affranchir de cette hypothése on rencontre des
difficultés cxcessives, de sorte (ue certaines classes de probabilités
connexes semblent seules pouvoir étre I'objet d’une théorie.

Nous étudierons ici les probabilités connexes du premier genre.
Nous dirons qu'il y a connexité du premier genre quand les condi-
lions & une partie dépendent uniquement de la perte actuelle et du
rang occupc par la partic. Nous supposcrons d’abord 'uniformité, de
sorte que les conditions & une partie ne dépendent que de la perte
réalisée quand on commencera cetle partie.

8. Si les conditions d'un jeu sont telles que, & chaque partie, es-
pérance totale relative a cette partie soit proportionnelle & la perte
actuelle et que la fonction d’instabilité soit constante, la probabilité

pour que la perte soit x a la ™ partie est

at
) — e-lap

e VA drx,
\/‘ ] —¢€ 2ap
ﬂ —_—
e
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%, est la fonction d’instabilité relative i une partie, c¢’est une constante,
nous I'avons supposé. « est le coefficient correspondant & I'espérance
totale; quand la perte actuelle est .z, {'espérance totale pour la partic
smvante cst ax.

Pour démontrer cette formule, on supposed’abord que I'intervalle p
est divisé en deux intervalles w,, w,. Dans chacun d’eux il y a indeé-
pendance ; dans le premier, Uespérance est nulle, mais dans le second
Pespérance est proportionnelle & la perte réalisée dans le premier.

On suppose ensuile que intervalle w est divisé en trois intervalles
danslesquelsil y a indépendance. Dans le premier Uespérance est nulle,
dans le deuxi¢me, Pespérance est proportionnelle i la perte réalisée a
la tin du premier et, dans le troisiéme, Pespérance est proportionnelie
ala perte véalisée & la fin du deuxieme.

On suppose ensuite lintervalle w divisé en une infinité d’antres, et
"on arrvive ainsi a la formule précédente.

19. Le probléme considéré parait particulier, il a cependant une
grande importance parce qu'il étudie le cas le plus simple, celui ou il
existe une cause accélératrice ou retardatrice des écarts, proportion-
nelle & la valeur méme de ces écarts.

Si @ est négatif, une perte & rend plus probable une perte plus
grande; les conditions du jeu rendent plus rapide la production des
éearts, elles sont accélératrices.

Si @ est nul, il y a indépendance.

Si «a est positif, & une perte £ correspond une espérance ax positive
(qui tend & diminuer cette perte, les conditions du jeu ont donc une
influence régulatrice.

Considérons maintenant le cas général des probabilités connexes
du premier genre, supposons qu’il y aitsymétric dans 'ensemble (¢’est-
a-dire que la perte z en w parties ait méme probabilité que le gain x)
et supposons qu'il existe une cause tendant a régulariser les écarts.
Cette cause se traduit par une espérance mathématique qui, par défi-
nition, ne dépend que de I'écart .« et qui peut se représenter par le dé-
veloppement : @, + ax + a,£* +.... Puisqu’il y a symétric dans
I’ensemble, a, est nul, et, si 'écart est infiniment petit, I'cspérance
mathématique se réduit & ax.

Journ, de Math. (6* série), tome II. — Fase. LI, 1gub. 36
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Le probléme considéré est donc trés important, parce qu'il régit
tous les cas ou les écarts restent trés petits.

20. La probabilité pour que la perte soit supéricure a x a la pieme
partic s'obtient cn intégrant la formule ci-dessus entre z el + =. En

1 — e ¢

» cette probabilit¢ a pour expression

posant x = A\/ %,

,l‘vﬁ
,\/?. (1— e~ 298,

2 ~
e " dh,

1
2/,

N |-

elle est donc facilement calculable par les Tables de Kramp.
L'amplitude des écarts est mesurée par la quantité

. 1 — e tap
T 2a

dont le carré pourrait ¢tre nommé fonction d'instabilité totale. Cette
fonction ne jouit pas de la propriété d’addition comme lorsqu’il y a
indépendance.

21. Nous allons supposer (ue w augmente indéfiniment et nous dis-
tinguerons trois cas :

1° Les conditions du jeu sont retardatrices (@ > 0); la disteibution
des probabilités tend vers la loi asymptote

at

L

2

e
—_—— d.l/'.

= kd]
Ve \/ia

l.es écarts croissent constamment, mais ils tendent vers des limites
fixes; ils décroissent indéfiniment en valeur relative (relativement
ap).

2° Les conditions sont accélératrices (a < o) : Les écarts croissent
en valeur absolue et relative, et plus rapidement que toute quantité
algébrique.
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3° Dans le cas intermédiaire ott @ = o, nous retrouvons la loi de
Bernoulli et la formule de Laplace : Les écarts croissent indéfiniment
cn valeur absolue, ils décroissent indéfiniment en valeur relative.

22.:Supposons gne le joueur A ait perdu actuellement la somme z;
la probabilité pour que, cn jouant ., nouvelles parties, sa perte totale
soit z (ou, si 'on veut, pour que dans ces u, parties il perde la sommne
&—3)cst

(r—zemoi)?
, o)
—dx.

Ve \/—}};(( -+ emath)

Si, en effet, on désigne par o, ., cette probabilite, celle-ci doit
; ) gne | TR y
vérifier Péquation suivante analogue a celle du n° 8

+®
Byt 0,0 = f By, o, Dy s, A5

‘n donnant aux quantités o la valeur ci-dessus, Uidentification des
deux membres ne présente pas de difficulté.

23. L'urne A contient m boules blanches et n boules noires,
Uurne B contient m' boules blanches et n' boules noires; chaque
épreuve consiste a tirer une boule de A pour la placer dans B, en
méme lemps qu'a lirer une boule de B pour la placer dans A.
Quelle est la probabilité pour que, aprés . épreuves, les urnes A
et B aient une composition donnée ?

Nous dirons que I’écart est x si les nombres des boules blanches et
des boules noires contenues dans 'urne A sont respectivement

(m+m’)(m+n)+x (n+n’)(m—+—n)_£

s ’ s ’

s désignant la somme m + m’ + n + n’ des boules.
Si P'écart est x, il y aau prochain tirage probabilité

(m4-m'Ym4n)(n+n)Ym +n')+sz[(m4+m')(m4+n)+ (n+n')(m' +n')]+ stx?
(m—+n)(m' +n')s
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pour qu'il sorte une boule blanche de P'urne A et une noire de Purne B
¢t, par suite, pour que I'écart diminue d’une unité.

Il'y a de méme probabilité

(n+nYm+n)m+m'Ym'+ n')—sa[(n4 n')Y(m+n)+m- ) (m' = n' )] -+ s2a?
(m +n)y(m' +n")s?

pour qu’il sorte une noire de 'urne A et unc blanche de 'urne B et
par suite, pour que I'écart augmente d’une unité,

Supposons qu’un joueur H perde une somme égale i Uécart. Pour
le tivage considéré son espérance mathématique est égale a la diffe-
rence des probabilités précédentes; elle a done pour valeur

sx
(m ) (m' + ny’

elle est proportionnelle i .

Nous supposerons que mey 'y w1’y posont des grands nombres
du méme ordre. Siles éearts partaient de zérvo et si aucune cause retar-
datrice wagissait sur cux, ces éearts seraient de Pordre yix (théorie
ordinaire des ¢preuves répétées) négligeables comparativement & wet,
par suite, comparativement & m, m’, n, 1. Dans le cas actuel, il en
est de méme a plus forte raison si I'écart initial
mn'—m'n

-
~» =

s
est (commnie nous le supposcrons) négligeable comparativement & w,
myn'sn, 1w

Si l'on néghge w aupresde me, m'y n, 1 dans lexpression de la fone-
tion d'instabilité relative au prochain tirage, celle-ci se réduit a

Alm 4+ nd Y(n+n')
52

Lespérance étant proportionnelle & .« el la fonction d'instabilité
¢tant constante, la probabilité pour que, en . épreuves, 'écart ait une
valeur donnée w s’obtient en remplacant dans la formule du n° 22 les
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quanlités @, », ct s par leur valeur; la probabilité de I'écart & est

done

S s
. . o manan’ +n's
sl sr—unn'—mmn e )

- T
. , " ’ T m4mun+nh
2 min+ntian +mun’+ o1 —e +

s ¢
vs ¢ - ..
\,-‘_‘: ] 25,
a2(m+my(n+n"Yy(m—+ n)(m' +n') |1 —e mEmimery

[l faut remarquer que la formule du n° 22 est exacte, tandis que
celle-ci n'est quapprochée.

Laplace a essayé de résoudre le probleme dont nous venons de nous
occuper (Théorie des Probabilités, p. 2q2), il suppose que I'on ait
m' +n'=m+ netm-+m =n+ n',il éablit d’abord une équation
aux différences finies partielles qui est exacte, puis il transforme celle-ci
pav des approximations mal conduites, il arrive ainsi a une équation
aux deérivées partielles qui est inexacte.

Sa méthode, convenablement emplovée, et permis sinon de ré-
soudre le probleme, du moins d'obtenir I'équation aux dérivées par-
ticlles qui le régit : Si Pon désigne par U la probabilité d'un ¢cart «
en & épreuves, la fonetion U doit vérifier I'équation

o
m+n

e 2:U m—n c‘,—,,iil—,,_d_g oU

4 dr' | m—+n dz — op’

et plus généralement, quand les urnes sont quelconques,

28U S

(,“ &+ Illl)(ll + I(’) , tmnom 4-n 0: U I)llt’ _ 'Il’lt , ) ()U ‘)l]
- e ~

—y

oz T (m =+ n)(m + n") ¢ or Jp

2

B

Pexpression donnée précédemment pour la probabilité satisfait bien a
celle ¢quation.

Probabilités non uniformes.
24. 1l est pussible d’obtenir Pexpression des probabilités, quand, &

chaque partic, la fonction d'instabilité dépend uniquement de .,
quand elle est, par conséquent, de la forme A(w) et quand, d’autre
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1 ’ [ . . N .
part, I'espérance mathématique pour une partie est égale au produit
de la perte tolale . réalisée avant cette partic par unc fonction
de i, £ ()

Le cas précédemment traité supposait A(u.) vtf(p.) constants.
‘n suivant un raisonnement analogue a celui du n® L8, on est con-
duit a ce résultat.
La probabilit¢ de la perte x & la wi“me partie a pour expression
r2
TE

-dr,

Ve VF(R)
F () ¢tant Pintégrale de Péquation

S () F=w).

23. Une urne contient /2 boules blanches el 2 boules notres; onen
extrait w boules au hasard sans les remettre dans U'urne; on dit que
Pécart est a si en w tirages il est sorti -2~ + & boules blanches.

m—+n
Quelle est la probabilité de I'écari & ?

Supposons qu’un joucur A perde une somme égale a I'écart, sup-
posons encore (ue @ tirages aient ¢té effectués et que I'écart soit .

Au trage suivant il y a probabilité

(me— &)(m—+n)—mun
(m-+n)(m-+n—p)

pour qu’il sorte une blanche et, par suite, pour que I'écart augmente

de la quantité 2 il y a de méme probabilité
n—+n

(m—+n)(n+ax)—np
(m—+n)(m+n—p)

pour qu’il sorte une noire et qu’alors I'écart diminue de la quantité
n

m —+ n
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I.’cspérance mathématique du joueur A pour le tirage considéré est
donc
£
man—u

elle est proportionnelle 4 x et elle est de la forme 2 f(.).
[La fonction d’instabilité a pour valeur

2[(m+n)(m —x) - mpll(m+n)(n+r) —Ity.].

(m+ n)i(m+n —p)?

Nous supposerons que m, n, ¢ sont de grands nombres du méme
ordre. Si aneune cause retardatrice n’existait, c’est-a-dire si & chaque
¢preuve la probabilité de sortic d’'une boule blanche était constante,
P’écart - serait de l'ordre de y/uu (théorie ordinaire des épreuves répé-
tées) et, par suite, il serait négligeable par rapport a . Puisque, dans
le cas actuel, les écarts tendent d’cux-mémes 4 diminuer, x est a plus
forte raison négligeable comparativement a ., & m ou a n. L'expres-
sion de la fonction d'instabilité se réduit a

amn
(m + n)?

I’espérance mathématique élant de la forme 2 f(w) et la fonction
d'instabilité de la forme A( @), on peut appliquer au probléme gui nous
occupe la formule du n® 24.

La probahilité de I'écart 2 en w épreuves est donce

P on+nt  m+n
20 mn w4 - B

m n m ne
(m+n)Wm + dr

Vormumn(m+ n—p)

Cette formule est connue, mais il faut remarquer qu’elle constitne
une simple application de notre théorvie; elle sera, d’ailleurs, généra-
liste comme la théorie elle-méme dans la suite de cette étude.
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PROBABILITES DU SECOND GENRE.

26. D’apres notre classification des probabilités, celles-ci sont dites
du second genre (uand la variable qui exprime la somme gagnée ou
perdue par un joueur est limitée dans un sens.

Nous allons donc traiter le cas o un joueur A qui posscde seule-
ment la somme m, que nous appellerons sa fortune, joue contre des
adversaires de fortune infinie. Chacun des joucurs devant régler les
differences apres chaque partie, il pourra arviver un moment ot le
joucur A aura perdu la somme m u’il possede, nous dirons alors
qu'il est ruiné.

Les probabilités de ruine du joneur A dépendent des conditions du
jeu qui lui sont propres et non du nombre de ses adversaires. Si le
joueur A a unscul adversaire B, le sort de B se déduit immédiatement
de celui de A.

Nous aurons i résoudre les questions suivantes :

t* Quelle est la probabilité I1,,, pour que le joucur A soil ruiné
exactement a la g™ partic, ou, en d’autres termes, quelle est la pro-
babilité pour que la perte m soit atteinte pour la premiére fois a la
1™ partie.

l.a probabilité I, ,, est la probabilité élémentaire du second genre.

2° Quelle est la probabilité Py, pour que la ruine sc produise cn
w parties ? P, est la probabilité du second genre.

[l est évident que la connaissance d’une des probabilités I* et 1T en-
traine la connaissance de I'autre, car on a

® OPy 1
Py.,m 2/ IIp-.m dP’ ct Hp..m = AP
Jy [

3* En supposant (u’aucune limite ne soit assignée pour la durée du
jeu, quelle est la durée moyenne de celui-ci et la probabilité totale P
de ruine du joueur?

J .

4° Quelle est la probabilité pour que, & la ™ partie, le joueur A
perde une somme donnée?

5° Quelle est I'espérance mathématique du joueur A ?

o N
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Cas ou il y a symétrie.

27. Nous ¢tudierons d’abord le cas ot le jeu est équitable et
non uniforme.

Nous avons vu (n° 42) que, si Pon supposc la continuité, le fail pour
un jeu d’étre équitable a pour conséquence la symétrie des probabi-
lités. Tl en résulte qque certains problémes relatifs aux jeux équitables
peuvent se résoudre par simple raison de symétrie.

I‘n désignant, comme précédemment (n® 12), par ¢, la probabi-
lit¢ pour que le joueur perde une somme supérieure & m & la
e partie et par Py, la probabilité ponr qu’il soit ruiné avant p par-
lics, on a

L
Pym =24 m

En effet, la perte m ne peut étre dépassée au bout de . parties sans
IPavoir é16 antéricurement, la probabilité € est done égale a la proba-
bilité P multipliée par la probabilité pour que la perte m ayant é1é
alteinte avant @ parties soil dépassée a la pi“me partie, c’est-a-dire
multipli¢e par ;, on a donc

1
(""l‘-»m = 3 l)p"m.
On en déduit

2 \’a@)

) — . _ '_)‘,

Pom= 20 p=1— --—f e dh.
0

La probabilit¢ P, , se calcule donc facilement par les Tables de
Kramp. On doit remarquer qu’elle est indépendante de I'ordre des
parties. (Si le jeu est uniforme et si u tend vers l'infini, P, tend
vers un, la probabilité de la ruine est alors une certitude. )

28. La probabilité élémentaire II, ,, pour que la ruine ait lieu exac-
tement & la i partie a pour valeur
m2
Py, my' e W
IIp.,m — ‘)P-» L _t? (1) d(}',
B Vm () Ve(r)
Journ. de Math. (6* série), tome II. — Fasc. IIl, 1go6. 57
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cette probabilité est proportionnelle & la fonction d’instabilité ¢'(w)
de la derniére partie ct indépendante de l'ordre des parties anteé-
rieures.

Quelques intégrales.

29. Le perte m ne peut étre atteinte sans «ue la perte m, le soit
d’ahord si m est plus grand que m,. La probabilit¢ pour que la
perte m soit atteinte pour la premicre fois & la piom® partie, la perte m,
ayant été pour la premicre fois atteinte a la @, partie, est, en vertu
du principe des probabilités composées,

no, LN x llp,_ Uom —m*

La perte m, pouvant étre atteinte pour la premiére fois a toutes les
parties depuis zéro jusqu’a w, on a, en vertu du principe des probabi-
lités totales

b

W=t
"0,!1-,’" = [ n(lvy.,_m, x "p.,_p..m RN (ly'l‘

g0

ou, en remplacant les quantités 1 par leur valeur,

_m * o _Jm me
m?’({})f‘_w‘“ o (w)e ™ (m—m)) e (n)e P70 i
AR Sk A '

o VEe(u) Ve (m) VRle(n) — s (u)]Ve(w) - 9(uw)

: e
VEeiu)Ven)

cetie formule peut étre obtenue, quoique péniblement, par les procédes
ordinaires de I’ Analyse.

Mais le calcul des probabilités permet sa généralisation immédiate :
on peut supposer la perte m divisée en un nombre avbitraire dinter-
valles égaux ou non : m,, m, , ..., m,, desorte que

m=my+m, ,+...+m,,

le premier étant atteint a la (w,_, )™ partie, le second a la (w, ,)me
partic, le troisiéme & la (@,_, )" partic, ..., on aura alors

N =i Pa=H Yrn e thn -3 Hn—y = n_g
"y.,‘m,+ Mg+ ANty :f f vt 'f [ Ho.p,,, My
By =0 Py =0 .

Bp—g=:0 By =0
XMy, gy omy XX My X Wy oy du, .. du,
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ou, cn remplacant les quantités IT par leur valeur,

R T il

(M4 Mg+ ..+ my,) o' (n)e )
Ve () Vel n)
oy o=y yWhp—a=Bn—y n~1 = Pn—y ’
_ /!-h P/P jl‘ 1=t ‘/‘“ 1= mymg ..o m e () e (1) 9 (1) . @ ()
—\n
g =0 o= Pn_g=10 Popy 50 (\/“)
. m} _ my_, _ wnl_y o m
e F'luot) Py —FMBa-i1 Filhy D=9 Ba-x) T P~ PP
> —— Ay du, . dp,.

5?(3"/14)[?(!"11—2)_ g |)][“P(f‘n»:x)'—‘P(("’n—i)]"'l‘?(l")_ (1 )],'E’

La valeur de cette intégrale dont Uordre de multiplicité est arbi-
traire est obtenue sans aucun calcul.

Je vappelle que la fonction g (dont ¢ est la dérivée) est arbitraire
sous la seule condition d’¢tre positive et croissante.

30. La perte m ne peut étre atteinte sans (ue la perte m, le soit
d’abord si m est plus grand que m,. La probabilité¢ pour que la perte
soil me @ la pi®e partie, la perte m, ayant ¢té, pour la premicre fois,
atteinte a la w,/*™® partie est, en vertu du principe des probabilités
composées,

Ly X Sy i,

La perte m, pouvant étre atteinte pour la premiére fois & toutes les
parties depuis zéro jusqu'a @, on a, en vertu du principe des probabi-
lités Lotales,

3y
mll,[-l-,hl :J llo,y.,,m‘ >< t'jy.,,(‘.,m N (l!"'l
0

ou, en remplacant les quantités & et II par leur valeur,

_m? @ m} __tm - nryg
e P ; [)1‘?'([;,‘)e Py e PUI—@p)
= R d

Vaverw) ), Vae(w)ve(e) Vavel(s) — e ()

Sans qu’aucun nouveau calcul soit nécessaire, on peut généraliser
celte formule comme nous I'avons fait précédemment; on obtient ainsi -
une intégrale multiple analogue a celle du n® 29.
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Si, dans la derniere intégrale simple, on pose

2 __ a(m— m,) ¢ )*_M,
Y = T T e(m) —e(m)

on obtient I'intégrale connue

—2 o

4

/" -—.v’—':—:dy V=
P R A A

Jy y: 2a

cn posant dans cetle intégrale zy = a, clle devient

Cas général.

al. Nous ne supposerons pas que le jeu soit équitable ni uniforme.
Sans traiter le cas le plus général ot il y aurait indépendance absolue,
c’est-i-dire ou lespérance et la fonction d’instabilit¢ seraient indivi-
duellement quelconques et variables & chaque partie, nous supposc-
rons que la fonction d’instabilité soit variable et quelconque et que
['espérance lut soil constamment proportionnelle.

in désignant comme précédemment par ¢ (w) la fonction d'instabi-
lité et par ¢ (@) Pespérance lotale, nous aurons done $(p.) = Az (w),
k ¢tant un cocflicient.

La fonction g( @) ¢tant constammenl positive ¢t croissante, I'espé-
rance k(i) sera conslamment croissante ou décroissante suivanl le
signe de k.

Si k est nul, le jeu est équitable ct non uniforme, le probléme con-
sidére est donc plus général que celui que nous venons de traiter,

Lorsque la fonction g(w) est linéaire, le jeu considéré est uniforme
et si g, et g, désignent Pespérance et la fonction d'instabilité relatives
& une partie, on a

g(r)=p3n  P(w)=up, et k=:%.
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Le cas le plus important de beaucoup, celui du jeu uniforme quel-
conque, n'est donc qu'un cas particulier de celui que nous étudions.

32. La perte m ne peut étre atteinte sans que la perte m, le soit
d’abord si m, est inférieur i m.

La probabilité pour que la perte soit m & la wi“™® partie, la perte m,
ayant ¢té pour la premicre fois atteinte & la w, ™ partie, est, en vertu
du principe des probabilités composées,

Hovl"i-’"l x wp'l, w,om—m,*
La perte m, pouvant étre atteinte a toutes les parties depuis zéro

Jusqu’a u, la probabilité pour que la perte soit m & la w™® partie est,
en vertu du principe des probabilités totales,

N
mo.u.m :/ Ho, Wy, 2y x w[&..p., m—m, d\u‘l .
0

Telle est I'équation de condition & laquelle doit satisfaire la fonc-
tion 1.

33, Les probabilités @ sont connues (n° 7), on a, par exemple.
puisque $(w) = ho(w),

VAL — QUi +me—my }?
e PO

g, e —my \/; \/W)—_T?I;—I_)

U est facile de voir que 'équation conditionnelle est verifiée si l'on a

w

_ kpupremy?
L e e
ot Ve () V()

le seccond membre de 'équation conditionnelle peut en eflet s’écrire :

ol m} m—m,

— A2 P () +2mk) ”ll?l(pl)e_wp") e FHI-@Ro d
. = = T A4y,
VI () Ve (1) Vo) — ¢ ()

54

I'intégrale est celle que nous avons déterminée (n® 30), ct, en subsli-
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tuant sa valeur dans I'¢quation conditionnelle, celle-ci devient iden-
tique.
La probabilité de ruine a la yiem® partie, c’est-a-dire la probabilité
élémentaire du second genre, a donc pour expression
_lkpipiemne
_ m¢'(pn)e v
BT Vre(w)Ve ()

clle est indépendante de Pordre des parties qui préetdent la wiowe oy
proportionnelle a la fonction d’instabilité ' (@) de la w™e partic.

Probabilité totale.

34. La probabilité pour que la ruine ait lieu en o parties s'obtient
en intégrant Pexpression précédente entre zéro et w.
Par des changements de variables on obtient, quel que soit le signe

de /n’,

oL
1 M { s
l)l" m= —:f e dN 4 — pmimk / e .
\/7: l'{+ﬁ?ly.l \/‘Tf - LU
Voup) Vawi

Telle est Pexpression de la probabilite totale du second genre.

Si Fon différentie P, par rapport i w, on obticnt I, ., résultat
evident.

La valeur de P, se calcule immédiatement par les Tables de
Kramp.

Lorsque le jeu est uniforme et quelconque, on a

| 20 N 1 . ‘..’.’.’.?.' bt .
2 Y
l'l’-"" = — / e’ ([A ~+ —= ¢ el
\/“‘ m+pd, \/n - m-—ga};,
V9! VIR

Lorsque le jeu est équitable, k= o ct la valeur de P, se véduit a
celle que nous avons déja obtenue (n 27).

38. Supposons qu’aucune limite ne soit fixée pour la durée du jeu;
si celui-ci est avantageux, c’est-a-dire si A est positif ct si de plus 4 (@)
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croit vers I'infini avec w, on a

P —_ e—bmlt

o, m=

Cette probabilité ne dépend pas de la fonction ().
Si k est négalif et si p(w) croit indéfiniment, ona I, =1.
Fnfin, si 5(w) ne tend pas vers U'infini avec w, on a

P ! [ e——)\‘* A\ + \%(, Amk / 0—).! d.

w.m = -
\/7" m4hpim) K m—hPrwy

VeI ®) \'?""'

Siy en particalier, le jeu est uniforme, la probabilité tend vers
.V{l

b —

¢ ® ou vers un, suivant que P, est positif ou négatif (ou nul).

Durée moyenne.

36. La durée moyenne d’un jeu est Pespérance mathématique d’un
joucur I qui toucherait une somme égale au nombre des parties
jouees.

Nous supposons qu'ancunc liniite ne soit fixée pour la durée du jeu.
Si k est positif, c’est-d-dire si le jeu est avantageux, la durée moyenne
est infinie, car nous venons de voir qu’il existe alors une probabilité
linie pour que le jeu ne se termine pas. Si k est négatif ou nul, la
durée moyénne est exprimée par Uintégrale

‘@ - A+ m)
/ wlldy = pmy(ple 7Y d .
o 7o Vs () Ve (1)

On ne peul la calculer sans préciser la fonction p(w). Si le jeu est
uniforme, en remplacant ¢ (@) par wp, et k par % el cn posant
m* = w5, A, Pintégrale sc raméne a 'une de celles que nous avons éta-
blies et la durée moyenne a pour valeur — ;ﬁ

1
Lorsque le jeu est équitable et uniforme, la durée moyenne est

infinic.
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Distribution des probabilités.

a7. La connaissance de la prohabilit¢ IT, pour que la ruine ait licu
a une partie indiguée, ne résout pas d'une facon compléte le probléme
(que nous nous sommes proposé; il nous reste a étudier les probabi-
lités relatives aux cas ol le joueur n’est pas ruiné.

Nous allons done chercher la probabilité pour que, i la '™ partie,
le joucur ait perdu la somme m — v.

Si e joucur ne pouvait étre ruind, la probabilité pour (ue sa perte
soitm — v a la gi™e partie serail

(kP W4 -y |*

e e

La probabilit¢ cherchée est égale & cetle quantité diminuée d'une
quantité correspondant & la possibilité de la raine du joucur avant la
wieme partie, quantité que nous allons caleuler.

Si le joucur supposé ruiné a la w,*™® partic pouvail continucr a
jouer, la probabilité, pour (ue, dans les w — w, parties suivantes, il
gagne la somme y, el pour que, par suite, sa perte soil m— v a la

icme 3 a1
W partie, serait @, , _ ..

D’autre part, la probabilit¢ pour que le joueur soit ruiné a la

icme 1
w " partie est II, ., duw.,. )

L.a possibilité pour le joueur d’étre ruiné a la i€ partie diminue
donc, d’aprés le principe de la probabilité composée, la probabilite
Bopm—y de la quantité I, @, , _, du,, et, puisque w, peut prendre
Loutes les valeurs de zéro a la probabilité cherchée esty en vertu

’ b
du principe des probabilités totales,

N
By —/ HM..m X ©y, py dy.‘.
0

[’intégrale est une de celles que nous avons étudiées (n°® 30). Fina-
lement, la probabilité pour que la perte soit m — y a la pi*™ partie
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est

TRt +m—y]? (I IS T

¢ CIy) e el

CVEem) Ve

eik)"

on peut écrire
Gpm y— By .

Nous connaissons maintenant les probabilités rvelatives a tous les
cas possibles, ¢’est-a-dire la distribution des probabilités.

Lorsque le jeu est équitable, la formule se réduit & ©y 5 — Ty .y’
elle peut &tre obtenue par simple raison de symétrie. (Consulter mon
Ouvrage Sur la théorie de la spéculation, p. 65.)

La distribution des probabilités ¢tant connue, il est facile par des
intégrations de caleuler ta probabilité pour que le joucur gagne, la
probabilité pour qu'il perde une somme comprise entre zéro et m, ct
enfin lespérance positive et Pespérance négative. .

Par des changements de variables teés simples, on rend les formules
calculables par les Tables de Kramp.

Probabilités connexes du second genre.

38. Nous dirons qu’il y a connexité du second genre quand les
conditions du jeu & chaque partic dépendent de la perte maxima
antérieure du joucur.

Nous supposcrons (uc le jeu soit uniforme, équitable et caractérisé
4 chaque partie par la fonction d’instabilité () relative & cette
partie, x désignant la perte maxima atleinte avant la partie con-
sidérce.

Sile joueur posséde la fortune m, la probabilité pour gque sa ruine
ait lieu & la g™ partie est exprimée par la formule

m m

dux ar_ 1’
[ s]
"

o Ve(®) -
Hy_,m = —— (/’
Vruye
Pour démontrer cette formule, on suppose d’abord (ue I'intervalle
Journ. de Math. (6° série), tome IL — Fasc. I1L. 1gob. 38

d .
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zéro, m est divisé en deux intervalles : zéro, m,, et m,, m, la fonction
d’instabilité ayant la valeur ¢, tant que la perte est inférieure & m,,
puis la valeur ¢(m,) dés que la perte m, est atteinte.

La probabilité pour que la ruine ait lieu 4 la ¥ partie, la perte m,
ayant ét¢ pour la premiére fois atteinte & la @, *™ partie, est, d’apres
le principe des probabilités composées,

th"’h% X IIP =g, m =y, @ (m)?

et la probabilité pour que la vuine ait lieu & la pi*™® partie est, d’apros
le principe des probabilités totales,

N
f Hp.,\m,,q}. X Hy-—m,m—m,,@(m‘)d*“!'
0

L’intégration s’effectue par les formules que nous avons établies au
n° 29. -

On suppose ensuite que l'intervalle zéro, m est divisé en trois, en
quatre... intervalles, et finalement en une infinité. On obtient ainsi la
formule ci-dessus.

39. La probabilité P, ,, pour que la ruine ait licu en . parties,
s'obtient en intégrant I, ,, entre zéro et . En posant

1 " dr |*
- X =)\2,
P[ 0 \/ww)]

f"' dr

1
p 2 ViJo vaiw .
= — —= ) .
(TR \/;[ e

Cette formule se calcule par les Tables de Kramp dés que l'intégra-
tion de la limite supéricure est effectuée.

Si aucune limite n’est fixée pour la durée du jeu, P, a pour valeur
un, la ruine du joucur est certaine. La durée moyenne du jeu est
infinie.

on a

40. Nous supposons maintenant que le joucur posséde une fortune
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infinie, qu'il joue & un jeu équitable et que, & chaque partie, les condi-
tions du jeu dépendent de la perte maxima obtenue avant cette partie.
Quelle est la probabilité pour que ce joueur perde la somme z en
jouant p parties ? ,

Nous désignerons comme ci-dessus par ¢(z) la fonction d'instabi-
lit¢ velative 4 unc partie quand la perte maxima antéricure est x.
Une analyse qu'il serait trop long de reproduire conduit au résultat

suivant : La probabilité pour que lc joueur ait perdu la somme z en
| parties est

”4[ X dx + ‘v_;]

R r—z |*
Jo Votz)  Ve(@) e‘ﬁ[fo «m‘“«W\J di.
. Veuyies(@)

La probabilité pour que le joueur ait gagné Ja somme 3’ est

°4[/"'_‘1£_+~37_in" |
 Ve@ Ve | i S s

» Vr pyie(a)

Ces deux formules donnent la solution du probléme proposé. Sup-
posons, par exemple, que o(x) ait une valeur constante ¢, dans I'in-
tervalle zéro, m et que ¢(x) devienne nul (et, par suite, que le jeu
cesse) dés que « atteint la valeur m. Pour obtenir la probabilit¢ du
gain z’, on doit considérer la seconde formule et effectuer 'intégration
entre zéro et m. En posant dans le résultat y = m + 7', on obtient la
probabilité pour que la perte soit m — y, c’est

_m—yp _(myp

e P e M

~— — — —= Ly &
Vives,  Vevey O R

résultat précédemment obtenu (n° 37).

41. Jusqu'ici, nous avons supposé le jeu équitable; nous ne traite-
rons relativement aux jeux non équitables que deux problémes : celui
qui consiste & chercher la probabilité totale de ruine quand aucune
limite n’est assignée pour la durée du jeu et celui qui a pour but de
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déterminer la durée moyenne du jeu quand aucunc limite n’est fixée
pour celle durée.

Occupons-nous du premier probléme : le jeu est défini pour une
partie par les quantités §(:c) et o(x) qui expriment Pespérance et la
fonction d’instabilité relatives & cette partie. x est la perte maxima
anlérieure i la partie considérce.

La probabilité totale de raine est

m ¢ .
Q)

—"f 7! du.
Jo @)

Dans 'intégrale doivent figurer uniquement des ¢léments positifs;
ceux qui sont négatifs doivent étre considérés comme nals.

Pour démontrer cette formule, on suppose que I'intervalle zéro, m
est divis¢ en deux intervalles, puis ¢n trois, ..., puis en une infinité. Le
-aisonnement est analogue a celui du n* 98.

42. Nous allons maintenant déterminer la durée moyenne : 11 faut
d’abord remarquer que, si les conditions du jeu sont telles que celui-ci
puisse, & un moment quelconque, devenir équitable ou avantageux,
la durée moyenne est infinic (n* 36).

Nous devons donc nous bhorner au cas ot le jeu est constamment
désavantagenx; alors la durée moyenne est exprimée par intégrale

f"l d_l‘
, b(x)

Pour le démontrer, on suppose l'intervalle zéro, m divisé en un
nombre infini d'intervalles d.x; les durcées moyennes relatives & chacun
de ces intervalles s’ajoutent; or, la durée moyenne entre les pertes
dc

$(r)

donc bien la valeur ci-dessus.

maxima z el + dw est — (n® 36); la durée moyenne totale a

PROBABILITES DU TROISIEME GENRE.

43. D’apres notre classification, on dit que les probabilités sont du
troisieme genre quand elles sont relatives & une variable = qui exprime
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les gains ou les pertes d’un joucur, cette quantité x étant limitée dans
les deux sens.

Nous supposcrons donc un joucur A possédant la fortunc m, jouant
contre un adversaire B possédant la fortune n, chacun des joucurs
devant régler les différences apres chaque partie.

Si w partics doivent étre jouces au maximum, trois cas peuvent sc
présenter : Le joucur A peut étre ruiné, le joucur B peut étre ruiné,
ou cnfin les deux joucurs peuvent n’étre ruinés ni Uun ni Pautre.

Les principaux problémes que nous aurons a résoudre sont les sui-
vants :

1° Quelle est la probabilité IT, ,, , pour que le joucur A soit ruiné
exactement a la wi®e partie ?

La probabilité I, ,, est la probabilité élémentaire du troisi¢mne
genre.

La probabilit¢ pour que le joueur B soit ruiné exactement a la
wime partie s’exprime par Q ».m.

Iy e €8 Qy p se déduisent Pun de I'autre en substituant m a n ct n
am, ct en remarquant que les conditions du jeu relatives au joucur B
sont I'inverse des conditions relatives au joueur A.

Lorsque le jeu est symétrique, on peut écrire simplement 11, , ,, au
licu de Q, , ..

La probabilité pour que le jeu prenne fin & la wi*™ partic cst
I-[p.,m,n + Qp.,n,m'

2° Quelle est la probabilité Py, , pour que le joueur A soil ruiné
en w parties? P, , est la probabilit¢ du troisiéme genre.

Les probabilités Py ,, , et 1L, ,,, se déduisent 'une de Pautre, on a

¢ ()P[-l- nyn
P*""‘"’ =:f Hl’-vm»" dy' et HH,m,n = —Tju—'-
0 L)

La probabilité pour que le joueur B soit ruiné en p. parties se dé-
signe par Q. on a ¢videmment

w

0 — Q d t Q —_ dQ!L.".m

<,nm T v, n,m P" € wnm = T'
[

La probabilité pour que le jeu prenne fin avant . parties est
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Py un + Qu.um- La probabilité pour que le jeu ne soit pas terminé en
& partiesest 1 — P, , — Qp,nmr

Probabilitdé élémentaire.

44. Nous supposerons que le jeu dont il s’agit est cclui qui a été
décrit au n° 31 et qui est plus général qu'un jeu uniforme quelconque
et qu’un jeu équitable non uniforme.

Nous résoudrons d’abord le proble¢me suivant :

Le joueur A possédant la somme m et le joueur B la somme n,
quelle est la probabilité pour que le jeu se termine a la ;L"‘"’”” partie
par la ruine du joucur A?

Si le joueur B possédait une fortune infinie, la probabilit¢ de ruine
du joueur A & la uié™® partie serait (n® 33)

ki +m?
mo'(p)e W
Hp. me —

Ve o) Ve (w)

Lorsque le joueur B posséde la somme 7, la probabilité cherchée a
pour valeur .

— Ank
Hp..m.n = Hp.,m,uo e Hp.,m+2n,-o
A sn)k Am+8n)k
+ eltm+ia) Hyt.::m ran,. — CUTHEN) Hp,:um+m..,

smk (3 2m)k
+ eltm+sn Hp.,sm+.m.. — eltmrian lIH,Sm-’-On,n +...

En effet, la probabilité II, ,, , est égale & la probabilité IL, . dimi-
nuce de la probabilité relative aux cas ou le joueur B est ruiné¢ avant
la fin des p parties.

Le joueur B peut étre ruiné a la partie d’ordre w,, (1, <), cette
éventualité, d’aprés le principe de la probabilité composée diminue
IIF,,, . de la quantité¢ Q, ,,, < le pinem,or CATs si le joueur B, ruiné i la

,éme partie, pouvait continuer a jouer, la probabilité pour qu’il ruinat
le joueur Aala p“““ partie serait II,, P

La ruine du joueur B pouvant avoir lieu depuis g, = o jusqu’a
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@, = (&, la possibilité de la ruine antérieure du joueur B diminue la
probabilit¢ II, . . de la quantité

o
f QP-,.n,m x l-[p.',p_m+n,ao dl"’l i
0

On doit donc avoir
@
Hp.,m,n = H[.l.,m,oo _f Qp.,,n,m > H[I.,.(l,lll+n,uo dp'i '
0

Telle est I'équation de condition & laquelle doit satisfaire la fonc-
tion II.

On vérific sans grande difficulté qu’elle devient identique si 1'on
remplace les quantités 1T par leur valeur. Q, ,,. s’obtient en rempla-
cant dans expression de II, ,,, m par n, n par m et k par — k.

L’équation contient une suite d’intégrales analogues a celles que
nous avons étudiées (n° 29); je ne crois pas utile d’en écrire les for-
mules, qui sont quelque peu compliquées.

L’expression que nous avons donnée pour II, ,, , est donc exacte, on
doit remarquer qu’clle est proportionnelle a ¢'(@), c'est-a-dire a l'in-
stabilit¢ de la derniére partie et qu'elle est indépendante de 'ordre
des parties anléricures.

On voit (ue les probabilités du troisiéme genre s’expriment par des
séries de probabilités du second genre.

Lorsque le jeu est équitable, k = o ct I'expression de la probabilité
I, 5., se réduit &

Hp.,m,n == H(L,m,ae - H(-’-.m+2n,ao + Hp.,smwn,u ey

formule que P'on peut démontrer par simple raison de symétrie, en
suivant un raisonnement (malo"ue A celui que J "ai employe autrefois
(Annales de UEcole Normale supérieure, 1901, p. 201).

Probabilité totale.

45. Le joueur A possédant la somme m et le joueur B la
somme n, quelle est la probabilité pour que le jeu se termine avant
& pariies par la ruine du joucur A?
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La probabilité cherchée, dite probabilité du troisiéme genre P
s'obtient en intégrant 11, ,,, entre zéro et w; on a donc

.m.ny

ink 1> (Am+1k P
—_—e l W rn4+20,0 + e l e 3 m420,0

4 e(8nl+sml| l) . c(am-u :n)kP

] — P
l o — 1 [T

. (,(/mu-su 'k l)

o3 -An,© W Sm+in. > U.Sm+6n, o +....

Les quantités P, . se caleulent par la formule du n° 34

"o 2 e
1 . e .
Pyse = / e Vdh+ ¢ / ¢ Y dh,
VT = AP \/Tr s—h
\/?-'P“ ;'?—'!B

dont la valeur numiérique s'obtient par les Tables de Kramp.

46. Si aucune Limite n'est lixée pour L durée du jeu, quelle est la
probabilité de la ruine du joueur A?

Sig(w) tend, lorsque w devient inlini, vers une limite fixe, 5 (=),
les formules préeédentes font connaitre la valeur de P, ,, il suflit
&’y remplacer 2 (@) par ().

Si 2(w) tend vers l'infini (comme nous le supposerons loujours
dans la suite) ctsi le jeu est avantageux pour le joucur A, (A > 0),
on a

] — ks
P,.. = e,

©,5,o

et, par suite,

b _— —imk (v Ak —(8me+sn)k
Pomn=c¢ —e A4 e )

_e—(Snlesmlf } e—{lzm+su,k

o e s

Les termes de rang pair forment une progression géométrique de
méme que les termes de rang impair. La probabilité de ruine est

e--'.ml.' o s(mn)k

1 w0, mn — | — e—s(m+mk

La probabilité de ruine du joueur B est

Q _ I e—mk
wnm = T o matk

Ces probabilités ne dépendent pas de la fonction 5(w). Si & est
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négatif, le jeu avantage le joueur B et les probabilités s’obtiennent
sans plus de difficulte.

47. On cst conduit au méme résultat en employant le raisonnement
suivant, applicable également lorsqu’il y a discontinuité.

Nous supposons que le jeu est uniforme ct qu’il avantage le
joucur A. Si le joucur B avait une fortune infinie, la probabilité de
ruine du joueur A serait P, _.

Pour obtenir la probabilité P, , de ruine du joueur A quand le
joucur B posséde la somme n, on doit de P, , retrancher les pro-
babilités correspondant aux cas ou le joucur B d’abord ruiné aurait
ensuite ruiné le joueur A si le jeu avait pu se continuer, c’est-a-dire
retrancher

(l - Pm,m,n)Pw,m+n,w'

En effet, aucune limite n’étant assignée pour la durée du jeu, la
probabilité pour que B soit ruiné avant A est la probabilité totale de
ruine de B, c'est-i-dire 1 — P, ,, et, d’autre part, la probabilité de
ruine du joucur A quand il posside la somme m + 2 est bien P ., ..
On a donc

P — Pw‘m,» - Puo,nH—n,ae
PR R :

)
i—1 @0 +n,®

Cette formule est exacte qu'il y ait continuité ou non, clle n'exige
pas la connaissance des probabilités P _ .

S'il 0’y avait pas uniformité, la formule serait encore exacte, mais
il faudrait d’abord démontrer que P, , + Q. . = 1 ct que, de plus,
P, .. cstindépendant de p.

Si, dans la formule qui précéde, on remplace les quantités P par
leur valeur (n® 38), on obtient le méme résultat que précédemment.

48. Lorsque le jeu est équitable, k = o et les formules devientient
indéterminées; en leur appliquant la régle connue, on obtient

n m

Pn,m,n = ’,7‘ +n’ Qw.n.m = m+ II..

Ce résultat se démontre directement d’'une maniére fort simple par
Journ. de Math. (6° série), tome Il — Fasc. Ill, 1go6. 39
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la considcration de I'espérance mathématique. e jeu élant équitable,
Pespérance du joueur A est nulle, or celte espérance est

® am «.n.m

nP, .—mQ_,.;

comme P_ ..+ Q.. estun, le résultat précédent est démontré.
Il scrait encore vrai dans le cas d’un jeu constamment équitable et
connexce, aprés cependant que 'on aurait démontré I'égalite

Pa,m,n + Qu,n.m =1.

Durée moyenne.

49. Supposons que le jeu soit uniforme ct désavantageux pour le
joucur A, (¢, < o).

Soit U, la durée moyenne cherchée; si le joucur B avait une for-
tune infinie, la durée moyenne du jeu serait U,, .. Le fait de la ruine
possible du joueur B diminue cette durée moyenne U, . d’'unc quan-
Lité que nous allons déterminer.

La probabilité pour que le joueur B soit ruiné est (), ,, et au mo-
ment ot il est ruiné, s’il pouvait continuer & jouer possédant une for-
tune infinie, la durée moyenne du jeu serait U, ..

La possibilitc de la ruine du joueur B diminue donc la durée
moyenne de la quantité Q. ,,, < U,,,, .. Cette durée moyenne est donc

Um,n = Um.x - Q

w x,,m Ul'l+ll.x .

Cette formulc, dont on peut remarquer la simplicité, ne suppose pas
la connaissance des quantités U, ., Uy, mocelle des probabilités
Pect Q. ,

Elle est exacte, que les probabilités soient continues ou discontinues.

L) . m
Les quantités U, et U,.,. ont respectivement pour valeur --

¥
el — m;‘"- On a (n° 46)
1

ind, bim vy,
( e —¢ P

e, i T

5wlll+n;"'{|

1—e
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La substitution de ces valeurs dans la formule précédente donne
I'expression explicite de la durée moyenne.
Lorsque le jeu est ¢quitable, ¢, = o et Pexpression de la durée

moyenne prend la forme g; en lui appliquant deux fois de suite la régle

connue, on trouve
xmn

P

La durée moyenne est proportionnelle au produit des fortunes des
joueurs et inversement proportionnelle & la fonction d’instabilité.

Distribution des probabilités.

30. II nous resterait a étudier la distribution des probabilités et
I'espérance mathématicue.

Les formules relatives & ces questions présentant quelque complica-
tion, nous nous contenterons de faire connaitre le résultat.

Si le jeu est uniforme, la probabilité pour que, a la u'“ partie,
aucun des joueurs n’¢tant ruing, le joueur A ait perdu la somme x, est

RN TN by (m -y ('.‘m—,x'-rp.'!J,n*
! - — — - -
I3 V3 —7} P 144 B3
'.-!J'l;r'+n~.7') Am 0—2»—.:'+y."g,." 5'¥.lam+n-.rb vem ;-‘Zn-.t'-;-y.'!J,n?
+ e #t ¢ (21} —e iq ¢ 2 4 ..
Ln‘ﬂ\u by ::!n-p.,r_p,-!‘“: "'!Jl‘"‘"'"‘"-") lil!—ivzln—f—!'—p.'la,»'-‘
— (; '1”1 (' y‘.:I + 24 ?1 e P-?-
sY2nm ey (lm+2n+.r—p.'!/. 4 -
—e 2 e (a1 + .. J

Avant de passer & d’autres cuestions, une remarque n’est peut-étre
pas inutile : nous avons résolu d’une facon compléte tous les pro-
blémes de la théorie générale du jeu relatifs aux cas de deux joucurs
en admetlant que le jeu soit uniforme ou qu'il soit équitable et quel-
conque. La théorie de ces jeux, qui constitue la question la plus impor-
tante au point de vue mathématique du calcul des probabilités, peut
donc étre considérée comme entiérement connue et comme arrivée
aujourd’hui 4 un degré de perfection qui semble définitif.
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PROBABILITES A PLUSIEURS VARIABLES.

51. Comme nous l'avons remarqué au début de cette étnde et
comme l'ont déja démontré les résultats qui précedent, c'est par assi-
milation de toute (uestion de probabilité & un probleme relatif i un
jeu que Fon obtient la généralité la plus grande. La théorie des pro-
babilités & plusicurs variables sera done dans ses questions les plus
géncrales la théorie d'un jeu, les autres probiémes qu'elle traitera et
(qui paraitront les plus importants et les plus curicux seront en réalité
des cas particuliers. Ramener toutes les questions & un type unique,
tel est un des principes de la théorie des probabilités continues.

Nous résoudrons d'abord le probléme suivant :

Trois joueurs A, B, C possédant chacun une fortune infinie
doicent jouer w. parties, quelle est la probabilité pour que le
Joueur A perde la somme x et le joueur B la somme y ?

Nous supposerons qu'il v a indépendanee, ¢'est-a-dire que les con-
ditions du jeu a chaque partic ne dépendent pas des résultats anté-
ricurs du jeu, mais nous ne supposcrons pas Uuniformité, les condi-
tions du jeu pourront varier d'une partie a I'autre d'apres unce loi
quelconque dépendant seulement du rang occupé par la partie consi-
dérée.

A chaque partie, par exemple a la gime e jeu sera caractérise :
pour le joueur A par son espérance lotale 4 (w) relative & cette
wwe partic et par la fonction d'instabilité ¢, (w) relative a la méme
partie.

De méme pour le joueur B, le jeu sera caractérisé a la wime partie
par les fonctions ¢, (w) et ¢, (w) ct pour le joueur C par les fonc-
tions 4 (1) et 71(1).

Nous désignerons par f(u,, &, &, y) la probabilité pour que le
joucur A perde la somme x et le joucur B la somme y entre les par-
ties @, et w,.

La probabilité pour que, & la w,*™ partie, le joueur A ait perdu la
somme xz, et le joucur B la somme y, est f(o, u,, x,, ¥,).
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La probabilité pour que, entre la w, et la wi® partic, le joucur A
ait perdu la somme x — z, ct le joueur B lasomme y — y, est

S & 2 =20y — yy).

La probabilité pour que, & la g partie, le joueur A ait perdu la
somme x ct le joucur B la somme y, les pertes de ces joueurs ayant
été x,, y, ala w,™ partie, est, en vertu du principe des probabilités
composécs, f(u, TR S )><f(u.,, = &y Y = ¥i)-

Les pertesz,, y, ayant pu, a la w " partie, avoir toutes les valeurs
de — = & 4+ =, la probabilité f(o, w, x, y) pour que, i la p¥" partie,
le joucur A perde la somme z et le joucur B la somme y est, en vertu
du principe des probabilités totales,

S0,y ,5) =f:., _[_ S0,k z,y0)
xf(f"ny-ax"‘mn_y—_)’n)dxnd)’c-

Tellc est I'éqquation de condition & laquelle doit satisfaire la fonction f.

La somme des probabilités de tous les cas possibles doit avoir pour
valeur un; la fonction f relative & un intervalle @,, &, quelconque
doit donc vérifier I'égalité

[+Q£+..f<94’.“"-”x’}’)dxd)’z"

32. Ces conditions sont vérifices par la fonction

(15 ey @, ¥)
B AT S| YA O A (oot
La quantité K* ayant pour valeur
Ki= L F'%?’.(st)dst?[f . (u)du] +2[ fu‘w?"(u)du][f:?;(u)dﬂ]
+ 2 Fg ?;(s*)(l.uvj_ lf fa("-)d”-]
| Hu’?'.(.u)d.ut_ —-[L (s )du] - [f:?;(u)dy]z-
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La vérification est qquelque peu pénible, mais elle ne présente aucune
sérieuse difficulte, elle s’effectue par la méme intégrale que celle du
n° 6.

S'il s’agit de la probabilité dans I'intervalle zéro, 1, on peut rem-
g P - p

n
placer les intégrales telles que f ¢'(w) dy. par o(w) et finalement la

. 0
probabilité cherchée a pour valeur

S (o, 2,¥)
4 o Y [Py + ot o) = Pt WAL A= oh [ v by e = Py by
e 2O P W29 ) Gy B+ 29 M) Qo — 2 1l — B = 3T 1)

A1

: ‘ — dxdy.
Vae (1) 92 (1) + 20, (1) 05 () + 202 (1) 95 () — @3 (1) — 93(1) — 92 ()

Indépendance des fonctions d’instabilité.

53. La somme des trois espérances b, (u), $,(»), ¥;(w) est nulle
quel que soit w. Ce résultat est presque évident; pour le démontrer en
se basant sur la formule précédente, il suffit d’écrire (ue la probabilité
pour que A perde la somme « et B la somme y est la probabilité pour
que A perde la somme x et C la somme — (& + y).

Les fonctions d'instabilit¢ 9,(w), .(&), 95(#) dépendent des con-
ditions du jeu, mais la connaissance de deux d'entre clles n’entraine
pas la connaissance de la troisicme.

Supposons, par exemple, que le jen se compose d’une scule partic,
qu'il soit équitable ¢t que 3, = ¢,. Dans ces conditions, ¢, pcut avoir
toutc valeur entre zéro et 45,.

La valeur limite 9, = o correspond au cas o les joueurs A ct B
jouent seuls entre eux, C ne jouant pas.

@, peut avoir méme valeur que ¢, ct ¢,, par excmple par la supposi-
tion que chacun des joucurs ait une chance sur trois de gagner la
somme ‘/—‘?—', une chance sur trois de perdre la méme somme et une
chance sur trois de faire partie nulle. Dans ces conditions, en cffet, la
fonclion d’instabililé relative & chaque joueur est 4,.

La valeur limite ¢,= /49, scrait obtenuc en supposant que les
joueurs A et B ne jouent pas enlre cux, le joueur C faisant la contre-
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partie de ces deux joueurs. En effet, soit {(«)du la probabilité pour
que le joucur A perde la somme u. Si A perd la somme u, B perd éga-
lement la somme « et C gagne ta somme 2. Les fonctions d’instabilité
relatives aux joueurs A ct C sont donc, par définition,

0, = 2fu*§(u) du et §y= 2/(2u)’C(lt)du =494

%, peut donc prendre toute valeur entre ¢, et 47,.

Un cas particulier intéressant est celui qui correspond & ¢, = 2¢9,.
On pourrait par cxemple le réaliser en supposant que chacun des
joueurs ait une chance sur trois de gagner : lorsque C gagnerait, il
recevrait 1™ de B et 1™ de A. Lorsque A gagnerait il recevrait 1™

de C ctz— — Zde B. Lorsque B gagnerait, il recevrait 1™ de C et
2 2
V3

I L3 JO :
= de A Dans le cas considéré, on aurait

Oy =9,=1 et Py =12=20,.

La formule précédente qui fait connaitre la probabilité f(o, @.,, z,y)
pour (ue le joueur A perde la somme « ct le joueur B la somme y se
réduit lorsque @, = g, et 9, = 2%, au produit des probabilités qu’au-
raient séparément les joucurs A et B pour perdre les somues « et y.
Donc dans ce cas la connaissance de la perte de I'un des joueurs A
ou B n’influe pas sur les probabilités relatives a 'autre joueur.

‘n résumé, dans le cas général, la connaissance de deux fonctions
d’instabilité ne détermine pas la troisieme.

Cas particuliers.

84. Lorsqu’il y a uniformité, les fonctions 9,(w), 9.(%), 9,(%)
et §, (), $a(p), $5(w) ont respectivement pour valeurs g, 4g.,
Besr By Wy wdys 4, 90y 35 Ly, P, Yo Ctant les fonctions d'insta-
bilité et les espérances relatives aux Lrois joucurs pour unc partie ; alors

P (@ R — Rt b+ Wha )+ 9 (7 + b VY
S0,y x,y)= 26 W22 P 201 9a+ 2995 — 71— 2E— 1)
TBV291%+ 2919+ 2929 — 91— 91— 93

dzx dy .
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Lorsque le jeu est équitable pour les trois joucurs, les fonctions ¢
sont nulles. Lorsque le jeu est symétrique, c’est-a-dire égal pour les
trois joueurs, il est nécessairement ¢quitable et la fonction f a pour
valeur

S e
ge 3PIM o

V3 o(p)

flo,u,x,y)= dxdy.

Surface de probabilité.

83. Supposons d’abord que le jeu soit équitable et uniforme,
I’équation

-

2¢ W

= )

o =M

[+ (1 + Fu—Fa)l by + 9,02

qui exprime la probabilité pour que les pertes soient & et y (M? rem-
place la quantité 25,9, + 24,9, + 29,0, — ¢, — 9, — ¢;), représente
unc surface dont chaque section passant par 'axe des 5 est une courbe
de probabilité de la forme connue.

La surface de probabilité présente la forme d’une sorte de cloche
elliptique reposant sur le plan des «y et en réalité asymptote i ce plan;
clle se déforme trés vite, car la hauteur de son sommel diminue propor-
tionnellement a w. Les coordonnées des points w, y qui ont méme

probabilité sont liées par I'équation
2+ (91 + §a— §a) Y + 9" = .

Les courbes d’égale probabilité sur le plan des zy sont donc des
ellipses homothétiques ayant I'origine pour centre.

A chaque valeur de u* correspond une couronne elliptique élémen-
taire et la probabilité sur cette couronnc est

b
U= 8 vM,du
= e
bt

La probabilité entre I'ellipse « ct I'infini a pour valeur ¢ B



THEORIE DES PROBABILITES CONTINUES. 303

La valeur moyenne de u est
VEM Vi = 0.4431M Vi,

la valeur probable de u est
0,416M y .

La couronne élémentaire de probabilité maxima s’obtient en annu-
lant la dérivée de U, ce qui donne

My =0,353M yu.

u ==

2y/2

#6. La surface de probabilité est a courbures de méme sens dans le
voisinage de son sommet et & courbures opposées prés du plan asymp-
lote 3 =0, elle se compose donc de deux régions séparces par une
ligne de points paraboliques. La projection de cette ligne sur le plan
des .y a pour équation

‘)2; d?: ‘)'2: 2
o m,_z - (dzd}) =0
ou

2

. M2
(PP P)EY Y=

[
(Yest 'équation d’une ellipse analogue a celles que nous avons con-
sidérées. Dans 'espace, la ligne des points paraboliques est donc une
ligne de niveau de la surface de probabilité.
1l faut remarquer que la valeur de u correspondant a cette ellipse
est la méme (ue la valeur obtenue pour la couronne de probubilité
maxima. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

La probabilité sur une couronne élémentaire est maxima quand
celle couronne correspond a la ligne des points paraboliques de la
surface de probabilite.

Ainsi se trouve généralisé le théoréme relatif aux points d’inflexion
de la courbe des probabilités quand il n’y a qu’une variable. (Consulter

Journ. de Math. (6* série), tome [I. — Fasc. 111, 1qu6. 4“



304 L. BACHELIER.

mon Etude sur la théorie de la spéculation, p. 26, et les Annales
de UEcole Normale, 1901, p. 159.)

87. Considérons la probabilité comprise a I'intéricur de ellipse «

Pour que cette probabilité reste constante lorsque w croit. il faut
(que u* varie proportionnellement & p.

‘n d’autres termes, les aires des ellipses isoprobables croissent pro-
portionnellement a w et les rayons homologues proportionnellement
i y . Ces rayons diminuent donce relaticement i w.

Si nous considérons une ellipse de grandeur fixe, la probabilité
relative a cette ellipse déeroit indéfiniment jusqua zérvo lorsque
w croil. '

88. Lorsque le jeu est uniforme et non équitable, la représentation
geométrique des probabilités est tonjours la méme, mais la surface des
probabilités est alors animée dans son ensemble d'un mouvement rec-
tiligne qqui est uniforme si I'on assimile la variable w an temps.

Lorsque le jen n’est pas uniforme, la surface de probabilité se deé-
forme suivant des lois plus complexes qui dépendent des fonetions
d'instabilité et des espérances; les axes des ellipses de probabhilité ne
sont plus fixes, leur orientation est variable. Sile jeu n’est pas équi-
table, la surface de probabilité est animée d'un mouvement de trans-
lation sans cesse variable, et les composantes de sa vitesse sont i chaque
instant ¢, (1) et ¢},(i)-

Si les fonctions d’instabilité ne croissent pas & Iinfini avec u, la
surface de probabilité ne tend pas i se confondre avee le plan des .y,
sa forme se rapproche sans cesse de celle d’une surface asymptote.

Généralisation de la théorie des épreuves répétées.

89. Trois événements s'cxcluent mutuellement, leurs probabi-
lités sont respectivement py, q,, r, & la premiére épreuve, p,, q., ry
a la seconde, . .., py. qu, 1y @ la w™. Quelle est la probabilité pour
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que, en . épreuves, le premier se produise X fois et le second
Y fois?

Supposons que trois joueurs A, B, C jouent aux conditions sui-
vantes : A chacune des parties successives le joueur A a probabilité
P> P2y ooy Pu pour perdre 1™ ct probabilité (1 —p,), (1 — p,), ...,
(1 — py) pour gagner 2™,

Lejoueur B a les probabilités ¢,, ¢,, ..., g, de perdre 1™ ct (1 —¢,),
(1r--q4)y -+ -y (1 — qu) de gagner 2™,

Le joueur C a les probabilitésr, ry, ..., 1y de perdre 1" et (1 — r,),
(1 — 7))y ooy (1 — ry) de gagner 2,

(Pa +q =4 py+g.+r,=1, )

On suppose ue, a chaque partie, 'un des joueurs gagne 2™, chacun
des deux autres perdant 1",

Chercher ta probabilité pour que, en w épreuves, Pévénement ui a
pour probabilités successives p,, p,, ..., Pp s¢ produise X fois et Péve-
nement de probabilités ¢,, g., ..., qu, Y fois, revient & chercher la
probabilité pour que, en w parties, le joueur A ait perdu X partics et
le joueur B, Y parties.

Or, si le joucur A a perdu X parties, il en a gagné . — X et sa
perte totale est

X—2(p—X)=3X—2p.
Si le joueur B a perdu Y parties, sa perte totale est
3Y —2p.
La question revient done & chercher la probabilité pour que, en
u. parties, le joueur A ait perdu la somme 3X - 2w et le joueur B, la

somme 3Y — 2u. La formule du n® 32 donne la solution de la ques-
tion, on a

h(w)=2¢ =Z200 - p) — p]=2(2 - 3p),
Y(w)=2(2 = 3q), 4 (p) =Z(3p + 3g—14),
gu(p) =25(L7 - &)

=2X|p+ 40 —p)—(2—3p)| =Z18p(1 — p),
9.()=Z18¢(1—¢),  w(W)=Z18(1—p—q)(p+9q)
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La probabilité pour que I'événement de probabilits p,, p., ..., py

se produise X fois et I'événement de probabilités ¢,, ¢., ..., ¢y, Y fois
en w épreuves est done

2 v . . . 0
2 RN e Napg N XV = X e i Spa— g V- i

3rh ¢

d\ dY,
K* désignant la quantité

Ke=2Zp—p)[Zq0 =+ 2[Ep (= p)[Xr (1 - )]
+2|2g0 =2 =N = [Zp (= p)I*
—2q0 = = [2r( = )],

60. La plus grande probabilité a licu lorsque X= Ep et Y = Xq.
La valeur moyenne de Xoest Xp, la valeur moyenne de Y est Xq.

Les quantités Xp et Eg sont done les valeurs normales des nombres
des arrivées des événcments. Sile premier ¢vénement se produit
Xp £ wfois et le second g + y fois, on dit que les dearts sont
£ ety.

La probabilité pour que les écarts soient + £ ¢t + y est

2 —'% | .r‘iﬁqﬂ—l/. oy Xapg 4 v il

3oR ¢ dedy.
Cette formule généralise celle qui a ¢té obtenue au n* 16.

61. Elle se simplifie quand les ¢preuves sont identiques, elle devient
alors

- *';I}:?}'“/‘l P 2pgay+pl—pyt:
e ?

— dz dy.
ampypgr Y

La probabilité est susceptible d'étre représeniée géométrique-
ment (n° 33), si Uon considére les cllipses isoprobables, laire de
celles-ci croit proportionnellement a u, les rayons homologues crois-
sent proportionnellement a yw et décroissent donc relativement a .
Clest une généralisation du théoréme de Bernoulli.
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Probabilités mélées.

62. La probabilité pour que Uécénement A’ se produise seul est
Py ala premicre épreuce, p, a la deuciéme, ..., p, a la u'é"e,

La probabilité pour que lécénement B’ se produrse seul est q, a la

! ‘
premicre épreuve, q, a la deuciéme, ..., q, a la wféme,

Iy a de méme les probabilités successives vy, ry, ..., ry pour que
les écénements A’ et B’ se produisent tous deux ot les probabilités
Ly lyy oy by pour qiaucun des événements ne se produise.

Juelle est la probabiliteé pour que, en w.épreuces, ['evénement A’
> : )
se produise X fois et I'événement B, Y fois?

Supposons «ue trois joueurs A, B, C jouent aux conditions sui-
vantes @ Le joueur A a successivement les probabilités (p, + r,),
(p2+ 1)y ooy (Pp+ 1) pour perdre 17 et les probabilités 1 — p, —ry,
L— Pa— I'yy ovvy V= Py — Iy pour faive partic nulle.

Le joucur B a successivement les probabilités (g, + 1), (g, +r,), ...,
(qu+ rw) pour perdre 1™ et les probabilités (--¢, —r, ..
1 — ¢, — I, pour faire partie nulle.

Le joucur C a successivement les probabilités r, r,, ..., r, pour
gagner 2™, (p, +¢,), (Pa+q.), -+, (Pu+ q,) pour gagner 1" et {,,
Ly, . .., L, pour faire partic nulle.

La probabilité pour que I'événement A’ se produise X fois et I'éve-
nement B', Y fois en w épreuves est la probabilité pour que le joucur A
perde X francs ct le joucur B, Y francs en u parties.

Cette probabilité est donnée par la formule du n° 82. On a dans le
cas actuel

b

$(w)=Z(—=p—r),
() =2(—q—r),
ba(p)=Z(2r +p+9)
Py =Z2p+r)(t—p—r)
Hw)=Zo(g+r)(1—qg—r).
gs() =Z2[p+ g +ir—(r+p+q)|

-Q
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Iin désignant par K? la quantité
220(0)72() + 29, (0) 35 () + 252(0) g (0) — 71 (1) = 75 (1) —75(w),

la probabilité cherchée a pour expression

LA . .\ vV N v v . \ a
I =g i = = (X=Zapt PP [ Z2ipy—r 0| X Zipb e Y= L) A e e Y= L , .
RO | AN dY .
65. La plus grande probabilité a lieu lorsque X\ =X(p +7) ct

Y =X(¢ + r). La valeur moyenne de N est X(p + 1), la valeur
moyenne de Y estX(g + r).

Les quantités £(p + r) et £(¢ + r) sont donc les valeurs normales
des nombres des arrivées des événements.

Si le premier événement se produit | (p + )] £ w fois et e second
| X(q -+ )| £y fois, on dit que les éearts sontw et y. La probabitité
pour que les ¢earls solent + & et 4 y esl

Ny . 0 .
TR US4 =g =]t | X 2ipg — ety X3 g poorgy 3

LI\ ¢ dady.

T

E]

G4%. Lorsqueles épreuves sont identigues, la formule se simplifie, la
probabilité pour que les écarts soient . el y en @ ¢preuves est

- A'. 2
2 g

wuM

W+md g mat e ipg—rthay 2 - p -y

dedy,

M= désignant la quantité
6[(p+r)(g +r)(p+ 0 (g + )= (pg —11)|.

La probabilit¢ est susceptible d’étre représentée géomeétrique-
ment (n* 88); si on considére les ellipses isoprobables, Taire de
celles-ci croit proportionnellement i w, les rayons homologues crois-
sent proportionnellement &y g;. et décroissent donc relativement i ..
Clest une généralisation du théoréme de Bernoulli.
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Probabilités du second genre.

65. Le joueur B posséde la somme y et les joueurs A et C unc
somme infinic; quelle est la probabilité pour que, & la p*™ partie
exactement, le joueur B soit ruiné, le joueur A ayant perdu la
somme x?

Désignons comme précédemment par f(o, i, 2, y) la probabiliteé
pour que, & la y¥™m® partie, le joueur A perde la somme x et le joucur B
la somme y ct pary (o, w, x, y) la probabilité cherchée. Nous allons
écrire de deux fagons différentes la probabilité f(o, u, x, y).

Le joueur B ne peunt perdre la somme y sans avoir perdu précédem-
ment la somme y,, si y, est inférieur & y. La probabilité pour que, a
la i, partie, le joueur A perde la somme x,, la perte y, étant pour
la premicre fois atteinte par le joueur B, est y (o, w,, ,, ¥, ).

La probabilité pour que, & la p,*™ partie, le joueur A perde la
somme :,, la perte y, étant pour la premiére fois atteinte par le
Joueur B, et les pertes finales des deux joueurs ¢tant x ct y a la
wime partie, est, en vertu du principe des probabilités composées,
7,("- Py wn.)’c)x.f(}"n Yy & — l‘.,y—)’.)-

La perte v, pouvant étre pour la premicre fois atieinte a toutes les
parties de zéro & pet, d'autre part, la perte @, pouvant avoir toute
valeur de — = & + =, la probabilité pour que, i la p*™ partie, le
Joueur A perde la somme x et le joueur B la somme y est, en vertu
du principe des probabilités totales,

B + o
Florpm )= [ 300 par w0 30
X f(e4s tty T—y, )’-—)’.)d-‘lf.dsh-

Telle est I'équation de condition & laquelle doit satisfaire la fonction y

66. Nous supposerons que le jeu soit symétrique, alors

IR R X et ALy RL Pl Lot P A ALt
2¢ APy Pk

U.,y‘,«":"_"l; V- —_- — =
.f(" ") )’u) mv3le(r) —o(p,)]
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L ¢quation de condition est identiquement vérifiée en posant

X(Os Bys Ty y.)~—— “P?(_f’f;)f(o’ atk) Ty ¥)-

La vérification se fait de la facon suivante : on intégre le second
membre par rapport & x,, puis on pose

)\22(."_.71)’ Pypy) ,
e o(p)—2(m)

et 'on est ramené & une intégrale de la forme connue (n° 50).
La probabilité demandée est donc
1)

— e LY 4 Y
ave/(n)e ¥¥W

mV3 [ g |?

67. Les joueurs A et C possédent une somme infinie et le joueur B
posséde la somme m; quelle est la probabilité pour que, a la

pieme partie, le joueur A ait perdu la somme x et le joueur B la
somme y?

Nous supposerons, comme dans le probléme précédent, (ue le jeu
est symétrique.
Par un raisonnement analogue a celui du n° 37, et par des calculs

trop longs pour étre reproduils, on obtient pour expression de la pro-
babilité cherchée

3y + 3% - “—‘l; Ly + Y34 Y mi—3myy
— e "Y'v

mo(1)y3

_
se 37

Probabilités des genres supérieurs.

68. D’aprés notre classification, les probabilités sont dites des
genres superieurs quand les fortunes de plusieurs joueurs sont limi-
tées. Dans ce cas, il semble difficile d’exprimer les probabilités de
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ruine de ces joueurs. Quand ceux-ci sont au nombre de trois, on peut
déterminer la durée moyenne du jeu.

Les joueurs A, B, C, possédant les sommes a, b, ¢, jouent jusqu'a
la ruine de U'un d’eux; quelle est la durée moyenne du jeu?

Nous supposerons que le jeu soit symétrique et uniforme, caracté-
ris¢ & chaque partic par la fonction d’instabilité ¢,.

Nous rappelons que la durée moyenne d'un jeu est I'espérance
mathématique d’un joueur H qui toucherait 1 par partie joude.

Par des considérations qu'il serait trop long d’exposer, on est con-
duit au résultatsuivant : Sil'on désigne par A(z, y) la durée moyenne
quand le joueur A posséde la somme x et le joueur B la somme y
(et, par suite, le joucur C la somme @ + b+ c—x — y), la fonc-
tion A doit vérifier I'équation aux dérivées partielles

2% 0') %\ 4

0w T T ordy T T
ct les conditions aux limites A(o, y)= o0, A(z, 0) = 0 et A = o pour
r+y=a+b+ec.

Ces équalions sont vérifiées par la solution
\ = fxy(a+b+c—x—y)

= ’

(@ +b4c)y

qui est d’ailleurs unique.
Puisque, au début du jeu, x = a et y = b, ladurée moyenne cher-
chée a pour valeur
bfabe
¢pr(a+b+c)

Sil'un des joueurs, le joueur C par exemple, a une fortune infinie,

la durée moyenne du jeu est (l:—b Si deux des joueurs ont des fortunes
1

infinies, la duréc moyenne est infinic.

On peut traiter des problémes analogues lorsqu'il y a discontinuité;
on est alors conduit a des équations aux différences partielles qu'il
est possible d’intégrer.

Journ. de Math. (6° série), tome II. — Fasc. 111, 1906, le
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69. Les joueurs A, B, C, dont les fortunes sont a, b, ¢, jouent
Jjusqu’a ce que deux d’entre eux soient ruinés, quelle est la durée
moyenne du jeu?

Nous supposerons que les conditions du jeu soient les mémes que
précédemment et caractérisées par la fonction g,, puis, qu’aprés la
ruine de 'un des joucurs, les deux auties jouent i un jeu équitable
caractéris¢ par la fonction g,.

En désignant comme précédemment par A, y) la durée moyenne
totale du jeu quand le joueur A posstde la somme z, le joueur B la
somme y et le joucur C la somme s—x—y,(s=a+ b—+c),ona

toujours
Mmoo g
or*  Jxdy + dy?

mais les conditions aux limites ne sont plus les mémes.

Lorsque x = o, le joucur A est ruiné¢, et, sile joueur B posside la
somme y, le joueur C posséde la somme s — y.

Ces deux joucurs devanl jouer jusqu’a la ruine de l'un d’eux, la
durée moyenne de ce nouveau jeu est (n°® 49)

2y(s—Y).
P

Le méme raisonnement s’applique au cas ot 'un des joucurs Bou C
serail ruiné le premier, les conditions aux limites sont donc

Pourx=o.................... A= Q(V_—_}’_),
P2
22(s—x)
Pour y—o.................... A=,
Q9
Pours—ox—y=o............ =25,
Q2

On reconnait facilement que I'équation indéfinie et les conditions
aux limites sont vérifiées si I'on pose

bzy(s—r—y)
§1$
+ ;%[a:)’(z +y)+x(s—ax—y)(s—y)+y(s—zr—y)(s—))].

A=
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Cette solution est d’ailleurs unique.
Au début du jen, x=a,y =0,s—ax—y =¢, donc la durée
moyenne du jeu a pour expression

L4abe
¢(a+b—+c)

+ +2b — [ab(a + b) + ac(a + ¢) + be(b + ¢)].

La premiére partie de la somme exprime la durée moyenne jusqu’a
ce que 'un des joueurs soit ruiné; le second terme exprime la durée
moyenne quand les deux autres joueurs jouent jusqu’a la ruine de 1'un
d’cux.

On obtient des résultats analogues en supposant le jeu discontinu,
on cst alors conduil i des équations aux différences finies particlles.

Il est regrettable que la place nous manque pour exposer le raison-
nement ui a permis d’obtenir la derniérc formule; ce raisonnement,
dont I'exposition prendrait plusieurs pages, est, croyons-nous, un des
plus curieux du calcul des probabilites.

Probabilités connexes.

70. Nous avons admis jusqu’a présent I'indépendance, c'est-a-dire
que nous avons considéré les conditions relatives 4 une partie comme
indépendantes des parties antérieures.

Nous allons étudier maintenant les probabilités connexes du premier
genre & deux variables. Nous dirons qu’il y a connexité du premier
genre quand les conditions & une partie dépendent uniquement de la
perte actuelle des joueurs et du rang occupé par la partie considérée.

Nous supposerons que les fonctions d’instabilité 9,, o,, 9, relatives
aux trois joueurs sont constantes ct que, pour chacun d’eux, I'espé-
rance relative & une partie est ¢gale au produit de sa perte actuelle par
une quantilé @ qui peut étre variable d’une partie & I'autre, mais qui,
a chaque partie, est la méme pour les trois joueurs.

Si, par exemple, 4 la pi“me partie, les joueurs ont perdu les
sommes x, ¥,—(x + y), leurs espérances pour la partie suivante
sont ax, ay,—a(x +y).

Le jeu considéré est, comme on voit, uniforme, relativement aux
fonctions d'instabilité, mais non relativement aux espérances.
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Le jeu étant ainsi défini, une analyse analogue & celle du n° 24,
mais plus laborieuse, conduit au résultat suivant :

La probabilité pour que, a la pi™® partie, le joueur A ait perdu
la somme x et le joueur B la somme y est
- PP (Qy+ Qg Q) Y+, 2?
2 e FIBIVIRPrI9+20:9:—9i—%] @i
m F(p)

dx dy,

F(.) étant U’intégrale de Uéquation différenticlle

dF /
o T 20F = V20025, 00+ 2005 — 7

— P

2
L]

Si, en particulier, a est constant, on a

; —o? —p? 2
F=\/2‘?|<{a+2‘?|‘?a+z‘f:‘?x P19 '3(\1—0"""“).

Nous appliquerons ce résultat a la résolution approchée du probléme
suivant :

71. D’une urne qui contient m boules blanches, n boules noires
et k boules rouges, on extrait successivement . boules sans les
replacer dans Uurne. Quelle est la probabilit¢ d’une composition
donnée de Uurne?

¥

!,
\

+ z boules blanches, ——— + y
m-—+n—+ Kk

. . . n
Si, en w tirages, il sort —
» €N (4 ges, m-n+k

pk
m+n+k
les écarts sont z et y. La question posée consiste a chercher la proba-
bilité pour que les écarts soient x et y en . épreuves.

Supposons que trois joueurs A, B, C perdent respectivement des
sommes égales aux écarts z, y, et — (z + y). Supposons encore que
i~ tirages aient été effectués et que les écarts soient et y.

Au tirage suivant, il y a probabilité

boules noires, ct — ax —y boules rouges, nous disons que

(s—p)m—sz
s(s—p)
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(s désignant la somme m + n + k) pour qu’il sorte une blanche et
' s—m
S

-Il'y a de

par suite pour que I’écart & augmente de la quantité

méme probabilité
(s—m)(s—p)+sx
s(s—w)

pour qu'il ne sorte pas une blanche et par suite pour que l'écart x
.« e e IR
diminue de la quantité —.

I’espérance mathématique du joueur A pour le tirage considére est

Y
s—u

Les espérances mathématiques des joucurs A et B sont donc con-
stamment proportionnelles & leur perte totale et la quantité préce-

xr " ' . . A
donc — L’espérance mathématique du joucur B estde méme

' ' T
demment désignée par @ cst ——-
) S—p

La fonction d'instabilit¢ relative au joueur A a pour valeur

-, m(s—,u)(s—m)+xs’(§s-—m)_ x?
““"[ s(s— 1) (s—,wJ‘

Si les probabilités de sortie des boules étaient constantes, les écarts
x et y seraienl de Pordre de yu, et par suite ils seraient négligeables
comparativement & .. Il en est de méme & plus forte raison dans le
cas actuel, puisque les écarts ont une tendance & diminuer d’autant
plus grande que ces écarts sont plus grands eux-mémes ; z et y sont
donc negligeables comparativement & et par suite comparativement
a m, n, k qui sont de grands nombres supposés du méme ordre
que w.

La fonction d'instabilité relative au joueur A se réduit donc, en
négligeant «x, a la quantité

. 2m(s——m).

?‘— s2

Les fonctions ¢, et 9, ont de méme pour valeurs

—n) 2k(s—k
_2n(s—n 90 = s ).

g = ——— =
Y2 I 3 e
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Les fonctions d’instabilité étant constantes et les cspérances étant
proportionnelles aux pertes actuelles, on peut appliquer au probléme
dont il s’agit la formule du n° 70. La fonction F(w) est 'intégrale de
I'équation

JF 2F s mnk-

d_};_'_s—p + st

2 [mnk p(s—u)

La probabilité pour que le joucur A perde la somme .« et le joucur B
la somme y, c’est-a-dire la probabilit¢ pour que les écarts soient x
ct y, a pour expression

’

on a donce

[nis—nya2+Qmn yy+mis— nn y¥ s?

s? \/.;e 2k (s — P

— drdy.
amy\/mnkp(s—y) 4

Si I'on désigne 1 tités ™, 2, K, Pexpression ci-dessus
signe par p, ¢, 7 les quantilés —» —» - 'expression ci-dessus

s'écrit

»

lgit -qrad +2pgry+pil - myi o

i
se TEPT

= i dr (l'_y.
aru\ pgr(s—)

En comparant ce résultat & celui qui a ¢1¢ obtenn au n°® 61 et qui
serait relatif au cas ot 'on replacerait les houles dans I'urne apreés
chaque tirage, on voit que les ¢carts sont diminués dans le rapport
de \/;——_F a \/E.

72. Reprenons la question relative aux joueurs (n° 70) : sil’onsup-
pose que, &, parties ayant été jouces, les joucurs A ct B aient perdu
les sommes «x, et y,, quelle est la probabilité pour que ces joueurs
perdent en tout les sommes x et y aprés une nouvelle série de
1. partics ?

Pour résoudre ce probléme (pour lequel nous supposerons la quan-
Lité @ constante, c'est-a-dire le jeu uniforme), nous écrirons de deux
facons différentes la probabilité pour que les joueurs A et B aicnt
perdu les sommes x et y en @, + u parties.
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Cette probabilit¢ a pour valeur

—8a Par?+ @y + Py — @l 1) + @y 3?2 i
hae (29,9 +29:9, 4299 — 91 91 -9} (1 ¢ *#78)

/(P-»-FH,O,(’,JU,)’):

720,02+ 29,03+ 2 2Py — 91— 93— 93 (1— e 2al+R)

Soit f(@, , ¥\, %, ¥) la probabilit¢ cherchée ; la probabilité pour
(ue, en u, partics, les pertes soient x, et y, ct pour qu’elles deviennent
ensuite x ct y aprés les w parties suivantes est, en vertu du principe
des probabilités composces,

—8u Fal HIQ +Pu— PRV + @y T‘f
fdae (1994299 +2270—7F 95 -f)1—e MK

)
XSy iy Yoy @, ).

‘ ' 2 2 2 —
TV29192 2915+ 20,0 — 9] — ol - ¢] (1 — e~k

‘n intégrant cette expression pour toutes les valeurs de x,, y,, on

obtient, d’aprés le principe de la probabilité totale, la probabilité

pour que les pertes soient .« ¢t y en @, + w parlies ; on doit donc avoir
S+ 1y 0,0,2, y)

e vk 8a PrrF+Pi+9i— Q) Ty + 91 ]
_ Jae  (03.9:+29,9:+29. 90— 91— 91— 97) (1—e™ )
. e TV29092 29190+ 2929 — 97 — 9] — ¢} (1 — €729k

X (& €4y Y1y @, y)dz,dy,.

Telle est I'équation de condition & laquelle doit satisfaire la fonction f.
Cette équation esl satisfaite si I'on pose

S(&zhyn2,y)

Pl = e 4 (0,4 93— @) lr— 1 e ) (y =1 e T*®) 4.9, (y —y e H)*
—8a ~ =3
hae (29,9:+29, Pa+2 9192 — @ —pF — p3) (1 —e*2#)

TV2g19:+ 2‘?;%-%— 20,95 — 03 — ¢ — ¢} (1—e~2ak)

Telle est Pexpression de la probabilité cherchée.

73. L'urne A contient m boules blanches, n boules noires et
k boules rouges; Uurne B contient m' boules blanches, n’ boules
noires et k' boules rouges. A chaque épreuve, on tire une boule
de A que Uon place dans B, en méme temps qu’on tire une boule
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de B que Uon place dans A. Quelle est la probabilité pour que,
apres . épreuves, les urnes aient une composition donnée?

Désignons par s la somme m + n + k + m’+ n’ + k' de toutes les
boules; nous disons que les écarts sont . ct y quand il y a

! +A.
(_r_rf_f{-m)(m—kn )+

"
"
houles blanches dans 'urne A et
+n' +n+k
(n+n"Y(m ) +y
§

boules noires dans I'urne A.

La question peut s’énoncer ainsi : les écarts ayant initialement les
valeurs données z,, y,, quelle est la probabilité pour que leurs valeurs
solent x et y aprés w épreuves.

Si les écarts sont x et y, il y a

k4 KY(m<4+n+k
( r;c n )-—-.‘I)-y

boules rouges dans I'urne A ; de méme dans l'urne B, les nombres des
boules blanches, noires et rouges sont respectivement

(m4+m')y(m'+ n'+ k') " (n+ 2"y (m' + n'+ kY
— &, &)
s s

& ! &
(k+ A ?(ms+/t’+A ) L x+y.
Supposons que trois joueurs H, K, L perdent respectivement des
sommes égales aux écarts x, y, — (x + y) et supposons que les écarts
soient x et y.
Au prochain tirage, il y a probabilité

(m+m')(m+n+k)+xs
st(m 4+ n+k)y(n +n'+ k)

[(r+n+k+K)Y(m+n+k)+ xs]
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pour que I’écart z diminue de un. Il y a de méme probabilité

(m+m'Y(m'+n"+ k') — s
s2(m+n+Kk)(m'+ n'+ k)

[(n+n+k+k)Y(m+n+k)— xs|

pour que I’écart z augmente de un.
L’espérance mathématique du joueur H pour le prochain tirage
est donc
sr
(m—+n—+ky(m'+n'+ k')

Celle du joueur K est de méme

sy
(m-+n—+ky(m'+n'+ A&

.

Ces espérances sont proportionnelles a x ct a y et la quantité précé-
emment désignée par @ a pou
demment désig @ a pour valeur
a= S
T (mnxky(m' 4+ '+ k")

Nous supposerons que m, n, k, m’, »’, k" sont de trés grands nombres
aupres desquels les écarls initiaux

mn' —m'n 4+~ mhk!—m'k
s

€, =

et
nk'—n"k 4+ nm' — n'm
s

sont négligeables. Les ¢carts .o et y sevaient de 'ordre de vu (que
nous supposons de I'ordre de \/m, y/n, ...) si aucune cause retardatrice
ne tendait & en diminuer Pamplitude ; ils seraient donc négligeables
comparativement a m, n, .... Dans le cas actuel, ces écarts sont a
plus forte raison négligeables comparativement & m, n, ... et, en les
négligeant dans 'expression de la fonction d’instabilité relative au
joueur H, celle-ci a pour valeur

G(m4n')y(n+n"+k+ k)

fl == )

st

”,

Journ, de Math. (6° série), tome II. — Fasc. IIL. 1906. 42
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on a de méme

G(n—+nY(h+L+m+m') GA+AY(m4+=m'4n+n')
P2= s? t 3= st .

Les espérances math¢matiques des joueurs étant constamment pro-
portionnelles & leurs pertes et les fonctions d'instabilit¢ ¢tant cons-
tantes, la probabilité pour que les joueurs H et K perdent finalement
les sommes z et y ou, cn d’autres termes, la probabilit¢ pour que les
¢carts ayant initialement les valeurs x, et y, prennent les valeurs .«
ct y aprés w épreuves est donnée par la dernicre formule du n° 72
dans laquelle on doit remplacer les quantités x,, y,, a, 2., 3., 3, par
les valeurs que nous venons d’obtenir.

74. Dans certains cas, il est possible d’obtenir I'expression des pro-
babilités, quoique les espérances relatives & chacun des joueurs ne
soient pas proportionnelles & leurs pertes actuelles.

Nous supposcrons que pour les trois joueurs A, B, C la fonction
d’instabilité ait une valeur constante ¢, cl que, ces joucurs ayant perdu
les sommes x, y, — (x + y), leurs espérances pour la partic suivante
soicnt respeclivement 2ax + ¢y, ay — ar et — ar—z2ay; ¢ ¢lant
une constante.

Dans ces conditions, unc analyse analoguc & celle du n° 18 con-
duit au résultat suivant :

La probabilité pour que, aprés p parties, le joueur A ait perdu la
somme « et le joucur B la somme y est exprimée par la formule

bty 4%

2y3ae’ 5 (e )

) dudy.

gy (1 — ¢ 3k

75. Trois urnes A, B, C contiecnnent chacune m boules blanches
et m boules noires ; chaque épreuce consiste a tirer une boule de A
pour la placer dans B, en méme temps qu’a tirer une boule de
B pour la placer dans C, en méme temps qi’a tirer unc boule de C
pour la placer dans A. Quelle est la probabilité d’une composition
donnée des urnes aprés p. épreuves?
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Nous dirons que les écarts sont z et y s'il y a m + x boules blanches
dans 'urne A et m + y boules blanches dans 'urne B.

Si les ¢écarts sont x et y, il y a m -— x boules noires dans Purne A,
m — y boules noires dans I'urne B, m — z — y bhoules blanches
dans l'urne C, ¢t m + « + y boules noires dans I'urne C.

Supposons quc trois joueurs 11, K, L perdent des sommes respecti-
vement ¢gales aux écarts, et supposons ue ces écarts soient x, y et
— (= +Yy)

A la prochaine épreuve, il y a probabilité

m—.oxm-—ar—y

2m amn

pour quc & augmente de un, ct probabilité

m-+wm-t+x—+y
2m 2m

pour que = diminue de un.

L’espérance mathématique du joucur H est donc, pour I'épreuve
2.0 +Y

2m )

A cette néme épreuve, il y a probabilité

considérée,

m—y m-+.rx
am am

pour que y augmente de un, ct probabilité

m-+y m-—x
2m 2m

pour que y diminue de un; I'espérance mathématique du joueur K est
i
donc * .

am

La fonction d’instabilité relative au joueur H est, pour I'épreuve
considérée,
am!—2x®— 22y — y*
2m?

Nous supposerons que /z est un grand nombre et que w est égale-
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ment un grand nombre du méme ordre. ¥’il n’existait aucune cause

retardatrice des ¢earts, ceux-ci seraient de l'ordre de y/u et, par suite

) Vi ) y
ils scraient négligeables comparativement a u ou a m, et, & plus forte
raison, leurs carrés ou produits seraient négligeables comparativement
a w? ou m*.

Puisque, dans le cas actuel, il existe une cause retardatrice des
écarts, on peut, a plus forte raison, négliger 2, xy et y* comparative-
ment & m?.

La fonction d’instabilit¢ ¢, relative au joucur H se réduit donc & un.
Il cn est de méme des fonctions d’instabilité g,, ¢, relatives aux
joueurs K et L.

Le probléme actuel rentre dans le cas traite au n® 74, car les trois

I ,
fonctions d’instabilit¢ sont égales cl conslantes, et les espérances
el
mathématiques suivent la loi exigée. La probabilit¢ pour que le
joucur H perde la somme x et le joueur K la somme y, ¢’est-i-dire la
probabilité pour que les écarts soient .« et y en w épreuves, est

2iat4- vy 4yt

\’/g e m(!—eﬂ"T‘:’:)
T

mz(l —e "

dxdy.

Cas ou le nombre des variables est quelconque.

76. Les joucurs Ay, A,, ..., A, quipossédent chacun une fortune
infinie, doivent jouer w. parties; quelle est la probabilité pour 'que
le joueur A, perde la somme z,, le joueur A, la somme «,, ..., le
Joucur A,_, la somme x,_,?

Nous supposerons sculement que les conditions du jeu pour une
partie sont indépendantes des résultats antérieurs du jeu; nous sup-
posons I'ind¢pendance, mais non I'uniformité.

Par une analyse qu'il serait trop long de développer, on démontre
que ’expression de la probabilité cherchée est

fdr,de, ... dc,_ , = Ce tSarrbapr+ S, bawin+ 4w L d de, ... dz,_,.

Pr(w)e ooy Bi(B)s oo oy Yuos (@) sont les espérances totales des dif-
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férents joucurs pourles u parties. G, @,y ..., @4y .., 0y 4y -
dépendent de p.

Les quantités 4, (), $.(), ... sc déduisent immédiatement des
conditions du jeu par suite de leur propricie d’addition.

1l s’agit de déterminer les fonctions €, ay, ..., b, ,, .... On obtient
unc premicére ¢quation en exprimant ue la somme des probabilités

estun:
+ = + el
f f e / fde dey ... de, =1,
- bYeex vo-x

Iintégration du premier membre s’cffectue cn termes finis. La consi-
dération des fonctions d’instabilité relatives aux différents joucurs
fournit » — 1 autres ¢quations; les fonctions d'instabilité ¢, (@),
©,(1), - ..y Gy (w) se déduisent immédiatement des conditions du
jeu, grace a leur propricté d’addition; or, on a

?iw)zgf* ”f”"...j‘”w;%fd.c,d.r, e dty — 2 [ YW

..y 1)"“", ooy

I’intégrale s’obtient en termes finis ; chacune des fonctions ¢ fournit
donc une ¢quation de nature a déterminer les fonctions cherchées.

. n—1 n—2 ' . ' .
On obhtient les (——);(—) autres équations nécessaires par la

considération des valeurs moyennes des produits des variables deux &
deux. On a, par exemple, en désignant par VM la valeur moyenne,

+ + © —+ o0
\7le‘.1;2=f f f .’L‘,.’L’Qfdwl de,...de,_,.

L’intégrale s’obticnt en termes finis, el celle relation fournit une
équation de naturc & déterminer les fonctions cherchées quand on
connait VM, z,. ‘

11 faut donc obtenir VM, ., d’aprés les conditions du jeu. Nous
allons démontrer que la quantité VM, x,— P, () 4, () jouit de la
propri¢ié d’addition, c’est-a-dire que sa valeur pour y parties est égale
a la somme des valeurs des quantités analogues pour chacune des par-
ties considérée isolément.

Supposons que les joueurs A,, A,, ..., A,, tout en continuant &
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jouer séparément, associent leurs gains et leurs pertes; ccla ne change
rien aux jeux de A, ct A,, mais on peut alors considérer le jeu comme
compos¢ de trois joucurs : les joueurs A, et A,, et Passociation des
aulres.

Soit 5 la perte de 'association ; on a ¢videmment
£+ L+ 3= o0,
d’ou
=2+ ul + 2y 1y
et, par suite,
VM, = 2(VMz?— VMa? — VM.z3).

Désignons par @ (@) et ¥ (1) la fonction d’instabilité et 'espérance

totale relatives a 'association; de I'égalite

O (p)=2[ VM z2—(VMz)?] = 2[ VM= — W ()]

on déduit

on a de méme

VM = 38 gy VMgl = BB gy

2
et, par conséquent,

VM, @, = ‘!’(u)—?‘u(ﬁ:i)—‘?z(t*) + ‘l”(u)—*ﬁ(;x)—k‘ai(:x).

La somme des espérances est nulle (n° 33); on a donc

W(w)+ 4 (w)+f(p)=o,

ct 'on peut écrire

VM, = DB Z 8l g () o(p),

d’ol

D()— o9, — s )
VMt — () () = LI R0,
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Le second membre, somme de trois fonctions d’instabilité, poss¢de
la propriété d’addition; il en est de méme du premier. La quantité
VM, z,—,(u) ¥, () jouit donc de la propriété d’addition comme
la quantité VMa; — 7 (u), on I'obtient sans difficulté d’aprés les con-
ditions du jeu.

77. Lorsque le jeu est uniforme, I'expression de la probabilité est

C - l-'i [ X + wha +Sh;’,‘ (g ) (4w

f=—=e¢ dr,dy,...dz,_,.
(W *

Les quantités C, a,, ..., @;y ..., b,y ...y b j, ... sont de simples
coefficients indépendants de .

78. Lorsque le jeu non uniforme est symétrique (c’est-a-dire iden-
tique pour tous les joueurs) et caractérisé par la fonction d’instabi-
lité ©(), la probabilité est

i(n 1)
\"nc e

( 1"/1(;(u.)>"_l
\/ n—1

79. A chaque épreuve, n tvénements de probabilités p,, p., .. ., p,
peuvent se¢ produire et s’excluent mutue]lemcnt de sorte que
P( + Pz +.o pn =1.

Si, en Lpreuves, le premie.lj événement s'est produit w.p, + z, fois,
le second pp,+ x, fois, ..., le pie®¢ up, +- x, fois (&, + x,+...+ z,=0),
on dit que les écarts sont x,, x,, ..., Z,.

La probabilité pour que les écarts soient x,, ., ..., Z, en & épreuves
est

(Xl + Sy

de,dz,...dc,_,.

2 a
1? +...+"—"“' +"—"-)
e 2 V- ’a Prn—t  Pu

(\/m) ‘Vpips-pa

Cette formule ne contient en réalité que n—1 variables, puisque
%, + Zy+...+x,=0; on peut éliminer la variable que I'on veut.
Quant a I'infiniment petit qui doit multiplier la quantité ci-dessus, on
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l'obtient en supprimant du produit dz, dz, ... dx,_, dz, 1'élément
qui correspond a la variable éliminée.

80. Une urne conticnt un trés grand nombre a de boules de
n couleurs différentes, &, sont blanches, k, sont noires, ..., k, sont
vertes. On tire un grand nombre « de boules, soit ensemble, soit suc-
cessivement, sans replacer dans 'urne lcs boules sortics.

On dit que les écarts sont z,, x,, ..., x, s'il sort de l'urne

k A
= +x,=wp,+ x, boules blanches, u — + T, = p.py+ x, boules

. k ’ .
NOITES, ..., (k=L 4 L= Py + T, boules vertes. (On a évidemment

Pi+patepp=1elT, Ty ..., £, =0).
La probabilité pour que les écarts soient ;, «,, ..., x, est

- _‘.. 1 I.Zﬁ+ig+,+'_"?'_‘+ﬁ]
M g 'n— P

— n--1 *
a — R
(\/2-‘%"' a P.) \‘/P1P2 v Pa

Cette formule ne contient, en réalité, que 2 — 1 variables, puisque
Zy+ ZTy-+...4+ x, =03 on peut éliminer la variable que P'on veut.
Quant a I'infiniment petit qui doit multiplicr la quantité ci-dessus, on
I'obtient en supprimant du produit dz, dw, ... dx, ., dr, I'élément qui
correspond a la variable éliminée.

Le calcul des probabilités discontinues permet d’établir certaines
identités curieuses entre quantités finies; le calcul des probabilités
continues permet de méme d’obtenir certaines relations curieuses entre
intégrales. Ce calcul conduit aussi & la résolution par analogie de cer-
tains problémes de Physique mathématique, notamment du probléme
du refroidissement d’un courant liquide et du probléme plus simple
du refroidissement d’une barre dont les extrémités sont mainlenues a
une température constante.

Je ne m’occuperai pas ici de ces questions et je remettrai également
a plus tard I'exposition de mes études sur les probabilités discontinues
et sur les probabilités des causes.

Remarquons, pour terminer, que si la présente étude change le
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niveau de nos connaissances sur la théorie des épreuves répétées, c'est
grice & la conception des probabilités continues et a la réduction de
toute question & un probléme relatif au jeu. Remarquons aussi que la
théorie mathématique de la spéculation et la théorie des erreurs d'ob-
servation peuvent étre considérées comme des cas particulicrs de la
théorie mathématique du jeu.

Cette théorie, dont le but primitif peut sembler si éloigné de tout
id¢al, domine en réalité tout le calcul des probabilités; elle en est

I'expression la plus générale et, par suite, la plus intéressante au point
de vue scientifique.
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