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ÉTUDE SUR LES TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES. 53 

Étude sur les transformations infinitésimales; 

PAR M. N. SALT Y KO W 

1. Il s'agit, dans les lignes suivantes, d'étudier les rapports entre 
les transformations infinitésimales, les facteurs intégrants et les sys-
tèmes canoniques de Liouville ( · ), correspondant aux équations aux 
différentielles ordinaires ou totales. On en conclut que toute transfor-
mation infinitésimale qu'ils admettent définit une intégrale des équa-
tions de Liouville. Ce fait est d'une grande importance pour constater 
encore une fois le sens particulier de la théorie en question, comme il 
se trouve aussi indiqué dans mon travail : Sur les transformations 
infinitésimales des équations différentielles (a); d'autre part, la 
même conclusion est importante pour l'intégration des équatious ad-
mettant un groupe de transformations infinitésimales. En effet, adop-
tant notre point de vue, le dernier problème devient un corollaire de 
la théorie des équations canoniques et l'on diminue aisément le 
nombre des quadratures nécessaires, d'après S. Lie, pour achever 
l'intégration des équations considérées. 

2. Prenons d'abord une équation unique 

(■) dy — X dx, 

(l) Cf. LAURENT, Traité d'Analyse, t. VI, p. 96. 
t1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1897, p. 429. 
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Χ étant une fonction de χ et y. Le facteur intégrant ρ de cette der-

nière équation est égal à la fonction / étant l'intégrale de l'équa-
tion 

X
/-!+XG=«· 

D'autre part, ρ est défini aussi par l'équation aux dérivées partielles 

dx + xdy + dyp = 0, 

équivalente au système de deux équations ordinaires, dont la première 
est (i), la seconde étant 

dp = - dy pdx 

Ces deux équations forment le système canonique de Liouville 

d
y = %

dx' dp = -™dxi 

où l'on a posé 
H ~\p. 

Donc le facteur intégrant d'Euler coïncide avec la variable auxiliaire 
de Liouville qu'il introduit pour former son système canonique équi-
valent à une équation différentielle ordinaire du premier ordre. 

Enfin, l'équation partielle corrélative au système canonique de 
Liouville est identiquement X/ = o. 

Soit la transformation infinitésimale admise par l'équation (i) 

Uf = x1 dy 

η dépendant de χ et y. L'identité fondamentale 

(X/,U/) = o 
fait voir que l'équation 

Hp = b 
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est une intégrale du système canonique de Liouville et que la valeur 
résultante 

p = b 

présente un facteur intégrant de (i), b désignant une constante arbi-

traire. Donc le rapport ^ en est de même un facteur intégrant. 

Les mêmes considérations s'étendent à une équation aux différen-
tielles totales 

(2) dx = EX1dth3 

équivalente au système jacobien 

X

/=^
 + X

*^
=

° ('
Λ =

 ' >
2

y>
w

)> 

les XA étant des fonctions de ί
2

, ..., /
w

, x. Le facteur intégrant ρ 
de ( 2 ) satisfait au système jacobien (1 ) 

^ + Χ"%+ΊΐΡ = 0 (* = ,>2· ···.»). 

équivalent à deux équations aux différentielles totales : l'équation (2) 
et la suivante 

dp = - E dxn pdt 

En introduisant les notations 

Xhp == H
A

, 

ces deux dernières équations deviennent 

dx = E dHn dtn, dp = -EdHn dtn 

(l) On nomme ordinairement jacobiens les systèmes homogènes seulement. 
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et forment le système que nous avons appelé canonique (Comptes 
rendus des séances de l'Académie des Sciences, janvier 1889; 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1899, p. 454)· 

Chaque transformation infinitésimale de l'équation fa) 

Uf - ndf 

η dépendant de /
a

, ..t
m

, x, vérifie les identités 

(XA/, Vf) =0 (h =1,2,..., m). 

Par conséquent, l'on a évidemment une intégrale du système cano-
nique de Liouville généralisé 

ΆΡ = l>, 

définissant les facteurs intégrants 

n, ou x 

de l'équation (2) dont l'intégrale devient 

(dx - EXn dtn) = a 

où b et a sont des constantes arbitraires. 
Donc, toute équation aux différentielles totales, admettant une 

transformation infinitésimale, s'intègre par une quadrature. 
S. Lie avait indiqué (') ce résultat en partant de sa théorie des 

multiplicateurs d'un système complet d'équations partielles linéaires 
du premier ordre d'une seule fonction. Or ce théorème est évident a 
priori, car une équation aux différentielles totales peut être transfor-
mée, d'après M. A. Mayer, dans une équation ordinaire, pour laquelle 
la conclusion analogue a lieu. 

(*) S. LIE, Mathematische Annalen, Bd. XI, p. 5o4-52i. — A. MATER, Zur 
Théorie der infinitésimale η Transformationen... (Berichle u. d. Verhandlun-
gen d. K. Sdchsischen G. d. W. su Leipzig, 1893). 
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Le même résultat s'obtient encore d'une nouvelle manière, indépen-

damment des équations canoniques de Liouville, car, en développant 
les identités caractéristiques (XA/, U/) = o, on en tire les équations 

démontrant que le rapport ^ est le facteur intégrant requis (' ). 

Or, l'introduction des équations de Liouville présente un avantage 
important, cette méthode se prêtant à la généralisation sur les sys-
tèmes d'équations simultanées; et, comme on le verra, le théorème de 
Liouville relatif aux intégrales en involution par rapport au système 
canonique résout d'une manière élégante le problème d'intégration, 
par des quadratures, des systèmes d'équations admettant un groupe 
de transformations infinitésimales satisfaisant à certaines conditions. 

En appliquant, par exemple, le théorème en question au cas étudié 
d'une équation unique, on retrouve aisément l'intégrale écrite plus 
haut. 

5. Considérons à présent un système d'équations différentielles 
ordinaires 

(3) dxi =Xidt (/=i,2,..., n), 

les X, étant des fonctions des variables /, x2, ..., xn. En désignant 
par 

Pi) Pu · · ν Ρλ 

le système de η facteurs intégrants de Jacobi des équations (3), on a 
les égalités suivantes (C. JORDAN, Cours d'Analyse, t. III, 1896, 

1>. 68) 

(4) pi = df (i = 1,2,...,n), 

(') Ces dernières sont évidemment 

dn+Xndn = dXhn (h= 1,2,...,m). 

Jourit. de Math. (6* série), tomel. — Fasc. I, 1905. 8 
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/ représentant une intégrale de l'équation partielle linéaire 

(S) Xf - df + Extdf = 0, 

Dautre part, en éliminant la fonction / du système (4), on obtient 
les équations définissant les valeurs des ρ 

(6) dp1+EXkdp1+EdXKpk = 0 (1=1,2,...,n), 

(7) dpr = dpx, 

pour toutes les valeurs distinctes des indices r et A* de ι à n. Par con-
séquent, les fonctions requises ρ sont des solutions des équations (6), 
satisfaisant aux conditions (7). D'après Jacobi ( Gesammelie Werke, 
Bd. IV, p. 7, n° 5) le système (6) est équivalent aux équations 

dx
i
=X

i
dt, dPi^-^^.Pkdt (« = 1, 2, ..#1), 

*=1 

constituant précisément le système canonique de Liouville correspon-
dant aux équations étudiées (3), car en posant 

EXkpk=H 

il s'ensuit 

(8) dXi=^dt, dpi = —^dt (1=1, a,(i = 1,2,...,n), 

Pour en tirer les valeurs des ρ, vérifiant les conditions (7), le pro-
blème revient à intégrer l'équation partielle corrélative au système 
canonique (8). Or cette dernière équation, que l'on obtient en rem-
plaçant dans H les pt par les dérivées ~·» est identique à l'équa-
tion (5). Inversement le système canonique de Liouville s'obtient en 
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appliquant à cette dernière équation linéaire la théorie générale des 
équations partielles. 

Le système canonique de Liouville joue un rôle considérable dans 
la théorie des transformations infinitésimales. Soit, en effet, 

Uf = Ee1df 

une transformation infinitésimale des équations (3), E1, E2, ...,En 

désignant des fonctions des variables f, ar,, &·
2
, ..., x

n
. Comme U/est 

une intégrale de (5), en même temps que /, il s'ensuit l'identité fon-
damentale 

(X/,U/) = o. 

Cela étant, la formule 
Vf=b 

est une intégrale du système canonique de Liouville, les dérivées 

~ y étant remplacées par les variables pt et b désignant une con-

stante arbitraire (1 ). 

( ') Comme il est connu, on obtient, en développant l'identité précédente, les 
équations définissant les coefficients ξ/ [M. Α.. Buhl, dans sa Thèse : Sur tes 
équations différentielles simultanées et la forme aux dérivées partielles 
adjointe, appelle les ξ,· fonctions adjointes et U/ forme aux dérivées partielles 
adjointe du système (3)] : 

de1+Exkde1 = EdX1ek (i = 1,2,...,n), 

Ce dernier système est équivalent, d'après Jacobi, au système formé paroles 
équations (3) et les suivantes 

dk1 = EdXiek (i=1,2,..,n). 

qui ne diffèrent des équations aux variations de M. H. Poincaré que par les 
notations des variables fonctionnelles δα?„ δα:,, ..3a;,,, liées avec les h par les 
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4. Les résultats cités s'étendent immédiatement aux systèmes 
d'équations aux différentielles totales 

(9) dx1 = EXhdth (i=1,2,...,,n), 

les Xj étant des fonctions de t
{
, t

2
, ..x

n
 &·„. 

D'abord il est évident que la transformation de Liouville s'applique 
aux dernières équations, car en introduisant les nouvelles variables 

y η Yn · · · > yni 

définies par les équations 

dyi = EEdXhykdth (i=1,2,...,n) 

l'ensemble de ces dernières et des équations données représente un 
système canonique. En effet, les équations écrites forment, en premier 
lieu, un système aux différentielles totales. Secondement, en posant 

EXhyk=Hh (h=1,2,...,m), 

les 2 η équations étudiées prennent la forme canonique 

dx1=EdHndtn, dj1=EdHndtn (i=1,2,....,n) 

{Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, 23 jan-
vier 1899; Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1899, 
p. 454). 

relations 
8.2^=^8* (/= 1, 2, ..Λ). 

Remarquons, enfin, que les 2η équations considérées forment un système 
canonique, lorsque le système (3) est lui-même canonique. 
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Cela posé, les facteurs intégrants de Jacobi du système (9) 

Ρ Ο ρ 21 · · · J Pn 

sont, d'après la définition même, les dérivées partielles correspon-
dantes 

dx1, dx2, ..., dxn 

f désignant une intégrale du système jacobien, 

(lu) Xhf = df+EXhdf = 0 (h=1,2,...,m) 

D'autre part, les satisfont au système d'équations aux dérivées 
partielles, 

dpi+EXhdpi+EdXhpi=0 

(i = 1,2,..., w), (Λ = 1,2, ..
 4

, m)
} 

les conditions (7) y étant jointes. Les ntn équations obtenues repré-
sentent évidemment une généralisation de celle qui définit le facteur 
intégrant d'une seule équation différentielle ordinaire du premier 
ordre. J'ai donné la théorie de ces dernières équations dans mon tra-
vail : Etude sur les intégrales d'un système d'équations différen-
tielles aux dérivées partielles de plusieurs fonctions inconnues ('). 
Il en résulte que, dans le cas qui nous occupe, le système équivalent 
d'équations aux différentielles totales est précisément celui de Liou-
ville, que l'on obtient en remplaçant les variables yt par les pt dans 
les équations canoniques écrites plus haut, ou bien encore en appli-
quant au système jacobien (10) la théorie générale des équations 
partielles. Quant aux conditions (7), on y satisfait aussi, moyennant 
cette dernière théorie. 

Enfin, il est aisé de voir que toute transformation infinitésimale 

Ο Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1897, p. 4^8. 
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du système (9) 

Υ

/-Ί^· 
ι = 1 

ξ, désignant des fonctions de /
2

, a?,, α;
2

, ..., donne 
lieu à une intégrale 

Eeipi=b 

dusystème canonique de Liouville, équivalant aux équations (9), 

b étant une constante arbitraire. 
Le fait constaté est fondamental et nous servira de base dans nos 

recherches ultérieures. Il va s'en dire qu'en introduisant les équations 
canoniques de Liouville, on augmente le nombre des variables. Or 
les nouvelles variables, étant introduites par la théorie des transfor-
mations infinitésimales, elles caractérisent la portée et la vraie valeur 
de la théorie étudiée; les complications résultant de leur introduction 
sont donc naturelles au problème d'intégration des équations en 
question. 

En passant à présent à l'étude des intégrales des équations cano-
niques de Liouville, nous bornerons nos démonstrations aux équa-
tions ordinaires, car leur théorie présente une analogie complète avec 
celles aux différentielles totales. 

«5. Soient 

<») fk{^i · · ·) X
n

) — &k — · » 2, . . ., ft), 

les η intégrales distinctes du système (3), les a
k
 désignant des con-

stantes arbitraires. Les dérivées partielles 

dx1, dx2, ...,dxn 

représentent, d'après la définition même, η facteurs intégrants de 
Jacobi du système (3), que nous allons désigner par 

Pi kl ···) Pnk' 
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Le nombre des intégrales distinctes (ι i) étant n, on a n systèmes 
distincts de facteurs intégrants, en faisant parcourir à l'indice k toutes 
les valeurs de ι à n. Enfin les η dernières équations (8) étant linéaires 
par rapport aux /?, elles admettent évidemment les solutions 

pi = Ebnpik (i=1,2,...,n) 

bk désignant des constantes arbitraires. Comme le déterminant fonc-
tionnel 

P%i Pii ··· Pin 

Pii Pii ··· Ρ 271 M= 
... ... ... ... 

p,u Ρ ni · · · Pan 

représentant le multiplicateur du système ^3) de Jacobi est distinct 
de zéro, les η dernières équations écrites nous donnent 

(12) EMtkpi = bk (k=1,2,...,n) 

en désignant par M,·* le premier mineur de M, correspondant à son 
élément/?,* situé à l'intersection de la kième colonne et de la iièm* ligne. 

L'ensemble des équations (ii) et (12) définit les m intégrales 
distinctes du système (8). Il s'ensuit donc que, les η intégrales du 
système étudié (3) étant connues, les η autres intégrales du système 
canonique de Liouville correspondant s'obtiennent par des opérations 
de differentiation. 

Il est aisé de voir que les intégrales (11) et (12) forment un système 
canonique. Effectivement on a, en premier lieu, 

(/<>/·) = °> 

pour les valeurs distinctes des indices s et r de 1 à n. Comme toutes 
les valeurs pik satisfont aux conditions (7), il en est de même des 
fonctions/?,·. Par conséquent, les intégrales (12) sont en involution. 
En désignant donc par F* les premiers membres des équations (12), 
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on a les identités 
(F„ F

r
) = ο, 

les indices s et r parcourant les valeurs de ι à n. Enfin, l'on a 

(Fs, fr) = EdFsdfr=EdFSpkr 

En substituant les valeurs des dérivées » on obtient 
Opk 

(Fs,fr) = MEMkspkr 

et il en résulte, moyennant les propriétés du déterminant M, 

( o, r^s. 
(F„/r) = ( i, r = s. 

Donc les intégrales (n) et (12) représentent le système canonique 
par rapport aux équations(8). Il s'ensuit, de plus, que ces dernières 
admettent η intégrales en involution linéaires par rapport aux va-
riables auxiliaires de Liouville p^ 

6. Ces préliminaires posés, passons au but principal de la théorie 
des transformations infinitésimales : l'intégration des équations étu-
diées (3). 

Il ne s'agit ici que des cas où l'on connaît un groupe de transfor-
mations infinitésimales admis par le système (3). Dans les considé-
rations qui vont suivre, nous mettrons de côté toutes les opérations, 
pour former de nouvelles transformations infinitésimales, ou en tirer 
de nouvelles intégrales des équations (3), et nous supposerons qu'il 
n'y ait point d'intégrale connue, car on parvient, dans tous ces cas, à 
un nouveau problème d'intégration analogue, dont l'ordre est moindre 
que celui du primitif. 

Soient 

(.3) U,/, u./, U»/ 
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les transformations infinitésimales distinctes (1 ) du groupe admis par 
le système (3), en introduisant la notation 

Ukf = Eeikdf 

Cela étant, le système ( 8) admet η intégrales linéaires par rapport 
aux variables auxiliaires de Liouville, et le problème revient à inté-
grer un système canonique, dont on connaît la moitié des intégrales 
linéaires relativement aux variables d'une même classe. Donc l'idée 
de S. Lie consiste, au fond, à introduire dans le calcul les intégrales 
de la seconde classe, par rapport au système canonique de Liouville, 
en rapportant les intégrales requises à la première classe. 

Considérons, en premier lieu, l'hypothèse où les transformations 
infinitésimales (i3) forment un groupe en involution, c'est-à-dire 
que l'on a les identités 

(U,/, U,/) = ο 

pour toutes les valeurs distinctes des indices s et r de ι à Λ. Les équa-
tions 

Eeikpi = bk (k = 1,2,...,n) 

forment alors η intégrales distinctes en involution du système (8), 
bk désignant des constantes arbitraires. Le déterminant 

E11 E21 ... En1 

E12 E22 ... En2 
D= 

... ... ... ... 

?U L· ··· Inn 

ne s'annulant pas, il vient, en désignant par Δ
Γ{

· le mineur de Δ corres-

(') Nous appelons distinctes les transformations infinitésimales qui ne sont 
pas liées entre elles par des relations linéaires. 

Joutn. de Math. (6* série), tome I. — Fa sc. I, 1905. 9 
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pondant à son élément ξ
Γ/

, 

pr=Ebidri (r=1,2,...,n), 

ces dernières valeurs p
r
 satisfaisant aux conditions (7). Il en résulte, 

les bk étant des constantes arbitraires, les identités suivantes : 

dxk dxr (k,r = 1,2,...,n), 

Tindice i parcourant toutes les valeurs de 1 à n. On en conclut que 
les rapports 

d1i, d2i, ..., dni 

représentent un système de facteurs intégrants des équations (3). Par 
conséquent, leurs intégrales requises deviennent 

(dxk-Xkdt) = ai (i = 1,2,..., n), 

les fonctions sous le signe d'intégrale étant des différentielles exactes 
et les at désignant des constantes arbitraires. 

S. Lie avait trouvé ce résultat en démontrant que la résolution du 
problème considéré exigeait η quadratures distinctes (Math. Annalen, 
lîd. XI, p. 517). Or il est aisé de voir qu'il suffit d'effectuer une seule 
quadrature, les intégrales requises s'en déduisant par differentiation. 

On a effectivement, en appliquant la théorie des équations aux 
dérivées partielles, que l'expression 

df = -Hdt + Eprdx1 

est une différentielle exacte, les p
r
 ayant les valeurs trouvées plus haut. 

Soit 
f = V(^, X\, #2, .·.,#/!, btf

 b
3
)..., b

n
) H- b 

l'intégrale de cette dernière différentielle, b étant une nouvelle con-
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stante arbitraire. Le théorème de Jacobi-Liouville nous donne alors 
les intégrales demandées sous la forme suivante : 

dbi = ai (i = 1,2,...,n), 

où les premiers membres sont indépendants des constantes bh car ces 
dernières entrent linéairement dans la fonction V. D'ailleurs, moyen-
nant l'expression de cette dernière fonction, on voit aisément que les 
intégrales dernièrement écrites sont identiques aux précédentes. 

Les résultats obtenus se rapportent également à tout système com-
plet d'équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre 
d'une seule fonction inconnue, admettant un groupe de transforma-
tions infinitésimales, dont les parenthèses de Poisson s'expriment en 
fonction des premiers membres des équations données et que nous 
nommerons groupe complet. En effet, dans ce dernier cas, l'intégration 
des équations considérées revient au problème précédent, moyennant 
des opérations algébriques. 

Comme application de la théorie développée, considérons, par 
exemple, le système 

dx = X dt, dy = Y dl, 

admettant le groupe de transformations infinitésimales distinctes 

U1f=Edf+n1df, U2f=df+n2df 

Χ, Y, ξ,, η,, ξ
2

, γ)
a désignant des fonctions de y-

Il y a deux cas à distinguer : ou bien l'on a 

(U./, U
2
/) = o, 

ou, secondement, il existe la relation 

(U./,Û./) = U,/· 

En posant, dans la première hypothèse, 

u,/=è„ UJ=b„ 
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b

x
, b2 étant des constantes arbitraires, effectuons la quadrature 

f = fl Κ
6
*- b,v\

t

)(dx - Xdl) -h (Μι - b^){dy - Ydi)] -f- b, 

b étant line nouvelle constante arbitraire et Δ désignant le détermi-
nant 

Δ = ξ,η»— ξ,η,. 

Les deux intégrales requises deviennent 

db1=a1, db2=a2, 

où a. et a, sont des constantes arbitraires, les dérivées $£> 4τ~ ne 
contenant point b

t
 et b

2
. 

Dans la seconde hypothèse, on a évidemment le système complet 

dt+Xdf+Ydy=0, E1dx+n1dy=0, 

admettant la transformation infinitésimale U
a
/. En résolvant ces deux 

dernières équations par rapport aux dérivées partielles on ob-

tient un système jacobien ; l'équation équivalente aux différentielles 
totales devient 

dy=^dx + (\(Y-n1X) dt, 

et admet la transformation infinitésimale 

U2f = E1dy 

Par conséquent, le rapport ^ représente le facteur intégrant de la 

dernière équation aux différentielles totales, et son intégrale 

E1[dy-n1dx-(Y-n1X)dt] 
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est, en même temps, l'une des intégrales des équations données, 
a

K
 désignant une constante arbitraire. 
La seconde intégrale s'obtient tout de suite par une quadrature. 

Effectivement, en substituant dans les équations données la valeur 
de y 

y
 tirée de l'intégrale trouvée, on obtient une équation unique 

dx = (X) dt 

admettant la transformation infinitésimale 

U1f=(E1)dx 

les parenthèses désignant le résultat de l'élimination effectuée. Donc 
l'inLégrale requise devient 

(E1)[dx-(X)dt]-a2, 

aa étant une constante arbitraire. 

7. Passons à présent au second cas d'intégrabilité par des quadra-
tures, correspondant à l'hypothèse que le groupe des transformations 
infinitésimales (i3) du système (3) est intégrable. S. Lie achève alors 
l'intégration des équations étudiées par η quadratures. Il est évident, 
en effet, que, dans ces conditions, on arrive à intégrer l'une après 
l'autre η équations aux différentielles totales, admettant chacune une 
transformation infinitésimale ('). 

Or, nous allons démontrer que le nombre des quadratures néces-
saires pour achever l'intégration du système (3), admettant le groupe 
intégrable (i3), que nous désignerons par G, est égal au nombre 
des sous-groupes dérivés du groupe G augmenté d'une unité. Donc, 
toutes les fois que G admet moins de η sous-groupes dérivés, il 
suffit du même nombre de quadratures augmenté d'une unité pour 
achever Vintégration de (3). 

(') S. LIE, Mathematische Annalen, l. XI, p. 5i^-518. — S. LIE et ENGEL, 

Théorie der Transformations g ruppe η, l. III, p. 708-709. 
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Supposons, en effet, que les m transformations infinitésimales 

distinctes 
U,/, U

2
/, ..., υ,,,/ 

engendrent le premier sous-groupe dérive de G, en sorte que les iden-
tités suivantes 

(U3f, Urf)=EcsrkUkf 

aient lieu pour toutes les valeurs distinctes des indices s et r de 
ι à n} c

srk
 désignant des constantes. 

Cela étant, on a évidemment le système complet des équations 

x/=°> U«/=o, U
2
/=o, ..., IV =o, 

admettant le groupe complet de n— m transformations infinitési-
males distinctes 

Un2+1f, u
WH

.
2
y, L

K
y. 

L'intégration de ces dernières équations s'effectue par une quadrature 
et l'on en tire n — m intégrales du système primitif (3). Soient ces 
dernières résolubles par rapport aux variables xm+n #M+.2, · · ·> En 
substituant leurs valeurs obtenues dans les équations (3), on obtient 
le système équivalent 

X'f=df+E(Xi)df=0, 

admettant le groupe de m transformations infinitésimales distinctes 

(14) U'1f, U'2f, ..., U'mf 

où l'on a posé 

U'kf=E(Eik) df 

les parenthèses désignant le résultat de la substitution opérée. 
Or, d'après l'hypothèse faite sur le groupe G, son sous-groupe 
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transformé (i4) admet un sous-groupe dérivé. Donc le nouveau pro-
blème d'intégration est analogue au précédent; en répétant le même 
procédé, on parvient aisément à évaluer toutes les intégrales requises 
du système (3),' moyennant des quadratures, dont le nombre est 
identique au nombre des sous-groupes dérivés du groupe G augmenté 
d'une unité. 

Considérons, par exemple, le système 

dx = X dt, dy = Y dt, dz — Ζ dt, 

admettant le groupe de£ transformations infinitésimales distinctes 

υ,/, υ,/, υ,/, 
assujetties aux conditions 

(U,/, U
2
/) = o, (U,/, U./) = U,/, (U

a
/,U,/) = o, 

en posant 

Uif=Eidx+nidy+Tidz 

Le premier sous-groupe dérivé de notre groupe contient une seule 
transformation infinitésimale U

4
/. Par conséquent, en intégrant le 

système 
X/= o, U,/=o, U,/= b

n V,f=b„ 

on obtient, par une quadrature, 

/= z,b
n

b.,)+b, 

bn
 b.„ b étant des constantes arbitraires. Il en résulte deux intégrales 

du système donné 

db1=a1, db2=a2, 

an a, désignant deux constantes arbitraires. 
Remarquons encore qu'en posant 

E1 n1 T1 

D= E2 n2 T2E2 n2 T2, 

ξ. η, ζ. 
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et en désignant par Δ„ le mineur de ce dernier déterminant corres-
pondant à son élément situé à l'intersection de la rièrae colonne et de la 
j'ieme ligne, on met aisément les deux intégrales obtenues sous la forme 
des quadratures suivantes, moyennant les considérations du n® 6, 

/[%(dx - Xdl) 4- ~^(dy — Ydl) + ^' (dz - ΖA)] = a,, 

f\^(dx — Xdl) + -f-(dy — γ dt) 4- ^(d; - Ζ A)1 = a,. 

Les deux dernières intégrales supposées résolubles par rapport à y 
et s, la troisième intégrale demandée s'obtient par une quadrature 

(E1)[dx-(X)dt]=a3, 

α5 étant une nouvelle constante arbitraire. 

8. S. Lie a appliqué, dans le Tome XI des Mathematische Annalen 
(p. 52i), la théorie des transformations infinitésimales à la résolution 
de la question connue sous le nom du problème de S. Lie, et dont j'ai 
donné une solution élémentaire dans ma Note des Comptes rendus 
des séances de l'Académie des Sciences, 2.4 août 1903. La théorie 
qui vient d'être développée nous permet de simplifier l'exposition de 
S. Lie, car on va voir que le problème revient, en définitive, à une seule 
quadrature, résultant du théorème classique de Jacobi-Liouville. 

Considérons, en effet, le système des équations en involution 

(ίο) · · ·ΐ Pu · · · » Pn) — Ο (^ — ' > 2, ...,^), 

où p
ti
 p

iy
 ..., pn

 désignent les dérivées partielles ~-j ·· ·»dxn 

le déterminant fonctionnel 

D(p1,p2,...pq) 

ne s'annulant pas. Supposons que le système en involution corres-
pondant 

(16) (/*t/)=° (* = I,a,...,q) 
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admette r intégrales distinctes 

('7) fa fil ···! fv fl+a ·'·» f' (r^2/ln-q) 

formant un groupe fonctionnel. Cela étant, le système (16) admet 
r — q transformations infinitésimales distinctes 

U//= (/,+<>/) (ï = i,2,...,r-$). 

Nous allons chercher à en former de nouvelles 

Vf=E(f1, f2, ...,fr)Uif, 

s'annulant pour les valeurs (17) de la fonction /. Il est donc néces-
saire, pour définir les;*—q valeurs inconnues π,, π.,,..it

r
_7, d'avoir 

les égalités 

(18) (s=1,2,...,r-q), 

où l'on a posé 
αύ= ( fq t h fq+*)' 

Comme ce dernier système est linéaire, homogène, le déterminant 

«H *2» ··· &r-q, 1 
^ ot,

2
 a

22
 ... *r-ç,2 

... ... ... .... 

&i,r-q &"i,r-q ··· ar-q,r-q 

doit être identiquement nul. Supposons de plus que les intégrales (17) 
jouissent des propriétés d'annuler non seulement Δ, mais aussi tousses 
mineurs depuis le premier ordre jusqu'à l'ordre m — 1. Comme il est 
bien connu, le nombre r — q — m est alors pair; nous le désignerons 
par 2 ρ 

r — q — = 2p. 
Journ. de Math. (6· série), tome I. — Fasc. I, igo5. 10 
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Soit, pour fixer les idées, 

x11aai ··· aap,i 

α, a Ûta2 ··· a2p,a D= 
... ... ... .... 

^i.ap ®a,2p ··· aap,ap 

le premier mineur de A distinct de zéro. 
Cela étant, les 2 ρ premières équations (18) nous donnent 

(i = 1,2,...,2p), 

D
<0 désignant ce que devient le déterminant D, en y remplaçant ses 

éléments de la iiime colonne par les valeurs 

aap+flr,ii aap-HT,a» ···» a2p+7,ap· 

En substituant les valeurs obtenues des π„ l'expression Vf devient 

Vf=E2p+o Vof, 

où l'on a posé 

Vof=U2p+of-Ed1oUif (o=1,2,...,m) 

Les coefficients π2ρ+<Γ étant complètement arbitraires, il en résulte 
que les fonctions V

ff
/ sont des transformations infinitésimales dis-

tinctes du système (16), s'annulant pour les valeurs (17) de la fonc-
tion /. On démontre de plus aisément que ces dernières transformations 
infinitésimales forment un groupe en involution. En effet, d'après les 
propriétés de A, le groupe fonctionnel (17) admet m fonctions distin-
guées, distinctes des fonctions/,,/2, ..., fq. En les désignant par Φ,, 
$2? · · ·> on a les identités 

Vof=Eaio(Qi,f)+Ebko (fk, f), 
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Pa<t représentant des fonctions des intégrales (17). Il en résulte (' ) 

donc que les V
ff
/ sont en involution. Par conséquent, l'ensemble des 

équations (16) et des suivantes 

V
ff
/=o (σ = ι,2,m) 

forme un système en involution, possédant r intégrales (17), et dont 
l'intégration fournit, dans le cas le moins favorable, moyennant 
η — q — m — ρ opérations d'intégration, λ + ρ—r intégrales en invo-
lution 

(>9) fr+ lï fr+ a» ···> /Ιί+ρ» 

étant de plus en involution avec les intégrales (17). Les parenthèses 
de Poisson 

V
w+
,/^(/

r+
„/) (s = t,2,...,/i —? — m — p) 

offrent donc de nouvelles transformations infinitésimales du sys-
tème (16), engendrant avec les m précédentes \

a
f un groupe en 

involution de η — q — ρ transformations infinitésimales distinctes et 
s'annulant pour toutes les valeurs (17), (19) de/. 

Cela étant, introduisons, au lieu de av_p+
2

> x
n1
 p

n
 ..., 

p
n1

 comme nouvelles variables les intégrales (17), (19), supposées 
résolubles par rapport aux précédentes variables. Soit le système (16) 
transformé 

(k = 1,2,...,q), 

admettant évidemment le groupe en involution de λ — q — ρ transfor-
mations infinitésimales distinctes 

(o=1,2,...,n-q-p), 

(1 ) GOURSAT, Leçons sur Vintégration des équations aux dérivées partielles 
du premier ordre, p. 5o-5i. 
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où les coefficients Χ,*, ξ
1(Τ

 dépendent des variables a?,, #
2
, ..., et 

des valeurs/,,/a, ·. .,/„
+p

 considérées comme constantes. 
Posons 

£»» £a« ··· ζ/1-7—p,» 
E12 E22 ... En-q-p,2 D= 
... ... ... .... 

5t,n-ç—ρ £a,n-ç—ρ ··· ζ«—γ-ρ,η-y-p 

et soit le mineur correspondant à l'élément \
ti

. L'intégration du 
dernier système s'achève par une seule quadrature de la différentielle 
exacte 

w-<7-P «-7-PAdx,<r+>'¿X.ydx,t—\i = l*=1 

les intégrales requises étant représentées par les formules 

J£ = a
t
 (i = i,2,...,n — q — p), 

que l'on met encore aisément sous la forme suivante 

s =zli — Í*-î 

les 6/, a, désignant des constantes arbitraires. 
Enfin, l'intégrale complète des équations (ij) s'obtient par une 

nouvelle quadrature. 


