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ETUDE SUR LES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 53

Etude sur les transformations infinitésimales ;

Par M. N. SALTYROW.

1. 1l s’agit, dans les lignes suivantes, d’étudier les rapports entre
les transformations infinitésimales, les facteurs intégrants et les sys-
témes canoniques de Liouville ('), correspondant aux équations aux
différentielles ordinaires ou totales. On en conclut que toute transfor-
mation infinitésimale qu'ils admettent définit une intégrale des équa-
tions de Liouville. Ce fait est d’une grande importance pour constater
encore une fois le sens particulier de la théorie en question, comme il
se trouve aussi indiqué dans mon travail : Sur les transformations
infinitésimales des équations différentielles (*); d’autre part, la
méme conclusion est importante pour l'intégration des équatious ad-
mettant un groupe de transformations infinitésimales. En effet, adop-
tant notre point de vue, le dernier probléme devient un corollaire de
la théoric des équations canoniques et I'on diminue aisément le
nombre des quadratures nécessaires, d’aprés S. Lie, pour achever
I'intégration des équations considérées.

2. Prenons d’abord une équation unique

(1) dy =X dx,
(') Cf. Laurent, Traité d’Analyse, t. VI, p. g6.
(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1897, p. 4ag.
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X étant une fonction de x et y. Le facteur intégrant p de cette der-

niére équation est égal & %, la fonction f étant l'intégrale de I’équa-
tion

Xf= ()f X%:o

D’autre part, p est défini aussi par I’équation aux dérivées partielles

dp dp JX
0.1: X 0yp—0’

équivalente au systéme de deux équations ordinaires, dont la premiére
est (1), la seconde étant

dy=Sds, dp=—da,
ot I'on a posé

‘ H=Xp.

Donc le facteur intégrant d’Euler coincide avec la variable auxiliaire
de Liouville qu'il introduit pour former son systéme canonique équi-
valent & une équation différentielle ordinaire du premier ordre.

Enfin, Péquation partielle corrélative au systéme canonique de
Liouville est identiquement X f/ = o.

Soit la transformation infinitésimale admise par I'équation (1)

Uf== q 0
7 dépendant de « et y. L’identité fondamentale

(Xf, Uf)=o
fait voir que I'équation

np=1b



ETUDE SUR LES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. A5

est une intégrale du systéme canonique de Liouville et que la valeur
résultante

b
P=z

[

présente un facteur intégrant de (1), b désignant une constante arbi-
traire. Donc le rapport 1—; en est de méme un facteur intégrant.

Les mémes considérations s'étendent a une équation aux différen-
tielles totales

(2) dx =2X;‘ dt;,,

h=1

équivalente au systéme jacobien
9 .
Xf=L+XL=0 (h=1,3...,m),

les X, étant des fonctions de £,, &y, .. ., {m, . Le facteur intégrant p
de (2) satisfait au systéme jacobien (*)

aX,
gf-l-X,, d'p_o (h=1,2,...,m),

¢quivalent a deux équations aux différentielles totales : I'équation (2)
et la suivante

En introduisant les notations
X P= H,,

ces deux derniéres équations. deviennent

dx —-2 dH, di, dp= é oM, dt,

h=1 h=1

(') On nomme ordinairement jacobiens les systémes homogénes seulement,.



56 N. SALTYKOW.

et forment le systéme que nous avons appelé¢ canonique (Comptes

rendus des séances de U'Académie des Sciences, 23 janvier 1889;

Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1899, p. 454).
Chaque transformation infinitésimale de I'équation (2)

7 dépendant de ¢y, 4, . . ., L, ¢, verific les identités
(Xh,fan)=0 (/l.:l’g,“.’";).

Par conséquent, I'on a évidemment une intégrale du systime cano-
nique de Liouville généralisé

‘qp = ll,

définissant les facteurs intégrants

de l'équation (2) dont I'intégrale devient

/: <d:z- -_ﬁ Xu ((1,,) . a,

h=1

ou b et a sont des constantes arbitraires.

Donc, toute équation aux différentielles totales, admettant une
transformation infinitésimale, s’intégre par une guadrature.

S. Lie avait indiqné (') ce résultat en partant de sa théorie des
multiplicateurs d’un systéme complet d’équations partielles linéaires
du premier ordre d’'une seule fonction. Or ce théoréme est évident a
priori, car une équation aux différentielles totales peut étre transfor-
mée, d’aprés M. A. Mayer, dans une équation ordinaire, pour laquelle
la conclusion analogue a lieu.

(Y S. Lis, Mathematische Annalen, Bd. X1, p. 504-521. — A. Maver, Zur
Theorie der infinitesimalen Transformationen... ( Berichte u. d. Verhandlun-
gen d. K. Sdchsischen G. d. V. su Leipaig, 1893).
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Le méme résultat s'obtient encore d’une nouvelle maniére, indépen-
damment des équations canoniques de Liouville, car, en développant
les identités caractéristiques (X, f, U f) = o, on en tire les équations

démontrant que le rapport% est le facteur intégrant requis (*).

Or, l'introduction des équations de Liouville présente un avantage
important, cette méthode se prétant & la généralisation sur les sys-
lemes d'équations simultanées; et, comme on le verra, le théoréme de
Liouville relatif aux intégrales en involution par rapport au systéme
canonique résout d'une maniére élégante le probléme d'intégration,
par des quadratures, des systémes d’équations admettant un groupe
de transformations infinitésimales satisfaisant & certaines conditions.

En appliquant, par exemple, le théoréme en question au cas étudié

d’unc équation unique, on retrouve aisément l'intégrale écrite plus
haut. ‘

5. Considérons & présent un systéme d'équations différentielles
ordinaires

(3) de;=X;dt (i=1,2,...,n),

les X, étant des fonctions des variables ¢, x,, x,, . .., £,. En désignant
par
Py Pz <oy Pa

le systéme de 2 facteurs intégrants de Jacobi des équations (3), on a
les égalités suivantes (C. Jorvan, Cours d’Analyse, t. III, 1890,
p. 68)

sp,-=§£—i (i=1,2,..., 1),

| Zon=-%

k=1

(4)

(1) Ces derniéres sont évidemment

dn oy _ 0X4 —
.d-l;+ hd—x'-—w"l (h=v2, ..., m).

Journ. de Math. (6 série), tome I. — Fasc. I, 1gv5. 8
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f représentant une intégrale de I'équation partielle linéaire

(51 4

(~ ) = dt +2X'd1‘1

D’autre part, en éliminant la fonction f du systéme (4), on obtient
les équations définissant les valeurs des p

ap; 9 o 09X .
(6) p +2Xk P4 dx"pk_o (I=1y2,...,0),
k=

dp, _ 9,
(7) opr 9Pk

d-l‘k d.r,.

pour toutes les valeurs distinctes des indices r et k de 1 & n. Par con-
séquent, les fonctions requises p sont des solutions des équations (6),
satisfaisant aux conditions (7). D’aprés Jacobi (Gesammelte Werke,
Bd. 1V, p. 7, n° 5) le systéme (6) est équivalent aux équations

de;=X;dt, dp,= zdx"pkdt (i=1,2,...,0),

constituant précisément le systéme canonique de Liouville correspon-
dant aux équations étudiées (3), car en posant

il s’ensuit

JoH .
(8) dxi:d_p;dt’ dp;=— dx,dt (i=1,2,...,n).
Pour en tirer les valeurs des p, vérifiant les conditions (7), le pro-
bléme revient & intégrer 'équation partielle corrélative au systéme
canonique (8). Or cette derniére équation, que I'on obtient en rem-

[ ] of : . '\ 1
placant dans H les p; par les dérivées 35 o identique a 'équa-

tion (5). Inversement le systéme canonique de Liouville s’obtient en
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appliquant & cette derniére équation linéaire la théorie génerale des
équations partielles.

Le systéme canonique de Liouville joue un réle considérable dans
la théorie des transformations infinitésimales. Soit, en effet,

Uf_ZE, o

i=1

une transformation infinitésimale des équations (3), |70 .
désignant des fonctions des variables ¢, x,, @, ..., &,. Comme Uf est
une intégrale de (5), en méme temps que f, il s’ensuit l'identité fon-

damentale
(X£, Uf) =o.

Cela étant, la formule

Uf=

est une intégrale du systéme canonique de Liouville, les dérivées

df

oz étant remplacées par les variables p; et b désignant une con-

stante arbitraire (*).

(') Comme il est connu, on obtient, en développant I'identité précédente, les
équations définissant les coefficients & [M. A. Buhl, dans sa Thése : Sur les
équations différentielles simultanées et la forme aux dérivées partielles

adjointe, appelle les §; fonctions adjointes et Uf forme aux dérivées partielles
adjointe du systéme (3)] :

g oy 0 X .
-a-t--i-ZXAEi—:_ d.Z‘lEL (t=1,2, ..., n).
k=1 k=t

Ce dernier systéme est équivalent, d'aprés Jacobi, au systéme formé par les
équations (3) et les suivantes

d&,_z '&,‘dt (=12, ..., n),

qui ne différent des équations aux variations de M. H, Poincaré que par les
notations des variables fonctionnelles 8z, 8z, ..., 8z,, lides avec les §; par les
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4. Les résultats cités s'étendent immédiatement aux systémes

d’équations aux différentielles totales .
9) de;=FXtdy  (i=1,2,...,n),
h=1

les X* étant des fonctions de £, &y, . . .y Ly} T4y Lyy « + oy T
D’abord il est évident que la transformation de Liouville s’applique
aux derniéres équations, car en introduisant les nouvelles variables

Yy YV cevy Vn

définies par les équations

m n dx/ .
d)’f=—22ax yiedty  (i=1,2,...,n),

h=1 k=1

I'ensemble de ces derniéres et des ¢quations données représente un
systeme canonique. En effet, les équations écrites forment, en premier
lieu, un systéme aux différentielles totales. Secondement, en posant

2X2yk:—_=“ll,, (fe=1,2, ... m),

k=1

les 22 équations étudiées prennent la forme canonigue

m

2 ‘dt;,, dyc=_2£::dth (i:l,'.?.,...,ll,)

h=1

(Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, 23 jan-
vier 1899; Journal de Mathématiques pures et appliquées, 189g,
p. 454).

relations
dr,=—E; 5t (i=1,2, ..., n0).

Remarquons, enfin, que les 2n équations considérées forment un systeme
canonique, lorsque le systéme (3) est lui-méme canonique.
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Cela posé, les facteurs intégrants de Jacobi du systéme (g)

Py Pay <y Pa

sont, d'aprés la définition méme, les dérivées partielles correspon-
dantes

A N A

dx, Fx'—g, i d‘rn,

J/ désignant une intégrale du systéme jacobien,

(10) X"f:;{+2X"——=o (h=1,2,...,m2).

D’autre part, les p; satisfont au systtme d’équations aux dérivées
partielles,

()Pt /;dpj 0X'
T '*‘Zxk dzx 2 oz, Pi=°
(E=1,2y...5n), (h=1,2,..,,m),

les conditions (7) y étant jointes. Les nm équations obtenues repré-
sentent évidemment une généralisation de celle qui définit le facteur
intégrant d'une seule équation différentielle ordinaire du premier
ordre. J'ai donné la théorie de ces derniéres équations dans mon tra-
vail : Etude sur les intégrales d’un systéme d’équations différen-
ticlles aux dérivées partzelles de plusieurs fonctions inconnues (*).
Il en résulte que, dans le cas qui nous occupe, le systéme équivalent
d’équations aux différentielles totales est précisément celui de Liou-
ville, que l'on obtient en remplacant les variables y; par les p; dans
les équations canoniques écrites plus haut, ou bien encore en appli-
quant au systeme jacobien (10) la théorie générale des équations
partielles. Quant aux conditions (7), on y satisfait aussi, moyennant
cette derniére théorie.

Enfin, il est aisé de voir que toute transformation infinitésimale

(') Journal de Mathématigues pures et appliquées, 18g;, p. 423.
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du systéme (9)
2 9
Uf'_—_‘.— E,’ 5%1,

E; désignant des fonctions de 1, 1y, ...y Ly; &yy Ly« ..y &,y donne
licu & une intégrale

EE;’P:“: b

du systéme canonique de Liouville, équivalant aux équations (y),
b étant une constante arbitraire.

Le fait constaté est fondamental et nous servira de base dans nos
recherches ultérieures. Il va s’en dire qu’en introduisant les équations
canoniques de Liouville, on augmente le nombre des variables. Or
les nouvelles variables, étant introduites par la théorie des transfor-
mations infinitésimales, elles caractérisent la portée et la vraie valeur
de la théorie étudiée; les complications résultant de leur introduction
sont donc naturelles au probléeme d'intégration des équations en
question.

En passant & présent & I'étude des intégrales des équations cano-
niques de Liouville, nous bornerons nos démonstrations aux équa-
tions ordinaires, car leur théorie présente une analogie compléte avec
celles aux différentielles totales.

8. Soient
(”) fk(l,xq,‘”n”'yxn)':ak (k=l,2,...,n),

les n intégrales distinctes du systéme (3), les a; désignant des con-
stantes arbitraires. Les dérivées partielles

o, U, .. o
oz,’ 0z, ’ oz,

représentent, d'aprés la définition méme, n facteurs intégrants de
Jacobi du systéme (3), que nous allons désigner par

Piks P2k c+ey  Pake
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Le nombre des intégrales distinctes (11) étant n, on a n systémes
distincts de facteurs intégrants, en faisant parcourir & 'indice & toutes
les valeurs de 1 & n. Enfin les 2 derniéres équations (8) étant linéaires
par rapport aux p, elles admettent évidemment les solutions

Pi=2bkpik (t=1,2,...,n),
k=1

by désignant des constantes arbitraires. Comme le déterminant fonc-
tionnel

P Pua - Punn
M Pav P22 o+ Pan

I

P Prz oo Pan |

représentant le multiplicateur du systéme (3) de Jacobi est distinct
de zéro, les n derniéres équations écrites nous donnent

n M
(12) Eﬁpi: bx (k=1,2,...,n),
i=1

en désignant par M le premier mineur de M, correspondant & son
éléinent p;; situé a l'intersection de la ke colonne et de la ™ ligne.

L'ensemble des équations (11) et (r2) définit les 2n intégrales
distinctes du systéme (8). Il s’ensuit donc que, les # intégrales du
systéme étudié (3) étant connues, les n autres intégrales du systéme
canonique de Liouville correspondant s’obtiennent par des opérations
de différentiation.

Il est aisé de voir que les intégrales (11) et (12) forment un systéme
canonigue. Effectivement on a, en premier lieu,

(fafr)=0,

pour les valeurs distinctes des indices s et 7 de 1 & n. Comme toutes
les valeurs p; satisfont aux conditions (7), il en est de méme des
fonctions p;. Par conséquent, les intégrales (12) sont en involution.
En désignant donc par Fj les premiers membres des équations (12),
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on a les identités
(F,, F,) =o,

les indices s et r parcourant les valeurs de 1 & n. Enfin, I'on a

"l S dF‘ 0 r - dFl
(Fof)=35r 3L =
L |

5[;; oz, =‘”7I'&E" Pkr.

oF,

» on obtient
‘)Pk

En substituant les valeurs des dérivées

(Fn fr) = 'l;'l' 2 Mk:pkn
k=1

et il en résulte, moyennant les propriétés du déterminant M,

4
(F, f,)= 0, rzs,

I,

= S.

Donc les intégrales (11) et (12) représentent le systéme canonique
par rapport aux équations (8). Il s'ensuit, de plus, que ces derniéres
admettent n intégrales en involution linéaires par rapport aux va-
riables auxiliaires de Liouville p;.

6. Ces préliminaires posés, passons au but principal de la théorie
des transformations infinitésimales : I'intégration des équations étu-
diées (3).

Il ne s’agit ici que des cas ol I'on connait un groupe de transfor-
mations infinitésimales admis par le systéme (3). Dans les considé-
rations qui vont suivre, nous mettrons de cdté toutes les opérations,
pour former de nouvelles transformations infinitésimales, ou en tirer
de nouvelles intégrales des équations (3), et nous supposerons qu'il
n’y ait point d’intégrale connue, car on parvient, dans tous ces cas, &
un nouveau probléme d’intégration analogue, dont 'ordre est moindre
que celui du primitif.

Soient

(13) Ulf’ U2f7 sey Unf
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les transformations infinitésimales distinctes (') du groupe admis par
le systéme (3), en introduisant la notation

ka=22ik’:£"_'

Cela étant, le systéme (8) admet n intégrales linéaires par rapport
aux variables auxiliaires de Liouville, et le probléme revient & inté-
grer un systéme canonique, dont on connait la moitié des intégrales
lin¢aires relativement aux variables d’une méme classe. Donc l'idée
de S. Lie consiste, au fond, a introduire dans le calcul les intégrales
de la seconde classe, par rapport au systéme canonique de Liouville,
en rapportant les intégrales requises 4 la premiére classe.

Considérons, en premier lieu, 'hypothése ou les transformations
infinitésimales (13) forment un groupe en involution, c'est-a-dire
que I'on a les identités

(Uf, U, f)=o0

pour toutes les valeurs distinctes des indices s et 7 de 1 & n. Les équa-
tions

25:‘/:]’:': by (li"‘—"l,'lsu-’”)
i=1

forment alors n intégrales distinctes en involution du systéme (8),
by désignant des constantes arbitraires. Le déterminant

Ell §2| ree Em

A= Ei? E?ﬂ ree Eni

i B oo B

ne s'annulant pas, il vient, en désignant par A,; le mineur de A corres-

(') Nous appelons distinctes les transformations infinitésimales qui ne sont
pas liées entre elles par des relations linéaires.

Journ. de Math. (6* série), tome I. — Fasc. I, 1go5. 9
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pondant & son élément §,,,

'p,:Zb,-—A-' (r=1,2,...,n),

i=1

ces derniéres valeurs p, satisfaisant aux conditions (7). Il en résulte,
-les b, étant des constantes arbitraires, les identités suivantes :

d (A, 0 [y
m(T)=a(%)  r=ra..w,

l'indice i parcourant toutes les valeurs de 14 n. On en conclut que

les rapports
S Ay A
A’ A

représentent un systéme de facteurs intégrants des équations (3). Par
conséquent, leurs intégrales requises deviennent

fzé?(d-ﬁ]‘—xkdt)=a, (i=1’2a°'°’n>9

A=1

les fonctions sous le signe d'intégrale étant des différentielles exactes
et les @; désignant des constantes arbitraires.

S. Lie avait trouvé ce résultat en démontrant que la résolution du
probléme considéré exigeait n quadratures distinctes (Math. Annalen,
Bd. XI, p. 517). Oril est aisé de voir qu'il suffit d’effectuer une seule
quadrature, les intégrales requises s’en déduisant par différentiation.

On a effectivement, en appliquant la théoric des équations aux
dérivées partielles, que I'expression

df =—Hdi+ Y, p,dux,

r=g
est une différentielle exacte, les p, ayant les valeurs trouvées plus haut.

Soit
S=V(t, 2@y ey @yy by bgy .o b))+ b

lintégrale de cette derniére différentielle, b étant une nouvelle con-
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stante arbitraire. Le théoréme de Jacobi-Liouville nous donne alors
les intégrales demandées sous la forme suivantc :

av .
35, = % (i=1,2,...,n),

ou les premicrs membres sont indépendants des constantes b;, car ces
derniéres entrent linéairement dans la fonction V. D’ailleurs, moyen-
nant I'expression de cette derniére fonction, on voit aisément que les
intégrales derniérement écrites sont identiques aux précédentes.

Les résultats obtenus sc rapportent également & tout systéme com-
plet d’¢quations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre
d’une seule fonction inconnue, admettant un groupe de transforma-
tions infinitésimales, dont les parenthéses de Poisson s’expriment en
fonction des premiers membres des équations données et que nous
nommerons groupe complet. En effet, dans ce dernier cas, I'intégration
des équations considérées revient au probléme précédent, moyennant
des opérations algthriques.

Comme application de la théorie développée, considérons, par
cxemple, le sysiéme

de=Xdl, dy=Yd,

admettant le groupe de transformations infinitésimales distinctes
a
Uf*—’c'. +7)4f Uf“"En +7]20§

X,Y,%,mn, &, n, désignant des fonctions de ¢, x, .
Il'y a deux cas a distinguer : ou bien I'on a

(U|f9 sz) =0,

ou, secondement, il existe la relation

(Ucf’ Uaf) = Ucf‘

En posant, dans la premiére hypothése,

Ulf= bn sz-_—bza
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b, b, étant des constantes arbitraires, eflectuons la quadrature
£= [ 316, = bn)(de — Xdt) + (5,8, — b, E:)(dy — Yddt)] + b,

b étant une nouvelle constante arbitraire et A désignant le détermi-
nant

A =& n,—Eym,.
Les deux intégrales requises deviennent

of

(',E—-an ;)—b;za‘"

ol a, et a, sont des constantes arbitraires, les dérivées d{ 01{
1 2

contenant point b, et b,.
Dans la seconde hypothése, on a évidemment le systéme complet

f LA (o o U
Xf Ydy-_o, E.dx+‘q.0y_o,
admettant la transformation infinitésimale U, f. En résolvant ces deux
of of
derniéres équations par rapport aux dérivées partielles =, 5=, on ob-

tient un systéme jacobien; I’équation équivalente aux différentielles
totales devient

dy=Pdu+(Y = EX)dl,

et admet la transformation infinitésimale

o oa AOf

)

Par conséquent, le rapport ¢ représente le facteur intégrant de la

derniére équation aux différentielles totales, et son intégrale

S| —pda— (Y- X)d] =a,
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est, en méme temps, l'une des intégrales des équations données,
a, désignant une constante arbitraire.

La seconde intégrale s'obtient toul de suite par une quadrature.
Effectivement, en substituant dans les équations données la valeur
de y, tirée de 'intégrale trouvée, on obtient une équation unique

de = (X)dt
admettant la transformation infinitésimale
e af

U of == (Ei ) 5;’

les parenthéses désignant le résultat de I'élimination effectuée. Donc
I'intégrale requise devient

[ Elde—(X)d) =a,

a, ¢tant une constante arbitraire.

7. Passons a présent au second cas d’intégrabilité par des quadra-
tures, correspondant & I’hypothése que le groupe des transformations
infinitésimales (13) dusystéme (3) est intégrable. S. Lie achéve alors
I'intégralion des équations étudiées par n quadratures. Il est évident,
en effet, que, dans ces conditions, on arrive & intégrer I'une aprés
autre n équations aux différentielles totales, admettant chacune une
transformation infinitésimale (*).

Or, nous allons démontrer que le nombre des quadratures néces-
saires pour achever I'intégration du systéme (3), admettant le groupe
intégrable (13), que nous désignerons par G, est égal au nombre
des sous-groupes dérivés du groupe G augmenté d’une unité. Donc,
loutes les fois que G admet moins de n sous-groupes derivés, il

suffit du méme nombre de quadratures augmenté d’une unité pour
achever U'intégration de (3).

(") S. Lig, Mathematische Annalen, . X1, p. 513-518. — S, Lik et EncsL,
Theorie der Transformationsgruppen, v. 111, p. 708-709.
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Supposons, en effet, que les m transformations infinitésimales
distinctes )
Uf, Ufy oy Unf

engendrent le premier sous-groupe dérivé de G, en sorte que les iden-
tités suivantes

n

(USf’ U,f) = 20,,k ka

k=1

aient lieu pour toutes les valeurs distinctes des indices s et r de
1 & n, c, désignant des constantes.
Cela étant, on a évidemment le systéme complet des équations

Xf=o, U, f=o, U,f=o, ceey U,.f=o,

admettant le groupe complet de n — m transformations infinitési-
males distinctes

Um-Hfa Um-o'-zf1 ey qu-

L’intégration de ces derniéres équations s'effectuc par une quadrature
et I'on en tire n — m intégrales du systéme primitif (3). Soient ces
derniéres résolubles par rapport aux variables ;..\, €,y ..., £,. En
substituant leurs valeurs obtenues dans les equauons (3), on obtient
le systéme equwalent

=5+ 2 (X )o
admettant le groupe de m transformations infinitésimales distinctes
(14) us U, ..o ULS

ou I'on a posé

mn

Ui/=3 )i

les parenthéses désignant le résultat de la substitution opérée.
Or, d’aprés I'hypothése faite sur le groupe G, son sous-groupe
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transformé (14) admet un sous-groupe dérivé. Donc le nouveau pro-
bléme d’intégration est analogue au précédent; en répétant le méme
procédé, on parvient aisément & évaluer toutes les intégrales requises
du systéme (3), moyennant des quadratures, dont le nombre est
identique au nombre des sous-groupes dérivés du groupe G augmenté
d’une unité.

Considérons, par exemple, le systéme

dr =Xdt, dy:Ydt, dz =1dt,
admettant le groupe des transformations infinitésimales distinctes

Uf, Uf, U,

assujetties aux conditions

(U, f, Uyf)=o, UL U f)=0,/f, (Uuf, Usf) =0,
‘en posant
U, f=% df‘*"’l 0f+§‘%.

=3igz i3y

Le premier sous-groupe dérivé de notre groupe contient une seule
transformation infinitésimale U, f. Par conséquent, en intégrant le
systéme

Xf=o, U, f=o, U,f: by, U, f=b,,
on obtient, par une quadrature,
f:: V(l,w,)’, 50y, b:) + b,

by, b,, b étant des constantes arbitraires. Il en résulte deux intégrales

du systéme donné
o _ oV _
as, = %o 95, = Qg

a,, a, désignant deux constantes arbitraires.
Remarquons encore qu’en posant

g, (T g,
A= |§, Na G
El Ns za
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et en désignant par 4,; le mineur de ce dernier déterminant corres-
pondant & son élément situé A l'intersection de la ré™ colonne etdela
¢ime ligne, on met aisément les deux intégrales obtenues sous la forme
des quadratures suivantes, moyennant les considérations du n° 6,

f[éf(dx— Xdt) + 22 (dy - Y di) + 2 (dz — Zdt)]:a,,

‘[a 4,5 Ay
[[22(do — Xty + 2(dy = Ydt) + 2(dz — Zdt)| = a.
Les deux derniéres intégrales supposées résolubles par rapport a y
et 3, la troisieme intégrale demandée s'obtient par une quadrature

]
ffs.‘) [dz — (X)dt] = a,,
a, étant une nouvelle constante arbitraire.

8. S.Lieaappliqué, dansle Tome XI des Mathematische Annalen
(p. 521), la théorie des transformations infinitésimales & la résolution
de la question connue sous le nom du probléme de S. Lie, et dont j'ai
donné une solution élémentaire dans ma Note des Comptes rendus
des séances de I’Académie des Sciences, 24 aoit 1go3. La théorie
qui vient d'étre développée nous permet de simplifier I'exposition de
S. Lie, car on va voir que le probléme revient, en définitive, i une seule
quadrature, résultant du théoréme classique de Jacobi-Liouville.

Considérons, en effet, le systéme des équations en involution

(15) fx(@i, &gy ooy Ty Pis Pay o2y Pn) = 0O (k=1,2,...,9),

_0_.'-_ 0z 0z

olt P,y Pyy - ..y Pn désignent les dérivées partielles a2 350 e
1 2 n

le déterminant fonctionnel

D(Fmi)

ne s'annulant pas. Supposons que le systéme en involution corres-
pondant

(16) (Juf)=o0 (k=12...,9)
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admette rintégrales distinctes

() Lo Sa oo So S o S (r<an—gq),

formant un groupe fonctionnel. Cela étant, le systéme (16) admet
r — q transformations infinitésimales distinctes

Uf=fusnf) (I=1,2,..,r—¢).

Nous allons chercher a en former de nouvelles

Vf-sgmf.,f,, e fOUL,

s'annulant pour les valeurs (17) de la fonction f. Il est donc néces-
saire, pour définir les r — ¢ valeurs inconnues =, %,, ..., ©,_,, d’avoir
les égalités

r=q
(18) Za;,ﬂi=o (s=1,2,...,r—¢q),

ou I’on a posé

@i ==(fg:1s fos)-
Comme ce dernier systéme est linéaire, homogéne, le déterminant

Gy @y e gy

AE a|2 “22 LN ) ar_q’a

%yr-g %3rq o0 %pgrg

doit étre identiquement nul. Supposons de plus que les intégrales (17)
jouissent des propriétés d’annuler non seulement A, mais aussi tousses -
mineurs depuis le premier ordre jusqu’a I'ordre m — 1. Comme il est
bien connu, le nombre r — ¢ — m est alors pair; nous le désignerons
par 2p
r—q—m=2yp.
Journ. de Math. (6 série), tome 1. — Fasc. I, 1go5. 10
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Soit, pour fixer les idées,

TR TR
D= @3 %33 ee. Gy :
“"QP a2’29 oo azp'gp

le premier mineur de A distinct de zéro.
Cela étant, les 2p premiéres équations (18) nous donnent

< D, .
== N e (I=1,2,..052p),
=1

D,, désignant ce que devient le déterminant D, en y remplagant ses
éléments de la ii*™ colonne par les valeurs

Xapra,4s  %2p+m,29  covy  Fopigape

En substituant les valeurs obtenues des ;, 'expression V f devient

VfEE Tapi6 Vol

o=t
ol l'on a posé

1p
Dy
VafEUamf—Z‘ﬁi'U:f (G=I,2,...,”l).
i=1

Les coefficients m,,,, étant complétement arbitraires, il en résulte
que les fonctions V, f sont des transformations infinitésimales dis-
tinctes du systéme (16), s’annulant pour les valeurs (17) de la fonc-
tion f. On démontre de plus aisément que ces derniéres transformations
infinitésimales forment un groupe en involution. En effet, d’aprés les
propriétés de A, le groupe fonctionnel (19) admet m fonctions distin-
guées, distinctes des fonctions f, fi, ..., f,. En les désignant par @,,
®,, ..., ®,, on ales identités

chEE s (P f) ’*‘Epkc(flnf)’
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%isy Piqs Feprésentant des fonctions des intégrales (17). Il en résulte (')
donc que les V, f sont en involution. Par conséquent, I'ensemble des
équations (16) et des suivantes

Vof =0 (6=1,2,...,m)

forme un systéme en involution, possédant r intégrales (17), et dont
I'intégration fournit, dans le cas le moins favorable, moyennant
n— q —m — p opérations d’intégration, n + p — r intégrales en invo-
lution

(‘9) fr+n fr+9’ sy fn—o—(n

étant de plus en involution avec les intégrales (17). Les parenthéses
de Poisson

vm-o-:f'—————(fr-o-nf) ('9:"2"“’”_9—'”‘_?)

offrent donc de nouvelles transformations infinitésimales du sys-
téme (16), engendrant avec les m précédentes V, f un groupe en
involution de n— g — p transformations infinitésimales distinctes et
s'annulant pour toutes les valeurs (17), (19) de f.

Cela étant, introduisons, au lieu de @npiiy Zacpray ++ 1 Lny Poy -+ o9
Pny comme nouvelles variables les intégrales (17), (19), supposées
résolubles par rapport aux précédentes variables. Soit le syst¢me (16)
transformé

-q-p

p) 9
A E Xag- =0 (k=1,2,.0q),

admettant évidemment le groupe en involution de n — g —p transfor—
mations infinitésimales distinctes

Y
Vof= 2 Ewm (e=1,2,...,n—g—p),
=1

(') Goursat, Legons sur l'intégration des équations auz dérivées partielles
du premier ordre, p. 50-51.
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ot les coefficients X, §,; dépendent des variables z,, s, ..., @, €t
des valeurs f, f5, ..., fo., considérées comme constantes.
Posons

En &4 oo En—q—p,!
g, . cee Sngpas
v= T T
E‘J‘—Q—P Eﬂ-"-ﬂ e En—q—pm-q—?

et soit A, le mineur correspondant & 'élément &,,. L'intégration du
dernier systéme s’achéve par une seule quadrature de la différentielle

exacte
n=q=p n—q-¢

, 9

les intégrales requises étant représentées par les formules

A

a5, = % (I=1,2,...,0—q—p),

que 'on met encore aisément sous la forme suivante

R-q—p 7
fz %g(dxq+,—2.x,kdxk)=a.~ (i=12,..,n—q—2),
s=1 .

k=1

les by, a; désignant des constantes arbitraires.
Enfin, I'intégrale compléte des équations (13) s'obtient par une
nouvelle quadrature.



