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LES FONCTIONS ABELIENNES SINGULIERES. 209

Les fonctions abéliennes singulieres et les formes

quadratiques {');

Par M. G. HUMBERT.

Dans ce travail, qui forme la troisiéme et derniére Partie du Mé-
moire, nous étudions, au point de vue de leurs propriétés arithmé-
tiques, les fonctions abéliennes triplement singuliéres, c’est-a-dire
celles dont les périodes g, A, g’ vérifient trois relations singuliéres,
Fo=o0,F,=0,F,=o0. ' ' 4

L'invariant de la relation zF,+ yF, + zF,=o0 est, en «, y, 3,
une forme quadratique ternaire positive ; mais ce n'est pas une forme
positive quelconque; nous la caractérisons en mettant en évidence
ses propriétés fondamentales. Pour simplifier I'écriture nous affectons
aux formes de ce type la lettre §.

Si I'on opére sur le systtme F, = F,=F, = o une transformation
ordinaire du premier degré, ou si on le remplace par un systéme arith-
métiquement équivalent, la forme § associée reste équivalente a elle-
méme ; c’est-i-dire qu’a un systéme correspond une classe de formes ¥,

Inversement, & une classe de formes & correspondent, en général,
plusieurs systémes non réductibles I'un & I'autre par une transforma-
tion ordinaire de degré un; leur recherche est ramenée 4 1’étude des

- (') Ce Journal, 3¢ série, t. 1X, p. 43.
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représentations du discriminant de la classe par une forme quadra-
tique ternaire indéfinie, dont certaines substitutions semblables sont
mises en évidence au cours du calcul.

Un systéme triplement singulier Fy=F,=F,=o0 donne, pour
g h, g, deux systémes de valeurs et, par suite, cn général, deux sys-
témes ‘de fonctions abéliennes : appelons point modulaire de 'un
d’eux le point de I'espace qui a pour coordonnées cartésiennes les trois
invariants absolus de la forme binaire algébrique d’ordre 6, lide aux
fonctions abéliennes considérées; nous faisons ainsi correspondre, a
une classe de formes &, plusieurs points modulaires en nombre limité.

Cette représentation géoméirique est la suile naturelle de celle que
nous avons donnée dans la deuxiéme Partie du Mémoire : rappelons en
effet qu'a un nombre positif A, de I'un des types 4N et 4N + 1, nous
faisions correspondre la surface algébrique hyperabélicnne d'inva-
riant A; 4 une classe ¢ de formes binaires positives, équivalentes & unc
forme du type

: : 4(az®+ bxy + cy?),
ou du type
4(a2® +bzy +cy*) +y*,

nous faisions correspondre une ou plusicurs courbes gauches algé-
briques que nous avons appelées courbes hyperabéliennes ; ici eufin,
4 une classe de formes ¥, nous lions un groupe de points défini algé-
briquement.

Notre representation posséde des proprie'te's importantes et simples.
Ainsi, pour qu'une classe de¢ formes ternaires &, ou une classe de
formes binaires ¢, represente proprement un nombre 4, il faut et il
suffit que la surface associée au nombre contienne les points, ou les
courbes gauches, liés & la classe § ou & la classe ¢ considérée.

- De méme, pour qu'une classe § représente propremenl une classe 3,
il faut et il suffit que les points liés i la classe § soient sur 'ensemble
des courbes liées & la classe g.

L'étude de Dintersection de deux surfaces ou de deux courbes hyper-
abehennes donne aussi d’intéressantes conséquences.

Enfin les ordres”de multiplicité, sur une surface hyperabélienne,
d’une courbe hyperabélienne ou d’un groupe de points sont liés aux
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~ propriétés arithmétiques des formes; par exemple, si une classe bi-
naire ¢ représente proprement de » maniéres un nombre A, chacune
des courbes hyperabéliennes associées i la classe est multiple d’ordre n
sur la surface associée au nombre. :

On voit par l4 combien notre représentation géométrique est pro-
fondément liée aux propriétés des formes quadratiqiies et quel intérét
il y aurait & en développer I'étude (*).

Les numéros de ce Travail font suite 4 ceux de la Partie déja publiée ;
pour indiquer un renvoi & un numeéro de cette Partie, nous ferons pré-
céder le nombre correspondant du chiffre romain I.

ERRATA

des deuz premiéres Parties (ce Journal, 5 série, t. LX).

Pages. » Au lieu de : Lire :
47 ligne 1 de la note n+1 CoR=—1.
59 derniére ligne, aprés s, mettre un crochet |
6o quatre derniéres équations (31) +tEa, — Eaq,
+ceBa, —Ee,
+¢tEa, —Ea,
+¢tEa, — Ea,
65 derniére équation (36) —eAc —chAje
67 ligne 9 la relation une relation
87 ‘ligne 2 —0Pa, QPa,
108 ligne 14 —pX? + pX2?
129 ligne 6 (en remontant) F ¥
130 ligne 6 ( » } elle est associée /¢ est associée

(') Il serait fort utile, en particulier, d’obtenir explicitement les équations
des courbes et groupes de points qui correspondent aux formes p et J des dis-
criminants les plus simples.

Journ. de Math. (5* série), tome X, — Fasc. I, 190§ 28
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TROISIEME PARTIE.

Fonctions abéliennes triplement singuliéres.

Généralités.

80. Les périodes d'une fonction abélienne de deux variables étant
ramenées 4 ld forme normale (1, 0), (0,1), (g, %), (%, g"), la fonction
sera dite triplement singuliére s'il existe, entre g, &, g', trois relations
singuliéres, c’est-a-dire de la forme

(1) Ayg + B+ Cog'+Doy(h* - gg' )+ Ey=o,
(2) Ag+Bh+Cg+D,(h-gg)+E =o,
(3) A, g +B,h+Cog'+ Dy(h*— gg') + E,= o,

les Ay, By, ..., E, et de méme les A,, B,, ..., E, etles A,, B,, ..., E,
étant des entiers premiers entre eux.

On a aussi le droit de supposer sans diviseur commun tous les déter-
minants tels que (A,B,G,), (A,B,D,), ..., (C,D\E,), formés avec
neuf coefficients homologues des équations (1), (2), (3): car, s'il en
était autrement, en combinant linéairement ces équations d’une ma-
niére convenable, on obtiendrait une ou deux relations analogues, ou
les cinq coefficients auraient un facteur commun; par suppression de
celui-ci, on formerait évidemment un systéme de trois équations,
équivalent au systéme initial, et jouissant de la propriété voulue.

Si les dix déterminants (A, B,C,), ..., (C,D,E,) sont sans diviseur
commun, nous dirons que le systéme (1), (2), (3) est propre.

Désignons par Fy, F,, F, les premiers membres de (1), (2), (3), par
%, ¥, z des entiers quelconques ; I'invariant de la relation singuliére

zF,+yF, +3F,=o,
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qui est une conséquence de (1), (2), (3), est la forme quadratique
ternaire en &, y, 5

(Box —+—B4y +B,z)?
(4) ¢ —4(Ayz+Ay+A;3)(Coz+ Ciy +Cy3)
— 4(Dyz + D,y + D,z)(E,x + E, y + E, 3),

que nous appellerons la_ forme associée au systéme initial.

L’invariant de toute relation singuliére est essentiellement positif
(ce Journal, 5° seme, t. V, p. 246); la forme (4) doit donc étre définie
et positive. Or si 'on pose

A; = B3 — 4A,C;— 4D,E,
8,-_,-: B,-Bj— 2A,'Cj— 2AjC,'-— Q.D;Ej—- 2DjE,-,

la forme ternaire (4) s’écrit
(6) Ay + A,y + Ay 3+ 28,y + 28,225 + 28, ¥5;

pour qu’elle soit définie et positive, il faut et il suffit que soient satis-
faites les conditions classiques

o A >0, AA;—38> o,
A0A|A2 + 280, 8028‘2 - A‘)g?ﬂ - A{ 332 - A28§| > 0.

81. Réciproquement, sila forme ternaire associée au systéme pro-
posé est positive, ou encore si les conditions (7) sont satisfaites, les
peériodes g, &, g’, que déterminent les trois équations (1), (2) et (3),
définissent un systéme de fonctions abéliennes; c’est-a-dire que g; b, g’
sont imaginaires, et que leurs parties purement imaginaires, g,, &, g},
vérifient I'inégalité fondamentale

h;’ oig‘ <0

Observons d’abord que les équations (1), (2), (3) donnent, 'pour
& h, g', deux systémes de valeurs; si donc on regarde g, &, g’ comme
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des coordonnées courantes cartésiennes, les trois guadrigues repré-
sentées par les équations (1) (2) et (3) se coupent en deux points,
M et M/, a distance finie. D’ailleurs toute relation singuliére

Ag+Bh+Cg+D(h?-gg)+E=o0

représente une quadrique réelle, passant par la conique  I'infini réelle
située.sur le cone A* — gg’= o; la quantité B?— 4AC — 4 DE, inva-
riant de cette relation, étant positive, la quadrique est un hyperbolotde
& une nappe. Donc, les inégalités (7) expriment que toutes les qua-
driques du réseau zF, + yF, + 5F, = o sont des hyperboloides & une
nappe.

Il s’agit maintenant d’établir : 1° que les deux points M et M, &
distance finie, communs & toutes ces quadriques, sont imaginaires et,
par suite, conjugués; 2° que si g,, h,, g\ sont les parties imaginaires
des coordonnées de I'un d’eux, on a

(8) b —g.g <o.

Or, 1°M et M’ sont imaginaires ; sinon, il existerait une quadrique
réelle Q, passant par la conique & I'infini du céne A* — gg’= o, par
les points M et M, et touchant en M un plan réel quelconque. Mais
ce plan peut étre choisi de maniére & n’étre paralléle a aucune généra-
trice réelle du cone h* — gg'=o; il couperait donc Q suivant deux
droites imaginaires, et Q, qui appartient au réseau

zl, + yF,+ s, =o,

ne serait pas un hyperboloide 4 une nappe, résultat contraire aux con-
ditions (7). .

2¢ M et M’ étant imaginaires, et dés lors conjugués, le point milieu
de MM’ est réel ; transportons-y I'origine des coordonnées, sans changer
la direction des axes; nous ne changerons pas non plus les parties
imaginaires, g., h,, g\, des coordonnées de M et M'. Une des qua-
driques du résean F,+ yF,+ zF,=0 a pour centre la nouvelle
origine et a dés lors une équation de la forme

(9) h*—gg'=E,
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E étant > o, puisque la surface (g) est un hyperboloide & une nappe.
La droite MM’ étant réelle et passant par I'origine a des équations du

type

g h _Fg
10 2 =_ =2,
(10) « By
et I'on a

gr—ay <o,

~

puisq:ue la droite (10) coupe la quadrique (g) en deux points imagi-
naires (M et M"). Les équations (g) et (10) fournissent alors les coor-
données de M et de M’ et donnent, pour g,, 2,, g\,

E ’
=« \/E =9 ,I,,:B——_\/;—i g.=v VE 4
voy — @ Vay — 2y —
d’oli I’on tire
N k? - g!g,l =-E,
et, puisque E est négatif, on a bien
hi— g8, <o. €. Q. F. D.

- 82. Incariants. — On reconnait, comme dans la deuxi¢me Partie
de ce travail (I, n° 16) qu'une transformation ordinaire du premier
degré change les trois relations singuliéres Fy=o0, F,=o0, F,=o0en
F,=o, F, =0, F,=0, qui forment également un systéme propre.
De plus, la forme associée au systéme initial demeure inaltérée, c’est-
a-dire que les coefficients A, et 8;; de cette forme sont des tnvariants,
vis-a-vis de toute transformation ordinaire de degré un. -

De méme, remplacons le systéme Fy=F, =F, =o par un systéme
arithmétiquement équicalent :

AFy+upFi+v F,=o0,
NF,+pF,+vF,=o,
NF,+ wF, +vF,=o,
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les A, @, v désignant des entiers, dont le déterminant (Ap'v") est égal
a4 == 1. La forme ternaire associée & ce nouveau systéme est, par défi-
nition, l'invariant de la relation

' (AFy+ pF +vF,) +y'(NVF,+ ' F,+VvF,)

+ z/(l//Fo_l_ P'”Fi -+ v//F?) — O,
qui s’écrit

(A’ + Xy + N2 )F + (pa'+ 'y + p"5)F,
+ (&' +vVy +v 3)F,=o;

on l'obtient donc en remplacant, dans la forme (4), #, y, s par

A+ Ny + Nz, ux'+..., ve'+.... En d'autres termes, puisque

le déterminant (Ap'v”) est égal a =1, la forme ainsi obtenue en

&'y ¥, 5', est équivalente & la forme (4), associée au systéme initial.
De ces remarques résulte cette proposition :

83. TuioriMe. — A tout systéme propre de trois relations sin-
guliéres, Fy=o0, F,=o0, F,=o0, correspond une forme quadra-
tigue lernaire positive en x, y, 3, qui est U'invariant de la relation
zF,+ yF, + 3F,= o5 cetle forme se change en une forme équi-
valente quand on remplace le systéme initial par un systéme
arithmétiquement équivalent, ou quand on opére sur lui une trans-
Jormation ordinaire du premier degré.

Ainsi, & tout systéme propre est associée, en réalité, une classe de
formes quadratiques ternaires positives.

Il résulte également de la que le systéme considéré posséde un inva-
riant absolu, & savoir le discriminant de la classe associ¢e, quantité
toujours positive d’apres (7).

84. La forme (4), associée & un systéme propre, n’est pas une forme
ternaire positive quelconque; en effet, en vertu méme de son expres-
sion (4), elle est représentable par la forme & cinq variables

X:—4YZ — 4TU,
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et la représentation est propre, puisque, le systéme étant propre, les
dix déterminants (A, B,GC,), ..., (C;D,E,) n'ont aucun facteur
commun.

Or, il est clair, a priori, qu’une forme ternaire n'esl pas toujours
représentable par la forme & cinqg variables; il est nécessaire pour cela
qu'elle puisse représenter un carré, propriété qui n’appartient évidem-
ment pas a toutes les formes ternaires et sur laquelle nous reviendrons
plus loin.

Ainsi, les seules formes ternaires positives qui puissent étre associées
4 un systéme propre de trois relations singuliéres sont les formes
représentables proprement par la forme X* — 4 YZ — 4TUj cette con-
dition nécessaire est également suffisante, car la forme

(11) Boz +Biy+p.2)" — b,z + oy + 2. 3) (Y@ + 11 + Y23)
—4(8ox+ 8,y + 8,3) (g% + &, + €,3)

est associée au systéme

%g +Bol+Yog + 8 (B — gg") + ey =0,
@ g +BihH =o,
g +Boh . = o,

qui est propre, puisque, la représentation de la forme (i1) par la
forme X* — 4YZ — 4TU étant propre, les dix déterminants

N
(@Bi2)s ooy (YoSyta)
sont premiers entre eux. '
Etant donnée une forme ternaire positive, les méthodes générales
classiques permettent de reconnaitre si elle est représentable pro-

prement par X*— 4YZ — 4TU; dans tout ce qui suit nous dési-
gnerons une forme ainsi représentable par la lettre 5.

Propriétés des formes §.

83. Ily a deux espéces de formes .
Si, dans les trois équations (1), (2), (3) d'un systéme singulier
propre, les coefficients de A, 4 savoir B,, B,, B,, sont pairs, cette pro-
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priété se conserve, comme on sait, dans toute transformation ordinaire
de degré un, en ce cas, la forme £, associée au systéme et donnée par (4),
a tous ses coefficients divisibles par 4, de sorte qu’on peut écrire

(12) $ (%, y,5)=4f(2, y,5). -

Si, dans les ¢quations (1), (2), (3), un des coefficients B;, le pre-
mier B,, par exemple, est impair, on aura le droit de supposer les
deux autres pairs : car si B, était impair, il suffirait de remplacer F,=o
par I'équation équivalente F, + F, = 0. Dés lors, B, et B, étant pairs,
la forme ¥ associée au systéme est du type

(13) ¥ (2, y,3) ="+ 4f(x, y, 5).

Les formes £sont donc, soit du type (12), soit réductibles au type (13)
par une substitution linéaire de déterminant 1.

86. Une forme § ne peut admettre d’autre diviseur que 4, c’est-
a-dire que, si elle est du type (13), elle est proprement primitive, et
que, si elle est du type (12), les coefficients de f n’ont aucun facteur
commun.

Nous pouvons toujours en effet, par une transformation ordinaire de
degré un, ramener une des équations singuliéres (1), (2), (3), ou une
de leurs combinaisons linéaires, au type A*— gg’=D; dés lors, les
deux autres équations du systéme, si 'on tient compte de celle-ci,
prendront la forme

ag+bh+cg+d=o,

ag+bh+cg+d=o.
Par des combinaisons linéaires des deux derniéres, on obtiendra
deux relations arithmétiquement équivalentes dans 1'une desquelles le

coefficient de g sera nul, c’est-a-dire qu’on a le droit de supposer a’'=o;
la forme associée au systéme est par suite

S=4Dx*+(b*—4ac)y*+ b*z*+2(bb'— 2ac’) yz —fdxy — 4d' zx.

Or: 1° lorsque b et )’ sont pairs, § ne peut admettre d’autre divi-
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. . 1 1 o'
seur que 4 : car, si les coefficients D, ;b’, Zb’ — ac, -;b —ac',d, d
avaient un facteur premier commun, p, impair ou pair, ce facteur divi-

. . « v e 3 3e o . o I
serait @ ou ¢’. S'il divisait @, il diviserait aussi ;b, et dés lors le sys-
teme des deux relations

ag +bh+cg'+d=o0, UVh+cg+d=o,

ne serait pas propre, puisque a, ib, d, %b’, d’ admettant le facteur p,

les déterminants compris dans la matrice

a b ¢ d,

o bV ¢ d,

I’'admettraient également, contrairement & I'hypothése initiale. Si p divi-
sait ¢, la relation &'h + ¢’ g’ + d’= o aurait tous ses coefficients divi-
sibles par p, et, la encore, le systéme considéré ne serait pas propre.

2° Lorsque & et 4’ ne sont pas tous deux pairs, § ne peut admettre
aucun diviseur : car, si les coefficients D, &', b* — 4ac, bb' — 2ac/, d,
d’ avaient un facteur premier impair commun, ce facteur diviserait a
ou ¢', et 'on reconnaitrait comme plus haut que le systéme considéré
ne serait pas propre, contrairement a I’hypothése.

87. Reprenons le cas o, dans les trois équations initiales (1), (2),
(3), du systéme, les trois coefficients B,, B,, B, sonl pairs; comme
nous venons de le voir, la forme associée est du type 4f(, ¥, ), les
coefficients de la forme f n'ayant aucun facteur commun. Je dis de
plus que cette forme f ne peut étre proprement primitive, c'est-a-dire
que les coefficients des rectangles zy, 2z, yz ne peuvent y étre simul-
tanément pairs.

Ces coefficients, en effet, sont, d’aprés (4), les quantités

2B By
2 2

—_ A;CJ‘—* AjC,'— D,-Ej — DJE,;

si elles étaient paires, il en serait de méme des trois nombres a,, «,, @,

Journ. de Math. (5 séric), tome X. — Fasc. I, 1go}. ' 29



220 ' G. HUMBERT.

donnés par
%=A,C,—~ A,C,+D,E,—D,E,,

a, = A,C, "_Aocn'*‘ D,E, - D,E,,
2, =A,C,— A,C,+ D,E, — D,E,;

dés lors les déterminants (A,C,D,), (A,C,E,), (A,D,E,), (C,D,E,)
seraient pairs, car, le premier, par exemple, est égal &

a,Do+ o, D, + «,D,.

Done, puisque les B; sont pairs, les dix déterminants (A,B,C,), ...,
(G,D,E,) seraient pairs, et le systéme initial, (1), (2), (3), ne serait
pas propre, contrairement & I'’hypothése.

88. On peut résumer ainsi tous ces résultats :

Les formes § sont de deux espéces. Les formes de la premiére
espéce sont divisibles par 4 et sont du type 4 f(x,y, z), la forme 2.f
étant improprement primitive.

Les formes de la seconde espéce sont proprement primitives et
sont équivalentes a des formes du type z* + 4 f'(x, y, 3).

Dans tout ce travail, afin de simplifier les démonstrations et les for-
mules, nous nous bornerons & I'étude des formes de la premiére espéce,
en indiquant, s’il y a lieu, les résultats relatifs aux formes de la seconde.

89. Formes canoniques d’un systéme et de la forme associée. —
Soit un systéme propre (1), (2), (3), ou les B; sont tous pairs; on
pourra, par une transformation ordinaire du premier degré et par des
combinaisons linéaires d’équations, le ramener (n° 86) au type

h*—gg —D=o,
(14) g +2Bh+7v,g+8 =0,
w g+ 2B b+, g+ =o.

On a le droit de supposer a, et o, premiers entre eux : car, s'ils ne
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I'étaient pas, une transformation de degré wn, n’altérant pas la rela-
tion A*— gg’ =D, remplacerait «, parla quantité «,, dont I'expression
a été donnée (1, n° 26), dans la deuxiéme Partie du Mémoire, et o, par
une quantité analogue, o : or, on reconnait sans difficulté, en s’ap-
puyant sur ce que le systtme (14) est propre, qu'on peut toujours
choisir les entiers caractéristiques de la transformation de maniére
que a, et o soient premiers entre eux.

Il en résulte qu'en combinant linéairement les deux derniéres:
relations (13), on obtiendra deux relations de méme forme, dans
I'une desquelles le coefficient de g sera 1, et qui seront arithmé-
tiquement équivalentes aux précédentes; le systéme initial sera dés
lors remplacé par le systéme propre équivalent :

S h*—gg —D=o,
(15) - g+2Bh +y8 +8 =o,
( «g+2fh+yg+9d =o.

Je dis qu’on peut supposer = o : car, si o, la transformation
du premier degré définie par les entiers

Ay =1, a,= o, a, =0, a3y =0,
bo=p, b,=1, b,=o, by=o,
Co =0, €==0, C=1I, ¢y =0,

d,=o, d,=o, d,=—8, dy=1

n’altére pas la relation A? — gg’— D = o (I, n° 10) ; en vertu des for-
mules(27), (I, n°26), elle remplace larelation g +2Bh+yg' +3=0
par une relation analogue ou le coefficient de 4 a disparu, et ou celui
de g est encore + 1.

En ajoutant a la troisitme relation (15) la deuxiéme multipliée
par — «’, on obtient une équation privée de terme en g, qui peut
remplacer cette troisiéme, de sorle que le systéme initial est devenu

: h*—gg'—D=o,
(16) g—rgl~9=0
28h +v8+8 =o.
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On peut aller plus loin et faire disparaitre g’ dela derniére relation :
il suffit d’opérer, sur ce systéme, la transformation du premier degré

définie par les entiers

a,=1, a, =o, a,=o,
b, = o, b, =, by=-%,
¢, = o, ¢, =— W, ¢, = A,
dy=pps’ +DAN + guk', d,=o, dy=o,

ol A, &, X', 1’ sont des entiers uniquément liés par I'équation

A —=Np=1.

a,=o,
b, =o,
cy = o0,
dy=r;

En vertu de cette transformation, les périodes anciennes et nou-

velles satisfont aux relations

= 57z +l7\’g’ [—Ady+Ag—Nd,g' = N(h*— gg"),
h
H=l+l’g”
(17) | oy
G = -1 ,
)\_*_)\Igl

H — GG’ = s [pdo — g + Wdog' + ' (h* — gg)].

Or, le systéme (16), ol 'on écrit G, H, G’ & 1a place de g, 4, g, est

arithmétiquement équivalent au systéme
AH?* —GG' — D) + (G —pG' —¢)=o,
N(H*—~GG' — D) +w(G—pG' —¢)=o,
2Bh+yg' +8=o0,

-puisque A’ — A’ =1, Par les formules (17), ce systéme se change

en

h—gg' — (DN +ghp + pp*) = o,
g— (DN +gh '+ pp*)g'—[2DM + g (M +A'p) +2ppp]=o,
2Bh + (Y’ + ) g’ + yp + A =o.
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Si donc on choisit X' et (' premiers entre eux, de maniére
4 annuler yp.’+ &), et si l'on détermine ensuite A et g par Ay — Mp =1,
le terme en g’ disparaitra dans la troisiéme équation, et le systeme
final, équivalent au systéme initial, sera du type

h*—gg" — M=o,
(18) g —mg —n =o,
2Bk —¢ =o;

¢ étant nécessairement impair, puisque le systéme transformé est

propre.

Remarque I. — Dans le cas d'un systéme singulier ot les coeffi-
cients de % ne sont pas tous pairs, on trouverait une forme canonique
semblable; 28 serait seulement remplacé par 28 + 1 dans la troisiéme
équation.

Remarque I1. — La forme associée au systéme (18) est
(19) 4(Ma? + my?+ B22* + nxy + cx3),

le coefficient de z* est un carré et le terme en zy manque. Toute
forme §, divisible par 4, peut donc étre ramenée & ce type par une
substitution linéaire.

90. Propriétés caractéristiques des formes §. — D’aprés cela, et
'on aurait pu le reconnaitre directement sur la forme (4), une forme §
quelconque peut représenter proprement un carré : ici, le carré 432,
Or, cest 1 une propriété qui caractérise les formes ¥, ainsi que le
montre le théoréme suivant, relatif aux formes de la premitre espéce :

Triorime. — Soil { une forme quadratique ternaire positive et
improprement primitive; désignons par Q le plus grand commun
diviseur, nécessairement impair, des coefficients de son adjointe :
pour que 2§ soit une forme ¥, c’est-a-dire soit représentable pro-
prement par la forme a cing variables X* — 4YZ — 4TU, il fau et
il suffit que 2. représente un carré premier ¢ Q.
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La condition estnécessaire, car la forme (19) représente le carré 432,
que je dis étre premier a Q. En effet Q est, par définition, le plus grand
commun diviseur de ’

4mM —n*, AMB*—c?, 4mf?, 2me, 2n@®, ne;

s'il avait un facteur premier commun avec 2§, ce facteur diviserait ¢?,
donc ¢; et le systéme (18) ne serait pas propre, puisque 2 et ¢ auraient
un diviseur commun.

91. Je dis maintenant que la condition est suffisante.
Soit, en effet, une forme ternaire positive

(20) 2¢ =4(B*2*+ Mzzx + Nzy + Pz + Qzy + Ry?),

telle que ¢ soit improprement primitive, et qui représente le carré 4 B?,
premier a Q; pour établir que c’est une forme ¥, je distinguerai
trois cas.

PremiEr cas. — Les quantités 2B, M, N n’ont pas de diviseur com-
mun. Alors le systéme
h—gg —P =o,

g§—Rg'—Q=o,
2Bh—Ng'—M=o0

donne naissance a la form;a
£F=4Bz*+ 4y(Ry + Nz) + fx(Pz+ Qy + M3z),

qui est identique & la forme proposée, 24 ; ce systéme est propre, ainsi
qu’on le reconnalt de suite en s’appuyant sur ce que 23, M, N sont sans
facteur commun. La forme 2¢ considérée est donc une forme . '

DeuxiiMe cas. — Les quantités 2B, M, N ont un diviseur commun
impair. Soient p ce plus grand commun diviseur, et p,, p., ..., p, ses
facteurs premiers distincts. Aucun d’eux ne divise 4 PR — Q?, sinon,
contrairement & I’hypothése initiale, 2B et Q admettraient ce méme
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facteur, ainsi qu’on le reconnait de suite en écrivant les coefficients de
la forme adjointe & . [l en résulte que la forme binaire

Pz?+ Qzy + Ry?

peut représenter proprement une infinité de nombres, dont chacun est
résidu quadratique de p,, pyy ..., Pay €t est premier a ces facteurs.
On a le droit de supposer que R est un de ces nombres; car il suffit
pour cela d’effectuer, sur x et y dans la forme ternaire (20), une sub-
stitution linéaire convenable, de déterminant 1, en laissant z inaltéré :
cette opération ne change ni B, ni le plus grand commun diviseur
de 2B, M, N, ni Q qui est un invariant de la forme ternaire.

Cela posé, divisons N par un nombre «, tel que 2B, M et i—N n’'aient

pas de diviseur commun : on peut évidemment supposer que « ne con-
tient pas d’autres facteurs premiers que p,, ps, ..., p,. Considérons
maintenant le systéme singulier

. —gg —P =o,

(21) «g +2Bh+vg —Q=o,
N

2Bl — —g'—M=o;

la forme associée est
(22) 4[B*s*+ Msz + Nzy + Pz* + Qzy + (B* — ay)y?];

elle coincide avec la forme proposée (20) si I'on peut choisir § et y de
maniére que R = §§* — ay : il faut et il suffit pour cela que R soit résidu
quadratique de a, c'est--dire des facteurs premiers, p,, pa, ..., Pa,
de «, condition qui est réalisée en vertu d'une hypothése légitime faite
tout a I'heure. Donc la forme (20) est associée au systéme (21).

Tout revient ainsi & établir que ce systéme (21) est propre, c’est-
a-dire que les nombres

(23) 2Ba, N, Mg, 2(B'y+.:—‘NB>, 2(M§—BQI), M‘{+§'NQ
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i . e - : 1 1
n'ont aucun diviseur premier commun. Or 2B, -N et M étant pre-

miers entre eux, ce diviseur diviserait «, et serait dés lors un des fac-
teurs p,, psy .... p,. Mais p;, premier & R par hypothése, ne peut
diviser 3, puisque R=f®— ay; comme il divise B, il ne peut

diviser 2(By + i—NB), car —1:—, en vertu méme de la définition de a,

n’admet aucun des facteurs p;. Il résulte de la que le systéme (21) est
propre; et la forme 24, définie par (20), est bien encore une forme 5.

Troisikme cas. — Les quantités 2B, M, N ont un diviseur commun
pair, dont les facteurs premiers sont 2, p,, p., .+, P

En ce cas, M et N' sont pairs et Q est i.mpair, puisque, par hypo-
thése, la forme { est improprement primitive.

Soit encore o un nombre formé avec les facteurs 2, p,, ..., p,, et tel

N . . . .
que 2B, M et — soient premiers entre eux. Le systéme (2r) donne nais-

sance 4 la forme (22), qui est identique & (19) si R est résidu quadra-
tique de « : il en sera évidemment ainsi si R est résidu quadratique
de 8, de p,, de p,, ..., de p,; c'est-a-dire si la forme

(24) Px?+ Quy + Ry?

peut représenter proprement un nombre de la forme 8% + 1, qui soit
résidu quadratique de chacun des p;, et premier & ces facteurs.

Or, la quantité 4PR — Q* étant premiére 4 p,, ..., p,, cOmme on
I'a vu plus haut (deuxiéme cas), la forme (24 ) représente proprement
des nombres résidus quadratiques des p;; soit x,, y, une solution :
si @ est le produit p, p,...p,, une autre solution sera z = 8x,+ Aw,
y =8y,+ pw, A et u étant des entiers quelconques. Cherchons 4 les
déterminer de maniére que, pour ces valeurs de x et de y, la forme (24)
représente un nombre 84 + 1, cest-a-dire qu’on ait

(PN + QAp+Rp?)=1  (mod8),
ou, puisque ©?, carré d’'un nombre impair, est =1 (mod3),

(25) PA+ QA+ Rp*=1  (mod8).
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Or, Q étant impair, on peut supposer P et R simultanément pairs
ou impairs, car si, par exemple, P est pair et R impair, le changement
de variable A = A’ + y rendra R pair.

Il résulte maintenant d'un beau travail de M. Jordan (ce Journal,

2¢ série, t. XVIL, p. 376 et suivantes) que la congruence (25) est
alors réductible & I'une ou 'autre de celles-ci :

Nw=1  (mod8),
AN+ N+ p?=1  (mod8),

qui ont manifestement des solutions et donnent, dés lors, des solutions
correspondantes de (25).

Donc, 8 et y étant déterminés d’aprés ces indications, la forme pro-
posée (20) sera associée au systétme (21), et il ne reste plus qu’a
montrer que ce systéme est propre. On reconnait, comme dans le
deuxiéme cas, que les six quantités (23) ne sauraient avoir, comme
facteur premier commun, que I'un des nombres 2, p,, p,, ..., px, et
que p; ne peut les diviser toutes. Quant au facteur 2, il ne les divise

as non plus, car la derniére, My + - NQ, est impaire, puisque M est
P P Y+ W P puisq

. N. .
pair, Q et — impairs.

Par suite encore, la forme 2{, donnée par (20), est une forme ¥, et
le théoréme énoncé au n® 90 est complétement établi.

92. On peut lui donner une autre forme :

Tuiorime. — Soit { une forme quadratique ternaire positive,
improprement primitive; soit Q le plus grand commun diviseur,
nécessairement tmpair, des coefficients de Uadjointe : pour que 24
soit une forme §, il faut et il suffit qu’elle puisse représenter un
carré el que ses caracléres quadratiques par rapport aux facteurs
premiers ®,, v, ..., de Q, soient lous égaux @ +1, c'est-a-dire

qu’on ail .
()= () mme

Pour ramener cette proposition au théoréme précédent, observons
Journ. de Math. (5 série), tome X. — Fasc. 11, 1go4. 3o
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que, d’aprés ce théoréme, toute forme ¥ du type ¢, pouvant représenter
ay

un carré premier a £, les caractéres quadratiques (ZT) sont nécessai-
o

rement égaux a4 + 1. Il reste donc seulement & montrer que, si 2¢

v ] . ) . i 2
représente un carré nor premier a Q, et si tous les caractéres (;q' )
("]

sont égaux a + 1, 2¢ est encore une forme §.
Soit alors 4B2 le carré dont il s’agit, 2¢ peut s'écrire

(20) 2y =4(B*z*+Msz + Nzy + P2*+ Qzy + Ry?);

par hypothése, 2B et Q ne sont pas premiers entre eux, c’est-a-dire que
les nombres

2B, 4B'P—M2, 4B*R—N:, 2B:Q—MN, 4PR—Q,
aMR —NQ, aNP —MQ,

ont un diviseur commun : il en résulte que 2B, M, N ont aussi un
diviseur commun p, et que certains des facteurs premiers de p entrent
dans 4PR — Q2. Soient ', w’, ..., ces facteurs; ils figurent néces-
sairement parmi ceux @w,, @, ..., de Q.

Cela posé, si p est impair, le raisonnement du n° 91 sera encore
applicable, pourvu que la forme binaire Px* + Qzy + Ry? puisse
représenter un résidu quadratique de tous les facteurs premiers de p.
Il 0’y a de difficulté que pour ceux de ces facteurs o', v’ ..., qui
entrent dans 4PR — Q*; la représentation considérée n’est possible
que si le caractére quadrique de la forme binaire par rapporta chacun

des nombres o', ’, ..., est égal a + 1. Mais cette condition se trouve
satisfaite; car, par hypothése, le caractére quadratique de 2¢ par rap-
port & w,, w,, ... est + 1 : d'ailleurs, &', ©” ... sont des diviseurs de

2B, M, N et figurent parmi les w,, w,, ...; donc, en vertu de I'expres-

sion (20) de 2¢, les caractéres quadratiques de Pz?+ Qzy + Ry?

par rapport 4 o, v, ... sont égaux a ceux de 2¢, c'est-a-dire & + 1.
La démonstration serait la méme si p était pair.

Remarque 1. — Le théoréme précédent permet de reconnaitre,
sans ambiguité possible, si une forme 2y, telle que ¢ soit positive et
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Y

improprement primitive, est une forme & : Arn. Meyer (* ) et M. Min-
kowski (2) ont en effet donné des régles pour reconnaitre si une forme
ternaire peut représenter un carré, ou, ce qui est plus général, si une
forme quaternaire peut représenter zéro.

Remarque 11. — On verrait de méme que, pour qu’une forme ter-
naire positive, primitive, équivalente & une forme du type

LS (x,y,3)+ a2,

soit une forme ¥, il faut et il suffit qu’elle puisse représenter un carré
et que ses caractéres quadratiques, par rapport aux diviseurs premiers
de Q, soient tous égaux a + 1.

Transformations d’un systéme singulier en lui-méme.

93. Soit S un systéme de trois relations singuliéres, que nous dési-
gnerons par f, = o, f, = 0, f,=0; soit 2¢ la forme ternaire associée
a S. Existe-t-il des transformations ordinaires de degré 1 quin alterent
pas le systéme S?

Une telle transformation T changera respectlvement Soy [us [
aprés l'expulsion des dénominateurs, en des fonctions linéaires de
Sor f11 [ & coefficients entiers, soit

U+ Uf+Ufy mfi+m'fi+m'fy, nfy+n'fi+n'f,;
par suite (n° 82), les invariants des deux expressions singuliéres

2fo+yfi+3fy

et

(1)

(e +my+nz)fo+(lx+m'y+n'z)f,
+ Tz +m'y +n'z2)f,

(1) Zaricher naturf. Gesell,, 1884,1) 218.
(?) CrgLLg, t. 106. — Voir aussi Bacaman, Zalzlentheone, IVe Partie, p. 551.
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seront les mémes, c'est-a-dire qu’on aura identiquement, quels que
soient z, ¥, 3, '

oy | 4@, )

=2¢({x +my +nz, Lo +~m'y +n's, lx+m’y+ n's).
Donc, la substitution Z (& coefficients entiers )
(3) E=la,y,55 lx+my+ns, lo+m'y+n'z, U's +m"y + n'3|

est une substitution semblable de la forme associée 2¢, c’est-a-dire
une de celles qui changent la forme ¢ en elle-méme.

On peut indiquer avec plus de précision la nature de la substitution X.
En effet, la transformation T change I'une dans1’autre, aprés expulsion
du dénominateur, les expressions (1), non seulement lorsque x, y, 3
sont des entiers, mais lorsque ce sont des constantes quelconques;
cherchons & déterminer ces constantes de maniére que la seconde
expression soit égale a la premiére multipliée par un facteur constant s.
On trouve, par un calcul classique, que s doit étre une racine de
I'équation '

' l—s m n

/4 m—s W | =o,

»

I m n—s

qui est P'équation caractéristigue de la substitution X. Soit s, une
de ces racines; il existe dés lors des quantités x,, y,, 3,, telles que

x, fo+ ¥ fi+ 3, f, soit changé par T en s, (2, fo+ ¥, [, + 5. f.).Or

si 'on nomme invariant d’une expression du type

(4) Ag+Bh+Cg'+D(h*—gg')+ E,

méme lorsque A, B, ..., E ne sont pas entiers, la quantité
| B? — 4AC — 4DE,

on reconnait qu’une transformation ordinaire du premier ordre quel-
conque change (aprés suppression du dénominateur tel qu'il se présente
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dansles formules de la transformation) I'expression (4) en une expres-
sion analogue de méme invariant. Donc, en appliquant ce résultat aux
deux expressions

w‘fo-i-)’.f. +5Af:z et -S'u(w4fo+;}’;f4+cha)a

on trouve
2‘!’(‘77”)’” 31) = 283*!/(40"}’” 3:);

ce qui exige, puisque la forme { est positive, qu'on ait s{ =1 ou
s ==x1.

Donc, si une transformation ordinaire de degré 1, T, n'altére pas le
systéme S, il est nécessaire que la substitution semblable de ¢ corres-
pondante n’admette, comme racines de son équation caractéristique,
que les quantités == 1.

Dés lors deux cas sont & distinguer.

94. Premier cas. — L’équation caractéristique de la substitution 3
admet la racine triple s = ¢, ¢ désignant = 1.

En ce cas, on sait que & peut se ramener, par un changement
linéaire de variables, de déterminant 1, a la forme X, :

L,=|x,¥,3; ex, ey +Ax, €5+ T+ vy

Je dis que les entiers A, y, v sont nuls. Il existe en effet une forme ¢,,
équivalente 4 ¢, qui demeure inaltérée par I, ; soit

b, =2Au+ 2A'y*+ 2A"3* + 2Byz + 2B'z0 + 2B wy.
On aura dés lors

2Az* +2A'(ey + Az )* + 2A"(e5 + px +vy)? +...
=2Az'+ 24"y +2A"2% +..

d’ou, en égalant dans les deux membres les coefficients de yz, A”ev=o.
Comme A’ ne peut étre nul, puisque la forme ¢, est positive, on a
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v = 0. Egalons maintenant les coefficients de zz et de xy, il vient

(2A’p.+ B AN)e=o,

( Bp+2A'\)e=o0;
d’ot I'on conclut
7\ = p. = 0,

car le déterminant 4A’A” — B? doit étre positif pour que ¢, soit posi-
tive.
Donc, enfin, Z, n’est autre chose que la substitution (+ 1)

ENZED z, ¥ 3
ou la substitution (— 1)

|x’y’z; — &y — Y, — 5|,

selon quec =-+10uE=—1.

Il en résulte que la substitution X, dont X, se déduisait par un chan-
gement de variables linéaire, doit étre également ’une des substitu-
tions +10u —1.

La question est donc de reconnaitre s'il existe une transformation
ordinaire de degré 1, T, changeant respectivement f,, f,, f. en ¢f,,
ef\, £fa, c'est-a-dire changeant, quels que soient z, y, 5, I'expression
xfo+yfi+zsfrene(zfy+ yfi+5fa)

Les formules établies dans la premiére Partie de ce Mémoire (I, n°7)
permettent de traiter aisément cette question, en partant de la forme
canonique (n° 89) du systéme proposé; on arrive aux résultats suivants
que nous nous bornerons a énoncer :

1° En dehorsde la transformation unité, il n’existe pas de trans-
Jormation ordinaire d’ordre +1 changeant f,, f,, f, respective-
ment en cf,, £ f\, cfy, la quantité ¢ étant = 1;

2° Il peut exister, si certaines conditions sont vérifices par les
coefficients du systéme, une transformation ordinaire d’ordre — 1
changeant f,, f,, f.en cf,, e f\, f,, la quantité ¢ étant + 1.

95. DruxikMe cas. — L'équation caractéristique de la substitution 3
admet comme racine double ¢, et, comme racine simple, - ¢.
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On reconnait alors sans difficulté¢ que la forme ¢ initiale est équiva-
lente & une forme de I'un des deux types

$,=2(Az?+ A’ y*+ B'zy + A"22),
Yy =2[Az?+ A’y? + A"(z*—eyz) + B'ay];

¢, admet la substitution semblable |z, y, z; ex, ey, —ez|, et §, la
substitution |z, y, 2; ex, ey, — e2+ ¥ |, qui correspond & Z. Dans la
premiére hypothése, on pourra remplacer le systéme initial par un
autre, arithmétiquement équivalent, f,= o, f,=o0, f,=o, detelle
sorte que l'invariant de z f,+ y.f, + 5, soit identiquement égal & la
forme 2¢, : le probléme est alors de rechercher si ce systéme admet
en lui-méme une transformation de degré 1, correspondant a la sub-
stitution semblable de 2¢,

|, y,3; ex, ey, —ez|, - '

c’est-a-dire (n° 93) changeant f,, f,, f,, aprés suppression du déno-
minateur, en f,, ef,, — ¢f,. Dans la seconde hypothése, le probléme
se pose d'une maniére analogue.

Les formules de la premi¢re Partie donnent le moyen de le résoudre;;
on aura soin de ramener d’abord, pour simplifier, la relation f,=o
au type hA*— gg’— A = o. Les résultats obtenus se résument ainsi :

1° Pour qu'il y ait des transformations ordinaires (*) d’ordre +1
r’altérant pas le systéme proposé, il faut et il suffit que la forme §
associée puisse représenter le nombre 4; il y aura autant de ces
transformations qu’il y a de représentations propres de 4 par la
SJorme, les représentations x, y, z et —x, —y, —z n’étant pas
regardées comme distinctes;

20 1l peut exister des transformations ordinaires d’ordre — 1
n'altérant pas le systéme; il faut et il suffit pour cela que les coeffi-
cients du systéme vérifient certaines conditions.

Ces conditions sont, dans tous les cas, qu'une certaine forme qua-
dratique binaire, dont les coefficients sont fenctions de ceux du sys-
téme, puisse représenter + 1; elles ne dépendent pas uniquement de

(1) Autres que la transformation unité.
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la classe & laquelle appartient la forme ¥, c’est-d-dire que, vérifiées
pour un systéme, elles ne le sont pas nécessairement pour un autre
donnant naissance & une forme équivalente & celle qui est associée au
premier.

96. Points modulaires d’un systéme. — Comme dans la deuxiéme
Partie (I, n° 36), faisons correspondre 4 un systéme de périodes abé-
liennes le point de I'espace qui a pour coordonnées les trois invariants
de la forme binaire du sixiéme ordre dont dérivent les fonctions ahé-
liennes possédant ces périodes. Appelons-le point modulaire. Un sys-
téme de trois relations singuli¢res, définissant deux systémes de
périodes g, 4, g’ et G, H, G’, donnera dés lors deuz points modulaires.

Ces deux points seront généralement distincts : pour qu'ils soient
confondus, il faut et il suffit qu'on puisse passer de g, h, g’ 4 G, H, G’
par une transformation ordinaire de degré 1. Or G, H, G’ sont respec-
tivement imaginaires conjugués de g, %, g’; d’autre part, une trans-
formation d’ordre n change les périodes g, h, g’ en d’autres, ¢, 3¢, ¢/,
telles que les parties imaginaires de G et ¢’ aient le méme signe que
celles de g et g’ multipliées par #; il en résulte qu'une transformation
de degré 1 faisant passer de g, &, 2’ 4 G, H, G’ sera nécessairement
d’ordre —x.

Ainsi, pour que les deux points modulaires d’un systéme de trois
relations singuliéres soient confondus, il faut etil suffit que ce systéme
admette en lui-méme une transformation ordinaire d’ordre — 1.

Remarque 1. — Si le systéme admet en lni-méme une transforma-
tion ordinaire d’ordre —+ 1, celle-ci n’altére pas g, &, g’ et G, H, G';
c'est donc une multiplication complexe du premier degreé.

Or nous avons établi (') qu'un systéme de périodes ne peut admettre
une telle multiplication que si la surface de Kummer correspondante
est un tétraédroide, en excluant le cas des périodes dérivées du radical
va* + 1. Le cas exclu ne correspondant pas & un systéme de trois rela-
tions singuliéres, on voit qu'un tel systéme, £, = f, = f, = o, n'aura
de transformations d’ordre + 1 en lui-méme que si la surface de

(1) Ce Journal, 5° série, t. V1, p. 370.
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Kummer correspondant aux périodes g, £, g’ (ou G, H, G') est un
tétraédroide : il faut et il suffit pour cela qu'il existe entre g, £, g’
(ouG, H, G') une relation singuliére d’invariant 4, c’est-a-dire qu’une
relation z f, + y f, + 3 f, = o ait l'invariant 4, ou encore que la forme
associée au systéme puisse représenter + 4. Ce résultat concorde avec
ce qui a été dit plus haut (n° 93).

Remarque II. — Soient toujours g, &, g’ et G, H, G’ les deux
systemes de périodes, imaginaires conjugués, que donne un systéme S
de trois relations singuliéres ; supposons que g ait sa partie imaginaire
positive, celle de G sera négative. Désignons par m et M les points
modulaires qui correspondent respectivement a g, 4, g’ et G, H, G’ :
ils sont imaginaires conjugués.

Si deux systémes ont un point modulaire commun, leurs seconds
points modulaires coincident ¢galement; les deux systémes sont dés
lors réductibles I'un & I'autre par une transformation ordinaire du
premier degré. ‘

Si le point .2 d’un des systémes coincide avec le point m de l’autre,
la transformation est d’ordre + 1; car, d’aprés Hermite, une transfor-
mation d’ordre k change ou ne change pas le signe de la partie imagi-
naire de g selon que & est > o ou <o. Si, au contraire, un point m
coincide avec un point M, la transformation est d’ordre — 1.

Réciproquement, lorsque deux systémes S, et S, sont réductibles
P’un & I’antre par une transformation d’ordre -+ 1, les points m, et m,,
M, et M, coincident; si la transformation est d’ordre — 1, m, et M,,
m, et M, coincident.

Equivelence de deux systémes de trois relations singuliéres.

97. On dira que deux systémes de trois relations singuliéres sont
équivalents s'ils peuvent étre ramenés 'un & 'autre par une transfor-
mation ordinaire du premier degré.

D’aprés le n° 82, les formes ternaires associées & deux systémes
équivalents sont équivalentes; mais cette condition nécessaire est loin
d’étre suffisante, comme elle 1'était généralement dans le cas des sys-
témes de deux relations singuliéres et des formes binaires associées.

Journ. de Math. (3* série), tome X. — Fasc. 1L, 1gof. 31



236 ' G. HUMBERT,

Pour étudier la question de I'équivalence des systémes, considérons
deux systtmes S, et S;, donnant respectivement naissance & deux
formes 2¢, et 24, équivalentes entre elles. Soit Q le plus grand
commun diviseur des coefficients de la forme adjointe & ¢, ; c’est aussi
celui des coefficients de la forme adjointe a ), : désignons ces adjointes
par Q¢, et Q{/; Pinvariant Q est impair, et {,, §/, sont proprement
primitives, puisque ¢, et ¢; le sont improprement. Enfin, le discri-
minant commun de §, et {; est un nombre pair, divisible, comme on
sait, par Q?, et que nous représenterons par Q*A.

Cela posé, observons que ¢, et ¢/, formes proprement primitives
équivalentes, peuvent représenter une infinité de nombres premiers :
soit P 'un d’eux, que nous avonsle droit de supposer impair et premier
4 QA. En vertu de la théorie classique de Gauss, les formes ¢, et {;
représenteront proprement une méme forme quadratique binaire ¢,
improprement primitive, de discriminant QP; on pourra toujours
choisir P de maniére que o n’appartienne pas & une classe ambigué.
Si donc on pose

(1) ¢ =2(Da*+ quy +py?),

Oon aura

4pD —q*= QPr,

et ¢ sera un nombre impair.

Désignons maintenant par F, = o, F, = o, F, = o, les trois relations
singuliéres du systéme S,; par définition 2¢,(z, ¥, z) est l'invariant
de la relation xF,+ yF,+ zF,=o0. Or, on obtient la forme binaire
o(X, Y), représentable proprement par ¢, en remplacant, dans
$o(, ¥, z)les variablesz, y, s par AX + Y, VX + 'Y, M X +p"Y;
cest-a-dire que 29 (X, Y) est I'invariant de la relation singuliére ‘

(2) XOF,+NF, +VF,)+ Y(pF,+ pF,+ p'F,) =o.

On peut remplacer le systéme F;=F,=F,=o parle systéme arith-
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métiquement équivalent

AFg+NF, +NF,=o,
(3) E"Fo + ("'ch + P'”F2= 0,
vF, +-vF, +v'F, =o;

v, ¥, V" étant des entiers choisis de telle sorte que le déterminant
(Ap'v") soit 41 : ce choix est possible : car, la représentation de ¢
par § étant propre, les mineurs (A’ — u\'), ..., sont premiers entre
eux. :

Considérons maintenant le systéme formé par les deux premiéres
équations (3); d’aprés ce qui précéde, il est propre et sa forme
associée est 2¢ : la forme ¢ ¢tant improprement primitive, il résulte
de la seconde Partie de ce Mémoire (I, n®30) qu’on pourra, par une
transformation ordinaire de degré un, ramener le systéme des deux
premiéres relations (1) au type

(4) hi—gg'—D=o, g—pg—q=o,

D, p, ¢ étant les coefficients de la forme ¢, donnée par (r). Cette
transformation changera la troisiéme équation (3) en une relation
singuliére ;" en ajoutant a celle-ci les deux relations (4), mutipliées
par des facteurs convenables, on fera disparaitre les termesen 4* — gg’
et en g; le systéme initial, S,, sera ainsi ramené, par des opérations
qui n’altérent pas la classe de formes ternaires associée, au type
propre : -
h*—gg'—D=o,
(5) g—pP8—9=9

2Bh —vyg'— ¢ =o.

De méme, le systéme S, pourra étre ramené au type propre :

S hg_gg'—D’—‘O,
(6) g— P8 —9=0
{ﬁ%—fg—&=0;
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ou les deux premiéres équations sont les mémes que dans (5),
puisque {, représente aussi 9.

Les formes associées aux systémes (5) et (6), respectivement équi-
valentes & 2¢, et 24, sont équivalentes entre elles; ce sont les
formes 2¢ et 2’ définies par

o $ =2Da?+ 2gxy + 2py?+ 28232 + 2855 + 2y3y,

V' = 2Da? + 29zy + 2py* + 2822 + 2850 + 27’2y

Q est le plus grand commun diviseur des coefficients de I'adjointe de
(ou de {), et 'on a, pour le discriminant, Q2A, de ¢ (ou de '),

(8)  @A=2gy3— 2Dy —2p@+2f2(4pD — ¢*).

La question est maintenant de chercher les conditions d’équivalence
des systémes (5) et (6); nous aurons besoin pour cela de connaitre les
substitutions qui transforment I'une dans I'autre les formes équi-
valentes ¢ et ' : nous admeitrons d’abord que les formes de la
classe d laquelle appartiennent les formes initiales Y, {,, el par
sutle ¢ et ', n’ont pas d’autres substitutions semblables que les
substitutions (+1) et (—1).

98. Les discriminants de Y etde |’ étant les mémes, on a, d’apres (8),
en observant que 4pD — ¢ est égal 4 QP,

Dy* — gy8 + p&*=Dvy* — qy'¢ +pd®  (modP),
d’ott 'on tire, en multipliant les deux membres par 4D,
(2Dy — gd)’=(2Dy —¢¢)"  (modP),
et, puisque P est premier,

e(2Dy — ¢8)=2Dy —¢¥  (modP)

(e==1).

(9)

Multiplions les deux membres par ¢; il vient, puisque ¢*==4pD mod P,
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et que P est impair,
(10) .DE(Q‘(—2P8)E§D(Q“"~— 2p¢)  (modP).

Or, on a le droit de supposer D premier & P : dans le cas contraire,
il suffirait d’effectuer une substitution convenable dans la forme o,
c'est-a-dire 2(Dx?+ gxy + py?), qui est primitive, et I'on ramé-
nerait ainsi le coefficient de z* 4 n’étre plus divisible par P. On a dés
lors, par (g) et (10),
¢(2Dy — ¢8)=2Dy — ¢¢

(11) . )
e(2p8 —qy)=2p¥ — gy

(modP).

D’ailleurs 2Dy —g¢¢ et 2p8 — ¢+ sont deux des coefficients de la
forme adjointe & ¢; les premiers membres, et de méme les seconds,
dans (11), sont donc divisibles par Qj; et, puisque Q est premier 4 P
(n°97), on peut écrire les équations (11) :

2D(Y —ey) — ¢(¢' —8) =0QP =c(4pD — ¢*),
— q(Y — &)+ 2p(¥ — 8) =1(4pD — ¢*),

o ct 7 étant des entiers. On en tire

(12) Y =¢&y+2pc+ gn,
&=l + go + 2D=.
Si maintenant dans {', & savoir

2(DX* + ¢XY + p Y2+ B2Z2 + &' ZX +y'ZY),
on fait la substitufion linéaire de déterminant 1 :
(x3) X=¢tx—n13, Y=ey—03z L=z,

{’ devient, aprés substitution aux coefficients y’ et &’ de leurs valeurs (12),

(14) 2(Da® + gzy + py*+ 022 + 8z + y3y).
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Or, c’est 1a précisément la forme ¢, au coefficient prés de z? : mais ce
coefficient, 0, doit étre égal au coefficient correspondant, 32, dans ¢,
puisque les discriminants de ¢ et de la forme (14), équivalente a ¢/,
sont égaux.

Ainsi{'(X, Y, Z) setransforme en {(z, y, z) par la substitution (13);
comme {, par hypothése, n’a pas de transformations linéaires en elle-
méme autres que ex, £y, €3, la substitution (13), jointe & la substi-
tution analogue ou Yon aurait changé les signes des trois seconds
membres, est la seule qui change ¢'(X,Y,Z) en {(z, y, 3). -

Remarque. — Il résulte également de cette analyse que deux formes
improprement primitives, ¢ et ¢/, de méme discriminant et de méme
invariant Q, sont équivalentes lorsqu’elles représentent proprement
une méme forme binaire, ¢, improprement primitive, et de discri-
minant QP, P étant un nombre premier impair et premier a Q.

99. Revenons maintenant & notre probléme, c'est-i-dire a la
recherche des conditions d’équivalence des systémes propres (5)
et (6).

Pour qu’ils soient équivalents, il faut et il suffit qu'il existe une
transformation ordinaire de degré un, changeant le systéme (5) en
un systéme arithmétiquement équivalent au systéme (6); d’une
maniére plus précise, si 'on désigne par f,, £y, f. et fo, fi) f) les
premiers membres des relations (5) ct (6), une transformation du
premier degré devra changer respectivement f,, f,, f. (aprés suppres-
sion des dénominateurs) en

Mo+ wfi+vfy Nfy+wfi+Vfy, Nfo+w'fi+ V[,

les A, w, v étant des entiers de déterminant == 1. S'il en est ainsi, la
relation z f, + yf, + 5f,= o est changée en

x(Afo+pfi+1f)+y(Nfo+..)+3(Nfo+...)=0,

et dés lors les invariants de ces deux relations sont égaux, quels que
soient , y, 3 : sous une autre forme, si, dans la forme 2¢'(X, Y, Z),
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associée au systéme (6), on pose

X=2Az + Ny + Lz,
(15) Y =ypz+py+ps
L=vx +vy +Vsz,

cette forme devient la forme 2¢/(«, y, z), associée au systéme (5).

Mais nous avons déterminé plus haut (n°98) les substitutions
linéaires, de déterminant == 1, qui transforment {/ en ¢ : elles se
réduisent a la substitution (13), et & celle qu'on obtient en y chan-
geant tous les signes; la substitution (15) est donc l'une de ces deux,
et I'on déduit de la, pour A, X', u, W, v, ¥, ¥, les valeurs

)\::_{.L'::E, )\':E}.:VzV':O, V”:E'.’,

e et ¢’ représentant == 1.

Donc, si les systémes (5) et (6) sont équivalents, la transformation
de degré un correspondante change respectivement f,, £,, f, en ¢f,,
ef, Nfo+ @' f, +'¢ f,. Or, nous avons déterminé (I, n°>* 48-47)
toutes les transformations ordinaires de degré un qui reproduisent
respectivement (aux signes prés) deux relations singuliéres telles

que f,=0, f,=o0; leurs entiers caractéristiques sont définis par
le Tableau ' .

a, a,
a, a
by=— epa, + eqa,, by=—¢a,— eqa,
by, =— epay, . b, =—c¢ea,
(16) < co =— eDa,, ¢, = ¢eDa,
€y =— £y, c, = ea,
d,= . eDb,, y=—¢b,
d,= ¢b,, dy=— &b,
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les a; devant uniquement satisfaire & la relation

a,—Da; — pai+pDa;+ ¢(aya;+a,a)=n (')

16 bis
(16 bis) : (n==x1).

A la relation f, = o, c'est-a-dire 284 — yg’ — 8 = o, cette transfor-
mation fait correspondre, en vertu des valeurs classiquesde g, 4, g’en
fonction des périodes transformées G, H, G’, (I, n° 8), la relation
singuliére

G[28(Da,a,— a,a,— qa,a,) — ye(Dai — a})

| + 0e( @@y — @, 0, + qa;)]
+ 2H[— fn + 2B8(a] + qa,a, + pDa;)
— ve(a,a,+ Daya,)
+ ce(a,ay+ qa,a, — pa,a,)]
('7) < + G’[zB(gaoa2—-paoa, +PDa2as)

+ve(al — Dal) + 8e(paya, + ga — pa,a,))
+(H? - GG')[23(a, 0, + pa, a,) — ye(a,a,+a, @)
+ ¢e(a; — pa})]

+ 28D (a,a, + pa,a,) — yDe(a,a,+ a,a,)

+ 8e(al— pa’ + qa,a, + qa,a,) = o.

!

Pour que les systémes (5) et (6) soient équivalents, il faut et il
suffit, d’aprés ce qui précéde, que le premier membre de cette rela-
tion (17) soit de la forme

NMH2— GG —D) + p (G —pG' —¢) +v' (2 H -y G —¢),

v’ étant ¢’ c’est-d-dire =15 ou encore, qu'en remplacant dans ce pre-
mier membre H? — GG’ par D et G par pG'+ ¢, le résultat soit
identiquement égal & = (2f'H — y'G’ — &'). On obtient ainsi, pour

(*) En vertu de la premiére Partie (I, n° 8), la transformation ainsi définie
change respectivement f, et f, en —enf, et —enf,. La quantité n est 'ordre
de la transformation (7 ==7).
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les valeurs de §', y', &' en fonction de B, v, 9, les formules

¢f =—Pn+ 28(a;+ ga,a,+ pDa3)
— ve(@,a,+Daya,) + 8e(aya, + gasa, — pa,a,),
£y = 2p(2pa,a,— 2pDa,a;+ pga,a; — qa,a,)
— ye(ag — Da; — pDa; + pay)
+ 8e(2pa, a, — 2pa,a, — ga; — pga;),
¢ 8 =— 2B(qa,a,+ ¢*a,a,— ¢Da,a,— 2Da,a,— 2pDa,a,)
+ve(2Da, e, + 2Da,a,+ gDa; — qa})
— 0e(al — pai + 2g9a,a, + Da; + ¢*a;—pDal),

qu’on peut écrire, en remplacant » par sa valeur (16 bis),

. 2¢'f'= 2B (a; + Da} + pa; + pDa; + ga,a, — qa, a,)
—ye(2a,a, + 2Daya,)
— Oe(— 2a,a,— 2¢a.a, + 2pa, a,),

ey = 2f8(2pa,a,— 2pDa,a;+ pga,a, — qa, e, )

(18) | — ve(a; — Da; — pDaj+ pa))
— 8e(2pa,a, + qai+ pgai — 2pa, a,),

¢ ¢ = 2f(ga,a,+¢*a,a,— gD a,a,— 2Da,a,— 2pDa,a,)
—ve(qa; — 2Da,a, — 2Da,a, — qDa;})
— % (a;— pa; + Da} + aga,a,+ ¢*ai— pDa?).

Ainsi, pour que les deux systémes (5) et (6) soient équivalents, il
faut et il suffit que 2f’, ', &’ aient les expressions précédentes (18) en
2B, ¥, 0 : dans ces formules, ¢ et ¢’ désignent =1, et a,, a,, a,, a, sont

des entiers, assujettis uniquement & satisfaire & la relation (16 bis),
a savoir

(19) a;—Da;— pai+pDag+q(aza,+aa,)=n (n==1).
- SiTon pose 28 =Z, y =X, § = Y, on reconnait, dans ces formules,

celles qui donnent des transformations en elle-méme de la forme ter-
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naire indéfinie (') @ : |

(20) ®(X,Y,Z)=(4pD — g*)Z*— 4DX* + 4gXY — 4pY?,

qui, si 'on y remplace X, Y, Z par y, 8, 28, devient le double du dis-
criminant (8), Q*A, de la forme ternaire ¢. La forme @ est I'adjointe
de la forme @, :

®,=2(2*—DX*— ¢XY —pY?),

qui, divisée par 2, a joué un rdle fondamental dans la seconde Partie
de ce Mémoire. - _

D’ailleurs les formules (18) et (19) ne donnent pas toutes les trans-
formations linéaires en elle-méme de la forme (20) (2).

Remarque. — Nous dirons que deux systémes de trois relations
singuliéres sont proprement ou improprement équivalents selon
qu'on passe de I'un & l'autre par une transformation d'ordre —+ 1
ou d’ordre — 1.

D’aprés cela, les systémes (5) et (6) sont proprement équivalents
si 20, v, & ont, en fonction de 28, v, 8, les expressions (18), les a;
étant des entiers liés uniqucment par P'équation (19), ot 'on fait n=1;
I'équivalence est impropre si I’équation (19) est satisfaite pour 2= —1.

100. Résumé. — Reprenons l'équation (8), qul donne le dlscrl-
minant, Q*A, de {, en I'écrivant

(21) (4PD—92>2—§2 —4DY2+49}'3—[;p32=292A,

(*) @ est indéfinie : car D, p et 4pD — g? sont positifs, puisque la forme o,

2Dz + 2qzy + 2py*? est positive.
(%) Nl estintéressant de comparer ces formules a celles obtenues (I, n° 66, p 12 [)

pour les transformations en elle-méme de la forme s*— Dw’—- zq xy—-py y
qui, si I'on pose g =24/, est : les transformations acluelles sont les trans-

posées.des anciennés. Cela n’a rien d'inatlendu, car on. sait que; si une. substi-
tution linéaire n’altére pas une forme ternaire, sa transpostée n’altére pas la
forme adjointe.
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et regardons-y 2, y, ¢ comme des inconnues. Nous dirons que deux
solutions entiéres, 28, v, ¢ et 2§, ¥, &' sont proprement équivalentes
si 'une se déduit de 'autre par les relations (18) et (19), ou n=1;
elles seront improprement équivalentes si I'une se déduit de 1'autre
par (18) et (19), ot = — 1.

Considérons maintenant les deux systémes (5) et (6), 4 savoir

(5) h*—gg—D=o, g—pg'—q=o, 2Bph—yg— =0,
(6) h*—gg'~D=o, g—pg—g=o0, 2Wh—yg—¥=o,

qu’on suppose donner naissance & deux formes ternaires équivalentes,
2 et 2¢/, Soit Q?A le discriminant de ¢ et de {’; pour que les deux
systémes soient proprement (ou improprement) équivalents, il faut et
il suffit que 28, v, Set 28’ v, &', qui sont des solutions de I'équation (21),
en vertu méme de l'expression du discriminant de ¢ et de {/, soient
deux solutions proprement (ou improprement) équivalentes.

Ce résultat suppose que les formes ¢ et §’ n’ont pas d’autres trans-
formations en elles-mémes que les substitutions +1 et — 1 : on
reviendra plus loin (n° 408) sur le cas laissé ici de coté.

" Systémes non équivalents qui donnent naissance
a une méme classe de formes.

101. Soit , une forme ternaire, improprement primitive, positive,
et telle que 2¢, soit une forme § ; désignons par Q et A ses deux inva-
riants dont le premier est impair : son discriminant sera Q2A., Pro-
posons-nous de déterminer tous les systémes propres de trois relations
singuliéres non équivalents, c’est-a-dire non réductibles I'un & autre
par une transformation ordinaire de degré un, qui donnent naissance
a des formes ternaires équivalentes & 2¢,.

Choisissons pour cela, comme au n° 97, une forme ¢, impro-
prement primitive, n’appartenant pas & une classe ambigug, repré-
sentable proprement par {,, et dont le discriminant, nécessairement
divisible par Q, soit de la forme QP, P étant premier (impair), et
premier & QA; soit.

o= aDat 4 agay -+ 2py’;
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on a

QP =4pD — ¢,

et ¢ est impair, puisque Q l'est; de plus, on a le droit de supposer D
et ¢ premiers 4 QP.

En vertu de la théorie générale du n° 97, tout systéme propre
donnant naissance & une forme équivalente a4 2{, sera réductible,
par une transformation de degré un, au type

h*—gg' —D=o,

(22) g—pg —q =0,
28,k —v,8 — 6, =o0;

et le probléme est maintenant de former tous les systémes (22) non
équivalents qui donnent naissance a une forme équivalente a 2¢,.

Or, la forme associée au systéme (22) représente évidemment,
d’une maniére propre, la forme 29, puisque sa moitié est

(23)  2Da*+2gxy + 2py* + 2B}z + 28,52 + 27, 3y;

dés lors, en vertu de la remarque du n° 98, pour qu’elle soit équi-
valente & ¢, il faut et il suffit que la forme (23) ait les mémes inva-
riants, Q et A, que la forme ¢,.

Exprimons d’abord que le discriminant est le méme, Q24; il vient

(26)  (4pD — ¢*) 2B, — 4DY + 97,8, — 4p% = 2024,

c'est-a-dire que 2,, v,, 8, doivent étre des solutions (en nombres
entiers) de I'équation (21). Parmi ces solutions en nombre infini,
nous ne garderons que celles qui ne sont pas équivalentes entre elles,
dans le sens du n° 100, car les systémes (22) qui répondent & deux
solutions équivalentes sont équivalents, et réciproquement.

1l faut ensuite que la forme (23) admette I'invariant Q, c'est-a-dire
que Q soit le plus grand commun diviseur des quantités [coefficients
de la forme adjointe a (23)], :

(25) [IPD—Q27 2D71_93n 2P8|—9Tn
Apr—Yf‘ Z;DBf—Sf, 2933"%&:
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La premiére de ces quantités étant QP, et P ne pouvant les diviser
toutes, puisqu'il est premier & Q4, il suffit que Q divise les quantités(25).
Or, on déduit de (24),

4DY? — 4g1.8, + 4pdi=o0  (modQ),
d'on '

(2Dy, —¢8,)*=0  (modQ),

(puisque 4pD — ¢* = QP).
Ainsi, pour toute solution de (24), le carré de la quantité

2Dy, — ¢8,

est divisible par Q : cette quantité elleméme ne l'est pas néces-
- sairement. On devra donc choisir, parmi les solutions de (24), celles
qui rendent 2Dy, — ¢¢, multiple de Q : je dis qu’alors toutes les
autres quantités (25 ) sont aussi multiples de Q.

Car, 2D étant premier 4 QP, on a, puisque 2Dy,_._q8 (modQ),

2D (2p8,—qv.)=4pD8, — ¢*¢,=8,QP =0
(modQ);
d’ou
2p8, — g7,.=0 (mod Q).

De méme, I'équation (24) s'écrivant

2QPf2 — 2Dy + 297, 8, — 2p8: = Q%A
on en tire
4DQPR? — (2Dy, — ¢9,)* — QP& = 2DQ%A;
d’ou
(4DB?~*)P=0  (modQ),
et dés lors

4DBI—8=0  (modQ).
On voit de méme que 4pf; — yj=o0 (modQ); enfin on a

2D(2¢f2—1,8,)=¢8* — 2Dy,8,==2¢,(¢8s, —-2D‘y,)=_-o |
(modQ),
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ce - qui montre que la derniére des- quantltes (25) est. aussi un mul-
tiple de Q. '

102. Vo_ici donc le résultat.

Soit 24, une forme $, sans autres substitutions semblables que
les substitutions (+ 1) el.(— 1); désignons par Q et A les invariants
de Y, et choisissons d’une maniére quelconque, parmi les formes
binaires improprement primitives représentables proprement par,;
une forme 9, n'appartenant pas a une classe ambigué, et de déter-
minant QP, P étant premier, et premier & 2QA; soit

(26) 9=2Dz+2qxy +2py* (g impair).

Tous les systémes de irois relations singuliéres non éguivalenls :
qui donnent naissance & des formes ternaires-équivalentes & 21{;0
sont fourms par les formules

s h? —gg’fD=o,
(27) g —pg\—9 =0
tzﬁh—'yg’—s—_-o,

oit Uon prend successivement pour 28,7, 8 loutes les solutions (*)
entiéres non équivalentes (n° 100) de Uéquation

(28)  1(4pD — g%)2B — 4Dy + hgyd — 4p¥ = 2028,

avec la cordition supplémentaire que la quantité 2Dy — ¢3, dont
le carré est nécessairement divisible par Q, soit elle-méme un mul-
tiple de Q..

Il est clair que la condition supplémentaire est satisfaite d’elle-méme
lorsque les facteurs premiers qui figurent dans Q n’y entrent qu'a la
premiére puissance.

(1) -Clest-a<dire -un.ensemble :quelconque de solutions, dont on peut déduire
toutes les autres par les formules (18) et (19).
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103. Nombre des systémes — Si donc N, est le nombre des soli-
tions non équivalentes, en 28, v, $ de l’equatlon (28), avec la con~
dition que 2Dy — ¢8=0 (modQ) (et nous verrons-plus loin que ce
nombre est fini) nous pouvons dire qu’a une classe de formes &, du
type 2¢, sans autres substitutions semblables que (+1) et (—1), cor-
respondent N, systémes de trois relations singuliéres, irréductibles
l un & l'autre par des transformations ordinaires du premler degré.

104. Nombre des points modulaires. — A ces N, systémes corres-
pondent, en général, 2N, points modulaires : nous dlsons en généraly
parce que les deux points modulaires liés & un ou plusieurs des Ny sys-
témes peuvent coincider (n° 96). :

Voici comment on peut déterminer exactement le nombre des poinis
modulaires liés & une classe de formes §, c’est-a-dire le nombre total
des points modulaires fournis par les systémes de trois relations sin-
guli¢res qui donnent naissance & une forme de la classe. :

Considérons, parmi les solutions en 2(‘3, Y, 6 de l’equatlon (28), un’
ensemble quelconque de solutions qui ne soient pas équivalentes pro-
prement deux a deux, et dont toutes les autres puissent se déduire par
les formules (18) et (1g), le nombre r étant supposé égal & + 1 dans
cette derniére (19). Parmi ces solutions, ne gardons que celles qui
vérifient la condition supplémentaire indiquée plus haut : soit N leur
nombre.

Nous obtenons ainsi, par les formules (29), N systémes, S,, S,, ..., S ‘
de trois relations singuliéres, non proprement equlvalents deux a deux,
ét tels que tout systéme du type (27), donnant naissance & une forme
de la classe considérée, soit proprement équivalent a I'un d’eux.

Il résulte de 1a que les points modalaires liés a cette classe- ﬁgurent
lous parmi les points modulaires que donnent les systémes Sy, et réci-
proquement : le probléme est donc de rechercher combien. de-potnits
modulaires distincts donnent les S,.

Or chaque S; fournit deux groupes de penodes 8 h, getG,H,G,
1mag1n«ures conjugués; supposons la partie imaginaire de' g posmve,
celle de.G est négative : & ces deux groupes correspondent respecti-
vement deux points modulaires; m; et M;. Nous.allons démontrer ;,
1° que les m; (et les M;) sont distincts; 2° que les M, coincident-avec
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les m;; il en résultera que le nombre cherché des points modulaires
est N.

1° Les points #z, (et M) sont distincts : car, si m,; et m; coincidaient,
les systémes S; et S; seraient équivalents (n° 96), et I'équivalence
serait propre (ibid.), résultat contraire  ce qui a été dit plus haut.

2° Opérons sur les systémes S; une méme transformation d’ordre —1,
n’altérant pas (au méme signe prés) les deux premiéres relations (27),
communes a tous ces systémes (' ) : nous obtenons ainsi des systémes S;,
dont chacun, par ce qui précéde, est proprement équivalent & un sys-
téme S; (j pouvant étre égal a ), puisque la forme associée appartient
toujours & la méme classe. Donc, le point M;, que donne un systéme S;
quelconque, coincide avec un point m; (qui peut d’ailleurs étre m;,
si S; admet en lui-méme une transformation d’ordre — 1).

C. Q. F. D.

Donc enfin, le nombre des points modulaires liés a une méme classe
de formes 5, du type 2¢, est égal au nombre N défini tout & Fheure :
on suppose toujours que ces formes n’ont pas d’autres substitutions
semblables que (+ 1) et (—1).

Cas ot les formes § admettent des substitutions semblables,

105. En ce cas, les N systémes S; peuvent étre deux & deux pro-
prement équivalents; le probléme est donc de rechercher s'ils le sont
effectivement. Chacun de ces systémes est du type

(8) k*—gg—D=o, g—pg—g=o0, 2Bh—yg—38=0,

(1) 1l existe de telles transformations, c'est-a-dire que l'équation (19), oir
n=—1, a des solutions.
Si l'on y pose en effet a,= 24}, ;= 24y, elle s’écrit

(a0+qa;)*+F(d), ay a;) =—1,

en désignant par F l'adjointe de la forme 32— Da?— 2gxy — 4py*. Or cetie
forme a pour discriminant 4pD — g%, quantité impaire; son invariant Q est
évidemment 1'unité; dés lors, en vertu d’'un résultat de M. Bachmann (Zahlen-
theorie, i Partie, p. 256), 'équation p*+-F(q, ¢', ¢") =—1 est résoluble en
nombres entiers. Voir aussi Mever, Crelle, t. 116, p. 322.
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les deux premiéres relations étant les mémes pour tous; d'aprés le
mode méme de formation des S;, aucun d’eux ne peut éire réduit
¢ un autre par une transformation ordinaire d’ordre + 1, n’alté-
rant pas, au méme signe pres, les deux premiéres équations (S) :
mais, lorsque la classe de formes liée & ces systémes admet d’autres
substitutions semblables que (4 1) et (— 1), il peut exister d'autres
transformations du premier ordre réduisant un des systémes & un
autre.

Soient alors f,=o, f, =0, f,= o les trois équations (S) du sys-
téme S;; 2¢ la forme associée. Pour qu'une transformation T,
d’ordre —+ 1, change S; en un systéme S;, dont les deux premiéres
équations soient les mémes que celles de S;, il faut et il suffit, les
A, u, v désignant des constantes, que T change

Ao +1fy +Vf, en f,,
Nfo+=Wf,+Vf, en f,.

S'il en est ains, le systéme S;, transformé de S; par T, sera 'un des
systémes S, S,, ..., Sy, ou pourra étre réduit & 'un d’eux par une
transformation d’ordre + 1 : cela résulte des propriétés mémes des
systémes S; (n° 104).

Or, pour qu’il existe une transformation T, d’ordre + 1, changeant
respectivement Af,+ uf, +vf; et X fo+w' fi+Vf, en fyet f, il
faut et il suffit, d’aprés les résultats de la deuxiéme Partie de ce Mémoire,
que les invariants des deux relations singuliéres

Mo+ wfi+9f) +y(Nfo+ W fi+Vfo)=o0
t
‘ ofetyfi=o

soient les mémes quels que soient z et y (), c’est-d-dire que l'on ait

(29) Y(Ax+Ny,pz+py,ve+Vy)=2D2*+ 2gzy + 2py*.

(*) En d’autres termes, les formes binaires associées aux deux systémes de
deux relations doivent coincider : les deux systémes sont alors réductibles 1'un
a P'autre par une transformation de degré un, comme on I'a vu dans la deuxiéme

Journ. de Math. (5¢ série), tome X. — Fasc. II, 1904. 33
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Donc, les quantités A, ', i, p’, v, v’ sont les coefficients d’une repré-
sentation propre quelconque de la forme ¢ (ou 2Dz* + 2y + 2py?),
par la forme .

Soit alors £} = o la troisi¢tme équation du systéme S;; 2¢' la forme
associée & celui-ci; la transformation T change en f;=o0 une rela-
tion A"f, + ' f, 4+ V" foa=o du systtme Sy, les 1*, p’, v’ ¢tant des
entiers : on a dés lors identiquement

YAz + Ny + Nz, px + Wy + W2,V +Vy +V'5)

= (=, ¥ 3),
et les termes indépendants de z, dans {/, sont 2D2*+ 2gzy + 2py?,
puisque les deux premiéres équations de S; sont £, = o, f, =o.

Mais, d’aprés le n° 98, ¢ se change en ¢’ par une substitution du
type |z, ¥, 5; ex+73,ey +03, 5|, e désignant =1 et 5, T des entiers;
on a donc

(30).

(31) V(2 ¥, 3) =VY(ex + 13, ey + 03, 5),
d’ot, en compararant (30) et (31),
YAz + Ny + N3, px + Wy + '35, v& + VY + V'3)
={(ex + 13,y +03,3).

Si donc on désigne par

|z, ¥,3; lo+my+nz,l'z+my+n'z,l'z+m"y +n"z|
une substitution semblable de ¢, on déduit de 14, pour les valeurs
des A, X', ..., v les expressions

A =le, =, v =1"¢,

(32)

W p
.

N = me, wW=me, V=m"e

Partie, car la forme binaire associée a fy=o, fi=o0, est{D2*+ fqz) +4py?,
et devient, aprés division par 2, improprement primitive (I, n° 30). La trans-
formation peut étre supposée d'ordre +1, car, si elle est d'ordre —1, il suffit de
la faire suivre d’une transformation d’ordre —1, n’altérant pas (au méme signe
prés) fo et fy (voir la Note précédente).
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Réciproquement, si A, &, ..., v' ont des valeurs de cette forme,
I'équation (29) est satisfaite, car I'équation

Y(lz+my+nzl'z+my+u'szl"z+m'y+n's)={(x,y, 3)

donne
Y(lz +my,l'z+my, 'z +m'y)={(z, y, o),

ou, par (32),
YAz + Ny, pz + 'y, ve +vy) =2(D&* + gzy + py*).
De cette analyse résulte la proposition suivante : ‘

A toute substitution semblable des formes § de la classe consi-
dérée correspond, pour chaque systéme S;, une transformation T
d’ordre + 1, changeant S; en un auire des N sysitémes; inverse-
ment, toute transformation T jouissantde cette proprieté est associée
& une substitution semblable de la classe.

106. Remarques. — 1° A une substitution semblable de la forme ¢,
associée 4 un systéme S;, ne correspond ainsi qu'une transfor-
mation T. Car s'il en existe une seconde T,, changeant, comme T,
o+ VUfi+Uf, et mf,+m'f,+m'f, en f, et f,, on peut écrire
T, =T, © étant une transformation d’ordre  + 1, qui n’altére pas
(au méme signe prés) £, et f, :les deux systémes S; et S; en lesquels S;
est transformé par T et T, se déduisent donc I'un de I'autre par @,
c’est-a-dire, en vertu des propriétés des systémes S; (n° 104), qu’ils
sont identiques.

2° Les substitutions semblables de § sont deux a deux opposées,
c’est-d-dire que I'une se déduit de l'autre par le changement de signe
de tous les coefficients; 4 deux substitutions opposées correspond, pour
chaque systéme S;, une méme transformation T.

3° A deux substitutions semblables de ¢, distinctes et non opposées,
on peut admettre qu'il correspond deux transformations T distinctes;
sous une autre forme, il n’existe pas deux substitutions semblables
de ¢ du type '

lz,y,3; le+my+nz, le+my+us 'e+m'y+n's),
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pour lesquelles I, m, l', m’, I’ m’ soient les mémes. On peut toujours
en effet choisir la forme ¢, i savoir

2D@? + 2qzy + 2py?,
our que ¢, c’est-a-dire
pour q

2Da? + 2gxy +2py* + 2yzy + 2850 + 24232,

n’admette pas deux transformations semblables de cette espéce.

107. Nombre des points modulaires. — Admettons d’abord que
la classe de formes .§ considérée ne puisse représenter 4; d’aprés le
n° 95, aucun systéme donnant naissance 3 une forme de cette classe
n'admet de transformation d’ordre +1 en lui-méme, autre que la
transformation unité.

Soit d le nombre des substitutions semblables des formes considérées,
deux substitutions opposées étant comptées pour une seule. A ces d
substitutions correspondent, pour un systéme S; quelconque, d trans-
formations d’ordre + 1, changeant S; en des systémes S;, S;, ...,
différents entre eux et différents de S;, en vertu de tout ce qui précéde;

il en résulte que les N systémes S, sont réductibles & -g d’entre eux; et,
par suite, le nombre des points modulaires liés & la classe considérée
est g, d’aprés le raisonnement du n° 104.

Si les formes de la classe peuvent représenter proprement 4, de
k maniéres, il y aura (n° 98 ) k transformations d’ordre + 1 changeant
en lui-méme un quelconque des systémes qui donnent naissance & I'une
d’elles, non compris la transformation unité; donc, les d transforma-
tions ci-dessus qui correspondent & un systéme 3; se groupent (k + 1)
* & (k+1), de maniére que les transformations d'un groupe changent S,
en un méme systéme Sy ; le nombre des points modulaires cherchés sera

donc I;—(k +1).

Représentations géométrigues.

108. Reprenons la représentation géométrique indiquée dans la
deuxiéme Partie (I, n°® 36). A un systéme de périodes (g, &, g’) ou
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aux fonctions abéliennes possédant ces périodes, faisons correspondre
le point modulaire, qui a pour coordonnées cartésiennes les trois
invariants absolus de la forme binaire du sixi¢me ordre liée aux fonc-
tions considérées : a4 un nombre entier A de l'un des types 4N ou
4N + 1 est associée ainsi une surface, lieu du point modulaire, lorsque
les périodes vérifient une relation singuliére d’invariant A; & une classe
de formes binaires positives, équivalentes  une forme de I'un des types

4(ax®+ bxy +cy*) ou 4f(azx*+bzy +cy®)+ )3,

est associée de méme une courbe algébrigue ou un systéme de courbes
algébriques, qui sont le lieu du point modulaire lorsque les périodes
vérifient un des systémes propres de deux relations singuliéres qui
donnent naissance & une forme de la classe.

De méme, si les périodes vérifient un systéme de trois relations
singuliéres, nous avons vu (n° 98) qu'il correspond & ces périodes
deux points modulaires, distincts ou confondus; si nous considérons
tous les systémes propres qui donnent naissance a4 une forme ternaire
d'une classe donnée, les points modulaires correspondants forment un
groupe de points dont nous avons discuté le nombre et que nous
regarderons comme associés  la classe ternaire considérée.

Ainsi, 4 une classe de formes J, c’est-a-dire de formes ternaires
positives pouvant représenter un carré et équivalentes 4 une forme

de I'un des types
4f(w,y,2) ou 4f'(my,z)+z* ('),

correspond dans I'espace un groupe de potnts.
Rappelons que nous avons appelé surfaces ou courbes hyperabe-
liennes les surfaces et courbes algébriques liées aux nombres ou aux

formés binaires indiquées plus haut.
109. La représentation géométrique ainsi définie posséde d’impor-
tantes propriétés.

1° Si une classe de formes ternaires § représente proprement un

(*) On n’oubliera pas (n° 88) que 2f(x, y, 3) est improprement primitive, et
que 4 f'+ x* I'est proprement.
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nombre A, le groupe de points qui correspond a la classe est situé
sur la surface qui correspond au nombre, et réciproquement.

Soit, par exemple, A un nombre du type 4N, représentable propre-
ment par une forme §, du type 4f(«,y, z). Considérons un gquel-
congue S des systémes propres de trois relations singuliéres, fo= o,
fi=o0, f;=0, qui donnent naissance 4 une forme équivalente 4 4}
soit 4 F cette forme, soient m et M les deux points modulaires liés au
systéme S. La forme 4F (z, y, 5) est, par définition, I'invariant de la
relation singuliére

zfo+yfi+sfi=o0,

a laquelle satisfont les deux systémes de périodes donnés par f,= o,
fi=o0, f,=o0; dire que A est représentable proprement par 4F,
c’est dire qu’une relation ’

zfy+yfi+sfa=o,

ou x, y, z sont premiers enire eux, a pour invariant A. Or, le lieu des
points modulaires donnés par des périodes qui vérifient une relation
singuliére quelconque d’invariant A étant la surface hyperabélienne
qui répond & A, les points m et M sont nécessairement sur cette sur-
face.

Réciproquement, si m et M sont sur la surface hyperabélienne d’in-
variant A, c’est que les deux systémes de périodes, g, %, g'et G, H, G,
donnés par f,=o, f,=o0, f,= o, vérifient une relation singuliére
d’invariant A. Or il est clair que toute relation singuliére vérifiée
par g, &, g’ ou G, H, G’ est du type

zfo+yfi+zfi=o0,

z,y, = désignant des entiers premiers entre eux ; 'invariant de cette -
relation étant, par définition, 4F(zx, y, 5), il en résulte bien que A est
représentable proprement par 4F. ’

La méme démonstration s’appliquant & lous les systémes de trois
relations singuliéres qui donnent naissance & une forme de la classe
considérée, la proposition est établie.
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2° Si une classe de formes ternaires § représente proprement
une forme binaire positive d’une classe donnée, réductible (') &
U'un des types 4o(x, ¥) ou 49(z, y) + y*, le groupe de poinis qui
correspond & la classe lernaire est situé sur la courbe algébrique
(ou sur le systéme de courbes algébriques) qui correspond d la
classe binaire, et réciproguement.

Supposons, par exemple, que la forme 4F(=, y, z) considérée plus
haut représente proprement la forme binaire 4¢(x, y), cest-i-dire
que I'on ait identiquement

4R\ + py, Na+ 'y, Mz +p'y) = bo(z, y),

les A et . désignant des entiers, tels que les mineurs d’ordre 2 du
Tableau

Ix row
oo

soient premiers entre eux. Sous une autre forme, on peut dire que
4o (=, y) est I'invariant de la relation singuliére

Az +py)fot+ Nz + @ y)fi+ Vo +wy)fi=o,
ou encore que le systéme de deux relations singuliéres
(1) Mo+ Nfi+Nfa=o0 wfot W fi+w fa=o0

donne naissance a laforme 49(x, y): ce systéme est d’ailleurs propre,
en vertu de 'hypothése faite sur A, @, ..., . Il résulte de 1a que les
deux points modulaires, m et M, liés au systéme f, =o, f,=o, fo=o,
sont situés sur la courbe hyperabélienne qui répond au systéme (1),
c'est-d-dire sur [’une des courbes hyperabélienues associées a la classe
binaire 49.

La réciproque s’établit de méme sans difficulté.

(*) Par une substitution linéaire de déterminant 1.
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110. Cororraire. — Les systémes de trois relations singuliéres
.qui donnent naissance a des formes § d’une classe déterminée sont
toujours réductibles & un nombre fini. d’entre eux par des trans-
formaiions ordinaires de degré 1; ou, si I’on veut, le nombre des
poinis modulaires liés & une classe donnée de formes ¥ est fini.

Ces points, étant en effet communs & toutes les courbes hyperabé-
liennes associées aux formes binaires représentables proprement par
la classe ternaire considérée, sont nécessairement en nombre fini,
puisque les courbes hyperabéliennes qui répondent & deux classes
binaires différentes n’ont évidemment pas de partie commune.

A11. Intersection de trois surfaces hyperabéliennes. — Si m est
un point commun & trois surfaces hyperabéliennes, d’invariants
A, Ay, A,, les périodes des fonctions abéliennes dont m est le point
modulaire vérifient trois relations singuliéres, d'invariants respective-
ment égaux a 4, A,, A,. Deux cas sont & distinguer selon que ces trois
relations sont distinctes, ou se réduisent & deux (').

Si les trois relations sont distinctes, le systéme propre qu’on obtient
en les combinant linéairement d’une maniére convenable donne nais-
sance a une forme § représentant proprement 4, A, et A, : le point m
est donc un des points du groupe lié 4 la classe de cette forme. Réci-
proquement, quand une classe de formes § représente proprement
A, Ay, A,, tous les points du groupe correspondant sont sur les surfaces
hyperabéliennes d’'invariants A, A,, A,.

Si les trois relations se réduisent aux deux relations singuliéres
Jfo=o0, f,=o0, formant un systéme propre, ce systéme donne nais-
sance 4 une forme binaire représentant proprement A, A,, A, : le
point m est donc sur la courbe hyperabélienne (ou sur 'une des
courbes) associée 4 la classe de cette forme binaire. Réciproquement,
si une classe de formes binaires positives représente proprement
A, A, A, les courbes hyperabéliennes associées sont toutes sur les
surfaces d’invariants A, A,, A,.

[y

(*) Elles ne peuvent évidemment se réduire & une seule, puisque 4, &, A,
sont distincts.
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Donc :

En dehors d’une intersection fize (), les trois surfaces lyper-
abéliennes d’invariants A, A, A, se coupent :

1° Suivant toutes les courbes hyperabeliennes associées aux
classes de formes binaires positives, réductibles & 'un des types .

[;(aw*—F bxy +cy?), 4(az*+ bxy + cy?)+y?,

qui peuvent représenter proprement chacun des (rois rombres
4, A, A, :
2° En tous les points des groupes liés aux classes de formes ter-

naires § qui représentent proprement chacun des trots mémes
nombres.

Bien entendu, si A, A,, A, sont pris an hasard, les trois surfaces
n’ont pas de courbe hyperabélienne commune. .

112. Intersection de deux courbes hyperabéliennes. — Démon-
trons d’abord la proposition suivante :

Si deux formes binaires posilives représentent proprement un
méme nombre, les courbes(ou systémes de courbes) hyperabéliennes

qui leur sont respectivement associées se coupent dans Iespace, et
réciproquement. ’

Supposons que les formes binaires g et ¢’ représentent proprement A;
soient f, = o, f, = o et f; =0, f, = o deux quelconques des systémes
de deux relations singuliéres qui donnent respectivement naissance &
des formes équivalentes 4 ¢ et ¢'. En vertu de I’hypothése, une rela-
tion z f,+ y f,=o0 et une relation =’ f, + ¥’ .f, = o ont méme inva-
riant A, en désignant par z, y (et par &', ¥') des nombres preiniers
entre eux : ces deux relations sont donc réductibles I'une & I'autre par
une transformation ordinaire du premier ordre. En d’autres termes,
on peut remplacer les deux systémes considérés par deux systémes

(") Deuxiéme Partie (I, n° 41).

Journ. de Math. (3¢ série), tome X. — Fasc. 1I, 1g0§. 3-’4
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équivalents qui ont une relation commune, ct sont, par suite, du

type

(2) F,=o, Fi=o0 ct F,=o, F, =o.

Les deux points modulaires donnés par le systéme de trois relations
singuli¢res Fy= o, F,= o, F', = 0 sont dés lors situés sur les courbes
hyperabéliennes associées respectivement aux deux systémes (2),
c'est-a-dire que celles-ci se coupent dans I'espace, comme il s’agissait
de I'établir. ,

La réciproque se démontre d'une maniére toute semblable.

.. Observons que, d’aprés la démonstration précédente, si ¢ et ¢’
représentent proprement un méme nombre, chacune des courbes
hyperabéliennes associées & la classe ¢ coupe chacune des courbes
associées & la classe ¢’

. Enfin, si nous remarquons que la forme .§ liée au systéme Fy= o,
F,=o, I, = o représente proprement la forme ¢, puisque celle-ci est
équivalente & I'invariant de I'expression zF,+ yF,, et qu’elle repré-
sente de méme ¢’, nous en déduisons aisément que :

Deuzx systémes de courbes hyperabéliennes, assocides respecti-
vement a deux classes de formes binaires, ont en commun lous les
groupes de points qui sont liés aux classes de formes ternaires §
susceptibles de représenter proprement chacune des deux classes
binaires; réciproquement, toul point commun aux systémes de
courbes considérées appartient a U'un de ces groupes.

143. Ces théorémes, si 'on suppose formées les équations algé-
brigques qui donnent les surfaces, courbes, groupes de points associés
respectivement & un nombre, a une forme binaire ¢ ('), & une forme
ternaire 5, donnent la solution immédiate, et sans aucun titonnement,
des problémes suivants : ‘

(") Clesl-a-dire une forme binaire positive, équivalente 4 une forme de I'un
des types :
blaz?+ bxy +cy?), hlaz®+ bxy + ¢y?)+ 2
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Reconnaitre st une forme ternaire ¥, ou une forme binaire 9,
représenient, ou non, un nombre donné.

Il suffira d’examiner si la surface qui répond au nombre contient,

ou non, les points ou courbes associés respectivement aux classes ¥
et o données.

Reconnaltre si une forme § représente, ou non, une forme ¢.:

Il suffira d’examiner si les points associés a la classe § sont, ou non,
sur le systéme des courbes associées & la classe 9.

Reconnaitre s’il ewiste un nombre représentable par deux

Sformes ¢.

Il suffira d’examiner si les systémes de courbes respectivement
assocites aux deux classes ¢ sont ou non sécants; le méme examen
donnera la solution de ce probléme :

Reconnaitre s'il extste une- forme ¥ suscepuble de représenter
deux formes o.

Toutes les représentations dont il vient d’éire parlé sont supposées
propres.

Ordres de multiplicité,

114. Ordre de muluplicité d’une courbe hyperabélienne sur
une surface hyperabélienne. — Considérons la surface hyperabé-

lienne, ¥, qui répond au nombre A, et soit f, = o une relation singu-

liére, d’invariant 4, entre g, &, g, choisie une fois pour toutes et

d’ailleurs arbitrairement. On peut dire qua un peint de X corres-
pondent tous les systémes de périodes g, %, g’, équivalents entre eux,
qui vérifient la relation f, = o, c’est-a-dire tous les systémes de périodes
réductibles I'un & I'autre par une des transformations ordman‘es de
degré un qm n’altérent pas cette relation. .

Soit maintenant donnée une courbe hyperabélienne C, tracée sur 2;
par cela méme, C est associée 4 un systéme propre de deux relations
singuliéres donnant naissance & une forme binaire susceptible de repré-
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senter proprement le nombre 4; ce systéme est dés lors réductible &
un systéme propre analogue déterminé, dont la premiére équation
sera f, = 0. Soit f, = o la seconde. On peut dire qu’a un point de la
courbe C correspondent tous les systémes de périodes g, &, g’ équi-
valents entre eux, qui vérifient simultanément les deux relations f, = o,
Ji=o0. Nous désignerons par ¢(w, y) la forme binaire associée au
systéme f, = o, f, = o, c'est-i-dire I'invariant de la relation

" zfy+yfi=o0;

A =g(r,o0).

et 'on aura

Considérons maintenant un point quelconque, m, de la courbe C,
et soit g, &, g’ un des systémes de périodes correspondants; on aura

So(g: Ry g')=0, fi(g b, 8')=o0.

Le point m sera multiple d’ordre n + 1 sur la surface £ si, a ce
point considéré comme appartenant a I, correspondent n -+ 1 sys-
temes de périodes

! ’ ’
g’k7g’ gn,"ngn ) gmllu’gm

vérifiant lous la relation f, = o, et donl aucun ne soit réductible & un
autre par une des transformations ordinaires de degré un qui
r’altérent pas cetle relation; naturellement, chacun des n derniers
systémes sera réductible au premier par une transformation ordi-
naire de degré un convenable, puisque les n + 1 systémes donnent
le méme point modulaire.

Soit alors T; la transformation de degré un qui fait passer de g,
hiyg;4g,h, g'; comme on a

3
So(guhigi) =o,
T; change cette relation en une autre relation singuliére

fi(g by g') = o,
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de méme invariant A, qui est différente de f,(g. %, g') = o, car les
systémes g, h;, g; et g, h, g’ ne sont pas, par hypothése, réductibles
'un & I'autre par une transformation de degré zn n'altérant pas'f, (au
signe prés). Donc, puisque g, k, g’ sont liés uniquement par les rela-
tions f, =0, f,=o, qui forment un systéme propre, lexpressnon
fi(gy by g') est de la forme

7\,'fo+ wifes

en désignant par A; et p; des entiers premlers entre eux, dont le
second n’est pas nul

L'invariant de f; étant A, comme on I’a observé. plus haut et celm
de X, f, + @ f, étant o (A, ), en vertu de la définition donnée pour g,
on aura dés lors

A =g (N, p)

De méme, en cons1derant la transformatlon de degreé un, T;, qui
fait passer de g, k;, g5 4 g, b, g', on aurait

A=g(Nj ).
Je dis qu’on ne peut avoir
N=eh;,  pi=cp (e==1).

Car si ces relations avaient lieu, T; et T; transformeraient respecti-
vement les relations

So(girhiy 8;) =0 et efo(gir Py g"j) =o0
en une méme relation
Nfo(ghg) +pifi(8 R 8) =05

par sulte, la transformation T,T;', qui fait passer de g;, k; g; 4

gir hjs 5 changeraltf.,(g,, h;, g‘) = o0 en sf,,(gJ, ) .‘o, con-
trairement & ’hypothése initiale. :
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Ainsi, pour que le point.m, et par suite la courbe C, soit multiple
d’ordre n -+ 1 sur la surface 3, il est nécessaire que la forme binaire o,
associée au systéme de deux relations singuliéres qui correspond & C,
puisse représenter proprement, de n -+ 1 maniéres différentes ('),
I'invariant A de X : les représentations A= g (A, u) et A= (— A, — )
ne sont pas regardées comme distinctes.

115. Réciproquement, si cette condition nécessaire est satisfaite, la
courbe C sera multiple d’ordre » + 1 sur .

'Reprenons, en effet, le point m de C, auquel correspond un sys-
t¢me de périodes, g, &, g/, vérifiant le systeme f,=o, f,=o. Dire
qu'on a une représentation propre A= (A, u;), c'est dire que la
relation X, £, (g, &, g') + i f1(g, I, g’) = o apourinvariant A : donc,
par une transformation convenable du premier ordre, @;, conduisant
des périodes g, k, g’ & des périodes g;, h;, g;, on changera cette rela-
tion en f,(g: ki g;) =o. En d’autres termes, au point m corres-
pondent ainsi, sur Z, n + 1 systémes de périodes,

o h, o o . h., o o h. o
oy &y 5 Sy My Jyy ey Say Hay Sy

vérifiant tous £, = o; et, pour prouver que m est multiple d’ordre 1+t
sur X, il suffira d’établir qu’aucun de ces n + 1 systémes n’est réduc-
tible & un autre par une des transformations ordinaires de degré un
qui n’altérent pas la relation f, = o.

Or, si une transformation de degré un, 7, conduisait de g;, /;, g
& gis by, g;, en changeant £, (g, ), g7) = oen = fo (g, by 87) = 0,
les transformations @; et ®;7 conduiraient, toutes deux, des périodes
&, h, g’ aux périodes g;, k;, g;, en changeant respectivement

Afo(g by g) +pifi (8l g)=0 en fo(gh/‘hg:‘):"ox
et

Nifo(golyg) + i fi(ghg)=0 en £ fi(g,hi,g)=o.

(') Y compris la représentation donnée par A =o(1,0).
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Par conséquent, la transformation ordinaire de degré un, 8;(6;7)™"
conduira des périodes g, A, g’ aux mémes périodes, g, h, g, et
changera

Nfot+pifi=o0 en = i()\jfo-ky.if,):o."

Or,-toute transformation ordinaire de degré un conduisantde g, %, g’
h g, h, g’ est une multiplication complexe ordinaire de degré un, et
nous savons qu'il ne peut exister de telles multlphcauons, pour des
fonctions abéliennes doublement singulitres, que si la surface de
Kummer correspondante est un tetlaédrmde ('). Sous une autre
forme, il faut que g, %, g’ vérifient une relation singuliére d'in-
variant 4, c’est-a-dire que la forme binaire ¢(, y), associée au sys-
ttme f,= o, f, = o, puisse représenter proprement le nombre 4.

116. Dés lors il convient de distinguer deux cas.

Premier cas. — La forme ¢ ne peul représenter proprement §. —
Toute multiplication complexe de degré un des fonctions abéliennes
attachées aux périodes g, /i, g° se réduit 4 une multiplication ordinaire
par ==r1° (%); par suite, elle ne peut changer A fo+ g f =0
en = (X;f,+u;f,)=o0 que si 'on a A;=ek;, pj=c¢W;, ¢ dési-
gant = 1. Or, cette conséquence est inadmissible, puisqu'on a sup-
pos¢ distinctes les deux représentations propres de A données par

A=) et A=o(N,p)

Donc enfin, sila forme ¢ ne peut représenter proprement le nombre 4,
fc point rn, et par suite la courbe C, sera multiple d’ordre n + 1 sur Z.

Devxiime cas. — La forme ¢ peut représenter proprement §. —
En ce cas, une des relations Af, + & f, = o a pour invariant 4, et peut,

(") Ce Journal, 5¢ série, t. VI, p. 3o,
(®) Cest-a-dire que la transformation ordinaire, de degré un, correspondante

a tous ses entiers caractéristiques nuls, sauf a,, by, ¢y, ds qui sont égaux entre
eux et égaux & *1,
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par une transformation ordinaire d’ordre un, étre réduite au type
h*—gg'—1=o0.

Le systéme f, =0, f,'= o0 est dés lors équivalent & un systéme du
type

(1) I —gg' —1=o0, ag+Bh+yg —w=0,

dont nous désignerons les deux équations respectivement par Fy= o,
F, = o. La forme binaire associée, c’est-a-dire 'invariant de

) A XF°+YF.=O
est’

(2) ®(X,Y) = X+ 4oXY + (8 — fay) Y?;

elle admet la substitution semblable | X, Y; X + oY, — Y|.

Cela posé, soit g, &, g’ un systéme de périodes vérifiant les deux
relations (1); cherchons les multiplications complexes ordinaires de
degré un correspondantes. :

En vertu des formules établies par nous ('), les enticrs caractéris-
tiques des transformations cherchées sont définis par les formules

ao=0, l)o=—*,'9,
a,=uap, b, =0+ B,
a,=fc—n, b, = ys,

3) ) a,= uo, b,=n,
€y =— 0p — 7, d,=~o,
¢, =uao, di=wp—fBo+7r,
c2=0+wc+39, d——:—'yp,

| €y = up, dy = 0 + wo,

.o

(*) Ce Journal, 5¢ série, t. VI, p. 339 341.
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ol 0, 5, 5, = sont des entiers. Ces entiers, pour que la transformation
soil ordinaire, doivent vérifier I'un des deux systémes de relations (') :

ct, pour qque la transformation soit de degré un, il faut et il suffit cn
outre qu’on ait

(5) 0P+0(Bs + wo) + ayp?*+ (Bo— ) (wp + 1)y —aya* == 1.

Dans la premi¢re hypothése (4), 3 = 27 — B = o, I'équation (5.
devient :
02 + wls + 72— ays? =1,

ou, puisque 27 = g,
(6) (20 + we)2+ o*(B* — fay —w?) =% 4.

Comme le discriminant de la forme positive (2), 4 savoir la
quantité 4(p? — 42y — w?), est essentiellement posilif, 'équation (6)
ne peut étre vérifiée que si le second membre est + 4; ses scules
solulions possibles sont

o ‘ S 0==1, g =0,
| quels que soient «, 8, y et w,
c==1, 20 +ws===x1,
a condition que 2 — fay — w?=3.

() ( 2°

30 { o==1, 20 +-ws = o,
; 4 condition que 2 — fay — w?=4.

La deuxiéme hypothése exige évidemment que {3 soit pair et » impair;

* (1) Ibid., p. 341.
Journ. de Math. (5* série), tome X. — Fasc. I[, 1904. 35
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en ce cas la forme ®(X, Y) s’écrit, si 'on pose § = 2B,
O(X,Y)=2[2X*+ 20XY + 2(B? — «y)Y*];

ct la forme improprement primitive, 2X*+ 20XY + 2(B"?— ay),
ayant pour discriminant 483 — fay — w?, c’est-a-dire + 3, est équi
valente & la forme 22% + 22y + 2y°. '

La troisitme hypothése exige que 8 et w soicnt pairs; si 3 = 2§/,
w=20,0na

B(X, Y) = 4[X*+ 20X + (- ) V],

et la forme proprement primitive X? + 2’ XY + (82 — ay) Y2, ayant
pour discriminant + 1, est équivalente & la forme #*+ y2 (').

Laissons de coté ces cas particuliers, qu'il serait aisé¢ de traiter
complétement ; nous voyons que les seules solutions possibles de (6)
sont 0 ==*1, 0 =0; d’ol, en vertu des premicres équations (4),
¢ =0, T=o0. La transformation (3) a alors tous ses entiers caracté-
ristiques nuls, sauf ,, ,, ¢,, d,, égaux entre cux et & =1 : elle ne
donne que la multiplication évidente que possident Loutes les fonctions
abéliennes, & savoir la multiplication ordinaire par 2= 1.

Dans la seconde hypothése (4), o= 20+ Bo = o, I'équation (5)
devient

PRt —do) + hupr +hvt =% 4,

et il cst clair qu'on doit prendre +/4 dans le second membre.
Ecrivons-la
(27 +wp)*+p*(B* = fay — 0?) =45

si nous laissons encore de coté les cas ou B*— 4ay — w* serait ¢gal
a1, 3 ou 4, les seules solutions possibles sont 1 ==x1, p =0, d'oll
par les derniéres équations (4), ¢ =0, 6 = 0. Les entiers caractéris-
tiques de la transformation correspondante (3) sont alors tous nuls,

(!) On pourrait satisfaire autrement a (6) si f2— fay — w? était égal & +1;
en ce cas, la forme (2) serait équivalente a 4 X2+ Y2 et pourrait représenter 1,
ce qui correspond & une dégénérescence (voir a ce sujet le n° 120).
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sauf
a,=—c¢, by =+ ¢, co==—-s, d,=+c¢ (e==£1)y

les relations entre les périodes g, %, g et les périodes transformées

G, H, G’ sont

o= =G
§ = (=66
' '—G' 2 o' — —_,_I__
(8) 5§ == -(l-l’—'G'G')’ 2 — 88 = _(H’—GG’)’
—H '
h=— (IF=GG)"

Les relations
W —gg'—1=o0 et ag+{3lz+’~(g'—<n=’o

deviennent, par ces formules, aprés qu'on a chassé le dénominateur

— (H* = GG),
-GG —1=0 e —aG—-BH—-yG'+w(lH*-GG)=o0.

Si I'on tient compte de la premicre de ces nouvelles équations, les
relations (8) donnent bien g =G, A=H, g'=G’, ce qui devait
tre, puisque la transformation considérée est une multiplication
complexe.

Ainsi, cette transformation change respectivement F, et F,, c'est-a-
direh*— gg'—1ectag+Bh+vg3 —ow, en F, et —F, 4+ wF;; en
d’autres termes, elle opére sur I, et I, la substitution transposée de
la substitution

1X,Y; X+oY, —Y|,

(ue nous avons signalée plus haut comme une substitution semblable
de la forme binaire ®(X, Y).

Cela posé, reprenons les raisonnements et les notations du n° 115-
nous avons & rechercher si nous pouvons passer des périodes g, 4;, g
aux périodes g;, k;, g; par une transformation ordinaire de degré un, 17,
changeant f,(g,,#;, g;) =0 en x f(g: ki, g;) = 0. Comme nops
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'avons vu, il faut et il suffit pour cela qu'il existe une transformation

ordinaire de degré un (multiplication complexe) conduisant des
périodes g, ., g’ aux mémes périodes g, 2, g', et changeant

NS+ pifi=o én (X fot+w fi)=o.
Or, on a, en vertu de ce qui précide,

fo=aFo+bFn
fl=a'Fo+b'Fn

a, b, a', b’ désignantdes entiers, dontle déterminant al’ — ba’ cst =1,
puiscfue le systéme f, = o, f, = o est propre.

La multiplication complexe déterminée plus haut change I, ct I,
respectivement en Fy et —F, 4+ wF; on en conclut sans difficulté
qu'elle change (A.f,+@:f:) en (A fo+ wif,), les A; et u; étant
définis en fonction des A; et g; de la manicre suivante. La forme 3 (x, ),
qui est équivalente & ®(X, Y), adinet une subslitution semblable qui
correspond & la substitution | X, Y; X + oY, — Y| de ®(X, Y); soil
|z, ¥; cx + dy, ¢ x +d'y| cette substitulion; on a

N=chi+ dy,, wi=c\+d'w,;,

et il est clair, d'aprés cela, que p(Aj, ;) = o(A;y &;)-

Done, au point de vue de I'ordre de multiplicité de la courbe C sur
la surface X, on ne devra pasregarder comme distinctes les deux repré-
senlations de A

A=g(h;, @) et A=9(Nju)

(ui se déduisent 'une de lautre par la substitution semblable de la
forme ¢(x, y) dérivée de la substitution semblable

1X,Y; X+o0Y, —Y|
de (X, Y).
117. De toute cctte analyse résulte le théoréme suivant :

Soit £ une surface hyperabélienne d’incariant A; désignons
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par C une courbe hyperabélicnne (') associde & une classe de
Sformes binaires positives susceptible de représenter proprement A,
et par g(z,y) une de ces formes; nous savons (I, n° 39) que la
courbe C est sur la surface .

De plus : si la forme 3 ne peut représenter proprement 4, l'ordre
de multiplicité de la courbe C sur la surface X est égal au nombre
des représentations propres de A par 4; on ne regarde pas comme
distinctes les dewx représentations

=9(x,¥) e A=3(—2, —y)

Si la forme g peut représenter proprement 4, et si elle n’est pas
dquicalente (proprement ou tmproprement) & Uune des deux formes
{02 + 4y, 4a? + Gy + 4y (), elle admet en elle-méme une trans-
Sormation linéaire |x,y; cx+dy, cxc+dy| différente de la
(ransformation | x, y; ex,cy |, ot ¢ désigne 1. L’ordre de multi-
plicité de C sur T est encore égal au nombre des représentations
propres de A par 9; seulement, indépendamment des représenta-
lions x, ¥ el —x, — Yy, on neregarde pas comme distincles les
représentalions x, yet cx +dy, cx+d'y.

118. Ordre de multiplicité d’un groupe de points sur une sur-
Jace hyperabélicnne — On démontrerait d’'une maniére absolument
pareille le théoréme suivant :

Soit X une surface hyperabélienne d’incariant A; désignons
par G le groupe des points modulaires liés a une classe de formes
ternaires ¥ suscepltible de représenter proprement A, et par § (xz,y, 3).
une de ces formes : nous savons (n° 109) que les points du groupe G
sont sur la surface L.

De plus : st la forme £ (x, y, z) ne peut veprésenter proprement 4,

(') Clest-a-dire I'une guelconque des courbes hyperabéliennes associées a la
classe, lorsque ces courbes sont en nombre supérieur-a Punité; ou, dans le cas
contraire, la courbe associée 4 la classe.

(*) La forme ¢ ne peut alors représenter 4 que d’une maniére, les represen-
lations x, y el — z, ~ y a'étant pas rewardées comme dlsuncles.
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[’ordre de multiplicité de chacun des points du groupe G sur la
surface X est égal au nombre de représentations propres de A par § 5
on ne regarde pas comme distinctes les représentations x, y, s ¢t
—Z, — ¥, — 3.

Si la forme § (=, y, z) peut représenter proprement 4 (d’une ou de
plusieurs maniéres dilf¢érentes), la proposition doit étre complétée de
la méme fagon qu’au numéro précédent.

119. Ordre de multiplicité d’un groupe de points sur une courbe
hyperabélienne. — Lnfin, on ¢tablit de méme cette proposition :

Soit C une courbe hyperalélicane associée & une classe de formes
binaires positives non ambigués, ¢, et supposée unique ('); dési-
gnons par G le groupe des points modulaires liés @ unc classe de
Sormes ternaires £ susceptible de représenter proprement la classe 9;
nous savons (n° 109) que les poinis du groupe G sont sur la courbe C.

De plus : st les formes § ne peuvent représenter proprement 4,
Pordre de multiplicité de chacun des points du groupe G sur
la courbe C est égal au nombre de représentations propres d’unc
Sforme @ par une forme &5 on ne regarde pas comme distinctes
deux représentations Nx + Ny, ux + 'y, ve +v'y et — Az — Ny,
—pr =y, —ve—vy.

Si la courbe C associ¢e & la classe 9 n’est pas unique, le théoréme
subsiste et donne I'ordre de multiplicit¢ de chacun des points du
groupe G sur U’ensemble des courbes C associées & la classe 9.

120. Remarque générale. — L'invariant A d’une relation singu-
liére ne peut étre égal & +1 que dans des cas de dégénérescence des
fonctions abéliennes correspondantes (ce Journal, 5°série, t. V, p. 248).
On reconnait aisément que la forme binaire du sixiéme ordre lide &
ces fonctions a alors une racine triple. Par suite, la surface hyperahé-

(') Clest-a-dire que les systémes propres de deux relations singuliéres qui
donnent naissance a une forme de la classe ¢ sont supposés réductibles a un seul
d’entre eux par des transformations ordinaires de degré.un.
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lienne d'invariant 1 se réduit & la courbe fixe, communc & loutes les
surfaces hyperabéliennes (I, n® 41). De méme, cette courbe est la
courbe hyperabélienne associée & toute classe de formes ¢ (n® 113)
susceptible de représenter + 1, et elle contient les points associés &
toute classe § pouvant représenter + 1. Les théorémes des n* 108-
119 ne s'appliquent pas nécessaivement a de telles classes ¢ et .




