
G. HUMBERT
Les fonctions abéliennes singulières et les formes quadratiques
Journal de mathématiques pures et appliquées 5e série, tome 10 (1904), p. 209-273.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1904_5_10__209_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1904_5_10__209_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


LES FONCTIONS ABÉLIENNES SINGULIÈRES. 209 

Les fonctions abéliennes singulières et les formes 

quadratiques ·('); 

PAR M. G. HUMBERT. 

Dans ce travail, qui forme la troisième et dernière Partie du Mé-
moire, nous étudions, au point de vue de leurs propriétés arithmé-
tiques, les fonctions abéliennes triplement singulières, c'est-à-dire 
celles dont les périodes g, A, g' vérifient trois relations singulières, 
F0=o, F, = o, F2 = O. 

L'invariant de la relation ajFo+yF, 4-sF
2
 = o est, en χ, y

%
 z

% 

une forme quadratique ternaire positive ; mais ce n'est pas une forme 
positive quelconque; nous la caractérisons en mettant en évidence 
ses propriétés fondamentales. Pour simplifier l'écriture nous affectons 
aux formes de ce type la lettre S. 

Si l'on opère sur le système F
0
 = F, = F

2
 = ο une transformation 

ordinaire du premier degré, ou si on le remplace par un système arith-
métiquement équivalent, la forme S associée reste équivalente k elle-
même ; c'est-à-dire qu'à un système correspond une classe de formes S. 

Inversement, à une classe de formes S correspondent, en général, 
plusieurs systèmes non réductibles l'un à l'autre par une transforma-
tion ordinaire de degré un; leur recherche est ramenée à l'étude des 

(l) Ce Journal, 5° série, l. IX, p. 4$· 
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représentations du discriminant de la classe par une forme quadra-
tique ternaire indéfinie, dont certaines substitutions semblables sont 
mises en évidence au cours du calcul. 

Un système triplement singulier F
0
 = F, = F

2
 = ο donne, pour 

g, Λ, g', deux systèmes de valeurs et, par suite, en général, deux sys-
tèmes de fonctions abéliennes : appelons point modulaire de l'un 
d'eux le point de l'espace qui a pour coordonnées cartésiennes les trois 
invariants absolus de la forme binaire algébrique d'ordre 6, liée aux 
fonctions abéliennes considérées; nous faisons ainsi correspondre, à 
une classe de formes !r, plusieurs points modulaires en nombre limité. 

Cette représentation géométrique est la suite naturelle de celle que 
nous avons donnée dans la deuxième Partie du Mémoire : rappelons en 
effet qu'à un nombre positif Δ, de l'un des types 4 Ν et 4 Ν -h i, nous 
faisions correspondre la surface algébrique liypcrabélicnne d'inva-
riant Δ; à une classe <p de formes binaires positives, équivalentes à une 
forme du type 

4 {αχ- -f- bxy + cy2), 
ou du type 

4(«a;2-h bxy cy-) -hy2, 

nous faisions correspondre une ou plusieurs courbes gauches algé-
briques que nous avons appelées courbes hyper abéliennes ; ici enfin, 
à unë classe de formes J?, nous lions un groupe de points défini algé-
briquement. 
. Notre représentation possède des propriétés importantes et simples. 
Ainsi, pour qu'une classe de formes ternaires i?, ou une classe de 
formes binaires φ, représente proprement un nombre Δ, il faut et il 
suffit que la surface associée au nombre contienne les points, ou les 
courbes gauches, liés à la classe S ou à la classe <p considérée. 

De même, pour qu'une classe S représente proprement une classe s, 
il faut et il suffit que les points liés à la classe S soient sur l'ensemble 
des courbes liées à la classe <p. 

L'étude de l'intersection de deux surfaces ou de deux courbes hyper-
abéliennes donne aussi d'intéressantes conséquences. 

Enfin les ordres de multiplicité, sur une surface hyperabélienrie, 
d'une courbe liyperabélienne ou d'un groupe de points sont liés aux 
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propriétés arithmétiques des formes; par exemple, si une classe bi-
naire φ représente proprement de η manières un nombre Δ, chacune 
des courbes hyperabéliennes associées à la classe est multiple d'ordre η 
sur la surface associée au nombre. 

On voit par là combien notre représentation géométrique est pro-
fondément liée aux propriétés des formes quadratiques et quel intérêt 
il y aurait à en développer l'étude (1 ). 

Les numéros de ce Travail font suite à ceux de la Partie déjà publiée ; 
pour indiquer un renvoi à un numéro de cette Partie, nous ferons pré-
céder le nombre correspondant du chiffre romain L 

ERRATA 

des deux premières Parties {ce Journal, 5e série, t. IX). 

Pages. Au lieu de : Lire : 

47 ligne 1 de la note η -h 1 η — -+-1 . 

5
7 dernière ligne, après ε, mettre un crochet [ 

60 quatre dernières équations (3i) -+-εΕαβ — Εα
0 

-H εΕ&ι — ΕΛ, 
H- εΕα, — E«, 

εΕίΤ, — Ε#, 
65 dernière équation (36) — eA, c

t — eAjCj 
67 ligne 9 la relation une relation 
87 li gne 2 — ûPat uPat 

108 ligne 14 -pK +/>X2 

i*9 ligne 6 (en remontant) F $ 
i3o ligne 6 ( » ) elle est associée 4 ψ est associée 

(') Il serait fort utile, en particulier, d'obtenir explicitement les équations 
des courbes et groupes de points qui correspondent aux formes φ et S des dis-
criminants les plus simples. 

Journ. de Math. (5· série), tome X. — Fasc. II, 1904. 28 
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TROISIÈME PARTIE. 

Fonctions abèliennes triplement singulières. 

Généralités. 

80. Les périodes d'une fonction abélienne de deux -variables étant 
ramenées à là forme normale (ι, ο), (ο, ι), ( #, Λ), (Λ, g'), la fonction 
sera dite triplement singulière s'il existe, entre g, Λ, g', trois relations 
singulières, c'est-à-dire de la forme 

(0 -f- Β
0

Λ -+- C
0
g'-+■ D

0
(/r ~ gë) + E

0
= o, 

(2) A.
l
g + K

<
h + C

l
g+Y}

l
{li' - gg') + R, = o, 

(3) A
2
g + B

A
A + 4- D

2
(A2 — gg') + K- O, 

les A0, B0, ..., E0 et de même les A,, 13,, ..., E, et les A2,13ο, ..., Ε, 
étant des entiers premiers entre eux. 

On a aussi le droit de supposer sans diviseur commun tous les déter-
minants tels que (A^Ca), (A

0
B,D

2
), ..., (C^E*), formés avec 

neuf coefficients homologues des équations (1), (2), (3): car, s'il en 
était autrement, en combinant linéairement ces équations d'une ma-
nière convenable, on obtiendrait une ou deux relations analogues, ou 
les cinq coefficients auraient un facteur commun; par suppression de 
celui-ci, on formerait évidemment un système de trois équations, 
équivalent au système initial, et jouissant de la propriété voulue. 

Si les dix déterminants (A
0
B, C

2
), ..., (C

0
D, E

2
) sont sans diviseur 

commun, nous dirons que le système (1), (2), (3) est propre. 
Désignons par F

0
, F,, F

2
les premiers membres de (1), (2), (3), par 

sr, y, ζ des entiers quelconques; l'invariant de la relation singulière 

xF
0
-hyF, H-*F

2
=O, 
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qui est une conséquence de (i), (2), (3), est la forme quadratique 
ternaire en y, ζ 

(4) 

(B
0
# 4-B</ 4-B

2
s)2 

- 4(Α0λ? 4- AK
y 4- A2

s) (C
0
X 4- G,/ H- C

2
z) 

— 4(D
0
# + Î>{y 4- D;,^) (E

0
 χ 4- E, y 4- E

2
s), 

que nous appellerons la forme associée au système initial. 
L'invariant de toute relation singulière est essentiellement positif 

(ce Journal, 5e série, t. Y, p. 246); la forme (4) doit donc être définie 
et positive. Or si l'on pose 

(5) 

A, = B;. — 4 A;C,· — 4 Dj E,·, 

ljj = B/By — 2A/Cy — 2 Ay C/ — 2D/ Ey— 2DyE/, 

la forme ternaire (4) s'écrit 

(6) Δ
0

ίΡ24-Δ,724-Δ
2

-?'-4- 2§
el

a?y 4- 2§
o2

#s 4- 2$
{i

ys', 

pour qu'elle soit définie et positive, il faut et il suffit que soient satis-
faites les conditions classiques 

(7) 

A;>o, Δ,-Aj — Sy>o, 

A„A, A» + 28,,S„S,, - Δ, δ;, - Δ, δ;
2
 — A

2
8;

(
 > ο. 

81. Réciproquement, si la forme ternaire associée au système pro-
posé est positive, ou encore si les conditions (7) sont satisfaites, les 
périodes g, h, gf, que déterminent les trois équations (1), (2) et (3), 
définissent un système de fonctions abéliennes; c'est-à-dire que g, h, g' 
sont imaginaires, et que leurs parties purement imaginaires, gnhn g\, 
vérifient l'inégalité fondamentale 

h2 - g g < 0 

Observons d'abord que les équations (1), (2), (3) donnent, 'pour 
g, h, g', deux systèmes de valeurs; si donc on regarde g, A, g' comme 
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des coordonnées courantes cartésiennes, les trois quadriques repré-
sentées par les équations (i) (2) et (3) se coupent en deux points, 
M et M7, à distance finie. D'ailleurs toute relation singulière 

A g h- Β A -+- Cg' -h D(A2 — gg') 4- Ε = ο 

représente une quadrique réelle, passant par la conique à l'infini réelle 
située sur le cône A2 — gg' = ο ; la quantité B2 — 4 AC — /\ DE, inva-
riant de cette relation, étant positive, la quadrique est un hyperbololde 
à une nappe. Donc, les inégalités ( η ) expriment que toutes les qua-
driques du réseau a?F

0
 4-/F, 4- z¥

2
 = o sont des hyperboloïdes à une 

nappe. 
Il s'agit maintenant d'établir : i° que les deux points M et M', à 

distance finie, communs à toutes ces quadriques, sont imaginaires et, 
par suite, conjugués; 20 que si g

i9
h,, g\ sont les parties imaginaires 

des coordonnées de l'un d'eux, on a 

w h',-g< g',<°· 

Or, i° M et M' sont imaginaires ; sinon, il existerait une quadrique 
réelle Q, passant par la conique à l'infini du cône h* — gg' = o, par 
les points M' et M, et touchant en M un plan réel quelconque. Mais 
ce plan peut être choisi de manière à n'être parallèle à aucune généra-
trice réelle du cône h2 — gg' — o; il couperait donc Q suivant deux 
droites imaginaires, et Q, qui appartient au réseau 

+/F, H- .sFj — O, 

ne serait pas un hyperboloïde à une nappe, résultat contraire aux con-
ditions (7). 

2υ M et M7 étant imaginaires, et dès lors conjugués, le point milieu 
de MM7 est réel ; transportons-y l'origine des coordonnées, sans changer 
la direction des axes; nous ne changerons pas non plus les parties 
imaginaires, g,, A

4
, g\, des coordonnées de M et M'. Une des qua-

driques du réseau χ F
0
 -h y F, 4- sF2 = o a pour centre la nouvelle 

origine et a dès lors une équation de la forme 

(9) /j2 - gg' = E. 
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Ε étant > o, puisque la surface (9) est un hyperboloïde à une nappe. 
La droite MM' étant réelle et passant par l'origine a des équations du 
type 

(1°) «=F
 =

 Ï' 

et l'on a 
β» - «γ < ο, 

puisque la droite (10) coupe la quadrique (9) en deux points imagi-
naires (M et M'). Les équations (9) et (10) fournissent alors les coor-
données de M et de M' et donnent, pour g

t
, An g\, 

gt = x— > h. — β -7=== » g. = γ-τ=ί > 

d'où l'on tire 
h\ - =- E> 

et, puisque Ε est négatif, on a bien 

g<8,<0· c· Q· *· »· 

82. Invariants. — On reconnaît, comme dans la deuxième Partie 
de ce travail (I, n° 16) qu'une transformation ordinaire du premier 
degré change les trois relations singulières F

0
 = o, F, = o, F

a
 = ο en 

F'
0
 = o, F', = 0, F^ = o, qui forment également un système propre. 

De plus, la forme associée au système initial demeure inaltérée, c'est-
à-dire que les coefficients Δ<· et δ,·7· de cette forme sont des invariants, 
vis-à-vis de toute transformation ordinaire de degré un. 

De même, remplaçons le système F
0
 = F, = F

2
 = o par un système 

arithmétiquement. équivalent : 

λ F
0

-h p. F, 4- ν F
2
 = o, 

λ' F0 -ι- p.' F, -h v' F
2
 = o, 

X"F
0
 4- μ'Τ, 4- v"F2 = o, 
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les λ, (Α, ν désignant des entiers, dont le déterminant (λμι'ν") est égal 
à =fc τ. La forme ternaire associée à ce nouveau système est, par défi-
nition, l'invariant de la relation 

a?'(XF
0

-f- (AF, 4- VF2) 4-y(X'F04- (A'F, v'F
2
) 

4- S'(X"F
0
4- [A"F, 4- v"F

2
) = o, 

qui s'écrit 

(Xa?' 4- X'y 4- X'V)F
0 4- ((Aie' 4 p/y -h pLwjs')F< 

4- (v a?'4- v'y 4- v" s')F
2
 = o; 

on l'obtient donc en remplaçant, dans la forme (4), y, ζ par 
Xa?' -ι- y y 4- λ" s', [AO?' 4-..va?' -h En d'autres termes, puisque 
le déterminant (λμ/ν") est égal à ±i, la forme ainsi obtenue en 
a?', y, zr, est équivalente à la forme (4), associée au système initial. 

De ces remarques résulte cette proposition : 

83. THÉORÈME. — A tout système propre de trois relations sin-
gulières, F0 = o, F< = o, F2 = o, correspond une forme quadra-
tique ternaire positive en a?, y, z, qui esi Vinvariant de la relation 
a?F

0
4-yF, 4- sF

2
 = o; celte forme se change en une forme équi-

valente quand on remplace le système initial par un système 
arithmétiquemenl équivalent, ou quand on opère sur lui une trans-
formation ordinaire du premier degré. 

Ainsi, à tout système propre est associée, en réalité, une classe de 
formes quadratiques ternaires positives. 

Il résulte également de là que le système considéré possède un inva-
riant absolu, à savoir le discriminant de la classe associée, quantité 
toujours positive d'après (7). 

84. La forme (4), associée à un système propre, n'est pas une forme 
ternaire positive quelconque; en effet, en vertu même de son expres-
sion (4)> elle est représentable par la forme à cinq variables 

X»—4YZ-4TU, 
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et la représentation est propre, puisque, le système étant propre, les 
g<8,<0· c· Q· *· »· 
commun. 

Or, il est clair, a priori, qu'une forme ternaire n'est pas toujours 
représentable par la forme à cinq variables ; il est nécessaire pour cela 
qu'elle puisse représenter un carré, propriété qui n'appartient évidem-
ment pas à toutes les formes ternaires et sur laquelle nous reviendrons 
plus loin. 

Ainsi, les seules formes ternaires positives qui puissent être associées 
à un système propre de trois relations singulières sont les formes 
représentables proprement par la forme X2 — 4 YZ — 4TU ; cette con-
dition nécessaire est également suffisante, car la forme 

00 
(β

0
Λ;4-β

1
7Η-βο5)2-4(α

0
^-|-α

ι
7 + α

2
^)(γ

ϋ
α7-|-γ

1ι
χ-Ι-γ

2
2) 

— 4(δ03?—h —ι— δ2^)(£05? + ει y + £s^) 

est associée au système 

«■*g + M -4- Yog·' + δ„ (A2 - g g') + ε, = ο, 
+ M + = °> 

Α2# "+" — Ο, 

qui est propre, puisque, la représentation de la forme (II) par la 
forme X2 — 4YZ — 4TU étant propre, les dix déterminants 

(α
0
β,γ

2
), (γ0δ,ε2) 

sont premiers entre eux. 
Etant donnée une forme ternaire positive, les méthodes générales 

classiques permettent de reconnaître si elle est représentable pro-
prement par X1 — 4 YZ — 4TU; dans tout ce qui suit nous dési-
gnerons une forme ainsi représentable par la lettre S, 

Propriétés des formes S. 

8D. Il y a deux espèces de formes S. 
Si, dans les trois équations (i), (2), (3) d'un système singulier 

propre, les coefficients de h, à savoir B0, Β,, B2, sont pairs, cette pro-
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priété se conserve, comme on sait, dans toute transformation ordinaire 
de degré un; en ce cas, la forme /, associée au système et donnée par (4), 
a tous ses coefficients divisibles par 4, de sorte qu'on peut écrire 

(12) f(x,y,s) = /tf(x,y,s). ■ 

Si, dans les équations (1), (2), (3), un des coefficients B
t
·, le pre-

mier B
0

, par exemple, est impair, on aura le droit de supposer les 
deux autres pairs : car si B< était impair, il suffirait de remplacer F, = ο 
par l'équation équivalente F, 4- F0 = o. Dès lors, B, et B2 étant pairs, 
la forme £ associée au système est du type 

(i3) S(x,y,3) = xî + if(x,y,z). 

Les formes ̂ sont donc, soit du type (12), soit réductibles au type (13) 
par une substitution linéaire de déterminant ι. 

86. Une forme £ ne peut admettre d'autre diviseur que 4> c'est-
à-dire que, si elle est du type (13), elle est proprement primitive, et 
que, si elle est du type (12), les coefficients de f n'ont aucun facteur 
commun. 

Nous pouvons toujours en effet, par une transformation ordinaire de 
degré un, ramener une des équations singulières (1), (2), (3), ou une 
de leurs combinaisons linéaires, au type A2 — g g' = D ; dès lors, les 
deux autres équations du système, si l'on tient compte de celle-ci, 
prendront la forme 

a g -h b h + c g' -hd =0, 

a'g 4- h'h 4- c'g' 4- d' = o. 

Par des combinaisons linéaires des deux dernières, on obtiendra 
deux relations arithmétiquement équivalentes dans l'une desquelles le 
coefficient de g sera nul, c'est-à-dire qu'on a le droit de supposer a! =■ o ; 
la forme associée au système est par suite 

JF=4D #2h-(A2—4 ac)yi-hb';iz:t-\-2(bb'^2ac')yz —bdxy — ̂ d'zx. 

Or : ιυ lorsque b et h' sont pairs, £ ne peut admettre d'autre divi-
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seur que 4 : car, si les coefficients D, -b', -^b2 — ac, —b — ac\ d
1
 d' 

avaient un facteur premier commun, p, impair ou pair, ce facteur divi-

serait a ou c'. S'il divisait a, il diviserait aussi ~by
 et dès lors le sys-

tème des deux relations 

ag 4- bh 4- cg' 4- d = o, b'h 4- c'g' 4-d'= o, 

ne serait pas propre, puisque α, ~b, d, ^b', d'admettant le facteur p, 

les déterminants compris dans la matrice 

a b c d, 
o b' c' d', 

l'admettraient également, contrairement à l'hypothèse initiale. Si ρ divi-
sait c', la relation b'h 4- cf g* ·+■ d'= o aurait tous ses coefficients divi-
sibles par p, et, là encore, le système considéré ne serait pas propre. 

2° Lorsque b et b' ne sont pas tous deux pairs, S ne peut admettre 
aucun diviseur : car, si les coefficients D, b\ b2 — bit — 2 ad, d, 
d! avaient un facteur premier impair commun, ce facteur diviserait a 
ou c', et l'on reconnaîtrait comme plus haut que le système considéré 
ne serait pas propre, contrairement à l'hypothèse. 

87. Reprenons le cas où, dans les trois équations initiales (i), (2), 
(3), du système, les trois coefficients B0, B,, B

2
 sont pairs; comme 

nous venons de le voir, la forme associée est du type 4/(®> les 
coefficients de la forme f n'ayant aucun facteur commun. Je dis de 
plus que cette forme/ne peut être proprement primitive, c'est-à-dire 
que les coefficients des rectangles xy, xz, yz ne peuvent y être simul-
tanément pairs. 

Ces coefficients, en effet, sont, d'après (4), les quantités 

a Si _ A,Cj - AyC,— D,E, - D
y
E, ; 

si elles étaient paires, il en serait de même des trois nombres α0, aa 

Joum. de Math. (5« série), tome X. — Fasc. II, 1904. 29 
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donnés par 
oc® — A, Cj — AjC| + D

(
 E

a
 — DjL·), 

α, = A2C0 — A0C2 -+■ D2
E

0
 — D

0
Ej, 

a2 — A0C, — A,C0H- D0E, — D, E0
; 

dès lors les déterminants (A^Dj), (A0
C,E2), (A

0
D,E

2
), (C

0
D,E

3
) 

seraient pairs, car, le premier, par exemple, est égal à 

a0D0-f- a,D, -+- a
2
D

2
. 

Donc, puisque les B,- sont pairs, les dix déterminants (A
0
B, C

2
), ..., 

(C
0
D^E

2
) seraient pairs, et le système initial, (i), (2), (3), ne serait 

pas propre, contrairement à l'hypothèse. 

88. On peut résumer ainsi tous ces résultats : 

Les formes S sont de deux espèces. Les formes de la première 
espèce sont divisibles par 4 et sont du type 4 f{x, y, ~·), la forme 2 f 
étant improprement primitive. 

Les formes de la seconde espèce sont proprement primitives et 
sont équivalentes à des formes du type χ- + 4 /'(#> Xi3)-

Dans tout ce travail, afin de simplifier les démonstrations et les for-
mules, nous nous bornerons à l'étude des formes de la première espèce, 
en indiquant, s'il y a lieu, les résultats relatifs aux formes de la seconde. 

89. Formes canoniques d'un système et de la forme associée. — 
Soit un système propre (1), (2), (3), où les B/ sont tous pairs; on 
pourra, par une transformation ordinaire du premier degré et par des 
combinaisons linéaires d'équations, le ramener (n° 86) au type 

h- — gg' -D = o, 

(*4) α
1
^ + 2β

1
Λ + γ

1
^'+ο

<
 = ο, 

«ι g+2β;h+i, g'+κ—°· 

On a le droit de supposer a; et a', premiers entre eux : car, s'ils ne 
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Tétaient pas, une transformation de degré un, n'altérant pas la rela-
tion h2 — g g' — D, remplacerait a, par la quantité a

0
, dont Texpression 

a été donnée (I, n° 26), dans la deuxième Partie du Mémoire, et a, par 
une quantité analogue, a.'

Q
 : or, on reconnaît sans difficulté, en s'ap-

puyant sur ce que le système (i4) est propre, qu'on peut toujours 
choisir les entiers caractéristiques de la transformation de manière 
que a

0
 et a'

0
 soient premiers entre eux. 

Il en résulte qu'en combinant linéairement les deux dernières 
relations (13), on obtiendra deux relations de même forme, dans 
l'une desquelles le coefficient de g sera 1, et qui seront arithmé-
tiquement équivalentes aux précédentes; le système initial sera dès 
lors remplacé par le système propre équivalent : 

(I5) 

h*-gg' - D = o, 
g -h 2βΑ -+-yg' -+- δ =o, 

οι!g-h 2 Β'A Y'g'-h Δ' =0. 

Je dis qu'on peut supposer β = ο : car, si β < o, la transformation 
du premier degré définie par les entiers 

Q>q — I, Q>\ — O, — 0, ù!j — O, 

Κ = β, A< = I, b
2
 — o, b

3
 = o, 

Cj — O, C| —· O, C2 —· I, Cj — o, 
cIq — o, dj —- o, — β, d3 — 1 

n'altère pas la relation A2 — gg' — D = ο (I, n° 10) ; en vertu des for-
mules^), (I, n°26), elle remplace la relation g -h 2βΑ -f-γ g'-ho = o 
par une relation analogue où le coefficient de A a disparu, et où celui 
de g est encore +1. 

En ajoutant à la troisième relation (i5) la deuxième multipliée 
par — a', on obtient une équation privée de terme en g, qui peut 
remplacer cette troisième, de sorte que le système initial est devenu 

(16) 
h2 - gg - D = 0 

g-pgi-i = °> 
2p/i-t-yg'+b = o. 
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On peut aller plus loin et faire disparaître g' de la dernière relation : 
il suffit d'opérer, sur ce système, la transformation du premier degré 
définie par les entiers 

CLq — I ) — ο, et2 — Ο, flj — ο, 

b
0
 = o, b

t
 = p\ b

2
=-lf, ù

3
 = o, 

C
0
 — O, C| -— ~ μ, C, — λ, Cg ■— o, 

fJLfJi' -t- Dλλ' -t- μ,λ', dt = 0, cL — o, d3 = i; 

où λ, p., λ', μ' sont des entiers uniquement liés par l'équation 

λμ' — λ'p. = I. 

En vertu de cette transformation, les périodes anciennes et nou-
velles satisfont aux relations 

(■7) 

G = l + Vg' [— + λ» ~ ~ λ' (Λ s ~ gg") 1' 

u b 

u b 

H2 - GG' = ΓΤ
1

χ7^ -μ# + μ'<4ίτ'+ μ'(Λ
2
 - gg'J]· 

Or, le système (16), où l'on écrit G, H, G' à la place de g-, //, g', est 
arithmétiquement équivalent au système 

λ(Η2 — GG' — D) -H P(G — ρ G' — <7 ) = o, 

λ'(H2 - GG' — D) -H P'(G — pG' — q) = o, 
2$h -h γ#'-ι- δ = o, 

puisque Χμ' — λ'μ = ι. Par les formules (17), ce système se change 
en 

Aa~ ££'-(Ι>λ24·-9λμ + ρμ2)==ο, 

g — (DX^-f-^X'p'-f- p\^')g'— [2ϋλλ'+5'(λμ'-|-λ'ρ) + 2/)ρρ']= o, 

2βΛ H- (γμ' -h δλ')#·' + γρ 4- δλ = ο. 
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Si donc on choisit λ' et p' premiers entre eux, de manière 
à annuler γρ'+ δλ', et si l'on détermine ensuite λ et fxpar λμ/— λ'μ. = ι, 
le ternie en g' disparaîtra dans la troisième équation, et le système 
final, équivalent au système initiai, sera du type 

(18) 

— ggr — M = o, 

g -mg'-n =o, 
2β/ϊ — ε =o; 

ε étant nécessairement impair, puisque le système transformé est 
propre. 

Remarque I. — Dans le cas d'un système singulier où les coeffi-
cienls de h ne sont pas tous pairs, on trouverait une forme canonique 
semblable; 2β serait seulement remplacé par 2β +1 dans la troisième 
équation. 

Remarque IL — La forme associée au système (18) est 

(19) 4(Ma?2H- my2-h β3^2-{- nxy ·+· txz), 

le coefficient de z- est un carré et le terme en xy manque. Toute 
forme S, divisible par 4, peut donc être ramenée à ce type par une 
substitution linéaire. 

90. Propriétés caractéristiques des formes S. — D'après cela, et 
l'on aurait pu le reconnaître directement sur la forme (4), une forme S 
quelconque peut représenter proprement un carré : ici, le carré 4β2· 
Or, c'est là une propriété qui caractérise ]es formes Sr, ainsi que le 
montre le théorème suivant, relatif aux formes de la première espèce : 

THÉORÈME. — Soil Ψ une forme quadratique ternaire positive et 
improprement primitive; désignons par Ω le plus grand commun 
diviseur, nécessairement impair, des coefficients de son adjointe : 
pour que 2 Ψ soit une forme S, c'est-à-dire soit représentable pro-
prement par la forme à cinq variables X2 — 4 YZ — 4TU, il faut et 
il suffit que 2 Ψ représente un carré premier à Ω. 
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La condition est nécessaire, caria forme (19) représente le carré 4 β2> 
que je dis être premier à Ω. En effet Ω est, par définition, le plus grand 
commun diviseur de 

4wM — n2, 4M β2 — ε2, 4^β2> 2me, 2β2, ηε\ 

s'il avait un facteur premier commun avec 2 β, ce facteur diviserait ε2, 
donc ε ; et le système ( 18) ne serait pas propre, puisque 2 β et ε auraient 
un diviseur commun. 

91. Je dis maintenant que la condition est suffisante. 
Soit, en effet, une forme ternaire positive 

(20) 2ψ = 4(B2*2 -+- -+- Nsy -H Ρλ?2Qxy -f· Ry2), 

telle que ψ soit improprement primitive, et qui représente le carré 4B2, 
premier à Ω; pour établir que c'est une forme J, je distinguerai 
trois cas. 

PREMIER CAS. — Les quantités 2B, M, Ν n'ont pas de diviseur com-
mun. Alors le système 

h%-gg -P =0, 
=0, 

2ΒΛ — Ν g·'— M = ο 

donne naissance à la forme 

/= 4B2*2-h 4,y(Ry-f- Ns) + 4#(P#H- Q/H- Ms), 

qui est identique à la forme proposée, 2ψ; ce système est propre, ainsi 
qu'on le reconnaît de suite en s'appuyant sur ce que 2 β, M, Ν sont sans 
facteur commun. La forme 2ψ considérée est donc une forme S. 

DEUXIÈME CAS. — Les quantités 2B, M, Ν ont un diviseur commun 
impair. Soient ρ ce plus grand commun diviseur, et p

K )
p^ ses 

facteurs premiers distincts. Aucun d'eux ne divise 4PR — Q2? sinon, 
contrairement à l'hypothèse initiale, 2 Β et Ω admettraient ce même 
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facteur, ainsi qu'on le reconnaît de suite en écrivant les coefficients de 
la forme adjointe à ψ. Il en résulte que la forme binaire 

Ρα?8 + Qxy -+- Ry2 

peut représenter proprement une infinité de nombres, dont chacun est 
résidu quadratique de p

{
, p

29
 ..., p

n
, et est premier à ces facteurs. 

On a le droit de supposer que R est un de ces nombres; car il suffit 
pour cela d'effectuer, sur a? et y dans la forme ternaire (20), une sub-
stitution linéaire convenable, de déterminant 1, en laissant ζ inaltéré : 
cette opération ne change ni B, ni le plus grand commun diviseur 
de 2B, M, N, ni Ω qui est un invariant de la forme ternaire. 

Cela posé, divisons Ν par un nombre a, tel que 2B, M et n'aient 

pas de diviseur commun : on peut évidemment supposer que α ne con-
tient pas d'autres facteurs premiers que p

ti
 p

21
 ,.., p

n
. Considérons 

maintenant le système singulier 

(21) 

V-gg' -P =0, 
ag+ rfh + yg1 -Q = 0, 

2ΒΛ-™£'-M = O; 

la forme associée est 

(22) 4 [B--f- M-h Nsy 4- Pit-'2 4- Qxy -h (β2 — ay)y2]; 

elle coïncide avec la forme proposée (20) si l'on peut choisir β et γ de 
manière que R = β2 — αγ : il faut et il suffit pour cela que R soit résidu 
quadratique de a, c'est-à-dire des facteurs premiers, p

{
, p^ .ρ

Λ1 

de a, condition qui est réalisée en vertu d'une hypothèse légitime faite 
tout à L'heure. Donc la forme (20) est associée au système (21). 

Tout revient ainsi à établir que ce système (21) est propre, c'est-
à-dire que les nombres 

(23) 2Βα, Ν, Μα, α^Βγ+^Ν^, 2(Mp-BQ), Μγ+jNQ 
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n'ont aucun diviseur premier commun. Or 2B, jΝ et M étant pre-

miers entre eux, ce diviseur diviserait a, et serait dès lors un des fac-
teurs pn piy — pn. Mais ρ{, premier à R par hypothèse, ne peut 
diviser β, puisque R=P2 —αγ; comme il divise B, il ne peut 

diviser 2^Βγ 4- ^Νβ^, car en vertu même de la définition de a, 

n'admet aucun des facteurs ρ{. Il résulte de là que le système (21) est 
propre; et la forme 2ψ, déûnie par (20), est bien encore une forme S. 

TROISIÈME CAS. — Les quantités 2B, M, Ν ont un diviseur commun 
pair, dont les facteurs premiers sont 2, p

n
 p.>, ..., p

n
. 

En ce cas, M et Ν sont pairs et Q est impair, puisque, par hypo-
thèse, la forme ψ est improprement primitive. 

Soit encore α un nombre formé avec les facteurs n,p
{

, ..., p
n

, et tel 
Ν que 2B, M et — soient premiers entre eux. Le système (2 r) donne nais-

sance à la forme ( 22), qui est identique à (19) si R est résidu quadra-
tique de α : il en sera évidemment ainsi si R est résidu quadratique 
de 8, de p

{
, de p», ..., de p

n
\ c'est-à-dire si la forme 

(24) ΡΛΓ2-+- Ry· 

peut représenter proprement un nombre de la forme 8 A 4- 1, qui soit 
résidu quadratique de chacun des ph et premier à ces facteurs. 

Or, la quantité 4PR — Qa étant première à p
n
, comme on 

l'a vu plus haut (deuxième cas), la forme (24) représente proprement 
des nombres résidus quadratiques des ρ fi soit x

ùt
 y

0
 une solution : 

si xs est le produit ρ,ρ».. ,p
n

, une autre solution sera χ = 8#
04- λσ, 

y = 8y0 4- [Ad, λ et μ étant des entiers quelconques. Cherchons à les 
déterminer de manière que, pour ces valeurs de χ et de y, la forme (24) 
représente un nombre 8 A 4-1, c'est-à-dire qu'on ait 

σ2(Ρλ24- QXfji-t- Rp.a) = i (mod8), 

ou, puisque CJ2, carré d'un nombre impair, est ==1 (mod8), 

(25) Ρλ2 4- QXp. 4- Rp,a=i (mod8). 
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Or, Q étant impair, on peut supposer Ρ et R simultanément pairs 
ou impairs, car si, par exemple, Ρ est pair et R impair, le changement 
de variable λ = λ' -+· p. rendra R pair. 

Il résulte maintenant d'un beau travail de M. Jordan (ce Journal, 
2e série, t. XVII, p. 376 et suivantes) que la congruence (25) est 
alors réductible à l'une ou l'autre de celles-ci : 

λ'α'=ι (mod8), 
λ'2 λ'ρ/ -ι- p/2== ι (mod8), 

qui ont manifestement des solutions et donnent, dès lors, des solutions 
correspondantes de (25). 

Donc, β et γ étant déterminés d'après ces indications, la forme pro-
posée (20) sera associée au système (21), et il ne reste plus qu'à 
montrer que ce système est propre. On reconnaît, comme dans le 
deuxième cas, que les six quantités (23) ne sauraient avoir, comme 
facteur premier commun, que l'un des nombres 2, p{,p2, ..., p

n
, et 

que pi ne peut les diviser toutes. Quant au facteur 2, il ne les divise 

pas non plus, car la dernière, M γ -h ^NQ, est impaire, puisque M est 
. ~ N. pair, Q et - impairs. 

Par suite encore, la forme 2ψ, donnée par (20), est une forme S, et 
le théorème énoncé au n° 90 est complètement établi. 

92. On peut lui donner une autre forme : 

THÉORÈME. — Soit Ψ une forme quadratique ternaire positive, 
improprement primitive; soit Ω le plus grand commun diviseur, 
nécessairement impair, des coefficients de Vadjointe : pour que 2 ψ 

soit une forme S, il faut et il suffit qu'elle puisse représenter un 
carré et que ses caractères quadratiques par rapport aux facteurs 
premiers ω,, ω

2
, de Ω, soient tous égaux à -hi, c'est-à-dire 

qu'on ait 

\W| / \w2y 

Pour ramener cette proposition au théorème précédent, observons 
Journ. de Math. (5· série), tomeX. — Fasc. II, 1904. ^0 
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que, d'après ce théorème, toute forme J du type ψ, pouvant représenter 

un carré premier à Ω, les caractères quadratiques sont nécessai-

rement égaux à 4-1. Il reste donc seulement à montrer que, si 2ψ 

représente un carré non premier à Ω, et si tous les caractères 

sont égaux à 4- 1, 2 ψ est encore une forme S. 
Soit alors 4B2 le carré dont il s'agit, 2ψ peut s'écrire 

(20) 2 ψ = t\(B2s2-hMzx + + Ρ a?2-h Qa?/-+- Rya); 

par hypothèse, 2 Β et Ω ne sont pas premiers entre eux, c'est-à-dire que 
les nombres 

2B, 4B2P —M2, 4B2R — N2, 2B2Q — MN, 4PR-Q2, 

2MR-NQ, aNP-MQ, 

ont un diviseur commun : il en résulte que 2B, M, Ν ont aussi un 
diviseur commun p, et que certains des facteurs premiers de ρ entrent 
dans 4PR — Q2. Soient ω', ω", ..., ces facteurs; ils figurent néces-
sairement parmi ceux ω,, ω2, ..., de Ω. 

Cela posé, si ρ est impair, le raisonnement du n° 91 sera encore 
applicable, pourvu que la forme binaire Par2 4- Q#y 4- Ry2 puisse 
représenter un résidu quadratique de tous les facteurs premiers de p. 
Il n'y a de difficulté que pour ceux de ces facteurs ω', ω", ..., qui 
entrent dans 4PR — Qaî la représentation considérée n'est possible 
que si le caractère quadrique de la forme binaire par rapporta chacun 
des nombres ω', ω", ..., est égal à 4- 1. Mais cette condition se trouve 
satisfaite; car, par hypothèse, le caractère quadratique de 2ψ par rap-
port à ωη ω2, ... est 4- ι : d'ailleurs, ω', ω" ... sont des diviseurs de 
2B, M, Ν et figurent parmi les ωη ω

2
, ...; donc, en vertu de l'expres-

sion (20) de 2ψ, les caractères quadratiques de Ρa;2 4- Qocy 4- Ry2 

par rapport à ω', ω", ... sont égaux à ceux de 2ψ, c'est-à-dire à+i. 
La démonstration serait la même si ρ était pair. 

Remarque L — Le théorème précédent permet de reconnaître, 
sans ambiguïté possible, si une forme 2 ψ, telle que ψ soit positive et 



LES FONCTIONS ABÉLIENNES SINGULIÈRES. 22Q 

improprement primitive, est une forme Jf : Arn. Meyer (') et M. Min-
kowski (a) ont en effet donfié des règles pour reconnaître si une forme 
ternaire peut représenter un carré, ou, ce qui est plus général, si une 
forme quaternaire peut représenter zéro. 

Remarque 11. — On verrait de même que, pour qu'une forme ter-
naire positive, primitive, équivalente à une forme du type 

4 f (x, y, z) + x 

soit une forme £> il faut et iL suffit qu'elle puisse représenter un carré 
et que ses caractères quadratiques, par rapport aux diviseurs premiers 
de Ω, soient tous égaux à ·+· ι. 

Transformations d'un système singulier en lui-même. 

95. Soit S un système de trois relations singulières, que nous dési-
gnerons par /

0
 = o, /, = o, f

2
 = o; soit 2 ψ la forme ternaire associée 

à S. Existe-t-il des transformations ordinaires de degré 1 qui n'altèrent 
pas le système S? 

Une telle transformation Τ changera respectivement /
0
, /i,/2, 

après l'expulsion des dénominateurs, en des fonctions linéaires de 
/0,/^ /2 à coefficients entiers, soit 

lA l'/i + l"fv mA + m7i+m"A, nA + ηΆ -+- n"A ; 

par suite (n° 82), les invariants des deux expressions singulières 

(-) 

*/· +yf> + 3Λ> 
et 

. (Ix H- my nz)f
0
 +- (lr χ ■+■ m'y -l· n' z)f, 

■+■ (l'x 4- m"y -h n'rz)/
2 

(1) Ziiricher naturf. Gesell., 1884, p. 218. 

(') CRELLE, 1.106. — Voir aussi BACHMANN, Zahlenlheorie, IVE Partie, p. 551. 



23Ο G. HUMBERT. 

seront les mêmes, c'est-à-dire qu'on aura identiquement, quels que 
soient x, y, z, 

<») 
2|(a:,y, z) 

= 2ψ(/&· -ι- my -+- nz, l'x -+- m'y 4- riz, l"x 4- m"y-\- ri'z). 

Donc, la substitution Σ (à coefficients entiers) 

(3) Σ = \χ,γ,ζ\ Ix 4- my-\-nz, l'χ ■+■ m'yri z, l"x <+■ m"y-h ri'z\ 

est une substitution semblable de la forme associée 2 ψ, c'est-à-dire 
une de celles qui changent la forme ψ en elle-même. 

On peut indiquer avec plus de précision la nature de la substitution Σ. 
En effet, la transformation Τ change l'une dans l'autre, après expulsion 
du dénominateur, les expressions (1), non seulement lorsque x,y, ζ 
sont des entiers, mais lorsque ce sont des constantes quelconques; 
cherchons à déterminer ces constantes de manière que la seconde 
expression soit égale à la première multipliée par un facteur constant s. 
On trouve, par un calcul classique, que s doit être une racine de 
l'équation 

l — s m a 
l' m' — s ri 
l" m" ri' — s 

= 0, 

qui est Y équation caractéristique de la substitution Σ. Soit s
{
 une 

de ces racines; il existe dès lors des quantités a?,,/,, s,, telles que 
x'ifo -+-71/1 + z\f% soit changé par Τ en s< (x

t
f

0
 +y

x
f

x
 -h -,/

2
)· Or 

si l'on nomme invariant d'une expression du type 

(4) Kg 4- ΒΛ 4- C-'-h D(/r- gg') 4- E, 

même lorsque A, Β, ..., Ε ne sont pas entiers, la quantité 

Ba — 4AC — 4DE, 

on reconnaît qu'une transformation ordinaire du premier ordre quel-
conque change (après suppression du dénominateur tel qu'il se présente 
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dans les formules de la transformation) l'expression (4) en une expres-
sion analogue de même invariant. Donc, en appliquant ce résultat aux 
deux expressions 

i/o •+-/./« +-«/a et 

on trouve 
-ι) = z<), 

ce qui exige, puisque la forme ψ est positive, qu'on ait sJ = ι ou 
.s, — ± ι. 

Donc, si une transformation ordinaire de degré ι, T, n'altère pas le 
système S, il est nécessaire que la substitution semblable de ψ corres-
pondante n'admette, comme racines de son équation caractéristique, 
que les quantités db ι. 

Dès lors deux cas sont à distinguer. 

94. PREMIER CAS. — L'équation caractéristique de la substitution 2 

admet la racine triple s = ε, ε désignant ± ι. 
En ce cas, on sait que Σ peut se ramener, par un changement 

linéaire de variables, de déterminant i, à la formeΣ< : 

Σ, = |χ,γ,ζι εχ, zy -Η λχ, εζ Η- μ.% 4- vy |. 

Je dis que les entiers λ, p., ν sont nuls. Il existe en effet une forme ψ,, 
équivalente à ψ, qui demeure inaltérée par Σ« ; soit 

ψ, = 2 Αχ·2 4- 2 A 'y2 -h 2 A".sa 4- 2Byz 4- 213'sx· -h 2B "xy. 

On aura dès lors 

2Ax2 4- 2A'(ty 4- λα?)3 4- 2 A"(εζ 4- \t.x 4- vy)a 4-... 
= 2Aa?a4- 2 A'y%-\- 2A"£a-K.. ; 

d'où, en égalant dans les deux membres les coefficients de yz, A''εν = ο. 
Comme A" ne peut être nul, puisque la forme ψ, est positive, on a 
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ν = o. Égalons maintenant les coefficients de χ ζ et de xy, il vient 

(2 A" μ -+- Β λ)ε = o, 

( Β |A H- 2 Α'λ) ε = ο; 
d'où l'on conclut 

λ = [Λ=0, 

car le déterminant 4 A'A" — B2 doit être positif pour que ψ, soit posi-
tive. 

Donc, enfin, Σ, n'est autre chose que la substitution (-1- i) 

I y ι * ·> χι y ιs I» 
ou la substitution (— i) 

I-«>—/» — *\i 

selon que s = + ious = - i. 
Il en résulte que la substitution Σ, dont Σ, se déduisait par un chan-

gement de variables linéaire, doit être également Vune des substitu-
tions + 10li~I. 

La question est donc de reconnaître s'il existe une transformation 
ordinaire de degré ι, T, changeant respectivement /0, /n /2

 en ε/
0

, 
ε/,, ε/,, c'est-à-dire changeant, quels que soient x, y, ζ, l'expression 
®/«+yf<+ZAen ε(^/«+yf<+zfù-

Les formules établies dans la première Partie de ce Mémoire (I, n° 7) 
permettent de traiter aisément cette question, en partant de la forme 
canonique (n° 89) du système proposé; on arrive aux résultats suivants 
que nous nous bornerons à énoncer : 

i° En dehors de la transformation unité, il n'existe pas de trans-
formation ordinaire d'ordre 1 changeant /

0
, f

{
, f

2
 respective-

ment en ε/
0

, εf
{
, ε/

2
, la quantité ε étant zh ι ; 

2° Il peut exister, si certaines conditions sont vérifiées par les 
coefficients du système, une transformation ordinaire d'ordre — ι 
changeant/0, , /2

 en ε/0, ε/,, εf
21

 ία quantité ε étant -+-1. 

95. DEUXIÈME CAS. — L'équation caractéristique de la substitution Σ 
admet comme racine double ε, et, comme racine simple, — ε. 
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On reconnaît alors sans difficulté que la forme ψ initiale est équiva-
lente à une forme de l'un des deux types 

ψ
2
 = 2(Aa?2 4- A! y* -h W'xy -h A"*2), 

ψ
3
 = Aa?a -f- A'/a4- A"(s2— eyz) -h Β"osy\; 

ψ
2
 admet la substitution semblable fx,y

f
z; ex, ey, — ez|, et ψ, la 

substitution |a?, y, ζ; ex, ey, — ez-hy |, qui correspond à Σ. Dans la 
première hypothèse, on pourra remplacer le système initial par un 
autre, arithmétiquement équivalent, f

0
 = o, /, = o, /

2
 = o, de telle 

sorte que l'invariant de xf
0 -t-yf, 4- zf

2
 soit identiquement égal à la 

forme 2ψ
2
 : le problème est alors de rechercher si ce système admet 

en lui-même une transformation de degré ι, correspondant à la sub-
stitution semblable de 2ψ2 

Kr,*; tx, ey, -e*|, 

c'est-à-dire (n° 93) changeant /
0

, f,, f
2
, après suppression du déno-

minateur, en ef
0

,. ε/,, — ε/
2
. Dans la seconde hypothèse, le problème 

se pose d'une manière analogue. 
Les formules de la première Partie donnent le moyen de le résoudre ; 

on aura soin de ramener d'abord, pour simplifier, la relation /„ = o 
au type Λ2 — g g' — A = o. Les résultats obtenus se résument ainsi : 

i° Pour qu'il y ait des transformations ordinaires (') d'ordre 4-1 
n'altérant pas le système proposé, il faut et il suffit que la forme S 
associée puisse représenter le nombre 4; il y aura autant de ces 
transformations qu'il y a de représentations propres de 4 par la 
forme, les représentations x, y, ζ et —x, —y, —ζ n'étant pas 
regardées comme distinctes; 

2° Il peut exister des transformations ordinaires d'ordre — ι 
n'altérant pas le système; il faut et il suffit pour cela que les coeffi-
cients du système vérifient certaines conditions. 

Ces conditions sont, dans tous les cas, qu'une certaine forme qua-
dratique binaire, dont les coefficients sont fonctions de ceux du sys-
tème, puisse représenter 4-1 ; elles ne dépendent pas uniquement de 

(l) Autres que la transformation unité. 
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la classe à laquelle appartient la forme Jf, c'est-à-dire que, vérifiées 
pour un système, elles ne le sont pas nécessairement pour un autre 
donnant naissance à une forme équivalente à celle qui est associée au 
premier. 

96. Points modulaires d'un système. — Comme dans la deuxième 
Partie (I, n° 36), faisons correspondre à un système de périodes abé-
liennes le point de l'espace qui a pour coordonnées les trois invariants 
de la forme binaire du sixième ordre dont dérivent les fonctions abé-
liennes possédant ces périodes. Appelons-le point modulaire. Un sys-
tème de trois relations singulières, définissant deux systèmes de 
périodes g, A, g' et G, H, G7, donnera dès lors deux points modulaires. 

Ces deux points seront généralement distincts : pour qu'ils soient 
confondus, il faut et il suffit qu'on puisse passer de g, A, g' à G, H, G' 
par une transformation ordinaire de degré ι. Or G, H, G" sont respec-
tivement imaginaires conjugués de g, h) gd'autre part, une trans-
formation d'ordre η change les périodes g, h, g' en d'autres, (J, 3C, 
telles que les parties imaginaires de £ et Q' aient le même signe que 
celles de g et g' multipliées par η ; il en résulte qu'une transformation 
de degré ι faisant passer de g, h, g' à G, H, G' sera nécessairement 
d* ordre — ι. 

Ainsi, pour que les deux points modulaires d'un système de trois 
relations singulières soient confondus, il faut et il suffit que ce système 
admette en lui-même une transformation ordinaire d'ordre — ι. 

Remarque 1. — Si le système admet en lui-même une transforma-
tion ordinaire d'ordre -h i, celle-ci n'altère pas g, A, g' et G, H, G'; 
c'est donc une multiplication complexe du premier degré. 

Or nous avons établi (' ) qu'un système de périodes ne peut admettre 
une telle multiplication que si la surface de Kummer correspondante 
est un tétraédroïde, en excluant le cas des périodes dérivées du radical 
Va?5 -h ι. Le cas exclu ne correspondant pas à un système de trois rela-
tions singulières, on voit qu'un tel système, /

0
 = /, =f

2
 = o, n'aura 

de transformations d'ordre -h ι en lui-même que si la surface de 

(!) Ce Journal5e série, I. VI, p. 370. 
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Kummer correspondant aux périodes g, A, g' (ou G, H, G') est un 
tétraédroïde : il faut et il suffit pour cela qu'il existe entre g, h, g' 
(ou G, H, G ) une relation singulière d'invariant 4, c'est-à-dire qu'une 
relation zf

2
 = ο ait l'invariant 4» ou encore que la forme 

associée au système puisse représenter + 4· Ce résultat concorde avec 
ce qui a été dit plus liaul (n° 95). 

Remarque II. — Soient toujours g, A, g' et G, H, G' les deux 
systèmes de périodes, imaginaires conjugués, que donne un système S 
de trois relations singulières; supposons que g ait sa partie imaginaire 
positive, celle de G sera négative. Désignons par m et M les points 
modulaires qui correspondent respectivement à g, A, g' et G, H, G' : 
ils sont imaginaires conjugués. 

Si deux systèmes ont un point modulaire commun, leurs seconds 
points modulaires coïncident également; les deux systèmes sont dès 
lors réductibles l'un à l'autre par une transformation ordinaire du 
premier degré. 

Si le point m d'un des systèmes coïncide avec le point m de l'autre, 
la transformation est d'ordre -h i; car, d'après Hermite, une transfor-
mation d'ordre k change ou ne change pas le signe de la partie imagi-
naire de g selon que k est > ο ou <o. Si, au contraire, un point m 
coïncide avec un point M, la transformation est d'ordre — ι. 

Réciproquement, lorsque deux systèmes S, et S
2
 sont réductibles 

l'un à l'autre par une transformation d'ordre H- i, les points m
K
 et m

2
, 

M, et Mo coïncident; si la transformation est d'ordre — i, m, et M
8

, 
ma et M4

 coïncident. 

Équivalence de deux systèmes de trois relations singulières. 

97. On dira que deux systèmes de trois relations singulières sont 
équivalents s'ils peuvent être ramenés l'un à l'autre par une transfor-
mation ordinaire du premier degré. 

D'après le n° 82, les formes ternaires associées à deux systèmes 
équivalents sont équivalentes; mais cette condition nécessaire est loin 
d'être suffisante, comme elle l'était généralement dans le cas des sys-
tèmes de deux relations singulières et des formes binaires associées. 

Journ. de Math. (S· série), tome X. — Fasc. II, 1904. 
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Pour étudier la question de l'équivalence des systèmes, considérons 
deux systèmes S

0
 et SJ,, donnant respectivement naissance à deux 

formes 2ψ
0
 et 2ψ'

0
, équivalentes entre elles. Soit Ω le plus grand 

commun diviseur des coefficients de la forme adjointe à ψ0 ; c'est aussi 
celui des coefficients de la forme adjointe à ψ'

0
 : désignons ces adjointes 

par û<|^ et Ωψ',; l'invariant Ω est impair, et ψ,, ψ', sont proprement 
primitives, puisque ψ

0
 et ψ'

0
 le sont improprement. Enfin, le discri-

minant commun de ψ
0
 et ψ'

0
 est un nombre pair, divisible, comme on 

sait, par Ω2, et que nous représenterons par Ω2Δ. 
Gela posé, observons que ψ, et ψ',, formes proprement primitives 

équivalentes, peuvent représenter une infinité de nombres premiers : 
soit Ρ l'un d'eux, que nous avons le droit de supposer impair et premier 
à ΩΔ. En vertu de la théorie classique de Gauss, les formes ψ

0
 et ψ'

0 

représenteront proprement une même forme quadratique binaire <p, 
improprement primitive, de discriminant ΩΡ; on pourra toujours 
choisir Ρ de manière que Φ n'appartienne pas à une classe ambiguë. 
Si donc on pose 

(1) <P = 2(D.T2+ qxy+py'1), 

on aura 
4/>D — q- = ΩΡ, 

et q sera un nombre impair. 
Désignons maintenant par F

0
 = o, F, == o, F

2
 = o, les trois relations 

singulières du système S
0

; par définition 2ψ
0

(Λ?, χ, ζ) est l'invariant 
de la relation #F

0
 + yF, ·+- SF

2
 = o. Or, on obtient la forme binaire 

φ(Χ, Y), représentable proprement par ψ
0

, en remplaçant, dans 
ψο z ) les variables x, y, ζ par λΧ -h p.Y, λ'Χ+ρ/Υ, λ"Χ4-ρ/'Υ; 
c'est-à-dire que 2φ(Χ, Y) est l'invariant de la relation singulière 

(2) X(XF
0
 + VF

1
 + X"F

2
) + Y(p.F

0
+ (jl'F, 4- |//'F

2
) = 0. 

On peut remplacer le système F
0
 = F, = F

a
 = o par le système arith-
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métiquement équivalent 

(3) 

to F. -i- VF. 4- V'F\ = n. 

K*F
0
+ |//F, -t- p/'F

2
 = o, 

vF0 -f-v'F, -4-V"F2 = o; 

ν, ν', v" étant des entiers choisis de telle sorte que le déterminant 
(λμ/ν") soit -hi : ce choix est possible : car, la représentation de φ 
par ψ étant propre, les mineurs (λμ/— (λλ'), ..., sont premiers entre 
eux. 

Considérons maintenant le système formé par les deux premières 
équations (3); d'après ce qui précède, il est propre et sa forme 
associée est 29 : la forme φ étant improprement primitive, il résulte 
de la seconde Partie de ce Mémoire (I, n°*50) qu'on pourra, par une 
transformation ordinaire de degré un, ramener le système des deux 
premières relations (1) au type 

(4) Ir-gg' — D = o, g-pg-q = o, 

D, ρ, q étant les coefficients de la forme φ, donnée par (1). Cette 
transformation changera la troisième équation (3) en une relation 
singulière : en ajoutant à celle-ci les deux relations (4), mutipliées 
par des facteurs convenables, on fera disparaître les termes en Kl — g g' 
et en g\ le système initial, S

0
, sera ainsi ramené, par des opérations 

qui n'altèrent pas la classe de formes ternaires associée, au type 
propre : 

(5) 

h--gg'~ D = °, 

s-Pë'-q =°> 
2 (5/i — yg'~ δ = o· 

De même, le système S'
0 pourra être ramené au type propre : 

( h--ë^~ D = o, 
(6) g — PS— Q — O, 

( rf'h-y'g' — % =0; 
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où les deux premières équations sont les mêmes que dans (5), 
puisque ψό représente aussi φ. 

Les formes associées aux systèmes (5) et (6), respectivement équi-
valentes à 2ψ

β
 et 2ψ2,, sont équivalentes entre elles; ce sont les 

formes 2 ψ et 2 ψ' définies par 

(7) 
ψ = 2Dœa-h 2qxy + 2py2-h 2$*z'2 -+- 2$zx 4- aysy, 
ψ' = 2Da?2-H 2qxy-\- 2py2-+- 2β'2*24- 2S'zx 4- 2fzy. 

Ω est le plus grand commun diviseur des coefficients de l'adjointe de ψ 
(ou de ψ'), et l'on a, pour le discriminant, Ω2Δ, de ψ (ou de ψ'), 

(8) Ω2Δ = — 2ϋγ- — 2 ρο* 4- 2pa(4/>D — q1). 

La question est maintenant de chercher les conditions d'équivalence 
des systèmes (5) et (6); nous aurons besoin pour cela de connaître les 
substitutions qui transforment Tune dans l'autre les formes équi-
valentes ψ et ψ' : nous admettrons d'abord que les formes de la 
classe à laquelle appartiennent les formes initiales ψ

β
, ψ„, et par 

suite ψ et ψ', n'ont pas d'autres substitutions semblables que les 
substitutions (4-1) et (— 1). 

98. Les discriminants de ψ et de ψ' étant les mêmes, on a, d'après (8), 
en observant que 4/>D — q- est égal à ΩΡ, 

Dy2 — 4- /?δ2=ϋγ'2 — y/$'-+- po'~ (modP), 

d'où l'on tire, en multipliant les deux membres par 4L, 

(2Dy — yo)2=(2Dy/— qS')'- (modP), 

et, puisque Ρ est premier, 

(9) 
s(aDy — grô) = aDy' — ^δ' (modP) 

(e = =fci). 

Multiplions les deux membres par q; il vient, puisque modP, 
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et que Ρ est impair, 

(ιο) Dε(qy — 2p$)E=O(qY — 2p&) (modP). 

Or, on a le droit de supposer D premier à Ρ : dans le cas contraire, 
il suffirait d'effectuer une substitution convenable dans la forme <p, 
c'est-à-dire 2(D#2-f- qxy py2), qui est primitive, et l'on ramè-
nerait ainsi le coefficient de χ2 à n'être plus divisible par P. On a dès 
lors, par (9) et (10), 

<»> 

*ΟΟγ-ϊΪ) = 9Ογ·-
?

8· 

ε(2ρδ — qy) = 2p$ — qY 

D'ailleurs 2ϋγ — qS et 2p$ — qy sont deux des coefficients de la 
forme adjointe à ψ; les premiers membres, et de même les seconds, 
dans (IT), sont donc divisibles par Ω; et, puisque Ω est premier à Ρ 
(n° 97), on peut écrire les équations (11): 

2ϋ(γ'— εγ) — q(o' — εδ) = σΩΡ = — q2), 

-?(f-^) + 2P(S'-^)=t(4/'D-gr2)
>

 . 

σ et τ étant des entiers. On en tire 

(12) 
Y = εγ-t- 2 ρσ-hqT;, 

$'== ε8 -h qa -H 2D τ. 

Si maintenant dans ψ', à savoir 

2(DX* H- qXY H- ρ Y2β'2Ζ2 + δ'ΖΧ + Y ZY), 

on fait la substitution linéaire de déterminant 1 : 

(ι3) Χ = εχ — τζ, Y = εχ — σζ, Ζ = ζ, 

ψ' devient, après substitution aux coefficients γ' et δ' de leurs valeurs ( 12), 

(14) 2(DX2 H- qxy -+-py2-l· ÔS
2 + Szx H- yzv). 
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Or, c'est là' précisément la forme ψ, au coefficient près de z2 : mais ce 
coefficient, Θ, doit être égal au coefficient correspondant, β2, dans ψ, 
puisque les discriminants de ψ et de la forme (14)» équivalente à ψ', 
sont égaux. 

Ainsi ψ'(Χ, Y, Z) se transforme en ψ(α?,/, ζ) parla substitution (ι 3) ; 
comme ψ, par hypothèse, n'a pas de transformations linéaires en elle-
même autres que εχ, εγ, εζ, la substitution (i3), jointe à la substi-
tution analogue où ion aurait changé les signes des trois seconds 
membres, est la seule qui change ψ'(Χ, Y, Z) en ψ(α?, y, ζ). · 

Remarque. — Il résulte également de cette analyse que deux formes 
improprement primitives, ψ et ψ', de même discriminant et de même 
invariant Ω, sont équivalentes lorsqu'elles représentent proprement 
une même forme binaire, <j>, improprement primitive, et de discri-
minant ΩΡ, Ρ étant un nombre premier impair et premier à Ω. 

99. Revenons maintenant à notre problème, c'est-à-dire à la 
recherche des conditions d'équivalence des systèmes propres (5) 
et (6). 

Pour qu'ils soient équivalents, il faut et il suffit qu'il existe une 
transformation ordinaire de degré un, changeant le système (5) en 
un système arithmétiqiiement équivalent au système (6); d'une 
manière plus précise, si l'on désigne par /„, /,, /, et /

0
, /,, f[> les 

premiers membres des relations (5) et (6), une transformation du 
premier degré devra changer respectivement/,,, /, ,/2 (après suppres-
sion des dénominateurs) en 

\fo + H/. + v/2 ? λ'/, ■+" Ρ-'/ι H" λ"/. H- /7, -h v'7a, 

les λ, μ, ν étant des entiers de déterminant dt i. S'il en est ainsi, la 
relation xf9-\-yfK

 -\-zf2 = o est changée en 

^(λ/οΗ- H·/» vfa) · · ·) + *0'/e + ···)-". °» 

et dès lors les invariants de ces deux relations sont égaux, quels que 
soient x, y, z : sous une autre forme, si, dans la forme 2<|/(X, Y, Z), 
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associée au système (6), on pose 

(.5) 

X = \χ H- \'y λ"*, 
Y — μχ μ.'y -f- μ/'*, 

Ζ —ΊΧ -b'v'y -h ν".s, 

cette forme devient la forme 2ψ(#,χ, z)
y associée au système (5). 

Mais nous avons déterminé plus haut (n° 98) les substitutions 
linéaires, de déterminant ± 1, qui transforment ψ' en ψ : elles se 
réduisent à la substitution (i3), et à celle qu'on obtient en y chan-
geant tous les signes; la substitution ( 15) est donc l'une de ces deux, 
et l'on déduit de là, pour λ, λ', [χ, μ/, ν, V, ν", les valeurs 

λ — μ/=ε, λ'= μ. = ν = ν'= ο, ν"=ε'; 

ε et ε' représentant ± ι. 
Donc, si les systèmes (δ) et (6) sont équivalents, la transformation 

de degré un correspondante change respectivement /01/0/2
 eïl ε/0, 

ε/,, μ."/, -f-V/!,. Or, nous avons déterminé (I, nos 45-47) 
toutes les transformations ordinaires de degré un qui reproduisent 
respectivement (aux signes près) deux relations singulières telles 
que f

0
 = o, /1 = ο ; leurs entiers caractéristiques sont définis par 

le Tableau 

06) 

a„ a, 

a.2 a% 

b
9
=— ερα^-h tqa

3y
 b

{
=— ta0— zqa3 

b»=—e.pai} b3 = — εα2 

c0 =—εϋα3, c, = iDa3 

Co ^ Cj ■ - ■ SC£| 

c?
0
= εϋ^.,, d, =—eb

3 

d
2

— zb0) d3 = — zb{ 

(e=± i); 
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les α,· devant uniquement satisfaire à la relation 

(CI'\ f Va; —ρά'-h pita;-*- q(a9at-h ataa) = η (') 

A la relation /2 = o, c'est-à-dire 2 β Λ — y g' — δ = ο, cette transfor-
mation fait correspondre, en vertu des valeurs classiques de g

) h, g' en 
fonction des périodes transformées G, H, G", (I, n° 5), la relation 
singulière 

('7> 

G[2(3(D α
2
α

3
 — a

0
a, — qa

i
a3) — γε(0<ζ3 — ej) 
4- oi(a

Q
a

3
 — α,αοΗ- qa~3)\ 

4- 2H[— β/2 H- 2β(α„+ ̂ „«,-1-^«;) 

— γε(α
0
«, -h Da2a3) 

-h δε(α
0
α

2
4- qa

%
a

3
 — ρά

{
α

3
)\ 

4- G'[2P(^a
(>
a

2
~/>a

0
a

1
4-joDa2a3) 

4- γε(α^ — Da2) 4- oz(pa
9
a

3
 4- — /?α

4
 «

2
)] 

4- ( H2 — GG' ) [ 2 β (a
0
 a» 4- pa

t
 a

3
 ) — γε(α

0
 a

3
 4- a, α

2
 ) 

4- οε(αϋ — 

4- 2βϋ(α
0
α

2
 -hpa

{
a

3
) — γΌε(α

0
α

;
,4- α,α

2
) 

4- δε (α2 — pd\-±-qa
9
a

3
 4- qa

t
a.

2
) = ο. 

Pour que les systèmes (5) et (6) soient équivalents, il faut et il 
suffit, d'après ce qui précède, que le premier membre de cette rela-
tion (17) soit de la forme 

λ"(Η2- GC — D) 4- JA"(G — pG' — q) 4- ν"(2β'Η - γ'G' - δ'), 

v" étant ε' c'est-à-dire ± 1 ; ou encore, qu'en remplaçant dans ce pre-
mier membre H2 — GG' par D et G par ρ G' 4-^, le résultat soit 
identiquement égal à ± (2β'Η — γ'G' — δ'). On obtient ainsi, pour 

(*) En vertu de la première Partie (I, n° 8), la transformation ainsi définie 
change respectivement /0 et ft en —εη/ϋ et —ε/ι/,. La quantité η est Yordre 
de la transformation (η =±: ï). 
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les valeurs de β', γ', δ' en fonction de β, γ, δ, les formules 

ε'β' = — βη -h 2β(α^ + qa
0
a

3
 +·pDa*) 

— γε(α
0
α

4
 + Da

a
o

3
) -h δε(α

0
«

2
 -+· qa

%
a

%
 — ρα, α

3
), 

ε'γ' = 2β(2/)α0α,— 2/?ϋα
2
α

3
4-ρ£α

ι
α

3
 — ^α

0
α

2
) 

- γε(«2 - Da* - pDa^ + />aj) 
-Η οε(2/κζ,α9 — 2ρα

9
α

3
 — qa\ — pqa\), 

ε' δ' = — 2β(^α
0
α, -+■ q*a

x
a

3
 — yDa

2
a

3
 — 2Da

0
a

2
 —2pDa,a

3
) 

+ γε(2Όα
0
β

3
Η- 2Da,a

2
-+- ^DaJ — gra*) 

— δε(α* —/>a*H- 2^α0α3-+-Οα2",~?,α3—Ρ^α*), 

qu'on peut écrire, en remplaçant η par sa valeur (16 bis). 

(.8) 

2ε'— 2§(α\ + Όα\-+-pà\-\-pT)d\-\- qa^-- qa^a*) 

— γε(2 α
0
α4 -h 2Da

2
a

3
) 

— δε(— 2α
β
α

2
—- 2^α

2
α

3
 -+- ιρα

κ
 α

3
), 

ε'γ' = 2β(2ρα
0
α

4
 —2^Da

2
a3-t-j9$ra,a

3
 — 0«®«a) 

- γε(α*-ϋα*-/>ϋα*Η-ρα;) 
— h(2pa

0
a

3
-l· qa\-{-pqa\— 2pa

t
a

2
), 

ε'δ' = 2β(£α
0
α

1
4-^2α,α

3
 —^Da

2
a

3
 — 2Da

0
a

2
 —2pDa

4
a3) 

— γε(^α* — 2Da0aj- 2Da,a2- #Da.2) 
— δε(α2 — pa] H- Da* + 2^a

e
a

s + £*a3 — />Da*). 

Ainsi, pour que les deux systèmes (5) et (6) soient équivalents, il 
faut et il suffît que 2 β', γ', δ' aient les expressions précédentes (18) en 
2β, γ, δ : dans ces formules, ε et ε' désignent d=i, et α

0
, α,, α2

, a3 sont 
des entiers, assujettis uniquement à satisfaire à la relation (16 bis), 
à savoir 

(19) a* — Da* — ρα\ + ρΤ)α\-\- ^(α0α3-t-α4α2) = η (/ι=±:ι). 

Si l'on pose 2β = Ζ, γ = Χ, δ = Y, on reconnaît, dans ces formules, 
celles qui donnent des transformations en elle-même de la forme ter-

Journ. de Math. (.R"B SÉRIE), TOME X. — FASC. II, 1904. «J2 
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naire indéfinie (1 ) Φ : 

(2o) Φ(Χ, Y, Ζ) = (ίιρΌ - q*)Ζ2- 4DX2 -h 4?XY - ipYa, 

qui, si Ton y remplace Χ, Y, Ζ par γ, δ, 2 β, devient le double du dis-
criminant (8), Ω2Δ, de la forme ternaire ψ. La forme Φ est l'adjointe 
de la forme Φ4 : 

Φ, = 2(Z2 - DX2 - qXY -pY*% 

qui, divisée par 2, a joué un rôle fondamental dans la seconde Partie 
de ce Mémoire. 

D'ailleurs les formules (i8) et (19) ne donnent pas toutes les trans-
formations linéaires en elle-même de la forme (20) (a). 

Remarque. — Nous dirons que deux systèmes de trois relations 
singulières sont proprement ou improprement équivalents selon 
qu'on passe de l'un à l'autre par une transformation d'ordre +1 
ou d'ordre — τ. 

D'après cela, les systèmes (5) et (6) sont proprement équivalents 
si 2β', γ', δ' ont, en fonction de 2β, γ, δ, les expressions (18), les a

t 

étant des entiers liés uniquement par l'équation (19), où l'on fait η = ι ; 
l'équivalence est impropre si l'équation (19) est satisfaite pour 11 = — 1. 

100. Résumé. — Reprenons l'équation (8), qui donne le discri-
minant, Ω2Δ, de ψ, en l'écrivant 

(21) (4/?D — £2)2β — 40γ2+ 4?γδ — 4ρδ2 = 2Ω2Δ, 

(*) Φ est indéfinie : car D, ρ et 4/?D — q5 sont positifs, puisque la forme ©, 
2"Dîc8+ 2qxy -+- 2pyi est positive. 

(2) Il est intéressant de comparer ces formules à celles obtenues (I, n° 66, p. 121) 
pour les transformations en elle-même de la forme s2—Da?2 —-zq'xy — pyz

t 

qui, si l'on pose q — iq\ est ^Φ, : les transformations actuelles sont les tratis-

posées.des anciennes. Cela n'a rien d'inattendu, car on sait que, si une. substi-
tution linéaire n'altère pas une forme ternaire, sa transposée n'altère pas la 
forme adjointe. 
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et regardons-y 2 β, γ, δ comme des inconnues. Nous dirons que deux 
solutions entières, 2 β, γ, δ et 2 β', γ', δ' sont proprement équivalentes 
si l'une se déduit de l'autre par les relations (18; et (19), où η = 1 ; 
elles seront improprement équivalentes si l'une se déduit de l'autre 
par (18) et (19), où Λ P= — 1. 

Considérons maintenant les deux systèmes (5) et (6), à savoir 

(5) A2 — gg' — D = o, g-pg'-q = o, 2$h-yg'- S = o, 

(6) A2 — g g1 — D = o, g — pg1 — q = o, αβ'Α — -{g— S' = o, 

qu'on suppose donner naissance à deux formes ternaires équivalentes, 
2ψ et 2ψ'. Soit Ω2A le discriminant de ψ et de ψ'; pour que les deux 
systèmes soient proprement (ou improprement) équivalents, il faut et 
il suffit que 2 β, γ, δ et 2p', γ', δ', qui sont des solutions de l'équation (21 ), 
en vertu même de l'expression du discriminant de ψ et de ψ'/soient 
deux solutions proprement (ou improprement) équivalentes. 

Ce résultat suppose que les formes ψ et ψ' n'ont pas d'autres trans-
formations en elles-mêmes que les substitutions +1 et - ι : on 
reviendra plus loin (n° 105) sur le cas laissé ici de côté. 

Systèmes non équivalents qui donnent naissance 
à une même classe de formes. 

101. Soit ψ„ une forme ternaire, improprement primitive, positive, 
et telle que 2ψ<, soit une forme désignons par Ω et A ses deux inva-
riants dont le premier est impair : son discriminant sera Ω2Δ.. Pro-
posons-nous de déterminer tous les systèmes propres de trois relations 
singulières non équivalents, c'est-à-dire non réductibles l'un à l'autre 
par une transformation ordinaire de degré un, qui donnent naissance 
à des formes ternaires équivalentes à 2ψ0. 

Choisissons pour cela, comme au n° 97, une forme <p, impro-
prement primitive, n'appartenant pas à une classe ambiguë, repré-
sentable proprement par ψ

0
, et dont le discriminant, nécessairement 

divisible par Ω, soit de la forme ΩΡ, Ρ étant premier (impair), et 
premier à ΩΔ; soit 

<p — 2D#2 -t- 2qxy -h 2py-\ 
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on a 
QP = 4j0D — 92, 

et q est impair, puisque Ω Test; de plus, on a le droit de supposer D 
et q premiers à ΩΡ. 

En vertu de la théorie générale du n° 97, tout système propre 
donnant naissance à une forme équivalente à 2ψ

0
 sera réductible, 

par une transformation de degré un, au type 

(22) 

h'~gg' -D = o, 

g-pg" -1 =°> 
2 B, h - y g - =0 

et le problème est maintenant de former tous les systèmes (22) non 
équivalents qui donnent naissance à une forme équivalente à 2ψ

0
. 

Or, la forme associée au système (22) représente évidemment, 
d'une manière propre, la forme 2φ, puisque sa moitié est 

(23) 2Da?24- 2qxy 4- 2/?y24- 2 β;s2 -h 2§
{
zx 4- 2 

dès lors, en vertu de la remarque du n° 98, pour qu'elle soit équi-
valente à ψ0, il faut et il suffit que la forme (23) ait les mêmes inva-
riants, Ω et Δ, que la forme ψ

0
. 

Exprimons d'abord que le discriminant est le même, Ω2Δ; il vient 

(24) (4pD - q2) 2 β* - 4Dy; 4- 4?γ«^ - 4/>δ; = 2Ω
2
Δ, 

c'est-à-dire que 2β
η
 γ,, δ, doivent être des solutions (en nombres 

entiers) de l'équation (21). Parmi ces solutions en nombre infini, 
nous ne garderons que celles qui ne sont pas équivalentes entre elles, 
dans le sens du n° 100, car les systèmes (22) qui répondent à deux 
solutions équivalentes sont équivalents, et réciproquement. 

Il faut ensuite que la forme (23) admette l'invariant Ω, c'est-à-dire 
que Ω soit le plus grand commun diviseur des quantités [coefficients 
de la forme adjointe à (23)], 

(25) 
4pD — 2ϋγ, - ql„ 2ρδ, - JY,, 

4/>βΐ-γΐ· 40βΐ-$ΐ, 2$^-γ, δ,, 
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La première de ces quantités étant ΩΡ, et Ρ ne pouvant les diviser 
toutes, puisqu'il est premier à ΩΔ, il suffît que Ω divise les quantités (25). 
Or, on déduit de (24)5 

4Βγΐ- 4^γ
1
δ,-Η4/?^=ο (modD), 

d ou 
(2D7, — ^δ,)2=ο (modD), 

(puisque 4/>D — q* = ΩΡ). 
Ainsi, pour toute solution de (24), le carré de la quantité 

2 

est divisible par Ω : cette quantité elle-même ne l'est pas néces-
sairement. On devra donc choisir, parmi les solutions de (24), celles 
qui rendent 2θγ, — y δ, multiple de Ω : je dis qu'alors toutes les 
autres quantités (25) sont aussi multiples de Ω. 

Car, 2D étant premier à ΩΡ, on a, puisque 2Dy,~5rS
1
 (modû), 

2D(2 pZ
K
 — ^γ

<
)Ξ4ρΰδ

ι
 — — δ,ΩΡ==ο 

(modB); 
d ou 

ιρ$
κ
 ~ ^γ,ΕΞΟ (modB). 

De même, l'équation (24) s'écrivant 

2ΩΡβ^ — 2D7J + 2^7, δ, — 2ρδ* = Ω2Δ, 
on en tire 

4ϋΩΡβ; - (2ϋγ, ΩΡδ; = 2θΩ2Δ; 
d'où 

(4Dpf — ô;)P==o (modD), 
et dès lors 

4D pj — ο (modD). 

On voit de même que 4/>βΐ — 0 (modD); enfin on a 

20(2^-7^)===^- 2D7fS,=$<(gr£
4
 —2θγ

1
)==ο 

(mod Ω). 
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ce qui montre que la dernière des quantités (2S) est aussi un mul-
tiple de Ω. 

102. Voici donc le résultat. 

Soit 2ψ
0
 une forme Jf, sans autres substitutions semblables que 

les substitutions (-h 1) el\— 1); désignons par iîe/Δ les invariants 
de ψ

0
, et choisissons d'une manière quelconque, parmi les formes 

binaires improprement primitive s représentables proprement parψ0, 
une forme φ, ή appartenant pas à une classe ambiguë, et de déter-
minant ΩΡ, Ρ étant premier, et premier à 1ΩΔ; soit 

(26) <p = 2D#2 4- 2qxy 4- 2py2 (q impair). 

Tous les systèmes de trois relations singulières non équivalents · 
qui donnent naissance à des formes ternaires^ équivalentes à 1 ψ

0 

sont fournis par les formules 

gg'-D = °, 

(27) g -pg\-<i =°> 
2 $h — γ g' — δ = o, 

ou l'on prend successivement pour 2β, γ, δ toutes les solutions (') 
entières non équivalentes (n° 100) de l'équation 

(28) [(4pD — ^2)2p — 4Dy2 4-— 4/>δ2= 2Ω2Δ, 

avec la condition supplémentaire que la quantité 2Ϊ)γ — q δ, dont 
le carré est nécessairement divisible par Ω, soit elle-même un mul-
tiple de Ω.. 

Il est clair que la condition supplémentaire est satisfaite d'elle-même 
lorsque les facteurs premiers qui figurent dans Ω n'y entrent qu'à la 
première puissance. 

(') ^C'est-à-dire un.ensemble quelconque de solutions, donl on peut déduire 
toutes les autres par les formules (18) et (19). 
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105. Nombre des systèmes. — Si donc N
0
 est le nombre des solu-

tions non équivalentes, en 2 β, γ, δ de l'équation (28), avec la con-
dition que 2Όγ — ̂ δ=ο (modii) (et nous verrons plus loin que ce 
nombre est fini) nous pouvons dire qu'à une classe de formes X, du 
type 2ψ, sans autres substitutions semblables que (+1) et (— 1), cor-
respondent N0 systèmes de trois relations singulières, irréductibles 
l'un à l'autre par des transformations ordinaires du premier degré. 

104. Nombre des points modulaires. — A ces N
0
 systèmes corres-

pondent, en général, 2N0
 points modulaires : nous disons en général, 

parce que les deux points modulaires liés à un ou plusieurs des N»· sys-
tèmes peuvent coïncider (n° 96). 

Voici comment on peut déterminer exactement le nombre des points 
modulaires liés à une classe de formes X, c'est-à-dire le nombre total 
des points modulaires fournis par les systèmes de trois relations sin-
gulières qui donnent naissance à une forme de la classe. 

Considérons, parmi les solutions en 2 β, γ, δ de l'équation (28), un1 

ensemble quelconque de solutions qui ne soient pas équivalentes pro-
prement deux à deux, et dont toutes les autres puissent se déduire par 
les formules (18) et (19), le nombre η étant supposé égal à -h 1 dans 
cette dernière (19). Parmi ces solutions, ne gardons que celles qui 
vérifient la condition supplémentaire indiquée plus haut : soit Ν leur 
nombre. 

Nous obtenons ainsi, par les formules (27), Ν systèmes, S,, Sâj .*ifSs,' 
de trois relations, singulières, non proprement équivalents deux à deux, 
ét tels que tout système du type (27), donnant naissance à une forme 
de la classe considérée, soit proprement équivalent à l'un d'eux. 

Il résulte de là que les points modulaires liés à cette classe figurent 
tous parmi les points modulaires que donnent les systèmes S,·, et réci-
proquement : le problème est donc de rechercher combien de points 
modulaires distincts donnent les S

t
·. 

Or chaque S,· fournit deux groupes de périodes,g, h,
y
g' et G, H, G', 

imaginaires conjugués; supposons la partie imaginaire de g positive^ 
celle de G est négative : à ces deux groupes correspondent respecti-
vement deux points modulairesΓ mt

 et M,. Nous allons démontrer ;> 
i° que les mt (et les M

{
) sont distincts; 20 que les M,· coïncident avec 
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les my·; il en résultera que le nombre cherché des points modulaires 
est N. 

i° Les points m,· (et Mt·) sont distincts : car, si mt et rrij coïncidaient, 
les systèmes S

t
· et Sy seraient équivalents (n° 96), et l'équivalence 

serait propre (ibid.), résultat contraire à ce qui a été dit plus haut. 
2° Opérons sur les systèmes S<· une même transformation d'ordre — ι, 

n'altérant pas (au même signe près) les deux premières relations (27), 

communes à tous ces systèmes (1 ) : nous obtenons ainsi des systèmes SJ, 
dont chacun, par ce qui précède, est proprement équivalent à un sys-
tème Sj (y pouvant être égal à i), puisque la forme associée appartient 
toujours à la même classe. Donc, le point M

t
·, que donne un système S,· 

quelconque, coïncide avec un point nij (qui peut d'ailleurs être m,*, 
si Si admet en lui-même une transformation d'ordre — 1). 

C. Q. F. D. 

Donc enfin, le nombre des points modulaires liés à une même classe 
de formes S, du type 2ψ, est égal au nombre Ν défini tout à l'heure : 
on suppose toujours que ces formes n'ont pas d'autres substitutions 
semblables que (-h 1) et (— 1). 

Cas où les formes £ admettent des substitutions semblables. 

106. En ce cas, les Ν systèmes S
t
- peuvent être deux à deux pro-

prement équivalents ; le problème est donc de rechercher s'ils le sont 
effectivement. Chacun de ces systèmes est du type 

(S) h*-gg>~D = o, g — pg-q = 2βΑ-γ£'-δ = ο, 

'(*) 11 existe de telles transformations, c'esl-à-dire que l'équation (19), où 
it — —1, a des solutions. 

Si l'on y pose en effet a, = aa'
t

, «
8
= 2a'

a
, elle s'écrit 

(a^qa'^+F^at, a'
3

) = — 1, 

en désignant par F l'adjointe de la forme s8— D#8—2qxy— 4py*' Or cette 
forme a pour discriminant kpD — q*, quantité impaire; son invariant ii est 
évidemment l'unité ; dès lors, en vertu d'un résultat de M. Bachmann (Zahlen-
théorie4e Partie, p. 256), l'équation pi-+-¥(q, q', q") =— 1 est résoluble en 
nombres entiers. Voir aussi MEYER, Crelle, t. 116, p. 322. 
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les deux premières relations étant les mêmes pour tous; d'après le 
mode même de formation des S,·, aucun d'eux ne peut être réduit 
à un autre par une transformation ordinaire d'ordre 4-1, n'alté-
rant pas, au même signe près, les deux premières équations (S) : 
mais, lorsque la classe de formes liée à ces systèmes admet d'autres 
substitutions semblables que (4- 1) et (— 1), il peut exister ft autres 
transformations du premier ordre réduisant un des systèmes à un 
autre. 

Soient alors f
0
 — ο, /

4
 = ο, /

2
 == ο les trois équations (S) du sys-

tème S,·; 2ψ la forme associée. Pour qu'une transformation T, 
d'ordre H- 1, change S,· en un système S)·, dont les deux premières 
équations soient les mêmes que celles de S,·, il faut et il suffit, les 
λ, μ, ν désignant des constantes, que Τ change 

v» + t*/. + v/» en /o> 
λ7» en

 /<■ 

S'il en est ainsi, le système , transformé de S; par T, sera l'un des 
systèmes S

n
 S.,, ..., SN, ou pourra être réduit à l'un d'eux par une 

transformation d'ordre 4- 1 : cela résulte des propriétés mêmes des 
systèmes S,· ( n° 104). 

Or, pour qu'il existe une transformation T, d'ordre -+- i, changeant 
respectivement λ/

0
 4- μ/, 4- v/2 et λ'/

0 4- μ'/, 4- v'/2 en /„ et /,, il 
faut et il suffit, d'après les résultats de la deuxième Partie de ce Mémoire, 
que les invariants des deux relations singulières 

® ( V.+ι7ι + v/= ) +y ίλ7.+7/. + v7>) = ο 
et 

xf«+yf< = ° 

soient les mêmes quels que soient χ et γ ('), c'est-à-dire que l'on ait 

(29) ψ(λ® -+- l'y, + <j.y, vx -t- v'y) = 2Û X2 4- 2qxy 4- 2py2. 

(*) En d'autres termes, les formes binaires associées aux deux systèmes de 
deux relations doivent coïncider : les deux systèmes sont alors réductibles l'un 
à l'autre par une transformation de degré un, comme on l'a vu dans la deuxième 
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Donc, les quantités λ, λ', jx, μ', ν, ν' sont les coefficients d'une repré-
sentation propre quelconque de la forme φ (ou 2D#2 4- iqxy-\- zpy*), 
par la forme ψ. 

Soit alors/3 = o la troisième équation du système S^.; 2ψ' la forme 
associée à celui-ci; la transformation Τ change en /'

2
 = o une rela-

tion λ"/
0
 -h (A"F

K
 4- v"/2 =0 du système S,·, les λ", μ", ν" étant des 

entiers : on a dès lors identiquement 

(3o) 
ψ(λ# -f- Λ 'y 4- λ" .s, μ# 4- }t!y 4- μ"*, va? 4- v'y 4- v"~) 

= (x, y, z) 

et les termes indépendants de z, dans ψ', sont 2D a?2 4- iqxy 4- 2 py2, 
puisque les deux premières équations de SJ sont/

0
 = o,/

4
 = o. 

Mais, d'après le n° 98, ψ se change en ψ' par une substitution du 
typel a?, y

y
 ζ ; εχ 4- τζ, ty 4- σζ, ζ j, ε désignant ±: ι et σ, τ des entiers : 

on a donc 

(3ι) s) = ψ(εα? 4-τ*, ty 4-σ.ζ, Ζ), 

d'où, en compararant (3o) et (3r), 

Ψ(ΛΑ? 4- Λ'Y 4- Λ'% ΜΑ? 4- Μ'Y 4- Μ"£, VA? 4- Ν'Y 4- V"S) 

= ψ (sa? 4- τ ζ, ty 4- σζ, ζ). 

Si donc on désigne par 

| a?, y, z\ Ix 4- my 4- nz, l'x 4- 4- n'z, l"x 4- m"/ 4- λ" s | 

une substitution semblable de ψ, on déduit de là, pour les valeurs 
des λ, λ', ..., ν' les expressions 

(32) 
λ = Ζε, μ — /'ε, ν = /"ε, 

Χ' = me, μ'= m'ε, m" ι. 

Partie, car Ja forme binaire associée à/0=o, /1 = 0, est4Da?2+ kqxy ■+■ 4p/S 
et devient, après division par 2, improprement primitive (I, n° 30). La trans-
formation peut être supposée d'ordre 4-1, car, si elle est d'ordre —1, il suffit de 
la faire suivre d'une transformation d'ordre — 1, n'altérant pas (au même signe 
près) /o et/, (voir la Note précédente). 
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Réciproquement, si λ, p., ..., v' ont des valeurs de cette forme, 
réquation (29) est satisfaite, car l'équation 

ψ (7# 4- my -h ηζ,Ι'χ-h m'y 4- riz, l"x H- m"y 4- ri'5) = ψ (a·, y, ζ) 

donne 
Ψ(ΖΛ? 4- my, l'x 4- m'y, l"x 4- m"y) = Ο), 

ou, par (32), 

ψ(λα? H- λ'/, (JLÎP 4- p'y, va? H- v'^) = 2(Da?2 4- qxy 4- py*)> 

De cette analyse résulte la proposition suivante : 

A toute substitution semblable des formes £ de la classe consi-
dérée correspond}

 pour chaque système S,·, une transformation Τ 

d'ordre H- 1, changeant S,· en un autre des Ν systèmes; inverse-
ment, toute transformation Τ jouissant de cette propriété est associée 
à une substitution semblable de la classe. 

106. Remarques. — i° A une substitution semblable de la forme ψ, 
associée à un système S,·, ne correspond ainsi qu''une transfor-
mation T. Car s'il en existe une seconde Tn changeant, comme T, 
//04- l'ft H- l"f i et m/„ 4- m'f

A 4- m"f, en /„ et f
{
, on peut écrire 

Τ, = ΤΘ, Θ étant une transformation d'ordre 4-i, qui n'altère pas 
(au même signe près) f

0
 et/, : les deux systèmes SJ et S^· en lesquels S; 

est transformé par Τ et T, se déduisent donc l'un de l'autre par Θ, 
c'est-à-dire, en vertu des propriétés des systèmes S,· (n° 104), qu'ils 
sont identiques. 

20 Les substitutions semblables de ψ sont deux à deux opposées, 
c'est-à-dire que l'une se déduit de l'autre par le changement de signe 
de tous les coefficients; à deux substitutions opposées correspond, pour 
chaque système S,·, une même transformation T. 

3° A deux substitutions semblables de ψ, distinctes et non opposées, 
on peut admettre qu'il correspond deux transformations T distinctes ; 
sous une autre forme, il n'existe pas deux substitutions semblables 
de ψ du type 

|x,y, ζ ; Ix 4- my 4- ns, l'x H- m'y +- N's, l"χ ■+· m'y 4- riz |, 
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pour lesquelles /, m, m'
y
 l" m" soient les mêmes. On peut toujours 

en effet choisir la forme φ, à savoir 

2D a?2 4- 2 qxy 4- 2 py-, 
pour que ψ, c'est-k-dire 

2Da?24- zqxy -h spy* -h 2yzy -l· 2$sx-\- 2 β2 s2, 

n'admette pas deux transformations semblables de cette espèce. 

107. Nombre des points modulaires. — Admettons d'abord que 
la classe de formes S considérée ne puisse représenter 4 ; d'après le 
n° 95, aucun système donnant naissance à une forme de cette classe 
n'admet de transformation d'ordre 4- 1 en lui-même, autre que la 
transformation unité. 

Soit d le nombre des substitutions semblables des formes considérées, 
deux substitutions opposées étant comptées pour une seule. A ces d 
substitutions correspondent, pour un système S,· quelconque, d trans-
formations d'ordre 4- 1, changeant S

f
· en des systèmes S y, Sif . . ., 

différents entre eux et différents de S,, en vertu de tout ce qui précède ; 
Ν il en résulte que les Ν systèmes S,· sont réductibles à ^ d'entre eux; et, 

par suite, le nombre des points modulaires liés à la classe considérée 
est d'après le raisonnement du n° 104. 

Si les formes de la classe peuvent représenter proprement 4? de 
k manières, il y aura (n° 95) k transformations d'ordre 4-1 changeant 
en lui-même un quelconque des systèmes qui donnent naissance à l'une 
d'elles, non compris la transformation unité; donc, les d transforma-
tions ci-dessus qui correspondent à un système S,· se groupent (A 4- 1) 
à (A 4-1), de manière que les transformations d'un groupe changent S

4
· 

en un même système SA; le nombre des points modulaires cherchés sera 
donc 4-1). 

Représentations géométriques. 

108. Reprenons la représentation géométrique indiquée dans la 
deuxième Partie (I, n° 36). A un système de périodes (g·, A, g') ou 
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aux fonctions abéliennes possédant ces périodes, faisons correspondre 
le point modulaire, qui a pour coordonnées cartésiennes les trois 
invariants absolus de la forme binaire du sixième ordre liée aux fonc-
tions considérées : à un nombre entier Δ de l'un des types l\Ν ou 
4 Ν -h ι est associée ainsi une surface, lieu du point modulaire, lorsque 
les périodes vérifient une relation singulière d'invariant Δ ; à une classe 
de formes binaires positives, équivalentes à une forme de l'un des types 

h(ax2-h bxy 4- cy2) ou l\(ax2 -\-bxy -t- cy2) -hy2. 

est associée de même une courbe algébrique ou un système de courbes 
algébriques, qui sont le lieu du point modulaire lorsque les périodes 
vérifient un des systèmes propres de deux relations singulières qui 
donnent naissance à une forme de la classe. 

De même, si les périodes vérifient un système de trois relations 
singulières, nous avons vu (n° 96) qu'il correspond à ces périodes 
deux points modulaires, distincts ou confondus; si nous considérons 
tous les systèmes propres qui donnent naissance à une forme ternaire 
d'une classe donnée, les points modulaires correspondants forment un 
groupe de points dont nous avons discuté le nombre et que nous 
regarderons comme associés à la classe ternaire considérée. 

Ainsi, à une classe de formes JF, c'est-à-dire de formes ternaires 
positives pouvant représenter un carré et équivalentes à une forme 
de l'un des types 

4/(*,y,z) ou bf'(x,y,z) + x" ('), 

correspond dans l'espace un groupe de points. 
Rappelons que nous avons appelé surfaces ou courbes hyperabé-

liennes les surfaces et courbes algébriques liées aux nombres ou aux 
formés binaires indiquées plus haut. 

109. La représentation géométrique ainsi définie possède d'impor-
tantes propriétés. 

i° Si une classe de formes ternaires S représente proprement un 

(*) On n'oubliera pas (n° 88) que 2f(x,y, -) est improprement primitive, et 
que l'est proprement. 
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nombre Δ, le groupe de points qui correspond à la classe est situé 
sur la surf ape qui correspond au nombre, et réciproquement. 

Soit, par exemple, Δ un nombre du type 4N, représentable propre-
ment par une forme S, du type 4f(xyyyz). Considérons un quel-
conque S des systèmes propres de trois relations singulières, /

0
= o, 

f
K
 = o,/3 = o, qui donnent naissance à une forme équivalente à 4f\ 

soit 4F cette forme, soient m et M les deux points modulaires liés au 
système S. La forme 4F(a?, y, s) est, par définition, l'invariant de la 
relation singulière 

®/·+χΛ + 3Λ=ο» 

à laquelle satisfont les deux systèmes de périodes donnés par f
0
 = o, 

/, = o, /2 = o; dire que Δ est représentable proprement par 4F, 
c'est dire qu'une relation 

a?/o+7/. + -/
2
 = °î 

où Xy y, ζ sont premiers entre eux, a pour invariant Δ. Or, le lieu des 
points modulaires donnés par des périodes qui vérifient une relation 
singulière quelconque d'invariant Δ étant la surface liyperabélienne 
qui répond à Δ, les points m et M sont nécessairement sur cette sur-
face. 

Réciproquement, si m et M sont sur la surface hyperabélienne d'in-
variant Δ, c'est que les deux systèmes de périodes, g, h

y
 g' et G, H, G', 

donnés par /„ = o, /, = o, f
2
 = o, vérifient une relation singulière 

d'invariant Δ. Or il est clair que toute relation singulière vérifiée 
par g, h

y
 g' ou G, H, G' est du type 

xfo -+-yf* + zf, = o, 

x
y
 y

y
 ζ désignant des entiers premiers entre eux; l'invariant de cette 

relation étant, par définition, 4F(sc, y, z), il en résulte bien que Δ est 
représentable proprement par 4 F. 

La même démonstration s'appliquant à tous les systèmes de trois 
relations singulières qui donnent naissance à une forme de la classe 
considérée, la proposition est établie. 
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2° Si une classe de formes ternaires S représente proprement 
une forme binaire positive d'une classe donnée, réductible (1 ) à 
Vun des types 4y{x, y) ou 4?(#> y) H- y%i Ie groupe de points qui 
correspond à la classe ternaire est situé sur la courbe algébrique 
{ou sur le système de courbes algébriques) qui correspond à la 
classe binaire, et réciproquement. 

Supposons, par exemple, que la forme ^F(x
t
 y, z) considérée plus 

haut représente proprement la forme binaire 4?(a?» y)i c'est-à-dire 
que Ton ait identiquement 

' 4FÇkx + (Ay
y
 l'x + n'y, Vx -h p/'y) = 4<? (#, y)y 

les λ et μ désignant des entiers, tels que les mineurs d'ordre 2 du 
Tableau 

λ V λ" 
(A P/ JA" 

soient premiers entre eux. Sous une autre forme, on peut dire que 
4 Φ {χ, y) est l'invariant de la relation singulière 

(kx + y-y)/. + (k'x + (A»/, + (k"x + (A"y)/a = o, 

ou encore que le système de deux relations singulières 

(') Vo+λ'/ι ·+■ =° Η·/ο+ v* f* + v-'f* — 0 

donne naissance à la forme (\y{x,y) : ce système est d'ailleurs propre, 
en vertu de l'hypothèse faite sur λ, p., ..., [A,/. Il résulte de là que les 
deux points modulaires, m et M, liés au système/0 = o, fK — o, f2 = o, 
sont situés sur la courbe hyperabélienne qui répond au système (1), 
c'est-à-dire sur l'une des courbes hyperabéliennes associées à la classe 
binaire 4<p· 

La réciproque s'établit de même sans difficulté. 

(*) Par une substitution linéaire de déterminant ±1. 
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110. COROLLAIRE. — Les systèmes de trois relations singulières 
qui donnent naissance à des formes £ d'une classe déterminée sont 

toujours réductibles à un nombre fini- d'entre eux par des trans-

formations ordinaires de degré i; ou, si l'on veut, le nombre des 
points modulaires liés à une classe donnée de formes £ est fini. 

Ces- points, étant en effet communs à toutes les courbes hyperabé-
liennes associées aux formes binaires représentables proprement par 
la classe ternaire considérée, sont nécessairement en nombre fini, 
puisque les courbes hyperabéliennes qui répondent à deux classes 
binaires différentes n'ont évidemment pas de partie commune. 

111. Intersection de trois surfaces hyperabéliennes. — Si m est 
un point commun à trois surfaces hyperabéliennes, d'invariants 
Δ, Δ

0
 A

2
, les périodes des fonctions abéliennes dont m est le point 

modulaire vérifient trois relations singulières, d'invariants respective-
ment égaux à Δ, Δ,, Δ*. Deux cas sont à distinguer selon que ces trois 
relations sont distinctes, ou se réduisent à deux ('). 

Si les trois relations sont distinctes, le système propre qu'on obtient 
en les combinant linéairement d'une manière convenable donne nais-
sance à une forme £ représentant proprement Δ, Δ, et Δ» : le point m 
est donc un des points du groupe lié à la classe de cette forme. Réci-
proquement, quand une classe de formes £ représente proprement 
Δ, Δ0 Δ2, tous les points du groupe correspondant sont sur les surfaces 
hyperabéliennes d'invariants Δ, Δη Δ2. 

Si les trois relations se réduisent aux deux relations singulières 
f

0 = o, /, = o, formant un système propre, ce système donne nais-
sance à une forme binaire représentant proprement Δ, Δ,, Δ2 : le 
point m est donc sur la courbe hyperabélienne (ou sur l'une des 
courbes) associée à la classe de cette forme binaire. Réciproquement, 
si une classe de formes binaires positives représente proprement 
Δ, Δ,, Δ2, les courbes hyperabéliennes associées sont toutes sur les 
surfaces d'invariants Δ, Δη Aa. 

(*) Elles ne peuvent évidemment se réduire à une seule, puisque A, A,, A
Â 

sont distincts. 
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Donc : 

En dehors d'une intersection fixe (1 ), les trois surfaces hyper-
abéliennes d'invariants A, A,, A

2
 se coupent : 

i° Suivant toutes les courbes hyperabèliennes associées aux 
classes de formes binaires positives, réductibles à l'un des types 

4(ax*-h bxy + cy-)i 4(ax%-\- bxy H- cy2) 4-Y2, 

qui peuvent représenter proprement chacun des trois nombres 
A> A,, A

2
 j 

2° En tous les points des groupes liés aux classes de formes ter-
naires S qui représentent proprement chacun des trois mêmes 
nombres. 

Bien entendu, si Δ, A,, A
2
 sont pris au hasard, les trois surfaces 

n'ont pas de courbe hyperabélienne commune. 

112. Intersection de deux courbes hyperabèliennes. — Démon-
trons d'abord la proposition suivante : 

Si deux formes binaires positives représentent proprement un 
même nombre, les courbes (ou systèmes de courbes) hyperabèliennes 
qui leur sont respectivement associées se coupent dàns l'espace, et 
réciproquement. 

Supposons que les formes binaires φ et φ' représentent proprement A; 
soient f

0
 = o, /, = ο et f'

0
 = o, f\ — ο deux quelconques des systèmes 

de deux relations singulières qui donnent respectivement naissance à 
des formes équivalentes à φ et <p'. En vertu de l'hypothèse, une rela-
tion a?/

0
 + y fi = o et une relation χΊ-l· y' f\ = o ont même inva-

riant A, en désignant par a?, y (et par x\ y') des nombres premiers 
entre eux : ces deux relations sont donc réductibles l'une à l'autre par 
une transformation ordinaire du premier ordre. En d'autres termes, 
on peut remplacer les deux systèmes considérés par deux systèmes 

(*) Deuxième Partie (I, n° 41). 
Journ. de Math. (5· série), tome X. — Faso. II, 1904* 34 
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équivalents qui ont une relation commune, et sont, par suite, du 
type 

(2) F
0
 = o, F, = ο et F

0
 = o, F, = o. 

Les deux points modulaires donnes par le système de trois relations 
singulières F

0
 = 0, F

4
 = o, F', = ο sont dès lors situés sur les courbes 

hyperabéliennes associées respectivement aux deux systèmes (2), 

c'est-à-dire que celles-ci se coupent dans l'espace, comme il s'agissait 
de l'établir. 

La réciproque se démontre d'une manière toute semblable. 
Observons que, d'après la démonstration précédente, si <p et <p' 

représentent proprement un même nombre, chacune des courbes 
hyperabéliennes associées à la classe φ coupe chacune des courbes 
associées à la classe <p'. 

Enfin, si nous remarquons que la forme S liée au système F0 = o, 
F, = o, F, = o représente proprement la forme <p, puisque celle-ci est 
équivalente à l'invariant de l'expression #F0 -f-yF,, et qu'elle repré-
sente de même φ', nous en déduisons aisément que : 

Deux systèmes de courbes hyperabéliennes
} associées respecti-

vement à deux classes de formes binaires, ont en commun tous les 
groupes de points qui sont liés aux classes de formes ternaires S 
susceptibles de représenter proprement chacune des deux classes 
binaires; réciproquement, tout point commun aux systèmes de 
courbes considérées appartient à l'un de ces groupes. 

113. Ces théorèmes, si l'on suppose formées les équations algé-
briques qui donnent les surfaces, courbes, groupes de points associés 
respectivement à un nombre, à une forme binaire φ ('), à une forme 
ternaire S, donnent la solution immédiate, et sans aucun tâtonnement, 
des problèmes suivants : 

(*) C'esl-à-dire une forme binaire positive, équivalente à une forme de l'un 
des types 

4(λa:*-h bxy 4- cy*), 4{ax- 4- bxy 4- c/2) 4-r2. 
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Reconnaître si une forme ternaire JF, ou une forme binaire φ, 
représentent, ou non, un nombre donné. 

Il suffira d'examiner si la surface qui répond au nombre contient, 
ou non, les points ou courbes associés respectivement aux classes S 
et Φ données. 

k 

Reconnaître si une forme S représente, ou non, une forme φ. 

Il suffira d'examiner si les points associés à la classe S sont, ou non, 
sur le système des courbes associées à la classe φ. 

Reconnaître s'il existe un nombre représentable par deux 
formes φ. 

Il suffira d'examiner si les systèmes de courbes respectivement 
associées aux deux classes <p sont ou non sécants; le même examen 
donnera la solution de ce problème : 

Reconnaître sril existe une forme Sr susceptible de représenter 
deux formes <p. 

Toutes les représentations dont il vient d'être parlé sont supposées 
propres. 

Ordres de multiplicité. 

114. Ordre de multiplicité d'une courbe hyperabéiienne sur 
une surface hyperabéiienne. — Considérons la surface hyperabé-
iienne, Σ, qui répond au nombre Δ, et soit /„ = ο une relation singu-
lière, d'invariant Δ, entre g, h, g', choisie une fois pour toutes et 
d'ailleurs arbitrairement. On peut dire qu'à un point de Σ corres-
pondent tous les systèmes de périodes g, h, g', équivalents entre eux, 
qui vérifient la relation f

0
 = o, c'est-à-dire tousles systèmes de périodes 

réductibles l'un à l'autre par une des transformations ordinaires de 
degré un qui n'altèrent pas cette relation. 

Soit maintenant donnée une courbe hyperabéiienne C, tracée sur Σ ; 
par cela même, C est associée à un système propre de deux relations 
singulières donnant naissance à une forme binaire susceptible de repré-
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senter proprement le nombre Δ ; ce système est dès lors réductible à 
un système propre analogue déterminé, dont la première équation 
sera/„ = o. Soit/, = o la seconde. On peut dire qu'à un point de la 
courbe G correspondent tous les systèmes de périodes g, h, g', équi-
valents entre eux, qui vérifient simultanément les deux relations /

0
 = o, 

/, = 0. Nous désignerons par y (oc, y) la forme binaire associée au 
système/0 = o, /, = o, c'est-à-dire l'invariant de la relation 

^/o+r/. = °i 
et l on aura 

Δ = φ(ι,ο). 

Considérons maintenant un point quelconque, m, de la courbe C, 
et soit h, gr un des systèmes de périodes correspondants; on aura 

MgJhg') = o, fi(g,/>,g') = o. 

Le point m sera multiple d'ordre η 4-1 sur la surface Σ si, à ce 
point considéré comme appartenant à Σ, correspondent η -l· 1 sys-
tèmes de périodes 

g, h, g', g„ h„ g\, g„,h
a
,g„, 

vérifiant tous la relation f
0
 = o, et dont aucun ne soit réductible à un 

autre par une des transformations ordinaires de degré un qui 
n'altèrent pas cette relation; naturellement, chacun des η derniers 
systèmes sera réductible au premier par une transformation ordi-
naire de degré un convenable, puisque les η -+-1 systèmes donnent 
le même point modulaire. 

Soit alors T
t
 la transformation de degré un qui fait passer de g,·, 

hi, g\ à g, h, g' ; comme on a 

fnigh h h g'i) — °> 

T,- change cette relation en une autre relation singulière 

Mg> }h g') = °, 
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de même invariant Δ, qui est différente de /„(#, A, g') = o, car les 
systèmes gh A,·, g\ et g, A, g' ne sont pas, par hypothèse, réductibles 
l'un à l'autre par une transformation de degré un n'altérant pas /

0 (au 
signe près). Donc, puisque g, A, g' sont liés uniquement par les rela-
tions /

0
 =o, /, = o, qui forment un système propre, l'expression 

fi(g, h, g') est de la forme 

^«./o\^ifif 

en désignant par \ et [Λ
(
· des entiers premiers entre eux, dont le 

second n'est pas nul. 
L'invariant de f i étant A, comme on l'a observé plus haut, et celui 

de \f
0
 H- [/.//, étant φ(λ,·, μ,·), en vertu de la définition donnée pour <p, 

on aura dès lors 
Δ = ?(λη f·,)· 

De même, en considérant la transformation de degré un
}
 Ty, qui 

fait passer de gj, A
y
·, g'j à g, A, g\ on aurait 

Δ = tp(Xy, (Ay). 

Je dis qu'on ne peut avoir 

λ,·=ελ,·,
 (

u,y= ε [A,· (ε = ±ι). 

Car si ces relations avaient lieu, T
t
· et Ty transformeraient respecti-

vement les relations 

Mgà'hjgd = « et t/.igj, hj, g)) = o 

en une même relation 

h A (g, h, g') + (A (g, h, g') = o-, 

par suite, la transformation T/Ty/, qui fait passer de gh hh g'..k 
gj<hj> gj' changerait/,^,, h,·, g]) = o en Ay, g)) = o, con-
trairement à l'hypothèse initiale. 
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Ainsi, pour que le pointm, et par suite la courbe C, soit multiple 
(Tordre η -+- 1 sur la surface 2, il est nécessaire que la forme binaire φ, 
associée au système de deux relations singulières qui correspond à C, 
puisse représenter proprement, de /i + i manières différentes ('), 
l'invariant Δ de Σ : les représentations Δ=φ (λ, μ) et Δ = ©( — λ, — μ) 
ne sont pas regardées comme distinctes. 

115. Réciproquement, si cette condition nécessaire est satisfaite, la 
courbe G sera multiple d'ordre η + ι sur Σ. 

Reprenons, en effet, le point m de G, auquel correspond un sys-
tème de périodes, g, h, gr

)
 vérifiant le système"/

0
 = o,/, = o. Dire 

qu'on a une représentation propre Δ = φ(λ,·, μ.,·), c'est dire que la 
relation λί/0(^ρ, Λ, g') 4- μ,·/, (g, Λ, g') = o a pour invariant Δ : donc, 
par une transformation convenable du premier ordre, Θ/, conduisant 
des périodes g, A, g' à des périodes gh hi: g., on changera cette rela-
tion én fo(gi) h h gi) = °. En d'autres termes, au point m corres-
pondent ainsi, sur Σ, η ■+· ι systèmes de périodes, 

g> h> g'' go ,l„ g'o ···> gm !>■„, g'„, 

vérifiant tous f
0
 = o; et, pour prouver que m est multiple d'ordre η -h ( 

sur Σ, il suffira d'établir qu'aucun de ces η -h 1 systèmes n'est réduc-
tible à un autre par une des transformations ordinaires de degré un 
qui n'altèrent pas la relation/

0
 = o. 

Or, si une transformation de degré un
}
 τ, conduisait de gj, hj, g'j 

à gh g'i, en changeant /.(g,·, hj,g'j) = o en ±/.(#,, h,,^) = o, 
les transformations Θ,· et Θ,τ conduiraient, toutes deux, des périodes 
S, g' aux périodes g

£)
 h,·, g\, en changeant respectivement 

hf*(g, h, g') + μ,/,(g, h, g1) = o en f„(g,, h„ g'
t
) ̂  o, 

et 

hMg, h, g') + μ,/, (g, h, g') = ° en ±Mgi,l'h g'
t
) = °-

(') Y compris la représentation donnée par A = 0(1, 0). 
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Par cônséquent, la transformation ordinaire de degré un, 
conduira des périodes g, A, g' aux mêmes périodes, g, A, g', et 
changera 

hfo = ο en " i(X
y
/

0
-+-p.y/

4
) = o.' 

Or,-toute transformation ordinaire de degré un conduisant de g, h, g' 
à g, A, g' est une multiplication complexe ordinaire de degré un, et 
nous savons qu'il ne peut exister de telles multiplications, pour des 
fonctions abèliennes doublement singulières, que si la surface de 
Kummer correspondante est un tétraédroïde ('). Sous une autre 
forme, il faut que g, A, g' vérifient une relation singulière d'in-
variant 4? c'est-à-dire que la forme binaire associée au sys-
tème f

9
 — o, /, = o, puisse représenter proprement le nombre f\. 

116. Dès lors il convient de distinguer deux cas. 

PIIEMIEK CAS. — La forme Φ ne peut représenter proprement 4· — 
Toute multiplication complexe de degré un des fonctions abèliennes 
attachées aux périodes g, A, g' se réduit à une multiplication ordinaire 
par par suite, elle ne peut changer \fQ4- p.;/, = o 
en ± (Xjf

9
 H- jAy/ί) = o que si l'on a λ,·=ελ,·, p.y = £p

t
·, ε dési-

gant ± i. Or, cette conséquence est inadmissible, puisqu'on a sup-
posé distinctes les deux représentations propres de Δ données par 

Δ = <ρ(λ„ (A,·) et Δ = φ(λ;·, FIY). 

Donc enfin, si la forme <p ne peut représenter proprement le nombre4> 
le point m, et par suite la courbe C, sera multiple d'ordre η -hi sur Σ. 

DEUXIÈME CAS. — La forme Φ peut représenter proprement 4. — 
En ce cas, une des relations λ/0 -+- p/, = oa pour invariant 4, et peut, 

(') Ce Journal, 5e série, t. VI, p. 3yo. 
(2) C'est-à-dire que la transformation ordinaire, de degré un, correspondante 

a lous ses entiers caractéristiques nuls, sauf tf0. ài>.cs> d$ qui sont égaux entre 
eux et égaux à ± 1. 
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par une transformation ordinaire d'ordre un, être réduite au type 

h2-gg'-* = 0' 

Le système /0 = °» f\ —
 0 est dès lors équivalent à un système du 

type 

(') h* — gg'-1 = 0, «^Η-ΡΑ + γ^-ω = ο, 

dont nous désignerons les deux équations respectivement par F
0
 = o, 

F, = o. La forme binaire associée, c'est-à-dire l'invariant de 

XF0 -h YF, = ο 
est 

(2) Φ(Χ, Y) = 4X2 + 4ωΧΥ h- (β2 - 4 «γ)Y2 ; 

elle, admet la substitution semblable | Χ, Y; X + ω Y, — Y |. 
Cela posé, soit g, A, g' un système de périodes vérifiant les deux 

relations (i); cherchons les multiplications complexes ordinaires de 
degré un correspondantes. 

En vertu des formules établies par nous ('), les entiers caractéris-
tiques des transformations cherchées sont définis par les formules 

α. = Ο, ύ„ = -γρ, 
Λ, = «ρ, δ, = θ + βρ, 

(3) 

«
2
 = βσ — τ, b.

2
 = γσ, 

«3 — ασ, 6, = τ, 
c

0
 = - ωρ - τ, d0 = γσ, 

c, = ασ, d{ = ωρ — βσ + τ, 
c

a
 = 0 -+- ωσ -h Ρρ, d2 — — γρ, 

= αρ, cî3 = 6 -+- ω"·, 

(*) Ce Journal, 5e série, t. VI, p. 33g 341. 
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où 0, ρ, σ, τ sont des entiers. Ces entiers, pour que la transformation 
soil ordinaire, doivent vérifier l'un des deux systèmes de relations (1 ) : 

(Ό 
ι° ρ = 2τ — βσ = ο, 
2° σ = ί 0 + βρ = ο ; 

et, pour que la transformation soit de degré un, il faut et il suffit en 
outre qu'on ait 

(5) 02 4- 0(βρ -h ωσ) -h αγρ*4- (βσ— Ό(ωρ -H τ)· —. αγσ* = =b ι. 

Dans la première hypothèse (4), ρ = 2τ — βσ = ο, l'équation (5) 
devient 

Ο2 -ι- ωΟσ -h τ2 — αγσ2 = ± ι, 

ou, puisque 2τ = βσ, 

(G) (2Ο -η ωσ)24- σ2(β2 — 4*γ — ω2) = dt 4. 

Comme le discriminant de la forme positive (2), à savoir la 
quantité 4(β2 — 4αΥ — ω2)» est essentiellement positif, l'équation ((>) 
ne peut être vérifiée que si le second membre est 4-4» ses seules 
solutions possibles sont 

<-> 

1" 

2° 

3° 

0 = rfc I, <7 = O, 
quels que soient α, β, γ et ω, 

σ = =b ι, 2θ4-ύ>σ = ±ι, 
à condition que β2 — 4αγ —* ω2 = 3. 

σ = ±ι, 2θ4-(ί>σ = ο, 
à condition que β2 — 4αΥ — 0)2 = 4-

La deuxième hypothèse exige évidemment que β soit pair et ω impair; 

* (l) Ibid., p. 34i. 
Journ. de Math. (5· série), tome X. — Fasc. II, 1904. 3θ 
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en ce cas la forme Φ(Χ, Y) s'écrit, si Ton pose β' = 2β', 

Φ(Χ, Y) = 2[aX2 -h 2<*>XY 4- 2(β'2 - αγ)Y2] ; 

et la forme improprement primitive, 2X^4- 2ωΧΥ 4-2(β'2 — αγ), 
ayant pour discriminant 4 β'2 — 4«γ — c'est-à-dire 4- 3, est équi-
valente à la forme 2x2 -h 2 xy 4- 2/2. 

La troisième hypothèse exige que β et ω soient pairs; si 3 = 2β', 
ω = 2(D', on a 

Φ(Χ, Y) = 4[X2 + 2ω'ΧΥ 4- (β/2 - αγ)Y2], 

et la forme proprement primitive X2 4- 2 ω'ΧΥ 4- (β'2 — αγ) Y2, ayant 
pour discriminant 4-1, est équivalente à la forme x2 4-/2 (1 ). 

Laissons de côté ces cas particuliers, qu'il serait aisé de traiter 
complètement; nous voyons que les seules solutions possibles de (6) 
sont Q = zt.i, σ = ο; d'où, en vertu des premières équations (4), 
ρ = ο, τ = ο. La transformation (3) a alors tous ses entiers caracté-
ristiques nuls, sauf a

oy
 bi} c2, Î/3, égaux entre eux et à ± 1 : elle ne 

donne que la multiplication évidente que possèdent toutes les fonctions 
abéliennes, à savoir la multiplication ordinaire par it 1. 

Dans la seconde hypothèse (4), σ = 2O4- βρ = o, l'équation (5) 
ilpvifnh 

p2(β2 - 4«γ) 4- 4ωρτ 4- 4τ2 = =F 4, 

et il est clair qu'on doit prendre 4-4 dans le second membre. 
Ecrivons-la 

(2τ4-ωρ)24-ρ\β2— 4*γ — ω2) = 4; 

si nous laissons encore de côté les cas où β2 — 4«γ — o>2 serait égal 
à i, 3 ou 4> les seules solutions possibles sont τ = ± 1, ρ =o, d'où 
par les dernières équations (4), σ = ο, θ = o. Les entiers caractéris-
tiques de la transformation correspondante (3) sont alors tous nuls,' 

(*) On pourrait satisfaire autrement à (6) si β2—4**f— ωί était égal à 4- 1; 
en ce cas, la forme (2) serait équivalente à 4XSH- Ya et pourrait représenter 4-1, 
ce qui correspond à une dégénérescence (voir à ce sujet le n° 120). 
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sauf 

a, = — ε, b3 = + ty c0= —ε, cl
t
 = ■+■ ε (ε = ±ι); 

les relations entre les périodes g, h, g' et les périodes transformées 
G, H, G' sont 

(8) 

β ~ — (H1— GG')' 

rr' — · G' , _ cro ' — Hi , 

n ~ — (H2—GG')* 

Les relations 

h~ — g g' —1 = 0 et &g-h$h-\- γ g' — ω = ο 

deviennent, par ces formules, après qu'on a chassé le dénominateur 
— (H2 — GG'), 

H2 — G G' — 1 = ο et — aG — βΗ — γ G' + ω (H- — GG') = o. 

Si l'on tient compte de la première de ces nouvelles équations, les 
relations (8) donnent bien # = G,''A = H, g'= G', ce qui devait 
être, puisque la transformation considérée est une multiplication 
complexe. 

Ainsi, cette transformation change respectivement F„ et F,, c'est à-
dire /r — g g' — ι et α g -h β Λ + ^g' — ω, en F

0
 et — F, -h t»>F

0
; en 

d'autres termes, elle opère sur F
0
 et F, la substitution transposée de 

la substitution 
IX,Y; Χ + ωΥ, -Y|, 

que nous avons signalée plus haut comme une substitution semblable 
de la forme binaire Φ(Χ, Y). 

Gela posé, reprenons les raisonnements et les notations du n° 115; 
nous avons à rechercher si nous pouvons passer des périodes gj, hj, g. 
aux périodes gh hi9 g\ par une transformation ordinaire de degré un, τ, 
changeant hJt g)) - o en ±Mgj, h„g't) = o. Comme nous 
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l'avons vu, il faut et il suffit pour cela qu'il existe une transformation 
ordinaire de degré un (multiplication complexe) conduisant des 
périodes#, Λ, g' aux mêmes périodes #, h, #', et changeant 

λ·/. +- ,<*//. = 0 en ± (lj/„ + y.jf, ) = o. 

Or, on a, en vertu de ce qui précède, 

f,= aV
a
+bF„ 

/, = «' Κ,+ 6'F,, 

a, b, a', désignant des entiers, dont le déterminant ab' — ba est ± 1, 
puisque le système f

9
 = o, f

t
 = ο est propre. 

La multiplication complexe déterminée plus haut change F0 et F, 
respectivement en F

0
 et — F, + -<uF

0
; on en conclut sans difficulté 

qu'elle change (λ,/
β
 -h μ.,-/, ) en (λ;/0

 4- p,·/, ), les et étant 
définis en fonction des λ,· et p.,· de la manière suivante. La forme ©(a·, y ), 
qui est équivalente à Φ(Χ, Y), admet une substitution semblable qui 
correspond à la substitution | Χ, Y; X 4- ω Y, — Y | de Φ(Χ, Y); soit 
| a, y\ ex H- dy, c'x 4- d'y | cette substitution ; 011 a 

\j= cX
t
4- d\t.i} ρj — c λ, + d'p<·, 

et il est clair, d'après cela, que φ(λ,·, ρ
7
·) = ©(λ,, ρ,·). 

Donc, au point de vue de l'ordre de multiplicité de la courbe C sur 
la surface X, on ne devra pas regarder comme distinctes les deux repré-
sentations de A 

Λ =9(λ,·,(*,·) et Δ = ϊ,(λ;, |Λ;) 

qui se déduisent l'une de l'autre par la substitution semblable de la 
forme ç(a?,y) dérivée delà substitution semblable 

|X,Y; X 4- ω Y, — Y | 
de Φ( X, Y). 

117. De toute cette analyse résulte le théorème suivant : 

Soil Σ une surface hyperabétienne d'invariant. A; désignons 
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par C une courbe hyperabêlienne (') associée à une classe de 
formes binaires positives susceptible de représenter proprement Δ, 
et par φ(χ, y) une de ces formes; nous savons (I, n° 39) que ία 
courbe G est sur la surface Σ. 

De plus : si la forme s ne peut représenter proprement 4, l'ordre 
de multiplicité de la, courbe G sur la surface Σ est égal au nombre 
des représentations propres de Δ par φ ; on ne regarde pas comme 
distinctes les deux représentations 

Λ = ?(χ·.7) et A = s(-»·, -y). 

Si la forme φ peut représenter proprement 4, et si elle n'est pas 
équivalente (proprement ou improprement) à l'une des deux formes 
\x~ -h 4/% 4α'8-η4#/+ 4y* (2)> elle admet en elle-même une trans-
formation linéaire | x,y\ ex -h dy, c'x d y | différente de la 
transformation | χ, y\ tx, ty |, où ε désigne ± j. L'ordre de multi-
plicité de G sur Σ est encore égal au nombre des représentations 
propres de Δ par φ ; seulement, indépendamment des représenta-
tions χ, y et — χ, — y, on ne regarde pas comme distinctes les 
représentations x, y et ex -h dy

)
 c'x-y d'y. 

118. Ordre de multiplicité d'un groupe de points sur une sur-
face hyperabêlienne — On démontrerait dTune manière absolument 
pareille le théorème suivant : 

Soit Σ une surface hyperabêlienne dTinvarianl Δ*, désignons 
par G le groupe des points modulaires liés à une classe de formes 
ternaires £ susceptible de représenter proprement Δ, et par S (χ,y, z) 
une de ces formes : nous savons( n° 199) que les points du groupe G 
sont sur la surface Σ. 

De plus : si la forme £(x
y
 y

y
 z) ne peut représenter proprement 4, 

(') C'est-à-dire l'une quelconque des courbes hyperabéliennes associées à la 
classe, lorsque ces courbes sont en nombre supérieur à l'unité; ou, dans le cas 
contraire, la courbe associée à la classe. 

(a) La forme φ ne peut alors représenter 4 q»e d'une manière, les représen-
tations a:, y et — λ?, - y n'étant pas regardées comme distinctes. 
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/ 'ordre de multiplicité de chacun des points du groupe G sur ία 
surface Σ est égal au nombre de représentations propres de Δ par S ; 
on ne regarde pas comme distinctes les représentations x, y, ζ et 
- χ, -y, — s. 

Si la forme S (oc, y, z) peut représenter proprement 4 (d'une ou de 
plusieurs manières différentes), la proposition doit être complétée de 
la même façon qu'au numéro précédent. 

119. Ordre de multiplicité d'un groupe de points sur une courbe 
hyperahétienne. — Enfin, on établit de même cette proposition : 

Soil G une courbe hyperabélienne associée à une classe de formes 
binaires positives non ambiguës, φ, et supposée unique ('); désir 
gnons par G le groupe des points modulaires liés à une classe de 
formes ternaires S susceptible de représenter proprement la classe o; 
nous savons (n° 109) que les points du groupe G sont sur la courbe C. 

De plus : si les formes S ne peuvent représenter proprement 4 > 
l'ordre de multiplicité de chacun des points du groupe G sur 
la courbe C est égal au nombre de représentations propres d'une 
forme φ par une forme Jr; on ne regarde pas comme distinctes 
deux représentations "kx -h k'y, μ χ μ'y, ν χ ■+- v'jy et — \x ·— λ 'y, 
— μχ — μ!y, — vx — Vy. 

Si la courbe G associée à la classe φ n'est pas unique, le théorème 
subsiste et donne l'ordre de multiplicité de chacun des points du 
groupe G sur l'ensemble des courbes G associées à la classe <p. 

420. Remarque générale. — L'invariant Δ d'une relation singu-
lière ne peut être égal à -+-1 que dans des cas de dégénérescence des 
fonctions abeliennes correspondantes (ce Journal, 5esérie, t. V, ρ. 248). 
On reconnaît aisément que la forme binaire du sixième ordre liée à 
ces fonctions a alors une racine triple. Par suite, la surface hyperabé-

(l) C'est-à-dire que les systèmes propres de deux relations singulières qui 
donnent naissance à une forme de la classe <p sont supposés réductibles à un seul 
d'entre eux par des transformations ordinaires de degré uη. 
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tienne d'invariant ι se réduit à la courbe fixe, commune à toutes les 
surfaces hyperabéliennes (I, n° 41). De même, cette courbe est la 
courbe hyperabélienne associée à toute classe de formes ç> (ηυ 115) 

susceptible de représenter h-i, et elle contient les points associés à 
toute classe S pouvant représenter -h ι. Les théorèmes des n08 108-

119 ne s'appliquent pas nécessairement à de telles classes ο et JL 


