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Sur quelques fonctions de point dans le mouvement

d’un fluide;

Par M. Pavr APPELL.

1. Lorsqu'on étudie analytiquement le mouvement d’un fluide, il
est évident qu'il faut chercher & mettre en évidence les combinaisons
analytiques qui représentent des éléments géométriques ou cinéma-
tiques indépendants du choix des axes; ce sont 12 les seuls éléments
qui puissent avoir une signification physique. Ces ¢éléments sont de
deux sortes : ce sont, ou bien des vecteurs définis en chaque point du
fluide, comme la vitesse, 'accélération ou le tourbillon, ..., ou bien
des quantités algébriques ayant une valeur déterminée en chaque
point P du fluide, comme la grandeur de la vitesse, la grandeur du
tourbillon, le produit géométrique de la vitesse et du tourbillon, etc.;
nous appeéllerons ces quantiltés algébrigues des fonctions du point P :
clles s’expriment analytiquement en fonction des coordonnées x, y, z
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du point P, mais leurs valeurs en un point P sont indépendantes du
choix des axes.

Pour I'étude et laformation systématique de grandeurs vectorielles
et de fonctions de point, dans toutes les questions ou clles peuvent se
présenter, nous renverrons au Mémoire de M. Hemricn Burckuannr
(Nachrichien der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften
su Gattingen; 1893).

Nous nous proposons ici d’étudier quelques-unes de ces fonctions de
point dans le mouvement d’un fluide, en nous limitant aux fonctions
qui sont formées uniquement avec les dérivées premiéres des compo-
santes de la vitesse par rapport 4 @, y, 5 et i celles qui s’y rattachent.

2. En employant les notations dites d’Ewler, désignons par u, o, w
les projections sur les axes rectangulaires fixes Oz, Oy, Oz, des
composantes de la vitessc W dc I'élément fluide qui, & Dlinstant ¢,
passe au point P de coordonnées @, y, 5. Nous nous proposons de
construire les fonctions de point qu'on peut former avec les neuf déri-
vées partielles du Tableau suivant :

[ du du  du
J;’ 2)'5;9 (75',
Jdv  Jdy av
(l) iz’ W, 793’
dx’ dy’ 0s

D’aprés les notations bien connues, de la théorie de 'élasticité,
nous poserons

_ o Lo O
L 7 = gy AT Ph¢
diw de oJu div Jdv Ju
(2) (Ww=xg+m =Rt BTaty
of — v e du  Ow 7= o’ du
> oz d)"

iy e PNVT e T @

on sait que les quantités &, n, ¢ sont les projections du vecteur tour-
billon Q relatif au point P



FONCTIONS DE POINT DANS LE MOUVEMENT D’UN FLUIDE. i

Si, au point P, on considére un élément linéaire fluide ds issu de P

et ayant pour cosinus directeurs a, 3, v, au temps ¢ + dt cet élément

. . . . ds,—d
a pris une longueur ds,, son coefficient de dilatation est u r >. Les

coordonnées d'un point de ds étant x, y, z, celles du point corres-
pondant de ds, seront

,=z+ud, y=y-+vdi, 5,= 5+ wdl;
on en déduit . .
dz, = dx + <g'édd,+ z——;dy+ %ds)dt, ceed
puis, en négligeant les termes en d¢* et posant dz = a ds, dy = B ds,
dz = vds,
ds’f =ds*[1+ 2(e, 0 + &, B+ &, v+ ¥, By + vov2 + Vo 2B)d2].

Extrayons la racine carrée, en développant le deuxiéme membre
par la formule du binome et retenant seulement les termes en d¢, nous
aurons

o dsy—d . .
(3) P =(ao+ oy + 1By + Taye + vau)d;

tel est le coefficient de dilatation de I'élément ds pendant le temps dt.
En divisant par dt, on a ce qu'on peut appeler la vitesse de dilata-
tion V(a, B, y) de 'élément linéaire ds issu de P dans la direc-
tion &, B, v.

(4) V(,B,yv)=c e+, 2+ ey + 7, By + Yo 72 + Ysof.

On peut alors écrire la formule (3) comme il suit : appelons / la
longueur de I'élément infiniment petit ds issu de P, I + dl sa lon-
gueur ds, i l'instant ¢ -+ dt, on aura

f

® | P 5= V(e b).
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Ces formules résultent des formules classiques de la deformatlon
infiniment petite d'un milieu continu’}; nous en avons rappelé la
[démonstration pour préciser le sens de nos notations.

Le céne, réel ou imaginaire, formé par les directions issues de P et
annulant V(a, B, v) est le cone formé par les éléments fluides qui ne
subissent ni allongement ni raccourcissement pendant le temps dt sui-
vant 'instant  : on peut appeler ce cone le cdne des dilatations nulles
au point P & l'instant ¢. Ce cdne a évidemment une situation indépen-
dante du choix des axes. Il en est de méme du cone supplémentaire
obtenu en annulant la forme quadratique adjointe

“Vo(0,8,7) = (heaey — y3)a?
+ (fests = DB+ (e — )7
+ 3= 2640BY + 2 (v Ti— 2572
-+ 2(7.*,',——725373)«6.

(6)

8. Cela posé, les six quantités suivantes ont des valeurs indépen-
dantes du choix des axes rectangulaires ct sont, parsuite, des fonctions
du point P :

(I 0 =c¢, + e+ gy,

. (1) 8 =i+ vi+vi—b4(ee+ 5+ 68,
(1) o=mhe e Y YaYs — &Y — Y — &Y,
IV) Q=B+
(V) ¢ =68+ 60+ 604yl + 1.8 + v,

b = (heaes—11)8 + (beae, — 1IN’
(VI) + 4(e 8 —¥)E + 2(¥, 2Ys— 28,3 ‘NG
+2<Y3Yl - 23272)43 + 2(‘, 2 28T, gﬂo

Chacune de ces six quantités est homogéne par rapport aux dérivées
du Tableau (1). Les-trois premiéres dépendent seulement de la défor-
mation : ce sont les invariants élémentaires de la forme quadra-
tique V(X, Y, Z). Les trois derni¢res dépendent, en outre, du tour-
billon : la quatritme Q? est le carré du vecteur tourbillon; la
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1 dl
T dt de
I’élément fluide [, issu de P et dirigé suivant le vecteur tourbillon Q;
" la condition ¢ = osignifie que, au point P, le vecteur tourbillon Q est
situé sur le cone de dilatation nuile; la condition ¢ = o signifie que
le tourbillon est sur le cone supplémentaire. Les trois derni¢res fonc-
tions sont nulles quand le tourbillon en P est nul. '

Ces six invariants (I), (II), ..., (VI) sont indépendants d’aprés
leurs significations géométriques. Mais il ne peut y avoir plus de six °
fonctions des neuf dérivées du Tableau (1) qui soient indépendantes
du choix des axes, car, en faisant tourner les axes, on dispose de trois
angles arbitraires et I'on peut faire prendre a trois des neufdérivées (1)
ou a trois des neuf quantités (2) des valeurs arbitraires.

Toute autre fonction des neuf dérivées (1), indépendante du choix
des axes, pourra donc s’exprimer en fonction des six fonctions fonda-
mentales (1), ..., (VI).

Par exemple, le déterminant

cinquitme est égale au produit de Q? parla vitesse de dilatation

du  Qu.  Ju

dx’ 9y’ 0s

dv dv v :
I—I —_— ()_‘z: b "(); ) 6‘5

dw  dw  Jdw

oz’ 9y’ s

est une fonction du point P; il est facile de I'exprimer cn fonction des
six fonctions fondamentales. En effet, on a, d’aprés les notations (2),

du du __ 1 ¢ du 1
oz m a‘;,—;;a"‘ ) ’5;—;;2‘4‘"],
Jdv I . ilg v 1

(7) <d7:=§‘,-’n+<, '();.=52’ ’0—5=§‘|’.“5,
dw 1 dw 1 " dw
G TRRTI TR g T e

. Portant ces expressions dans le déterminant H et développant, on a

(8) H=éx+:‘o.

Journ. de Math. (5° série), tome IX, — Fasc. I, 1god. 2 .
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De méme I'expression

(9)

est une fonction de point, facile & exprimer & I'aide des six fonctions
fondamentales. En effet, on a

K=(26,8% 1,0+ v20)* + (7, & + 26,1 + 1,0)?
+ (18 +1m +2e,0)

K —40p =8y +vi—de(ea+ )] +.. + 2nl(Yays — 28,7,) +-esy

en retranchant de cette expression le produit 928, on trouve

K— 40— Q28 =(4e,e, = 1)E +.. o4+ 2(1aya — 26,7 ) +... = .
Done enfin

(10) K =40y + Q26+ {.

4. A l'instant ¢, dans chagque particule fluide,.les six quantités (I),
(II), ..., (VI) ont des valeurs déterminces. Si I'on suit la particule
dans son mouvement, ces six quantités sont des fonctions de ¢; leurs
dérivées totales, par rapport au temps, sont évidemment d’autres
fonctions de point, ¢’est-a-dire d’autres fonctions ayant & chaque ins-
tant ¢, en chaque point P, des valeurs indépendantes du choix des
axes. Seulement ces nouvelles fonctions dépendent non seulement
des neuf dérivées (1) du vecteur vitesse W (u, ¢, w), mais aussi des
dérivées analogues du vecteur accélération J : elles sont égales & un
invariant simultané des vecteurs vitesse et accélération suivi d’'un
polynome entier en 0, ¢, x, Q°, o et .

Nous appellerons «/, ¢', &’ les projections sur les axes de 'accéle-
ration J de la particule fluide qui, au temps ¢, se trouve au point
P(z,y,s). Les quantités &', ¢/, ' scront ainsi des fonctions dec
x,Y, 3, L

Rappelons que, si I'on a une fonction F(x,y,z,?) des coordon-
nées z, ¥, 5 d'une particule fluide et du temps 7, la dérivée totale, par

" dF . . . .
rapport autemps, ;> de cette fonction, prise en suivant la particule
dans son mouvement, est

dlF oF or arF aF
—cﬁ~d—xu+5)—,v+(—,;cv+3?

u, v, w désignant les projections de la vitesse de la particule.
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On a ainsi, pour les projections de I'accélération J, les formules
classiques

, __du _ odu ou du du

—Tt=55u+?)7f"+o;‘v+b'2’ .
, __de __dv - 0 dv av
(J)— { —E—%~u+ﬁv+&cv+m,

,__dw __ dw dw dw ow
---d—t'-—-“i;U'f—Wv-l- Ecv%— ot

Nous déduirons du vecteur J(u', ¢', w') neuf quantités analogues
aux quantités (2) déduites du vecteur vitesse, en posant

ro__ 0w / av' / aw'

E' = %, E3 = —33’) 53 = '-()—:-7
, o' o' , du' o' / ae’ du!
=g+ H=F+ % L=ty
Y Y "R NN R Y
= 0y 2 PN = 5 T e 2<—0x dy

Les quantités &', v, ¢ sont les projections d’un vecteur Q' issu de P,
constituant le tourbillon de I’accélération, ou encore l’accélération
rolatoire, suivant 'expression de M. Maurice Lévy (*).

Nous allons calculer les dérivées totales par rapport au temps des
cinq premiéres fonctions fondamentales 0, &, x, Q2, ¢. Pour cela, nous
calculerons d’abord

dzy ay | d}
@ T A ct a’

19 (IE] (l‘h dE
3. Calcul de et Ona

dy 0w, 0, Oy 0
dt-—dmu+dyv+a~:'-w+—d—ty

(Y) L'hydrodynamique moderne et U'hypothése des actions a distance
(Revue générale des Sciences pures et appliquées, 15 décembre 18go).
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S du
ou, comme &, = ~—

oz’
de, _ 0*u iu u Nu
Y RN rr AN Y A P T

__ 0 (Ou du du du du\* , dudv  dudw|,
—ox(a‘;"‘*"a;"*'o—s“’*a?)*[(a;) T oozt o a'a:J

ce qu’on peut écrire

dyy 0 (du du\* du dv  du dw
za—o—x(zrc)— [(a:) +@;rx+a—:a;]"

du diw

9 N L) [y . .
D’ol enfin, d"aprés les expressions (7) de 5=» ..., 5o en fonction
dese;, vi & 1, €,
(r2) flﬂ:a’'—-s"——i(vz—f-v”)—m#—Q2
dt 1 VAN E i3 > :

On aurait évidemment deux formules analogues pour &, et ¢,.

Calculons de méme les dérivées totales de vy,, Ysy Y3 5 7, & par
rapport au temps. Tout d’abord, on a, par une transformation iden-
tique 4 la précédente, |

(o) (dn)y_(gmou guin | du i)
de\dy) — oy\de dz dy ' dydy ' 95 dy)’
dfdv\ _ d/[dv dv du | odv dv dv Jw

le(d_) = a‘(m) —(a—xo—ﬁay 9 T 9 a—)

D’aprés les notations précédentes, on a donc

IRE R ([ SO (e
I
£(3)=% [l 9+ G -9 o)
En ajoutant ces relations membre & membre on a

d '
(14) ' ngl=Yr" [';'Yﬂ"a’s’*"’z’«(%"‘aa)"” 2‘qC]

et deux expressions analogues pour les dérivées de y, et y,.
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En retranchant membre & membre les deux relations (13), on a de
méme
ds , 1 1
(15) Z=t —[(E=+sa)3—g*rsn—;vai]

ou, en remplacant ¢, + ¢, par ) — ¢,,

(16) %:“5'—05 +ed+; YM""“':Z’
par permutation circulaire, on obtient deux formules analooues pour
les dérivées totales de 1) et de §.

On peut remarquer que E', 7, { seraient nuls si les accelerallons
dérivaient d'un potentiel. : '

Si T'on appelle p la densité du fluide 4 Pinstant & au point =, y, z,
I’équation de continuité s’écrit

on voit alors que les équations telles que (16) se raménent facilement
a des équations données par Helmholtz. En effet, en y remplacant 0
par sa valeur (17), on a

e\ _ & § LV g,
3t(>—9+ 15+ a0 9+2”‘9

cette équation n’est autre chose qu’une des équations de Helmholtz,
reproduites dans le Tome 1II de mon Traité de Mécanique, p. 350,
avec 'hypothése que I'accélération u', ¢’, @' dérive d’un potentiel
Q(x,y, 3, t), ce qui rend nuls les termes &', v, {'.

6. Calcul de Z—g- — D’aprés les expressions (12) de %, on a immé-
diatement

(18) B g€ ey— 01m 48 4 202
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ou le premier terme du deuxi¢me membre st une fonction de point,
la divergence du vecteur accélération, d’aprés une terminologie
expliquée dans le Tome III de mon Traité de Mécanique, Cha-
pitre XXVIIL.

Par exemple, si, dans un liquide incompressible, la divergence de
Yaccélération est nulle, on a

0=o0, € +e,+¢=0;
donc ‘
3=AQ’.

7. Calcul de g—j — D’aprés la définition de ¢, on a

ds ay de
3-2::27' —cﬁl +—-4[<€2+ 83)7{;-—!-]

dEl d'Y‘
En remplacant 5 ¢ o

aurons une somme qu'en peut écrire

par leurs expressions (12) et (14), nous

dd o o e
di = 22[7’1"{1 - 2(52—}_ 53)511 - 57!‘1’2""3
+ 42ej(es+€5) — 2EY (ea+&y)
+ E(Ya + Y3) (22 + &) — 42y, ¢
— Q2T (eg+&5) + 4E(ey + £5)E7,
ou chaque sommation X est étendue aux trois termes oblenus en per-

mutant les indices 1, 2, 3 et les lettres &, », {.
Or on a immédiatement

— 2 (6 + &)+ (Y + Y3 ) (et &) =3EY e, — 0(Y +Yi + 13)»
— 4B (e &)+ 42(ey + 5 ) B2 = — 4 Q20 — 4Ze, B2

On peut donc écrire, d’aprés les expressions de ¢ et x,

(19) ‘-‘g = 22[,Y, — 2(es+ &)&}] — 3% — 08 — 49 — 4Q°0.
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Dans cette formule, le premier terme

Sor=2Z[11Y, — 2(ea+ & )¢

est une fonction de point : c'est un invariant simultané des deux

vecleurs vitesse (u, v, w) et accélération (v, ¢, w'), qui se rattache

a 'invariant analogue & ¢, velatif & la forme quadratique

(8 + 2 )X+ (a3 A&y ) Y2+ (g5 4+ Ay ) 224 (Y2 + Ay, ) (s + AY, )Y Z
+ (Yo + WD (Y M) ZX A+ (70 + M) (Y2 +27,) XY

Pinvariant analogue & ¢ cst, pour cette forme,
8N =Z[(1,+ M) = 4(&+ Re,) (&0 + Aey)]
=8+ M[2Zy, Y, — 42 (e 8, + g5¢;)] + A2

Le coefficient de A, invariant simultané des deux formes quadra-

tiques, pour tout changement d’axes rectangulaires, est prec1sement
la quantité .

8. Calcul de % — La valeur développée de % est

dx N
& = B(hn— 1) 3+ By — 267,) B

en y remplacant C% et ‘—fﬁ par leursexpressions (12) et (14), on adonc

d )
d: = Z[(42at; — Y})¥, +(Y Y — 26 Y)Y, ] — Bei(Aeas, — Y')

"Iz<72+73)(4€2€3.—7c) —52 (2Ys(f2‘(3-2€c"(|)
= By (Yavs— 2807 ) (B2t &) + Q22 (4eaey — )

— Z[(4eats—71) 8 + 2(727s — 28570 )0L]

Le coefficient de Q2 est — &; la derniére somme Z est . L’ensemble
des autres sommes, en laissant de c6té la premiére, peut s’écrire

= hersats0 + Zelyl — 12 (ri+ 1) (beats — 1)
- %Eﬁ'ﬁ - 07-7273 -+ 225@? (82 -+ E}a‘).
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Remplacons, dans la derniére somme, ¢,+ ¢, par-0 —e,, nous
aurons

- 0(4545253’“ “{c*{e‘{s“—‘ecﬁ - 54“(:: - EsYﬁ)
— 12T+ 1) (deats — ¥1) — § 37y, + 02 ) — Zelyy

Dans cette expression, la deuxiéme ligne est identiquement nulle,
ct la premiére est — Ox. Donc enfin

d. a ’ re N
(20) ;1"; = Z[(4eaey — 1), + (Yars— 28, 10) 7, | — Q26 —O0x — 1.

Dans cette équation, le premier terme du second membre est
encore un invariant simultané des vecteurs vitesse et accélératlion.
Dans un liquide incompressible animé d’un mouvement irrotationnel,

‘ . . , . d
(0 = 0, Q = 0), cet invariant est égal & gg » car § est nul.

9. Calcul de %‘;_ On a

2 —

Lae ?ds_*_ dn ‘C‘_i_; .
st ot

- ; ¥ . . 1
Remplacant ‘%, %’, 3—-—5 par leurs valeurs (16), on obtient immé¢-
diatement
) dw? <47 ! ’ [
(21) =28+ + 1) —200* + 20.

~Le premier terme du deuxiéme membre est le produit géomé-

trique QQ'cos(Q, Q') du tourbillon Q et de I'accélération rota-

b . '. ] » ) 1 dp ] ‘\ dl .
toire Q'; la quantité 6 est égale & — ¥k enfin ¢ est égale & Q' —;
1 désignant la longueur d'un élément linéaire infiniment petit, issu
de P & I'instant ¢ dans la direction Q, et I+ d/ sa longueur & U'ins-

tant ¢+ di. On peut donc écrire, en divisant tous les termes



FONCTIONS DE POINT DANS LE MOUVEMENT p'UN FLUIDE. 17

par 20,
dw ’ / a d? Qdl
-‘—i—z:‘QCOS(Q,Q)-I-—Ez'l’ 4 .
d (e o' .
(22) m(.ﬂ>= -P—lcos(Q,Q).

Dans le cas ot © cos(Q, ') est nul, soit que Q' étant nul, les
accélérations dérivent d’un potentiel, soil que Q' fasse un angle droil

avec Q, on a
d (2 0 ? = const
de\pl) — ol "

équation qui exprime une propriété élémentaire des tubes de tour-
billon infiniment déliés, comme on le verra dans mon Traité de
Mécanique rationnelle, t. 11, p. 396, n® 760.

,.

10. Calcul de - — En remarquant que l'expression (16) de 7

peat s'écrire

l

o
Ve

EAN

::E'-—O -+

I
Qs

Y@
-

i
2

U
o~

s . .
on a pour -+ l'expression suivante :

s do d- d-x l‘! .‘
F = a?dc*'?( (d‘tné)
= 2R+ BB+ v
_02*‘)°+ 2(0?\)2
=3 [ar i m]E- S inn e n )|
+ X+ B2 Y et

Les deux derni¢res sommes se détruisent; on a, de plus,

Sig=en B(E)=K

K désignant 'invariant (g) calculé précédemment. Pour évaluer I'en-

Journ. de Math. (5* série), tome IX. — Fasc. I, rgo3. . 3
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semble des aulres termes, remarquons que
“0p =2 [€7+ e (en+¢,)] 82 +2 [voe+1i(ea+2)18,
Q’S_Z[y,-i-(‘y +*(, —-42[5 g+, (ea+g5)] B2

On cn conclut :

b + 7 44; 2[+ (v + ]5
+2[—~' Yo+ V(e + 53)]1]C

ot le deuxié¢me nombre forme 'ensemble des termes restant a évaluer.
On a ainsi

d: ()0 , )Y
?li:i“‘, ()*r‘*‘Z(s P4+, nt)
—20“51(_0@—-92“—-4,,
ou, enfin, en remplacant K par son expression (1o0),
. dy oy, " pa IR 1 ~oo 1,
(23) F=PFE+J(e8 Tl) — g + 7 Q28+ 24,

Dans cette expression, chacune des sommes

325, X (E+)

cst une fonction de point dépendant des dérivées par rapport i @, y, =
des deux vecteurs (u, ¢, w) et (¢, ¢, w'). La premiére somme serait
nulle si les directions du tourbillon (%, 7, ) et de 'accélération rota-
toive (¥, ', {') étaient conjuguées par rapport au céne des dilatations
nulles.

11. Remargue. — En désignant par A une quelconqug des
quatre quantités 0, ¢, %, 9, on-remarquera que, dans I'expression

de %, figurele terme — OA. Sil'on fait passer ce terme dans le premier
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dt
dh  1dp d )‘>
&t p dt)\ P (9
On obticnt ainsi, & la place des formules (18), (19), (zo) et ()5),

“
des formules un peu plus simples donnant les dérivées de = ;, 2 ? par

1 d . .
membre en remplacant 0 par — = 22, on a, dans le premier membre,

la quantité

“apport & ¢£.
Dans le cas ou le mouvement est irrotationnel pour la particule
considérée, les trois premicres équations deviennent

4 (°> —A L2
dt \p) — 2 ¢
)=
£)-c
A, B, C désignant les trois invariants
= é— Za'l, = é Sory
2 [(4eaca— D) el + (Tava— 257) Y]

OI

C =

O | -

Si Uinvariant C était constamment nul, on en déduirait quc < peste
constant dans la molécule correspondantc Sl était poss1blc quc(

¢t B fussent conslamment nuls, on en déduirait que = = esL constant

1

¢l - une fonction lincaire de .

ol oy

12. Des m¢thodes analogues peuvent étre appliquées a Lloutes les
fonctions de points formées avec u, ¢, w et leurs dérivées des divers
ordres par rapportaz, y, z, par exemple aux fonctions W,V (u, o, «v),
V. (u, 0, w), QWeos(Q, W), ....

——— i P G ——



