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THEORIE DES PRACTIONS CONTINUES. 387

Essai sur la théorie des fractions continues ;

.

Par M. AURIC.

Nous nous proposons, dans cette étude, de généraliser la notion de
fraction continue, de maniére 4 pouvoir appliquer cette théoric si
féconde aux nombres négalifs et complexes.

La théorie actuelle repose en effet sur I'égalité suivante :

1

a; == A,' 1= >

@ty

dans laquelle A, représente Ventier immédiatement inférieur au
nombre réel et posilif a;; il en résulte immédiatement que cetle
théorie n’est pas applicable aux nombres négatifs et complexes.
Reprenant un mode de développement déja considéré par M. Min-
nigerode dans une Note ins¢rée en 1873 dans les Naclrichten de Got-
tingue et par M. Hurwitz dans les Acta mathematica (T. XI et XI1I),
nous avons cu l'idée de prendre pour A; non l'entier immédiatement
inférieur, mais bien l'entierr le plus rapproché du nombre quel-
congque a;; de plus, pour faire disparaitre une ambiguité de signe qui
trouble profondément la théorie actuelle, nous avons considéré le reste
de la division changé de signe, ce qui donne comme égalité fonda-

mentale

]
a;= A;—-

’

a4
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En partant de cette définition, nous avons élaboré unc théoric des
fractions continucs qui nous a paru plus rationnelle et, en tout cas,
plus générale,

Examinant en premier licu le cas des nombres réels, au licu de nous
horner & I'étude cxclusive des réduites, nous avons considéré les
termes de cclles-ci comme des fonctions numériques servant i I'étude
des quotients complets et nous avons ¢tabli'les formules générales
qui permettent d’obtenir un quoticnt complet en fonction de deux
quoticnts complets quelconques; nous avons étudié ensuite les va-
riations de petitesse de ces quotients complets selon le rang qu'ils
occupent, et en méme temps les variations de grandeur des termes des
réduites ordinaires : nous en avons conclu la convergence de celles-ci.

Nous avons démontré ensuite le théoréme de Lagrange sur la pé-
riodicité, quant au développement ¢n fraction continue, des nombres
quadratiques du dcuxiéme degré. Cette théorie s'applique presque
sans aucun changement aux nombres négatifs et complexes et permet,
par suite, de donner une véritable unité aux recherches mémorables
de Dirichlet et de Dedekind.

Nous croyons que les résultats obtenus permettront d’apporter de
notables améliorations dans la résolution ou, mieux, I'exposition des
deux difficiles problémes de cette partie de la théorie des nombres :
nous voulons parler de la réduction des irrationnelles racines d’une
équation en A de degré > 2 ct de la recherche du nombre des classes
de nombres quadratiques de discriminant donné.

Ces applications feront 'objet d’une Note spéciale ultérieure.

1. — Formules générales.

1. Considérons deux nombres réels quelconques, positifs ou néga-
tifs, a;, a;,y, tels que

fa:| > a; .

Nous diviserons a; par a;,, et nous prendrons comme quotient

approché U'enticr A;,, le plus rapproché du quotient exact ZZ,ZL' .
+1
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4

En appelant ay,, le reste de la division changé de signe, on aura

;= Ngy Biyy — Mg
avec

!
L aia| < ; | iy ] -

Nous pouvons de méme diviser @, , par a;,.
Il viendra
a,.. = 7‘i+3 Qiyo — Qiyy
avec

1 ]
i+3 > i+2 7| @it |y
peal < L s < 3 0|
et ainsi de suite.

Pour k21, on aura
At
Qlkt1

(&

par suite, il est clair que, | Ai..,| étant l'entier le plus rapproché de

ce rapport, on aura |7\ >
ivk+1 123

De plus, si|Agiey| = 2, il est évident que a4 et /., scront de
signe contraire.
Les nombres positifs | @;., |, | @10l | @14], .. . décroissent au moins
. . . ’ 1 . . ]
aussi vite que les termes d’une progression géométrique de raison 5

ils ont donc pour limite zéro.

Deux cas peuvent se présenter :

a. Un reste a,,,,, devient effectivement nul.

Dans ce cas, il est clair que les nombres ¢, et a;,, sont commen-
surables et ont comme plus grand commun diviseur a;,,, lequel se
trouve déterminé suivant la méthode classique bien connue.

b. Les restes @;,peyy Gisnssy - -- diminuent indéfiniment en valeur
absolue sans jamais cependant devenir nuls; dans ce cas, a; et a;,, sont
incommensurables; il est clair, en effet, qu'ils ne peuvent avoir de
diviseur commun, si petit qu'il soit, puisque ce diviseur serait égale-
ment COMMUN & @;ypyyy Biinsay --- lesquels, par hypothése, diminuent
indéfiniment en valeur absolue.
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2. Considérons les relations générales

| @icp = Mooy Bimpoy = Cimpon,

Aiopsy = )V—n +2@fmprg — Qipiay (A)

Qi) =)‘iai"‘ai+n
a; ")‘u-laiﬂ — Qg
. Ceerseaaas e RPN
B
Qirp—g = 7\i-;-n—c Qirpey = Qiny ( ')

Qivn—y = 7\1'4-11 Aiip = Qirpgay.

Au moyen des relations (A), en remontant de proche en proche,
on peut exprimer a; sous la forme d’unc fonction linéaire  coefficients
entiers de a;_, et a;_,,,; de méme, au moyen des relations (B), en
descendant de proche en proche, on peut exprimer a; sous la forme
d’une fonction linéaire & coefficients enticrs de a;,, et ;.3 Cest
'étude de ces fonctions et de leurs relations entre elles que nous
allons entreprendre en premier lieu.

3. Posons

()

— pi i .
;== Pn.” Qivn -+ Q,’m Aiipsyy

nous avons, d’aprés (1),

Cn 7= Djenrr i nir = Qrpns

d’ou, en substituant dans (2).

— (7 )
("1'-—(’-i+nwp + )H.,,)(’/ulH' P Ujvprr

i+n LEh

Mais, par définition,

I
a4; = P 1+ Qfryay + Qi-x-n+| Uipaay
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d’ot 'on tire par comparaison les relations

i —
(5) s Pi+n+| - 7“'*"“ ' H»n ‘\zm’
' ' i - — P
+n+y =7 i+n®

P’osons de méme
3 {
a; = I =N+ Qi) + Qi—uq—c Qe
Nous avons, d'aprés (1),

Ajpsy = Ac’--n-f-d iy =™ Qi p 5
d’ol, en substituant,
. ‘ i
;= — l—IH-I | (P T 7\,'_,,, iQi—lH-l )“i—nH .
Mais, par définition,
— P i
=1 i-nlien+ Qi—u Qicnriy
d’oti, par comparaison,
i . i
Q'—n+| - P1+n’
{ - ¢ i
Pl~lu—t - 4 R+ Qz-m—u Qc-n )\t—!H—I P i-n T Qz-m

relations qui sont identiques & (3), sauf le changement de signe de n.
En remplacant, dans (2), I, par sa valeur — Q., ., nous obte-
nons la relation fondamentale

(4) ai = ai-HH-l Q::-q.” - ai+n Q::-HH-U

ou, sous la forme d'un déterminant,

(3

) i i
. i +n i+n+1
)
( 4 ;== )
i
CQivn a;‘-o—n-q-a

et cette relation subsiste quel que soit le signe de 7.

4. Nous avons, par définition,

a;= P:.H @iy + Qu-l Qipr = 7\i+| Qg — @iy
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d’oti I'on tire
P:.... = )‘iH = )\i+| P: + Q:’

‘. =—-—1=-—P5,

+1
Il en résulte

P‘:: | = )\-P‘f , Q‘:_‘,
Q =o0=—P

et, par suite,
l);_2=~l ct Q. _.=A_,.

Ce sont des valeurs particuliéres des symboles P et Q qui nous
seront utiles dans la suite.

5. Des relations (3) nous déduisons immédiatement

(0) u-/u-' = 7\¢+n+l Ql+ll+l Q¢+u;

) Do N
cest une relation récurrente entre les symboles Q ayant méme indice
supérieur.

De méme, la relation (1)
Cirpys = 7\i+n+l Qisnsy == Qi

donne immédiatement, si ’on exprime @42y Girnsry Gisn 0 fonction
de a; et ¢y, et sil'on égale dans les deux membres les coefficients
de ..,

i+n+2 — x+n+i i+n,
(7) k Nivns Qi P

c’est une nouvelle relation récurrente entre les symboles Q ayant
méme indice inférieur.

6. Les relations (6) et () ne sont d’ailleurs que des cas particuliers
d’une relation générale que nous allons établir.
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La relation (4) donne immédiatement, de la méme maniére que
nous avons oblenu la relation (7),

( 8) Ir - (QI-MH Q:-m QH.” Q:+n+| ?

ou, sous la forme d’un déterminant,

ey 1]
i+n E+n+1

i+n VRt
Q" i

(8) (&=

Pour k = ¢+ n -1, la relation (8) devient

’ i+nt )é i+n
(23+Il~ (21+u- in QH—II—I u+u+|
Or, d’aprés (5),
Al i+ __
Qu-u- )\t+m i+n-1 " I,
d’ou

l+ll— I-v-ll QI+/¢ QI+II+I ’

c'est la relation (6).
De méme, si P'on fait 2 = — 2 dans la relation (8), on a

Q=" Q, - Q!

-1t

Or, d’apres (5),

{
i— —‘7\1——” R )

Q=M Q' — Qi

d’ou
c’est la relation (7).
7. Si dans la relation (8) nous faisons k = ¢, il vient
Q: =0= (‘2£+n+‘ Q:E'{'Il Q‘+” Ql+n+| 9
d’ou, en supposant Q4 Q! = o,

Ql+n — +u o,

Q‘,H' - Qu-m-l

Cette relation montre que la valeur de ce rapport est indépendante

Journ. de Math. (3° série), Lome VIII. — Kasc. 1V, rgoa. 51
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de n;or, pour = — 1, ona
i - =y o
Q. izr,  QF'=—1;

i~y

donc, ce rapport est ¢gal & —1 el nous obtenons la formule fonda-
mentale de réciprocité des indices

(9) (\Hn = Q“‘”

Si 'on avait

Qi*ll =0,

1+u+0 —
Q \ ¢+u 0.

Or, on ne peut avoir simultanément

(\j:w/ =o, Q?—un =0,

la relation (8) donnerait

car la relation récurrente (7) donnerait, quel que soil £,

Q=

ce qui cst en contradiction avee la formule Q7' == — 1; il faut donc
ue P'on ait
O

\H-Il 7

et dés lors, méme dans ce cas, la relation (g) est encore vérifice.
8. La relation (8) devient, en tenant comple de (9),

(I(’) (\ ; = (\)f+ll+l Ql-Hl \H‘ll )i+ll+| 9

ou, sous la forme d’un défermiunnt,

Q., O

N+ +i+|

(10) Q= .
‘ Qf-wl :'l+ll+|

Pour & =1 + 1, on aura

Qi+|_l_,Qi O 0
§ T N T N X Tt Nien+4?
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ou
3 {
(l 1) . |l Qi+u Qi+n+l
Ty i+
! Qi+n Qimu |

Si, dans le deuxiéme membre de la relation (10”), nous multiplions
la premitre colonne par a;,,.,, la deuxiéme par — a,,, il viendra,
en ajoutant ct cn tenant compte de (4),

;
k i+n

- a"*‘”Qi = k)
i+n

a;

n
ou bien, en changeant de signe,

; i
( I ")‘) Qi Qf — ¢ Ql»m

k

i+n

a;

ct nous ohticndrons, par le méme procédé que celui employé pour les
relations (7) et (8),

Q. Q

: +
(13) QQi=: 1

V3 K
@ Q

Si+n

Telle est la relation générale qui résume toutes les précédentes.

9. Considérons les deux nombres réels a, ct a, avee |a,| >|a,]| et
effectuons les opérations indiquées au n° 1.

Si, dans les divisions successives, a@,,, cst le premier reste nul, on
aura les relations

y= ha, =—dy,
= ha, — da,,
................... ,
Qpn = AN Oy, 2y,
a,_, = h,d
. , . n—1i n“ne
d’ou 'on tire
ay __ I
o= —
a 1
1 Ay — .



396 AURIC,

I’expression ainsi obtenue s’appelle une fraction continue, dont
My hay o vvy My N, SO0t les coefficients ou quotients incomplets, ct
nous écrirons

a, y y
;1.: = (7\1) /\:,-’ LA} "u-n )‘/l)'

.

La relation (4) nous donne
A
a,=a,Q! —a,Q";

1% <

"antre part, puisque @, ., = o, il vient

— 0 0o __ 41
@, = ap, Qp — 0,Q,,, = a, Q"

— 1 " n+1
Ay = Ay Qn - aﬂQM+l o aﬂQi ’

d’on1, en divisant membre & membre,

(14 “@ Ry Ry gy A
l) ,{l'"‘q;?ﬂ'*‘( g9 Ny o ooy Npyy n)'

En substitvant @, ct @, dans la relation qui précede et en divisant
par a, 5 o, il vient

eV ralas] n+y Oy
'_Qu(\i — N '

relation identique & la formule (11) et qui prouve que les fractions

(,r/-H ’IJH R ) R
R Sl,,— sont irréductibles.
QT Qg

40. Considérons les relations
n+y " n-1

Qo "‘)‘H Qo - Q(: ’

’ —_ -1 -2
Q= hey Q= QG

1] )
N 2 1
0o = Al Qo 0

Q(.i = )“Q('; - k::=)\‘Q(’v=xl;

on en dédnil

Q. :
2 s A — —————
) n 1
(\“ )‘Il"l —_— e e
)‘u*z . i
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¢'est-a-dire
. 4+ N .
(15) —(%,;—-=(7\,,, Mpecys ooy by Ay,
Y

La saite des X est la méme que dans la formule (14), mais elle est

¢crite dans un ordre inverse.

11. Posons
Q== (R, y VR )‘n—n Ay ‘”)'

11 est clair que 'on aura également

Si & est un nombre entier quelconque, positif on négatif, on aura
é¢videmment

bz Qe (/f BNy T Ray i Ay et Ay TR A, L ©),

(U Q) .</' ) R Gy

Dés lors, on déduira successivement
(0, = A, =Q) (A, Ay ..
(0, = Ngy = A+ 8) = (N, Ay vy My Ay 9,
Agy = A+ Q)= (Ayy Aje ooy Ay 2y ©),

’ )\n-—-H Ao 030

(0’ - X:n -

ct, par suite,
Ay — Ay = A, = Q),

0= (0y = hyy = Kymyeoery -

c'est-a-dire
w Q),

(16) ? o L VR W W

(0]

(£ = Qs hy s
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Nous retrouverons plus loin cette relation symbolique qui constitue
un théoréme important sur la réversibilité des quotients complets.

12. Supposons que I'on nous demande la résolution en nombres
entiers de P'équation indélerminée

a, X — a,Y = Ma,,

Il est clair, d’aprés ce qui priciéde, que la solution générale sera
donnée par les formules

)/u-l

‘ ;X:M n+ NQu,
(17) -
[ Y =MQ" - NQ*,
Nous croyons inutile de donner des applications de ces formules
classiques.

43. Admettons maintenant que «, et «, soient incommensurables;
dans ce cas, a, diminue indé¢finiment en valeur absolue sans jamais
devenir nul.

Nous avons la relation

‘)” il ] ()" K
=, ., (_\_"____ - —""-)

N+
a,= (I’II() =y Q
Ty "y,

n
N A 9]

N

d’oli Pon déduit successivement

1 1
Ot 0L ,
Wy I Uy sy
" "=y
f\)_q — S\)o — ___aﬂ y
a, Ay Ay Ay
e tter i betacenas veees
‘)2 1
G_ 0
ly ", a;ay
1
0 _ e
] aodg

d’ou, en additionnant,

& a(‘ + +’+’)
et O\ plpsy Ap-y @y ’ A0y Goay




THEORIE DES FRACTIONS CONTINUES. "399

Dans la parenthése, le quotient d'un terme ar le sui-
! q iy

I ] . -1
vant est égal i —; or, nous avons
dyytly @ fity
- a;.
fe—1 — )\k _ b+ R
@€ aj
solent

Apy T ~— et TRE
—;——':OM, M= O0A, ~ == = AM.
k a

Nous aurons

@iy _ OM
At T AM

Ce rapport diminue quand M s'¢loigne de A, c’est-a-dire quand AM

Fig. 1.

0 A M

. [}
croit en valeur absolue. Or, le maximum de AM est 5 et comme,

d’autre part,

‘ )\,_.‘ p—t (.)Ai2,
il viendra
L oa -
@p—y 2 ~
—— T e S O.
ety ‘ > 1 >
o

)
£

Dés lors, la parenthése ci-dessus aura un module inféricur &

I 3 i

14
)

I
Ap @iy

Ay Qpy

Pour la méme raison, cette parenthése aura un module supérieur a

la/l-l | >5iau+||)

4

Qpypy

T

a,

I
Qp—1Qp

1 l 5
@y 2pty 4

~1lal)

et comme
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ce module sera finalement supéricur i

b
[ty |

L) o

Eu réswine, on aura

L)
3 !

I an”n-ﬁ |

QIL+1

{
| ]
oy sy I

Unllpyy s

d’otl la relation fondamentale

(18) el <@, Qir 1< gl asl

Nous avons

| .
,lalu-'.‘l<5!au|a

d’o1, en multipliant membre & membre avee (18),

(10) . Q) < gl

De méme,
'
' Gppy l < ; ‘ anla

d’o1, en multipliant membre & membre avee (18),

(20)

II-H —~
[ Apiy I

Si 'on avait

lan+.|< Ia,,l,

on en tirerait

(21)

L, Q"' < ,|a0|’

mais comme

' 1
]a/u-'|< laul ct ‘Cl,,,.,.,‘_<:la,, 1.
9
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sil'on a
I
1) — |
| IH-C|>\/3'| Il"
on aura siirement

! '
| an+2| < ;/77)-‘ “/H-u l Ct 'aal < ;-/?)" | an-l L

Par suite, si

|4t Q1> 2 a4,

on aura sirement
| @, Q" | < ‘/Tflaol et |a, Q< \'{42 vay!.
Enfin, des relations ci-dessus,
Q1> Qi< gl 14Q < fia),

on lire, en divisant membre & membre,

n+t |

L1>3,

6
>

2]

(22)

)
Qi
. " . ot
ce qui montre que Q) augmenie indéfiniment avec 2.

14. Considérons maintenant la relation

w,==a,Qy - a,)},
d'ou
Q! 7 u
x0T oy s e
"

o :
On aura, d’aprés (20),

8
aiank” 5

‘Zg')
a,

(23) 18| =

@y
«a, )”

Or, a, décrolt au moins aussi vite que les termes d'une progression
, . . [ , iy ,
géométrique de raison 55 il en résulte que la différence |4,| décroit

Journ.de Math. (5* séric), tome VIII. — Fasc. IV, 1902, P
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au moins anssi vite que les termes d’une progression géométrique de

. 1 ’ . 3 ] . "0
raison z; par suite, | A, | a pour limite zéro lorsque n augmente indéfi-

n
niment et 5 Q" % a pour limite -2 °‘ c’est la généralisation de la formule (14).

Nous avons lrouve

a ’ a
A 1 . 3 A ot __”j-..l__.’
, N
d'ou
l A, ap Q”"H
LYFUR| ’7”+1Q1

or, d'aprés (18) et (19),
"+ 3 n
Q> glal, Qi <glal,

d’ou
A
(2/4) 'A';I'_":_‘l' >3a

c'est 14 une propriété caractéristique de 'approximation obtenue avec

Qn Qn+l

les fractions successives = A ik

15. Une autre propri¢té de ces fractions, quileur a fait donner le
nom de réduiles, est la suivante : Si une fraction irréductible  coeffi-

. . A .
cients entiers 3 est telle que I'on ait

A Qy Q:{ a,
B a0 T4
on ne peut pas avoir
Bl <]Q1l.
En effet, admettons que les inégalités ci-dessus aient lieu, il viendra
Qn < Qo ao a
B BH T i Tl

d’on, en chassant les dénominateurs et d’aprés (20),

|AQ; — BQ| < 2|22 | <o |22 < 2

<2
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Or, le premier membre, qui est un nombre entier, ne peut étre égal
& zéro, car on en tirerait
A_Q
BT QY
ce qui est contraire & I’hypothése.
Je dis également que I'on ne peut avoir

AQ,:'—BQ:::a (E:il)-
On en déduirait, d’aprés (17),

A=eQ+kQ, B=eQ+k
d’ou
A “ Q” '+ /'Q” Uy aan—l‘f“kau‘

B~ a = QT +AQ o~ B
Or, si I'on veut que |B]<<|Qj[, il faut nécessairement prendre,
soit k=o, soit k=¢ (¢==%1).
Dans le premier cas, on a

A ay

B a,

(A I7»

Bty _ o

B"‘1 ‘> aQ} A a

Dans le second cas il vient, en tenant compte de| @,-,| >2{a,|,

>

Qr a,

A a, [
| >

¢y~ +¢'a,
Ba,

~

’

ce qui est contraire & 'hypothése. La proposition annoncée est donc
démontrée.

16. Considérons les relations

n+ /l
@y = a,,Q — CQpiy

e :
a,=a,Q" am—cQu

n A

d’ou, en divisant,

n n+t __ Or
(25) Eﬂ = (————-——————-—t”-‘-l ’ ' .
@ an L et~ Qr

Ay
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Il en résulte que la condition nécessaire pour que la réduction en

fraction continue de donne — parml les quotients complets est

cque la relation (25) alt lieu. ans cetle formule, Q3*', Q' peuvent

étre pris arbitrairement : Q, QY s’en déduisent immédiatement par la
'14-1

réduction en fraction conlinue de ),,,,

Cette condition est également suﬁls.mtc, car si nous avons

n+l

)rH-l = (ll’ )\"7 LS n-—n)‘n)a
d'ot

n -
8 .__(A” “ag :*r}/‘u—l)!

on aura évidemment, si (25) a lieu,

(25') B = (N Ry R g )

a ny Tty
La relation (23) sécrit également

“l QuH )ru-i
Ay —_—

an - Qu__ )n

d’ot1 I'on tirera, par le méme procédé que ci-dessus,

~ Ansy
(2‘)”) ’;—':;‘ = (7\0’ ln-n . )‘-ﬁa )\H a >
relation identique & la formule (16).
La formule (25) est susceptible de géncéralisation, car, d’aprés (12),
on a P :
iy Q,‘ - f’I(-)u»u quiw’

Qf = a4, - (2::4-//1’

um i R Erm

d’otl, en divisant membre & membre,

[ o
@ivn a, I4—u i+n

»

=

a; a
e ! Ql-wu QZ- n



=
=]
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Rappelons que le déterminant

k i |
(QH-II (QH-II |

k i
Q:+m 2 i+m

est égal & o
Ql L+m
k0
¢t ne devient égal & =1 que si Pon a & la fois

t=k=x1i, m=nxkti,

c’est-a-dire dans le cas que nous avons examiné précédemment.
Nous dirons avec Dedekind (Journal de Crelle, 1. 83, 1877) que,
sil'ona

a «
— <)\n7\27 EEE} n—n)\m‘('l":>’

(‘/H-l
a a . .
et - sont équivalents.
Ap+1 @
Nous allons rechercher la condition pour que deux nombres - (—I——,
n+y
b
5~ soient Cquivalents & -—, auquel cas, par définition, nous dirons
m+t
qu'ils sont équivalents entrc eux.
Nous avons
a, b,
) L )n n l)m+l — Pm
@ _ Aan (\0 (\0 _ byt * 0 ,
a, a, b
)Il+l N mn l)lll+l — P"l
“n+l(\' Q’ [ ! !
d'ou
Qg+l Q/lH'l QIH-I QIIH'i \ /),,, B
- A — —
@ by | PRt pu prpro | NG
—_— T - == 9
An+1 _l'm ,l.: ‘\.’l‘ _ | Q:: Qlil C bm —-D
Dusr | PIet pines pm pom mat

el nous avons, d'aprés une propriélé connue des déterminants,

n ol \ l)lll P+ I
\ 0 0 ! v
BC—-AD = o n+| P P pre I =
Y RN

¢'est la une condition nécessaire; je dis qu'elle est suffisante.
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.

En effet, A et C étant premiers entre eux, nous pouvons poser

A= Rf,“, C = Rl|l+l’
d'ou, d’aprés (17),
Rk k
B—R»“*‘P'RoHa D=RI:+P’R1’“’
d’ot1 il vient
/
M RES — RE— pRES REN (—b-— - u) —R{

-(l” . bm+, n+-1

b . . .y ’
TR Rl RE ()
m+1 m+1
| e a, - s b
d’ou I'on déduit que —= est équivalent & ;- —u et par conséquent
n+1 n=+y

Y/
aussl i ——.
mn-1

11. — Théoréme de Lagrange.

17. Considérons une équation du second degré & coefficients entiers
et & racines réelles

Ar*+Be+C=o0 avee  B*—4AC=A4A>o0.

' a, . .
Soit #’= —* une des deux racines que nous supposerons avoir un mo-
1

dule > 1; siaucune des deux racines ne remplissait cette condition,
nous considérerions 1'équation aux inverses. Nous allons réduire en

N . . a
fraction continue cetle racine ‘-z" ; nous avons tout d’abord
b

Adi+ Ba,a,+ Ca’ =o.
D’ailleurs
?
i+ n
Uy = anQ:; — Uy Qua

n+q e
a, = anQ;+ - an+4Q|'
En substituant, nous obtenons une équation de la forme

La;‘, +Ma,a,,, + Na;iﬂ =0
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avee

L A(QII+4)2 + BQ”+| Qll+l _‘_ C(QI'I"")'."

(26) { M = 2 AQII+| B(QII+| Qll Qlll4-| Qlol) —_— ZCQI‘I"'C QI‘I’
N =A(Q7)*+ B s Q7+ C(QY)

Un calcul élémentaire montre que 1'on a

(26") M2 — 4LN = B2~ fAC =4,
car il suffit de tenir compte de la relation (1 1),
1 = Q:,IQI'I*C . QII+| QII

D’autre part, si nous exprimons «,, @, , en fonction de a,, ¢, au moyen
des formules

. n n — 4+ n+4
a, = a!Qu — oy Uy = “IQo - a0Q4 9
il vient, en identifiant,

s A — L(QI:)Q_*_MQ” 4+ + V(leii) ,

(26”) B —_ ‘ZLQ” VI(Q Qﬂ-ff QIH-I QII) — DVQIHJQ:'FH,
C=L(Q)*~+ MQ"Q"” - N(QY™)

d’ot il résulte que si A, B, C ont un diviseur commun, il en sera de

méme de L, M, N, et réciproquement. Nous supposerons tout d'abord

que A, B, C sont premiers entre eux,
Dans (26) nous allons remplacer Q7' et Q' par leur valeur

n+1\ n
a Qe — s Qi —

", a,
1l viendra

ao

L= A(QII-H) + BQn+| (alQo a;“ (’n-H) +C (" 1 Qprt — - Oy 1)
— —Qi‘:—,-ﬁ (Aa; + Ba,a,+ Cay})
al 0 |

- Qj;l (2Ca, + Ba,)a,,.,+ C (a—"—*"’)z-

ag
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Or nous avons
Aa; +- Bagya, + Caj = o
d’oil
4ACa; + 1BCa,a, + 12 = o,
(2Ca, -+ Ba,)* = (B*— 1 AC)d} == Aaj,
par suite
2Ca,+ Ba, = a, yA.

En substituant, il vient

. Aty
14 = - ‘—(ln,lQ’“I i ( ::0 )
D'aprés (20), nous avons
I (,Il+l (\)::+’ l < l a(l l 1

d’autre part, | T ‘, diminuc au dela de toute limite, c’est-a-dire que,

i condition de prendre n asscz grand, nous pouvons supposer
l C s l) < c
‘

¢ ¢tant une quantité finie donnée @ priori el aussi petite qu’on voudra.
Dans ces condilions on aura

(27) L] < g VA

11 en sera de méme pour | N |, car, dans le calenlk qui précéde, il suf-
firnde changer n-+1 cn n; de plus, la formule (21) prouve que 'unau
moins de ces deux coefficients, L ou N, est plus petit en valeur absolue

quc ‘—%—A (27)-

En ce qui concerne M, nous avons :

o 2 A O () — “ t )+ (//; (\)« T ) \):: ( /I; ’/“_ "‘_'__(’»{I'-f_i.‘)vl

N0 N0 N /" o,

n+1
— 2C a; Q5 =\ (@ Qi — s
- @y o,

Y Q"“ (Ad} + Ba,u,+ Cay)

;(Ar/ +Ba
-t ——“"——_‘" ( " Q::H + an+( ‘_\)::

) 2Ca, Gnt1,
a
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En réduisant comme précédemment

M= Y2 (4,Q + gy, Q) — 2C %222,

r/’

Le dernier terme diminue- aun deli de toute limite; d’ailleurs,
'aprés (18) et (1g) on a

.

i}

Hal <@ [ <Fla),  an Qi< flal,
d’ot I'on tire
(28) oM<ty

Les valeurs absolues des coefficients L, M, N ¢étant limitées, il est
clair que, au bout d'un nombre fini d’opérations, on retombera soit
sur I'équation qui a servi de point de départ, soit sur une équation
déja considérée; dans tous les cas, la suite des équations sera pério-
dique : simple dans le premier cas, mixte dans le second. Par suite, le

] 3 . (44 » . .
développement en fraction continue de -* sera également périodique,
1

simple ou mixte, suivant le cas.
En effet, admettons que la période ait m termes et soit

A,-H %+ B,--’l;' +A;=o0
une des i ¢quations périodiques dans laquelle nous avons fait

a

Ayt

Nous avons, d'aprés les relations obtenues ci-dessus,

. Vi |
B =lim L2 (4, Q¢*" + a,., Q0),

Ai—_—hm - [—a,, "‘

Journ. de Math. (5 séric), tome VII[, — Fasc, IV, 1goa. 53
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par suite, I'équation ci-dessus devient
A
- % [ @ QF @* — (@, Q3" + anry Q))& + @, Q| = 0,

dans laquelle il faut faire croitre  indéfiniment.
En résolvant, on trouve deux racines : 'une

. a
= lim —L,
Apiy

Pautre
w;, = lim %%

Qs
Qn+1
La premiére a un module supérieur & 2; la seconde, d’aprés (22), a un
. o) ¥ 5 . " . . r . .
module inférieur & z- Si donc ces équations se reproduisent périodi-

quement, il en est de méme des racines qui, limitées en valeur absolue,
ne peuvent s’échanger entre elles.

. a
En d’autres termes, la suite des —=

An+1

est périodique : simple si l'on

retombe sur —’ mixte si 'on retombe sur — —L (r #o).
ay

Le théoréme de Lagrange est ainsi demonlre et précisé, car nous
avons déterminé, en dehors de toute hypothése, lés limites que ne
peuvent dépasser les modules des coefficients I, M, N.

18. Considérons I'équation périodique ci-dessus
A;_,_, z? + B,‘.Z’ -+ A( = 0.

Nous dirons que le premier membre de cette équation est une forme

réduite et que la racine w; = ;%de module > 2 est un nombre
réduit.
Nous obtenous ainsi tout d’abord m formes réduites et m nombres
réduits équivalents au sens de Dedekind.
D’apreés ce que nous avons vu précédemment, on aura
Qitkm _

= O =
Qs+ km+1 Qitm+1 (22 7%]

_ Qim @

Oirkm = =y,
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par suite, il viendra
' G G )

Qtrm Aftrmsy

Ay @y M
— — ,
Cpskem Qlakm+y

et le nombre A est visiblement indépendant de {. Or nous avons

f+km+ Evhm
Qi = Uik Q?' o — fbmry Ql U

i+km+ ) {+hkm
Civy = Qivim Qp,. = Qi+ QM .

Par suite, ‘en divisant,

{+km I4km+1 {+km
i @ = Cikm Qfrkm+1 — Qi _ wiQj —Q; ,
¢ I+km L4km+q [+km
@ity Orphm QLAmH — Qi 0, Q" — Qi34

d’oti 'équation du second degré i laquelle satisfait w,,
(39)  QU™ol — (Qi 4+ Qi Yw,+ Q= o,
En ne prenant qu’une période (k = 1), si nous posons

i+m+1
Qi

Qi

il viendra, d’aprés (25),

= ()\n )‘2: vy 7‘m)‘;

(0,‘=(l‘, 7\2, veey 7‘”/’ ")1)'

. . . 5
L'équation ci-dessus a une seconde racine ; de module < 7, et
comme on peut écrire

]
{+mn+1 L4m+3
;;; Ql - QIH

1
—_— ’

’
w; I § .
i {+m £+
' Qi - Ql-H
wr

on aura, d’aprés (25”),

1
-7
wy

= <7\m, My ooos hay My ‘.‘:—?>

Nous obtenons ainsi le développement en fraction continue de w; et
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de w;; toutefois, il y a lieu de remarquer que ce dernier dévelop-
pement peut n’avoir qu'unc signification formelle.
Nous avons vu, en effet, que si

|7\j|=29

a;-, eta;., sont de signe contraire, ct comme };,, est I'entier le plus

’ a . ‘. s . . . .

rapproché de a—i—, il sera évidemment d’un signe contraire i A, qui
J41

est enticr le plus rapproché de “.=!.
a4

Dés lors, si, dans le développement de w,, A, n'est pas d’un signe
contraire & A,

|7\j|=2,

. P ' '

il en résultera que le développement de — ohtenu par le renversement
B t

de la période, quoique exact, différera de celui auquel on serait con-

duit par la réduction directe en fraction continue de J:—, .
i

Dans tous les cas, la réduction de la racine conjuguée donnera
naissance 4 m nouveaux nombres réduits qui, en général, différeront
des précédents; au contraire, ces nombres réduits correspondront en
général i des formes réduites déja envisagées, sauf le changement

)
de . en ~-
7
. 1 . 9 )
Enfin, en changeant de signe w; et — on obtiendra des formules ré-
i

duites qui ne difléreront des précédentes que par le changement de
signe de B; ct 272 nouveaux nombres réduits dont le développement
différera en géneral des précédents; on aura ainsi 4 m nombres réduits
qu'on peut considérer comme dérivés du nombre réduit dont on est
parti; nous verrons plus loin dans quels cas ce nombre se raméne 4 am
ou & m.

19. Reprenons I'équation réduite

A,’_*.,.’L'g-'f' Bgfb’ ~- A,':'- U,
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qui se transforme en (29),
i+km+1 , 2 i+km i+kn+y i+km __
i+ w;, — (QIH + Qi )(1)1+ Qi =o.

Par hypothése, les coefficients de I'équation réduite n’ont pas de
diviseur commun; on aura donc, cn identifiant et en appelant u le
diviseur commun des coefficients de (29),

Qﬁ-l'mu-l - (Qg+km+1 + Q‘i’:m) _ Qf«t-km

= U
Ay B, A; ko

d’ot1, en posant
Qi+lrm+| (‘)i +km /
‘. — . —— k,

it
il vient
ivhm+t __ itkmey __ bk~ Biu,
i+ - A-Z-H Uy Qi - 2 )
ivhm ivkm ___ Le+ B;u,
Q; = A;u, =T

et, en substituant dans

0i+km i+km+1 Qi+—km+c Qi+km == 1
< i — %

i+ i+
on aura ] )
(["AfA[-H -~ B;’) Uy + t;: = [h
ou
(30) £ — Aui = 4.

Nous obtenons ainsi une solution de ’équation
(30%) 1} — Au’ =4,

connue sous le nom d’éguation de Pell.
Pour interpréter cette solution, rappeclons la relation du numéro
précédent :
@G M 2.
QAiv-kem Aigh it

Nous aurons

i+km+ i
m+ka/" " Ay fn+ Ql+km _ Qiskem Qgtlfm‘ﬂ — Qiym4q vat/‘tm — 7\k

- !

Qisvlem Qpghon+1
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d’ot
@k (Qf-'rkmw — M) = @ pmet (Q:j’lm‘),

i+k j+k
@hm (Q™ = Qpetmey (Qupy™ + M),
et en éliminant il vient

()\k)z _ (Qx:+knt+| _ Qifkm))\k + Qi.q-lerz:’b-ka — Qi+k1n ivkm+y o
i i+ t i+ -

41 3

ou
(MY~ M1 =o,
et, par suite,

(31) M= aEVE—§ _ tixun/i,
2 - 2

Nous obtenons ainsi des solutions qui sont toutes des puissances posi-
tives ou négatives de I'une d’entre elles, On démontrerait d’ailleurs
aisément que 1’équation (30) ne comporte pas d’autre solution en
dehors de celles que nous venons de définir (voir Weser, Algébre
supérieure, t. I, p. 470).

20. Examinons maintenant Je cas ol une racine o, est équivalente

« 1 ' :
agr partantad — ;. Puisque
‘-‘)" = ()\4, )\2’ cry )\’”," 7\,", (.0,'),
1 ]
~ = (7\”1, lm—n vy )\2’ )‘l) 07)’
13

Wy
il faut pour cela que la suite indéfinie
ety )\m—l, )\ma )\“ 7\2’ sy ll’l-i’ 7\”(1 7\1 ) 7\2’ ‘Y )‘m—n )‘m, ll’ xﬂ’ v

soit réversible, c'est-d-dire symétrique par rapport a un terme on a
l'intervalle compris entre deux termes consécutifs :

1° Dans le premier cas on aura, en appelant A; le terme par rapport
auquel la suite indéfinie est symétrique,

Ajey = Kjuy 7\j—2 = ljw’ ceer
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On aura done

w; = O‘jy 7‘j-u’ 7\j+97 ceey )‘j-z’ .Aj—-c ‘”j),

1

wy—dy = (7\1'4-” )\Jl—z’ sery 7‘1"‘3’ )"j—" G’j);

) 1
(‘;,7 = (f‘j—u 7Lj—n’ ceey 7\j+2, 7\j+n 7‘-,/', ;;)’
d’ou, en tenant compte des égalités ci-dessus,

I I

—_—— .

w} - 0)/—-)\1

et wj—+-o)j=7\j.

La somme du nombre réduit et de son conjugué est égale 4 un

nombre entier A;; en d’autres termes, dans la forme réduite corres-
pondante

A 2*+Bx+A;=o0,
on a

(32) B; =N\Aj,.
2° Dans le second cas, on aura

)"j = )\j-u )\j+i = )\j-«-n )‘j-»-z = 7‘j—:n )

par suite,
w;= (7\1” )\j-'-!? )\j+2a sy )\j—m 7\_;'-” ‘”j)
et '
1 {
E = (7\.1',_” )\j‘ﬂ o vy 7\j+,, 7\_1, (:j‘)’
d’ou l'on tire
—— l / —
wj—-:o-}" O)jwj—-lu
Il existe donc un nombre réduit tel que le produit de ce nombre
par le conjugué donne I'unité; en d'autres termes, si l'on considére la
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forme réduite correspondante

A}‘_,_,wg—f—BJ'/l}-‘l— ‘A'J' =0,
on aura

(33) Aj+| == AJ‘.

21. Les nombres réduits satisfaisant aux conditions qui précédent
ont recu les dénominations d'anceps (Gauss), d’ambigus ( Dirichlet)
et de bilatéres (Dedekind).

Dans le premier cas, nous avons

Aj+|w2+ le.j.’_‘ x + AJ‘ = 0’
d’ol

,r:-_.__)\.—l- \/K

3T

= A

et nous voyons que 2 est équivalent & une fraction de y/A; nous dirons
plus simplement que le nombre réduit considéré est une fraction.
Dans le second cas, nous avons

A.j.’l/‘:Z -+ Bj17 '+'Aj = 0,

et nous dirons que x est une pseudo-unité. Nous avons vu, en effet,
plus haut, que pour A; =1 on obtient une équation

?-Bix+1=o0

ty ill,\.\/—§

dont la solution peut étre considérée comme une unité

appartenant & u, A (voir WesEer, p. 469).

Les fractions et les pseudo-unités étant ainsi définies, on voit que si
le nombre des termes de la période du développement de w; est impair
on aura certainement parmi les nombres réduits une fraction et une
pseudo-unité; si, au contraire, le nombre des termes est pair, on
pourra avoir parmi les nombres réduits soit deux fractions, soit deux
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pscudo-unités; toutefois, sila période a deux termes, on aura nécessai-
rement deux fractions (*).

Si la période n’a qu’un terme, on aura 'unité comme seul nombre

. =,
redult(U = "—_)”4‘/_§>

. . \ , . . ! . ‘

22. Examinons le cas ol w; est équivalent & — ~, partant & ;.
k . . 1 . ¢ .

Dans ce cas, la suite indéfinie

ceey )\I’l—" %"l’ ‘Al, )\2, tey )\”l‘—|7 AIll’ x|’ )\'." e
devra étre telle que I'on ait

7‘!' = 7‘./‘—-” 7‘]4—1 == 7\/ 1 Njyg=— 7‘./'—:17 .

J/

Le premicr cas du numéro précédent ne peat se présenter, car on
devrail avoir A; = o, c¢ qui est contraire & la condition | ;|2 2.
On aura donc
»; = (/\J, Ajogy voey 7\,-_.._,, Ay wj)
et
] - I
@' = 7\/'—” 7‘j~-zs ey Ajiy 7\/" ;;)’
d’ol 'on tire
— l Al ! —
().)j———" ek (‘)jwj—-""!.

w'
J

La forme réduite correspondinte sera

(3!') Aj.’l/'2 -+ Bj:l};—Aj’:‘)»

Nous appellerons pscudo-unité négative le nombre réduit ainsi
obtenu et nous ferons simplement remarquer quc la période du déve-

(1) En réalité, le cas de m = 2 est un cas exceptionnel, car on a en outre

) I
W= - Wy == =y
w, L

et, comme forme réduite correspondante,
A2?—ABe + B=o.

Journ, de Math, (53¢ série), tome VIIL. — Lasc. 1V, ignz.

Qr
[N
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loppement qui lui correspond comprend nécessairement un nombre
pair de termes.

23. Examinons enfin le cas ol w; est ¢quivalent & — w,.

Dans ce cas, il faut nécessairement que la période sc compose de
deux demi-périodes telles que la seconde soit identique & la premiére
changée de signe

()\n 7‘2, ey )‘/u )\/H-l’ 7\Ic+2a vy A‘J/r)
davec

Al=—7\}t+l’ )‘2='_>\k+:a EERY) )‘k';"’)\:us-
On a alors évidemment

®;= — (Opner)y

ct il vient .
_ —-(o;Qf"'"”"‘”"’“ —_ QP(M“M

i = wiQﬁI‘,’"“”‘“ - Q%I?'H"k’

)

d’'ou

fHun+ k1, f+20+1)k EH 2R+ 1K+ ek
i1 o), -+ (Qi1 - Q; yo;—Q; =0,

et, cn identifiant avec

Ai-H (.t):-2 -+ Bic"i+ A; == 0,
on aura

frign+ bkl ian+t) b i+(2n+1)A+ irans DA
OF Qb __Qprrit Qi Y Uy
R - b - AR}
AH—[ Bt’ Al

d’ou, cn posant

e n+1h CHENEDR+T)
i+ + Qi = lapay ’
il vient
()i 2nrikey A u senenk __ bans + Bigps
Xik IR 2 X Bt T/ S F] i+ =y

iHene)y itk __ benyr — B, ugpt)
Q;‘ = "Az'uzruu Qi =
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et, en ¢liminant, en tenant compte de (11),

‘2 2 —
- 4 AIAI-H uzm-g (tnuﬂ - zm-ﬁ)

ou

(35) e, — AU, =— 4.
Nous obtenons ainsi une solution de l’équati(;n

(35) 2—Au=—4

comparable 4 I’équation de Pell; nous saurons la résoudre toutes les
fois que le développement de lirrationnelle considérée remplira les
conditions énumérées précédemment.

Nous dirons dans ce cas qu'il existe une racine de {’unité apparte-
nant & u,y/A; le carré d'une solution-unité de Iéquation (35) est, en
cllet, une solution-unité de ’équation (30'); c’est la 'explication de
ceite dénomination. :

24. 1l pourra arriver en dernier licu que deux des hypothéses que
nous venons d’cxaminer soient simultanément réalisées, c'est-a-dire
que chacunc des demi-périodes du numéro précédent donne lieu &
une suite réversible.

Dans ce cas, le nombre des nombres réduits dérivés de ; sera évi-’
demment ramen¢ & m.

En résumé, d’aprés les formules (27 ) et (28), le nombre des formes
réduiles est limité; il en résulte qu'il en scra de méme des nombres
réduits.

Dans certains cas, quelques-uns de ces nombres jouiront de pro-
pri¢tés particulicres et seront équivalents soit a leurs conjuguds, soit i
leurs conjugués changés de signe, soit enfin & eux-mémes changés de
signe, Ces nombres réduits spéciaux définiront en somme des classes
de nombres réduils équivalents dont I'étude se rattache dircctement
aux recherches mémorables de Dirichlet.

Al . . . .
23. Etant donnée unc irrationnelle quadratique quelconque, nous
la réduirons en fraction continuc ct nous saurons déterminer facilement
les 4m nombres réduits qui en dérivent.
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Nous saurons donc troaver de cette maniére si deux irrationnelles
données sonl équivalentes i un méme nombre réduit ct, partant, équi-
valentes entre elles.

Nous saurons enfin, et c’est le probléme général que nous avions en
vue, passer de Pune i I'antre de ces irrationnelles équivalentes par une

substitution de la forme
Az—B

Cz—0n’

a cocfficients entiers avee BC — AD = 1, autrement dit par une sub)-
)
stitution modulatre.
Nous avons en effet, si © ct Q' sont {quivalents 4 un nombre
b
réduil o,
1\01—]5
B gomw
. o~ Qi

fitne+ | YL
v — O

Mo — N
O= Py

Ces trois formules résolvent enticrement la question.

Pour les applications namériques, nous renvoyons aux Trailés clas-
siques.

II1. — Application aux nombres complexes.

26. Considérons deux nombres complexes quelconques a;, @; ., avec

ug| > !ai+l l' .
En divisant @; par a;,,, nous pouvons prendre comme quotient

, . . . ’ .. ‘ a;
approché 'entier imaginaire %, le plus voisin du quotient exact .
{

En changeant de signe le reste, on aura
A== by Qiyy = Qiryy
¢t, comme lc module de la différence

a;

= Ay

Uty
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est inférieur 4 !/l, on aura ¢videmment

2

)

/%
lai+2 l < \?,‘ai-kl |~

Nous pouvons de méme diviser «;,, par a,., :

Apyy = 7\54—2 Aivo— @iyy
avee

2 I
iaf+al<\—/;2— [tz | <5 @0 |-

Les nombres positifs |@;,, |, | Gis|» | @5 ]y - - - décroissent au moins
aussi vite que les termes d’unc progression géométrique de rai-

son ¥2; ils ont donc pour limite zéro.
2

De méme que pour les fractions continues réelles, deux cas peuvent

, : . n; .
se présenter selon que la fraction — est commensurable ou incom-
i+1

mensurable : dans le premicr cas, a;,,., devient cflectivement nul
¢t a;,, est le plus grand commun diviseur de a; et a,, , ; dans le sccond
€as, @;, ., diminue ind¢finiment en valeur absolue sans jamais cepen-
dant devenir nul, et il est clair dés lors que @; et a;,, ne peuvent avoir
de diviseur commun, si petit qu'il soit.

27. D’aprés ce que nous avons dit précédemment, %, est 'entier
complexe le plus rapproché du quotient exact Za—"; il en résulte que le
i+1

Aia
reste - X est de la forme
Ci-q

o+ By —1
avec les conditions

<y IBI<;

. ’ a; . . . , s

En d’autres termes, = est ¢ {’intérieur du carré formé par les
i+1

droites

-
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Par suite, I'inverse de ce quotient, soit ~!, sera ¢ Uextéricur des
Qg

cercles de rayon un passant par 'origine tangentiellement aux axes :
nous avons indiqué ces deux zones sur la ligure ci-dessous,

Fig. 2.

<

..__._i__<A -

Il est clair, d’aprés cette figure, que |, |2y2; de plus, on voit que
si |, | est égal & y2, 2 ou /5, ce qui correspond aux points G, H, M,

l

le reste = et, par conséquent, A, ,, qui est I'entier le plus rapproch¢

Qg

Ay
de -2, sont soumis & certaines restrictions que nous allons examiner.
i+2

1° Soit A,,, =1+ i, ce qui correspond au point G.

Apyo

= sera, en supposant I'origine transportée au point G, i exté-
n+1

rieur des arcs FG, GH, mais i l'intérieur des droites PS, PR, d'oit il

Apyy

résulte, en prenant 'inverse et en changeant de signe, ue = ,et ar
9 b
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suite aussi, \,., seront de la forme

— A+ Bj,
A et B positifs.

D’unc maniére générale, si

7\n+4 =x1xy,
As.a sera de la forme

+ A =+By A>o, B>o.

2° Soit A,,, = 2, ce qui correspond au point H; on voit aisément
que 2,., sera de la forme

— A+ Bi, A>o.
Si
7&nH = — 2,
An.o sera de la forme
A + By, A>o.
Si
My = £ 21,
on aura de méme ‘
M= A = Bi, B>o.

3° Soit A,,, = 2 + i, ce qui correspond au point M. En calculant

. . , . a
comme ci-dessus la valeur inverse changée de signe de — —"*%, on

n-+1

trouve facilement que A,,, ne peut pas prendre la valeur 1 — .
D’une maniére générale, si

Mo=xaxpi (a=1,2) (B=1,2),
on trouve que A,,, ne peut pas étre égal &

+1 x4
En résumé, si
f A>o,
| B>o;

)\m—l:ilii, 7\/“_3"-:$A.iBl‘
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s1
v ‘All'l-‘ :::i2’ 7\”4‘ ~+-A+B’, A>”;
si
XRJ—O = i 2“, 7\’).;.2 = A i Bt’, B > 0.
Enfin, si

hy==x2xf8( (a=1,2) (f=1,2),

7,4y Me peul étre égal & 12 0.

Ainsi que nous Pavons dit, ces propritlés se vérifient facilement;
clles permettent de reconnaitre a priori si un développement donné
peut étre le développement effectif d’un nombre complexe, ou n’en
est qu’une représentation formelle.

28. Tout ce que nous avons dit dans les n® 2 442 inclus de la
premiére Partie s’applique, intégralement et sans aucun changement,
au cas des fractions continues complexes.

La formule du n° 13,

n+l [ It 1 ]
=L —=q ( 4= -+ +——-—i—--—-)y
Apsy 0\ @iy Ay dy aa; aya,

. , . a_.
subsiste ¢galement ; mais, dans le cas actuel, le rapport ;‘-—1 a un mo-

k1
dule minimum, non plus égal 4 5, inais seulement & 3, ainsi que nous
allons I'établir.

Posous
a —
1 = OM, A== 0N,
aj
on a
L T
a[‘. — M a:
d'ol

et, par suite,

ct
— oM

[y
' M

Qs
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Soit d’ahord
.A,,= O0G =1+

IFig. 3.

M sera un point situé & l'intérienr du polygone curviligne GURPSU

Fig. 4.

0 x

et nous avons, en considérant les sommets de ce polygonc,

U0 V3 W
—— S — b—*—j 3=5 3(’()...,
G \/2_\/_3_ \/ \/ s Jijf

PO

PO =3,

U'o

02 =3,346.

. Apm .
Le minimum du rapport a-f-l est 3.
+1

Journ. de Math. (5 série), tome VIII. — Fasc. IV, 1902,

<
s J
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Si A= OH = 2, le point M est situé dans le quadrilatére HVIJ ou

son symétrique par rapport & O«; le minimum de-g—’;—"-'- a lieu lorsque
. 41
Ie pointesten Vetl'ona

Lorsque A\,= OM = 2 + i, le point se trouve & I'intérieur du poly-
gone UVIKP. :

Nous trouvons

M=

o = 3,346,

TO 5

™ = 1_5‘ =4,
4

-:—,I-SI- = 3,732

Inutile d’envisager les sommets I et K ; d’ott

S| >3,

Enfin, si A, = ON = 2 + 27, le minimum de ce rapport est évi-

demment
PO _ 4
PN — 7

Nous avons donc établi que, dans tous les cas,

Qg
At

(36)

29. En tenant compte de la formule qui précéde, nous trouvons que

I'expression
1 1 ] + J

+ + " e
Qp Apey Qp-1Gp QgQq a,a,
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a un module inférieur 4
3

]
2 Qp Ay |;

par suite, on en déduit
(37) L@ <13,Qu) < 2 o),
(38) l“n+an+'|<i'|aOI’
ct comme

|trnr | < 2] 0,
on tire de (37)
(39) |t 41 < 22 g, .

Si 'on avait

| @t | < %I a, |
on en tirerait
(40) Ian+4 Qﬁ“|< glaol,

et, de méme que dans le cas réel, on démontrerait que si

3
IR SIPSCIP

on aura nécessairement

Q< Ela] ot ]aaQI<Ca,l,

‘Enfin, des relations ci-dessus

427

8@ > e 16Q<2a),  (6Q <),

on tire

' n“ \/ N+ 24
(4') u '3_ ‘,(20 |>IQO l'

0
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On aura de méme

@, |?
a

a, |<2\/2

(42) !

Q:; ao'__
i

Donc A, | décrolt au moins aussi vite que les termcs d’une pro-

gression géométrique de raison = et, par suite, Q a pour limite 2 -
a,

lorsque n augmente mdeﬁmment.
Nous trouvons enfin ais¢ément

A,

(43) a1

>1,

ce qui montre que I'approximation des réduites successives va con-
stamment en augmentant.
Le théoréme fondamental des réduites n’a plus lieu dans le cas des

Qo

nombres complexes; on démontre cependant que si =% est une réduite

a . . . . ’ ¢ ) ’
de F:’ il n'existe pas de fraction irréductible 2 5’ | Bl < |Q7], & l'inté-
rieur du cercle décrit sur le segment 53 Q" —, comme diamétre; c'est
cn somme une généralisation de la notnon de distance entre deux
points non situés sur 'axe réel.

30. Le théoréme de Lagrange se démontre de la méme maniére que
pour les nombres réels; en tenant compte des relations (37), (38)
et (39), on trouve aisément que L et N ont un module inférieur &

() V2 VR

A
et que P'un an moins de ces deux coetficients a un module inférieur &
i
V3 /g . VB
(44) T VA=

on a également

o<|M|<2\/Z.
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Il en résulte qu'au bout d’un nombre fini d’opérations on retombe
sur une équation déj& envisagée ; le nombre des formes réduites et des
nombres réduits est done limité et il sera facile de les déterminer.

Etant données deux irrationnelles quelconques, on saura donc, par
la comparaison de lcurs développements en fraction continue, si elles
sont ou non équivalentes, et dans le premier cas on saura trouver la
substitution modulaire générale qui permet de passer de I'une al'autre.

De méme que pour les nombres réels, si un nombre réduit

W= (7\4’1:” ceey )\m)’

= (xm,xm_,, oo Ay Ay é);

I
w

on aura

mais ce développement, quoique exact, pourra différer du développe-
ment réel de é si la suite des A, lue dans les deux sens, ne remplit pas

les conditions du n® 27.
Pour que w soit ¢quivalent & --w’, il faut, comme pour les nombres
réels, soit que
w; + w, = A, nombre entier;
soit que

Pour que w soit équivalent & + ', il faut que
W0, = —I.
Pour que  soil ¢quivalent & — w, il faut que I'équation
P Aut=— 4
soit résoluble.
De méme, pour que v soit équivalent & = /w’, il faut que l'on ait
O.)i(!);- = == {.
Enfin, pour que w soit équivalent & == wi, il faut que I'¢quation

32— Aut==% 41
soit résoluble.
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Ces théorémes se démontrent comme dans le Chapitre II, sans
aucune difficulté ; il suffit de remarquer que, si

w= ()\n 7\2’ )‘n )‘n )‘u --')1
on aura ¢videmment

:t (.0i=(.'.t 1. l’, q:.Aui, t .A:li, $l‘i, i)\.i’ aac)o

31. Considérons le discriminant
A=DB*—4AC.
On a évidemment

B=o ou ==*1 ou ==xi ou ==x1xi (mod2)

Par suite,

B*=0 ou ==1 ou ==zx2/ (mod4).

Il en est de méme, dés lors, de A :
A=o0 ou ==x1 ou ==x2{ (modj).

Les casde A =0, A === 1, A= 2i ne doivent pas étre retenus,
car, le discriminant étant alors un carré parfait, on n’obtient pas une
véritable irrationnelle.

Le discriminant de plus petit module est A = 3. On trouve facile-
ment comme nombre réduit

7 . .
2Bl (i1 — i)

et comme forme correspondante
r—(a+x+i=o.

Pour A = — 3, il suffit de multiplicr lc nombre réduit ci-dessus
par ¢,

(2-+V3)i—

= ,'-—- ] )
. (28— 1,1+ 1),
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et comme forme
2+ (1 — 20)x— (== 0,

On sait que tout nombre complexe peut étre décomposé en ses
facteurs premiers, qui sont :
(@) ou réels de la forme
4k —

(b) ou imaginaires de la forme

2m +1+ 2n1,
avec la condition
(2m +1)* + 4n*=p,
nombre premier réel.
Il en résulte que A peut étre égal soit & un nombre réel quelconque,
soit & un nombre complexe quelconque, multiplié par une puissance

de 21, AN
= Nyeery

A=(20)*Nowp.  (w21).

Telle est la forme générale des discriminants, laquelle différe com-
plétement de celle qui est donnée dans les Traités classiques : cela tient
a ce que nous avons élargi la notion d’é¢quivalence en 'appliquant aux
nombres complexes.

Nous croyons inutile de donner des applications numériques, car
elles ne présentent aucune difficulte.



