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Sur les fonctions enticres ct quasi entieres ;

. Par M. Eom. MAILLET.
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I. — Introduction.

Dans ce Mémoire nous étudions d’abord un certain nombre de
propri¢tés nouvelles des racines des fonctions entiéres de genre fini;
nous étendons ensuite un assez grand nombre de propriétés des fonc-
tions enti¢res et méromorphes aux fonctions que nous appelons
quasi entiéres et quasi méromorphes.

1. Fonctions entiéres. -— Nous reprenons d’abord, pour plus de
clarté, la démonstration de quelques propriétés des fonctions entiéres.
Nous ¢tahlissons ensuite les résultats suivants :

1° Etant donné un produit canonique de facteurs primaires
d'ordre p, et un nombre positif arbitraire ¢; si 'on décrit autour de
chaque zéro un cercle de rayon  lini (n <1 arbitraire ), en tout point
extérieur & ces cercles on a, pour || =r assez grand, les in¢galités

|G(z)| > e "

- La méme inégalit¢ a licu pour unc fonction entiére f(z) quel-
conque, p désignant alors son ordre apparent;
2° Soient f(z3)=A,+ A,z+...+ A;5*+... une fonction entiére
d’ordre fini ¢’, et
Si(3)=A, + A z+...+ A4
Journ. de Math. (5* série), tome VIIL — Fusc. IV, 1gos. 43
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Dés que / dépasse une certaine limite finie, 4 toute racine de f(z)

]
de module inféricur & F** correspond une racine de £( z), lesmodules
des dcux racines différant d’aussi peu qu'on veut pourva que / soit
assez grand ;

- 3° Pour une fonction entiére F'(z) d’ordre apparent p' fini, les
sommes des inverses des puissances enti¢res m > p’ des racines se
calculent comme pour un polynome par les formules de récurrence de
Newton.

On en conclut diverses applications aux conditions de réalité des
racines de F(5), aux conditions pour que ces racines soient toutes
positives ou négatives, 4 la détermination du facteur exponentiel -
de F(z), aux fonctions entiéres simples, & 'invariance de certaines
fonctions des coefficients de F(z) quand on multiplie F(z) par un
facteur exponentiel.

II. Fonctions quasi entiéres et quasi méromorphes. — Une
fonction monodrome f(z) n'ayant dans le plan des 5 d’autres points
critiques que 0, @,, ..., @ (k fini) est développable en une série de
la forme

F=4E +4o (:25) + -+ (25

$(2), $o(3), ..., ¥4x(z) étant des fonctions entiéres. Mais on peut
aussi la mettre sous Ia forme

Sf= f( ) %o (0__40) © P (;—lak)’

ot 9(z), 94(3), ..., 34(5) sont des fonctions entiéres; il y a réci-
procité.

Nous montrons que, si $(5), $o(3), ..., $x(3) sont d’ordres
finis p, pg, +.vy f1, 1l en est de mémerespectivement de ¢(z), 9,(3), ...,
9x(3)- La condition nécessaire ct suffisante pour que f(z) soit alors
a croissance régulitre aux environs de z = a; est que §,(z) soita
croissance réguliére (au sens de M. Borel). Quand f(z) a ses ordres
tous < 2, est réel et n'a qu'un nombre limité de racines imaginaires,
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ladérivée f”(z) n’a qu'un nombre limit¢ de racines imaginaires, Enfin,
parmi les équations f + 5’;‘ =0, ol1 9, ¢t ¢ ont tous leurs ordres infé-

ricurs 4 ccux de f, il y en a une au plus d’ordre réel inférieur a p;
pour z = a,, et, & fortiori, d’ordres réels tous inféricursa p, p,, ..., Px
respectivement. Il y a des extensions au cas ou f(5) est d'ordre
infini.

Quand k=0, @,=o0, on peut établir pour les fonctions quasi
entiéres des propriétés correspondantes aux propriétés 1° et 2°
ci-dessus,

Enfin, nous considérons les fonctions quasi méromorphes F(z),
quotients de deux fonctions quasi entitres; si p et o sont les ordres
pour 3 = o du numérateur et du dénominateur, 7 le plus grand de ces
deux nombres, nous disons que F(z) est d’ordre 7 pour z = 0.

Ceci posé, parmi les équations

F=g,

ou ¢ est une fonction quasi méromorphe quelconque d’ordres tous
inférieurs 4 %, T4, ..., %4 il y en a au plus une pour laquelle tous les
ordres réels sont infériecurs &4 ceux de F. Il y en a au plus deux pour
lesquelles les exposants de convergence des suites des modules des
racines sont inféricurs a ¢, 1,, ..., 7, 4 la fois.

Il est probablement possible d’¢tendre aux fonctions quasi entiéres
les théoremes relatifs : 1° 4 la réalité des racines des dérivées des
fonctions enti¢res quand I'ordre est quelconque; 2° aux racines des
¢quations I = 9 (¢ fonction entiére quelconque d’ordre fini, F fonc-
tion cnti¢re donnée d'ordre infini), en suivant en partie la marche
employée par M. Borel (*). Nous laissons provisoirement ces points
de coté.

Pour pouvoir lire notre Mémoire, il suffit de connaitre :

Cours d’Analyse de UEcole Polytechnigue;

Borev, Lecons sur les fonctions entiéres; Paris, 1goo;

(*) Borer, Legons sur les fonctions entiéres, Gauthier-Villars, 1goo, p. 36 et
suivantes, et Acta mathematica, t. XX, p. 357.
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Boner, Annales de I’Ecole Normale, 1go1, p. 215 ct suivantes
(quelques pages sculement).

11 sera bon néanmoins de lire Picano, Traité d’Analyse, t. 1I,
Chap. V, passim.

PREMIERE PARTIE.

II. — Fonctions entiéres.

Nous rappellerons d’abord, pour la clarté de ce qui suit, quclques-
unes des définitions ou quelques-uns des théorémes relatifs aux fone-
tions enticres de genre fini.

Ordre. — Soit M, la valeur maxima du module d’unc fonction
enti¢re F(5) de genre fini quand |5 |== 7 : on sait que, quand F'(5)a
une infinité de racines

Ay Qyy  eoey Opy ooy

il existe un nombre fini positif p, qui est Uexposant de convergence ('),
et tel que

o«

(1) Z,‘l——' (ro=|al)

n
0

diverge, tandis quc
Ny !
‘( 2) 2, yiTe

(e positif aussi petil qu’on veut, mais [ini ) converge : p estaussi 'ordre

réel (*)de F(3).

(*) Borew, Legons sur les fonctions eniicres, p. 18.
(?) Borew, Lecons sur les fonctions entiéres, p. 26.
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On peut toujours écrire
3 F(z)=""11(z),

II(z) étant un produit canonicue de facteurs primaires et (Q(z) un
polynome de degré ¢; le plus grand des deux nombres ¢ et ¢ est l'ordre
apparent (*) ¢’ de I'(3). Soil k le plus petit nombre entier tel que

2 -'-éﬁ converge; le plus grand des deux nombres entiers k& ¢t ¢ est le

0
genare de F(z).
Ona

(4) [F(z) | <e™™ (2)

(e, aussi petit qu'on veut et posilif, mais fini), dés que 7 est suffisam-
ment grand.
De méme, pour une infinité de valeurs de =z,

(5) [F(3)] > e

(e, aussi petit qu’on veut ct positif, mais fini).
En cffet, ceci est ¢vident quand ¢ < ', Soit p = ¢'; admetlons que,
quand r dépasse unc certaine limite,

IF(3)|<1'"

avec ¢ Sp' — (€ fini positif). On aura (®)

(6) Py > 0T,

“THE 1+4
r>n

(') Borew, Legons sur les fonctions enticres, p. 74. Pour ce paragraphe, voir
E. LixoELdr, Acta Societ. scient. fennice, L. XXXI, n° 1, Helsingfors, 1go2.

(*) Bors, loc. cit., p. 61.

(%) Ibid., p. 74.
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(n fini, ¢,, ¢, finis positifs aussi petits qu’on veut pour 7 assez grand ).
La série

converge; donc
o4y >p—e=¢—zg,
et o 2p' — { est impossible, dés que r dépasse une certaine limite.

VALEUR ASYMPTOTIQUE DES COEFRICIENTS. — On peul écrire, si
) F(e)=S s

(®) A=()"

pour une infinité de valeurs de 1, les autres coefficients (sauf un
nombre fini) ayant une valeur inférieure i celle indiguée par (8).

En effet, il suffit de modifier, en le précisant, le raisonnement qui

conduit a I'inégalité de M. Poincaré (*) pour A;.
Posons

I(z)=(g -m)f A
(h positif arbitraire). A partir d’une certaine valeur de r,,
F(ryz)|< AT,
et I'intégrale J(2) a ses éléments inférieurs & ceux de

f “ cr-ﬁrf"’" ,J: dr,,
0

() BoreL. loc. cit., p. 53.



SUR LES FONCTIONS ENTIERES ET QUASI ENTIERES. 335

2 €
r7ee,

—[rffre =T 5],

ou
[ - l I
Pp=— —-«-zl

¢ ¢tant donné aussi petit qu'on veut, mais fini; § est aussi voisin de 1
qu ‘on veut, pourvu que 7, soit assez grand J(3) est alors une fonc-
tion entiére de z.

Soit
J(")— l-;“"*- Is;d+-a-+ B(d + .-,
on a
B=A(¢+ )a)j e~ e,
0
Posons
rp'-w.'e____t’
dt , dr
7 = (P + 25)-;—7
ona
” { =l , .
B,_.A,(—é—:—:%f—)f =T ld[:Al]‘(.l._;*/‘__f/_f_;_'),
()] e =

. 1
valeur qui tend vers zéro avec ;-

Si donc I'on prend
I+ "+

. = un enticr,
¢+ 2¢

limA,. (l—iﬁi—l - 1) !'=o.
pl+ 2z =%

Choisissons pour % le plus petit nombre <p'+ 2¢te que

/ .
—ry = entier = A 413

ona
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et, quel que soit /,

- j 42

(9) In2(G)

1] '
¢ tendant vers z¢ro avec 7

N~

Réciproquement, si
!

7
(10) . IAA(3),
quel que soit /, dés que ! dépasse une certaine limite, on a

#So+¢  (efini positif aussi petit qu’on veat).
En effet, considérons, comme Va fait & peu pres M. Hadamard, les
sérics

%

!
(11) 5
o 7
et
s NG
(12) '«’”’=2'Lm,', avec 6, > 3.

Posons X = ma,. Les nombres X différent entre cux de 5, : prenons
parmi cux celui qui est immédiatement au moins égal a /,

ms, = h2|,
avec
(m—1)s, <.
‘Ona, pour | 2| >1,
| o |19, |z I'I., |z ‘1—/:

Nye gy
ml Y > —% (Ohmltc),

(275
4

(13)

si
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Or
l
m< = 1.
’)
Il suffira
l B
[ -3\ % *i
(/"/' >( ') o,
ou
-k
l——/, i ‘f’l‘_¢/l~é+% r}
)T >y 2
(¢3) *
Le premicr membre est de la forme
ot I—k 1
k43T PR et
(l'—'l ) :([__,_._)
N\ + 7, . [+ 3,
h+a,

et a pour limite ¢ * , pour [=1; le sccond membre tend vers
’ [T .
zéro avec 7 dis que 7, > g, et (13) a lieu.

Donnant a /& au moins 5, valeurs consccutives,
0, 1,2, ..., K(5,)=k—1,

on voit qui chacun des termes correspondants de (11) on peut faire
correspondre un méme terme de +* ¢ui est plus grand. Donc

k' e

L’ordre de celie derniére série est Sa, 5 il en est de méme a fortiori
de celui de

0

F(z) =Y A

0
Prenant 5, = 5 + ¢ (e fini positif aussi petit qu'on veut), on a

(14) p'Se e,

Journ. de Math. (5 série), tome VILL. — Fasc. IV, 1go2. /l/l
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En résumé, si F(z) a pour ordre apparent g,

/
’ \7"""“

- v
(15) 1/\,1;(;) )
d’apres (9); admettons gue pour une infinité de valeurs de {on ait-

]
—(1+€,}

(16) Al=()

la valeur de = correspondant aux auatres coefficients ¢tant plus petite :
on a, d'aprés (14),

e
Daprés (15) et (16),
142 o 1k gy
- T
7z |"I+Ea'
Done il faut dans (16)
T=o e,
¢, fini, positif, aussi petit qu'on veut. C. Q. F. D.
111

M. Hadamard a établi le théoréme saivant (')

Etant donné un produil canonique G(z) de facteurs primaires
d'ordre ¢ el un nombre positif arbitraire <, on peul lrowver une
infinilé de cercles de rayons indéfiniment croissants sur chacun
desquels on u linégalité

G(s)> e
On en conclut alors ue si

J(5)=e""0(3),

(1) Bokr, loc. cit., p. 76.
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H étant un polynome de degré d, et si M, est la valeur maxima
de f(z) pour 3 = r, on a, dés que » dépassc une certaine limite,

M, et

(¢’ aussi petit qu'on veut, mais fixe), &' étant le plus grand des deux
nombres d el g, c’est-d-dire Pordre appavent.

On peut modifier le théoréme de M. Hadamard en lui donnant une
précision ¢l une importance plus grandes, ct en faire des applications
4 la détermination des racines des fonctions enli¢res et des fonctions
4 point singulicr essenticl. Nous ’¢énoncerons ainsi qu’il suit :

Tukonive 1('). — Etant donné un produit canonique G(s) dr
Sfacteurs primaires d’ordre ¢ et un nombre positif arbitraire ¢, si
Von décrit autour de chagque zéro un cercle de rayonn fini (nS1
arbitraire), en tout poini cxtéricur & ces cercles on a, pour | | asses
grand, Uinégalité

[HOI

La méme inégalité a licu pour unce fonction enticre f(s) quel-
conque, p désignant alors son ordre apparent,

Il nous suffit de suivre presque pas & pas la démonstration ui figure
dans la théorie des fonctions enticres de M. Borel (*).
Prenons d’abord p <.

Soit G(5) = I I(l — ;2;) une fonction enticre d’ordre <1, r, le

R | N
module de a,; nous supposons la séric 2775( 5 - 1) convergente, ct,
H

a partir d’unc certaine valeur de z,
!

(1) > 00

(*) Cerlaines de nos démonstrations ressemblent d'assez prés i celles des
Legons sur les fonctions entiéres de M. Borel, et méme fes comprennent comme
cas particaliers. Nous avons cru néanmoins souvent indispensable de sacrifier la
concision i la clarté en reprenant avec détails les raisonnements de M, Borel, de
fagon & rendre plus attrayante la lecture de notre Mémoire,

(?) Page 76.
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Notre méthode consiste & considérer non pas les points extérieurs
aux couronnes G, comprises entre deux cercles de rayon r, —1 ct
7., 1 ¢l ayant Porigine pour centre, mais le cercle T, de rayon n <1

Fig. 1.

décrit du point @, comme centre ct qui est compris dans cette cou-
ronne,

Prenons un point extérieur aux cercles T, . On a pour ce cercle

(2) | |5 = a, |29,

Soit 7 le module de 3, et ne et n tels que

('j) "mi— 55"5"/:z+|)
i 1
(1) 1o < (e 1),
1 i
(3) Py > (41" >0rZr,
(6) "z,
(7) G(3) = ABC,

i m
A= I ll( 1 — —”—>,
\ a;
1
n

(8) ¢ B:Hi(l——%}

mA-1

c=JLi(-2)

V n+1
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avec les notations de M. Borel. On a

A= [I "“;“-
d’ot, cn vertu de (2), (5) et (8),
AL
5> ()

It{>1]< )

n+1 /

I o
Quand ¢« < s t—a > ey donc

z 1
- —2r Y v
l (“ I > ¢ "4t .
Or, si ¢ <1,

g -1
?' </ a "(h,_——z——// g

. _f_v__(.,,.-c—a
P — W
u+|
.;m,,tr
l >(' 1--7

o 7
PN e = n g2 = oge — =2 g
- ¢ 14 > g l—a .
,, )m 3

G(z) == | ABC

Dapres (4) et (6), mEn=(ar )7,

P .
mlogr 4+ nlogs 4+ —(ar)y— i lo
ogr + nloge + ——(ur) |

<1° [z"log T + 2%loga + »° - _G_ . I
L]

On peut prendre 7 assez grand, si pelits que soient 7 et & donnés &
Pavance, pour que

\

o 2
|-—-7,)<’ !

,
) . e
2 (Ing P log 2 +
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|G(s)|>e" "

Tel est le résultat que nous voulions obtenir. Si la suite des «, a p
pour exposant de convergence, on peut prendre ¢ =g -+ ¢, quelque

. . ' e v et
petit que soit le nombre ¢, donné a lavance, et |G(5) [ > .

Ceci s'¢tend aux fonetions de genre queleconque fini: soient g2 1,
¢ un enlicr supéricur & g et w une racine primitive de

wl=1, =y, = Rz=]yl,

O(y)=0(z)=GCG(z)a(wz)...G(w" ).

®(y) a pour ordre apparent

it
Eg>a o (e[ e
pour les points extérieurs aux cercles 'y de rayon v, < 1 dans le plan
des y. Si n<r est convenahlement choisi, 7, ¢tant suffisamment
petit, aux points du plan des 3 extéricurs & des cereles I' de rayon v
et ayant pour centres les zéros @, ¢,w, ..., ¢,/ de F(3) corres-
pondent dans le plan des y des points extéricurs aux cercles T'y. Or

(Goz) [ ey [Gar3) | <
pour les points extéricurs i ces cercles, en sorte que
G (3)| > e = port,

Pour une autre valcur ¢'> g de ¢, la méme inégalité a licu pour les
points du plan des z extéricurs aux cercles T', de rayon 151 et de
centres a,, a,o’, ..., ¢, w""",

Si I'on prend pout n supcéricur a une certaine limite

| (0= o) > 31,

quels quesoient a et B (o <2< ¢, 0 <P '), ce qui est loujours
possible si ¢ et ¢’ sout premiers entre eux, on voit finalement que le
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théoréme a licu pour tous les points extéricurs aux cercles de rayon v
ct de centres a,, les cercles T ct T, n'ayant d’aulres points communs
que ccux des cercles de centre a,.

Ceci s’étend immédiatement aux fonctions enticres f quelconques

d'ordre fini :
/()= Gz
donne, si p’ est 'ordre apparent,

|f()|>em™

pour tous les points extéricurs aux cercles de rayon v décrits des
points a, comme centre quand n est suffisamment grand. On peut
prendre 1 et ¢ aussi petils qu’on veut, pourva que 2 soit supérieur a
une limite convenable.

Ceci va nous permettre d’obtenir le théoréme suivant :

Tukorime II. — Soil f(5) = A+ A, 7 +... une fonction entiére
de genre fini et d’ordre apparent o',

Ji5)=A+ AN s+ ...+ A5
Dés que 1 dépasse une certaine limite finie, @ toule racine
1
de fi(z) de module inférieur a l°™* correspond une racine de f(3),

les modules des deux racines différant d’aussi peu qu’on veut,
pourvu que | soil asses grand.

La démonstration se décompose en plusicurs parties :
1° Considérons d’abord les racines dont le module est suffisamment
grand, > L, par exemple. Soit

S(3)=fi(3) + Wit ().
Soit 5, un zéro de f,(). On aura
S(50) =W (=)
W GO < e

Si |5 | <¢n
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Si 5, est intéricur aux cercles T et dépasse une certaine limite L
indépendante de /, il y a un zéro §, de f qui differe de 5, d’aussi peu
qu’on veut (plus exactement | ¢, | — | z,]S%). Sinon il faudra

h";l’(“ < I/(:. ) l < 'w‘//.

Ceci posé, on sait quc, quand r = | 5| dépasse une cerlaine limite
finic L, on a, pour unec infinit¢ de valeurs de /,

()

. ’ o ‘ . {
(¢, aussi petit qu'on veut, positif ou négatif), les autres valeurs de /A,
étant plus petites.
Prenons alors

- <Jor —
l ~ | = lﬂ - ",’[’
ol @ est une constante. On aura

]\Flo-l<:1) I f |A(,.| ‘ [ot+y + I A/~4-2 i lm(h.g)_,_ ce

[o3il41) [rrile2)

<

= 1
(1+.)(?‘ ({4-2)

N Jiot d41) (o (+2)
l<l+1>“‘*‘f7"] [(u—a)“‘*f’]

‘ ’ L} . 0 . .
Prenons & =¢, + — — &', ¢ ttant posmf ct auss1 petit qu’on veut,
"J

+& i+ 1 (é-,+s.)al+—2;

O) -

mais fini.

Ona
[
;+1<7‘5’
(L k)" F
. - Vi Y+t , -
|II)I+|<:¢)|:<: —_ []+l-c+l--e +...|
[(t+0"7
< - v d+y 1
= - 1
KES R B
< & P »/f__<9/—s'(l+|)
= &+ = e =7 '
 (L+1) P
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11 faut
Pt < al-ewn,

¢(l+1)logl<loga + I¥+7,

ce qui cst impossible si
(¢ +e)o=(¢+e)(e,+ = —& ) =pe +ee,+ 1+ —¢(p"+e)1.

Il est toujours possible de choisir ¢, puis ¢, assez petits et finis pour
que ceci ait licu pour toute valeur positive de ¢’ choisic @ priori aussi
petite qu'on veut.

11 en résulte que pour une valeur donnée de v S1, dés que { dépasse
une certaine limite, les racines de f,(3) de module supérieur i lalimite

1
finie L et inféricur a # ™ (¢, fini, positif, aussi petit qu’on veut) sont
intérieures aux cercles I,
2° Consid¢rons maintenant les valeurs des zéros de f(s) de mo-
dule inféricur 4 la limite L ci-dessus visée qui dépend de v. Leur
nombre est limité et Sv pour la fonction f(3) donnée.
Si 27, est la limite inféricure de la distance de deux des zéros de

mod <., pour tout point extérieur aux cercles de rayon %‘ décrit

autour de chaque zéro comme centre, | f(s) | a évidemment une limite
inférieure finic F, ct il faut

.

F <4,

si ¢, est une limite supéricure de | W, (3,)[, 5, n'étant pas a l'inté-
ricur d'un des cercles de rayon #,. Or, quand v, est donné¢ (7, étant
d’aillears fini), on peut toujours prendre / assez grand pour que {,
soit aussi petit qu’on veut ct, par suite, pour que l'inégalité précé-
dente soit impossible : on peut prendre 7, aussi petit qu'on veut,
pourvu que / soit suffisamment grand.

1 résulte de ce qui précede qu’a toute racine 5, de f,(5) correspond
une racine de f(3) dont le module en différe d’aussi peu qu'on veut

1
pour I suffisamment grand, pourvu que le module de s, soit S 7 (*),

(*) Ceci n'établit pas, toutefois, qu’a chaque racine de f;(5) = o corresponde
une et une seule racine de f(3)=o.
Journ, de Math. (5 sérvie), tome VILI. — Fase, IV, 1go2. [lo
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Application. — L’équation ¢* = o n’a d’autre racine que s =

Par suite, les racines du polynome
I+ >4+ 4. +—==0
{ . n.

vont toates en croissant indéliniment avec m.

IVc
Soient

(1) F(z)=A,+As+...+ A5 +...

une fonction entiére d'ordre apparent fini ¢’ et d'ordre réel ¢
Ja fonction (')

(2) G(z)=/f(5)f(@3)...f(o"'5)

avec m >z,
Posons
ar=A, =1L

on aura

(3) G =c[I(r— 5 )

- %,

¢ ¢tant unc constante et le second membre étant une fonction entiére

de Z d’ordre <1. Si R,=|A, [, la série E—B’— converge, par suite
n

aussi la série ZK_ Les séries
n

*

;;-,:—;, (ko)

n

sont toutes convergentes. On aura

(4) G(5)=B,+B,Z+B,Z*+...,

(}) w est une racine primitive de 2" =1 (m quelconque > p'). Pour ce para-

graphe, comp. Iaeet, Nouvelles Annales, 1goo-19oa.
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avec

(5) c=B,, B.:*B,Zt, et

D'autre part, considérons le produit

G(z)= (Av+Az+...+A,3"+...)
X (Ag+Ay0s+.. .4+ A 0" +..)....

(6)

Ona
B Am

0

et B, ne dépendra que des coefficients A,, A, ..., A,.
Formons le produit

Gi(3)= (A+As+...4+A,3")
X (Ag+ A, 035 +...4+A,3")...,

(7)

déduit de (3(s) en supprimant dans le deuxiéme membre tous les
termes en z de degré > m, et soient «,, ..., &, les racines de

(8) A+A s+ . +A,s"=

Ona )
61203 (=2 2)(-2)

m :”l
= A, (] —_ 17})...

=Co+Czm+ G52 ...,

Les coefficients de G, (), jusqu’a celui de ” exclusivement, sont
évidemment les mémes que ceux de G (5). Done

(9) C0=AT=BM C, —*Amz ,,,—B

C, peut sc calculer 4 I'aide des formules connues de Newton (') en

(Y) Voir, par exemple, NiewencrLowski, Cours d’Algébre, t. 11, 2¢ édition,

1891, p. 254.
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partant de 'équation (8). 8i, dés lors, on pose

'I Aos" ’+' A' = 0,
As,+As,+2A,=o0,

/

(10)
| ApS,+ A8, ,+...+~mA, = o,
on aura
X C, B,
K ST e— o — )
" A,on Agl

ce qui donnera B, en fonction de A,, Ay, ..., A,. Ceci s'applique
pour toute valeur de m > p'; les mémes formules (10) serviront &
calculer les sommes

© )
R 2 _ 31 — B, i s'l
A - o A:’n m

a, 0

pour toute valeur de m > ¢'.

On remarque en méme temps que la somme des inverses des puis-
sances m™* des racines de F(z) est ¢gale 4 la somme des inverses des
puissances m;"* des racines de F, (3) ou de (8), quel que soit m dés
que m2m,> ¢'. D'ou ce théoréme :

Tutorime L. — Pour une fonction enti¢re ¥(5) d’ordre appa-
rent ¢’ fini, les sommes des inverses des puissances enticres m > g’
des racines se calculen! comme pour un polynome par les formules
de récurrence de Newton.

Si F,(z) désigne le polynome forme des termes de F(z) de
degré m, la somme des inverses des puissances m"* des racines
de ¥,,(5) et F(z) sont égales quand mZm,>¢'.

On déduit de 14 un certain nombre d’applications.

L. Conditions de réalité des racines de F(z) = 0. — Les équa-
tions qui donnent s,,(m > ¢’) permettent de préciser certaines condi-
tions de réalité des racines de I'(3) = o.

Pour que toutes les racines soient réelles, il faudra que

. 2= 51,(20>¢)
soit > o.
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Soit p’< 2; on peut prendre ¢ =1, 2, .... En particulier,

— o = “: — ?
82_32,_+_j=‘..__;___._~_3—_>0
ou

2A2A“ - A? < 0.
Utilisant ce théoréme connu :

Si une fonction enticre d’ordre apparent < 2 a toules ses racines
réelles, il en est de méme de toutes ses dérivées, nous obtenons la
condition générale connue (*)

(n+1)As Ay — AL 0.

En faisant varier v, on obtient une infinité de conditions de
réalité pour toute fonction enticre &’ordre fini. Ainsi, pour les
Jonctions d’ordre apparent < 2, on obtient les conditions

s, >0, .si,>o,4 $ >0,

II. Conditions pour que toutes les racines soient positives ou
négatives. — Il faudra non seulement s,,>> o comme ci-dessus, mais
encore $,,,., >0, dés que 2¢ -+ 1>p’ pour que les racines soient
toutes positives.

Pour les fonctions d’ordre apparent <1, il faudra s,=s)> o,
c'est-a-dire

AA <o.

Les dérivées devant satisfaire aux mémes conditions (*), il faudra,

(1) Borew, loc. cit., p. 35.

() En effet, ]
F(s :::]:[(l— ;;:;:>’
F'(z) 1
F(5)  4mz—a,’

]
si a, est la plus petite racine, qui est positive, pour << a, T ot toujours

négatif, F est toujours positif. Donc F/(z) est toujours négatif et ne peut
s'annuler, sauf pour 5=— 0.
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plus généralement,
AnAn-J-l < o:

P’équation F(z) = o ne doit présenter que des variations.
On déduit de 14, par le changement de 5¢en — =

Pour que Uéquation F(3) = o d’ordre apparent <1 ail toutes
ses racines négatives, il faut que ¥ () ne présente que des perma-
nences.

L. Détermination du facteur exponentiel de F(z). — On peut
rattacher & ce qui précéde une remarque intéressante relative i la
détermination du facteur exponenticl de

F(z) = (=),
II étant un produit de facteurs primaires. On a
G(3)=ay+ a5 +. ..+ 2,5%

I est le produit des facteurs primaires

- 22 =k
2\ ot
[ — — el" 2af, k”%.
a,

Nous prendrons k<d<p’, certains des coefficients o4, 04y, ... pou-
vant étre nuls.
Sil'ordre apparent &' n’est pas entier, il est égal al’ordreréel 5 : ona
PP ¢ ’ P

d<yg, k=E()<y.

Si I'ordre apparent g’ est entier, il est ¢gal au plus grand des deux
nombres & ou k-+1 et &, a; étant le premier des coefficients a,,
%y -+ qui ne s’annule pas : Pordre réel p est Sp'.

Ceci posé, on a, pour | 5| trés petit,

logF(z) = 6(s) + Blog (1= 2)+ =+ 5 ..+ ]
=G(z) - ZI k _:;;;/.H }7
F(z) _ eG (.-.)-0-2 [(k;:m!‘:*'-h']‘
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Les stries '/."-‘7—722};1““’ " -_'»*_-zza—{;;’, ... ttant convergenles, en
égalant dans les deux membres les & + 1 premicrs coefficients, on
obtient A + 1 ¢quations permettant de déterminer & + 1 coefficients
de G(s).
Ona

‘, . Sh+t | Sh+2
logF(3) =G(s5) - ’/;4-’.'2}{//7: - 2:—‘-;; -
L)
=zo+a,:+...+ak:"+(a,ﬁ.— s ):"*‘+..

B S
+ (aa — 7):"-— (—[‘:—'; s

La somme s, (i > o) est donc, au facteur d + ¢ prés, le coefficient
de 5% dans le développement de logF (). Ces quantités sont don-
nées par les formules de récurrence de Newton (10).

Quant aux quanutés s;, s,, ..., s, données par ces mémes for-
mules (10), on peut en donner une interprétation élégante. Cherchons
d’une autre manicre les coefficients des ¢ premiéres puissances de 5
dans le développement de 3 = logF(5). On a, par des dérivations
successives

¢F —I'=o,

Vet e e ooy

2 b N, 241
("? ]_4 )(m)___ lq (1)
— ?(IIH-I)[? + C'!” ?(m)l“l -+ (—:;—:L?(In-—l)l?”_*_‘ . ?/l;‘(m)___F(ln+i) = 0.

Pour s = o, on obtient les formules de récurrence
q):,F —-—F' = (,'):,A(, — A, =0,
G Ao+ %A —2A, =0,

?(IIH'I)A I” ?(Ill)A + C, ”(IH—H2 ‘A +

IIL

+g,m!A,— (n+ 1).A,,m =o0.

D’ailleurs
@it s

g =logli(s) =g, + - PN . .
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Si I'on pose
(o) e
.

ml T T m
les formules de récurrence ci-dessus deviendront
oAy + A =0,

0, A+ 0 A +2A,=0,

MG Ay+ CL,A,(m —1)lo,+ C2!A,(m — 2) oy +. ..

n

+ Cfni!Alam—iH(m - i)! +...4+ G m!A,,,-i-(m + 1A, =0,

c'est-a-dire, aprés réductions, .

(6, A,+A,=o0,
o, A,+0,A, +2A,=o0,
Cmit Ao+ OnA,+ 0, Ay +...
+ gt Ao+ 0 Ay + (M + 1) Ay =0,

Si I'on compare ces formules avec les formules (10), on voit que les
quantités 6; coincident avec les quantités s; données par (10). Donc

g =logF(3z) =logA, — %s’,—...— s —

n m

ct, par suite,

. ’ ’
a, = logA,, o= —3S,, e U= — 8y
Sk+s She Sa Su
—_— T e e L e o, — — = — =
Ghes ~ Fara k41’ ’ 4 g d’
———— / J — !
3‘[+4 —s“+‘, seny 6‘[.4."-—-8’1_“’ as o

Ceci constituc une nouvelle démonstration de l'exactitude des for-
mules (10) pourle calcul de s4.(y ...y Sz0iy - ... Mais ceci montre de
plus que les formules (10) donnent a,, &, ..., .

Dans le cas particulier ot k = d, le facteur exponentiel de F'(s) est
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complétement déterminé. Ceci a toujours licu quand 'ordre appa-
rent o' n’cst pas entier ('),
Nous obtenons ainsi le théoréme suivant :

Tutorime 1V. — Soit la fonction entiére d’ordre fini

F(:):EA/:I

mise sous la forme
NS sk
eGlzi I I (’ . _{),,u,’.'kz:—:f.*"*ZT};
a,

ot G(5) =y +a,3+...4+ay3¢ est un polynome de degré d, Wun
produil convergenl de facteurs primaires, k le plus petit nombre
entier tel que la séric
{
2 aktt

converge.
Les formules de Newton

!\,,.S"l -+ 1\, == 0,

! '
( Ao-S‘,n -+ A‘ Sy ot ’nAm =0,

donnent :
1° Les valeurs

' ’
Oy =—298, ooy op = — &8,

des k coefficients de G (3) qui suivent o, = logA,;
2° Les valeurs

! ’
St = Syiis ce ey Sari = Squps e

des sommes des puissances (d -+ v)mes, ..., (d -+ ), ... des
inverses des racines de F(z);

.

(') Une fonction a croissance irréguliére ne peut avoir son ordre rvéel plus
peLit que son ordre apparent.

Journ. de Math. (5° série), tome VIIT, — Fasc. 1V, 1903, 46
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3° Les valeurs des quantités

(R 1) Qg = Shet = — Sy eer - dtg—5,=— 5,
Skess + - s Sy Elant les sommes des puissances (k +v)emes | iémes
des inverses des racines de F (3).
Orn obtient ainst la valeur compléte de G(3) quand ’ordre appa-
rent n’est pas entier.

IV. Propriété d’incariance de certaines fonctions des coeffi-
cients de F(z). — D’aprés ce qui précéde, pour les fonctions d’ordre
fini p’, s; peut se calculer par les formules de Newton (10) dés
que i >p'.

Seit G (5) un polynome de degré & quclconque; <S*F(s ) est
d’ordre d ou ¢, et

IF(5)=Y A3
Ona,pouri>d, i>¢,
;= ‘Pi(Am An . )" "!’ (Aa’ A’n "')’

la deuxiéme fonction se déduisant de la premiére par la substitution
de A, A}, ... &a A,, A,, .... La fonction ¢; conservant la méme
valeur, quel que soit le polynome G(z) de degré d, est un invariant
absolu dans toutes les transformations correspondantes.

On peut le vérifier directement dans les cas les plus simples. Nous
citerons a titre d’exemple ¢+ F (), ol I'(z) est d'ordre < 3. On
peut d’abord supposer ¢ = o0 et A, = 1, les formules (10) restant les
mémes. Le calcul direct montre que

8, =3A,A,—A}—3A,=3AA, — A - 3A,.
V. Théoréme de M. Picard. — Supposons que F (5)'=o0 n’ait,

A,, A,, ... étant donnés, ancunc racine : on peut montrer, d’aprés ce
qui précéde, que A, n’a qu'un nombre limité de valeurs.
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En effet, on a, pour m > ¢’, d'aprés (10),
' P p,dap

0 0 ... .. Ay A, 2A,

. . cee  see o “e veee = 0.

A, A ..o oo oo (m—1) A,
AH[ A2+i R R R (’”’ -+ ") Am+¢’

Le coefficient de la plus haute puissance de A, (qui est A;') est
£ (m +1i) A, ¢ il n'est pas nul en général; par conséquent, A,,
A,, ... étantdonnés, il y a au plus un nombre fini de valeurs possibles
pour A,, en général au plus m.

C’est une partie d’un théoréme connu de M. Picard.

VI. Foanctions enticres simples. — MM. Cesaro, Vivanti et Bassi
ont étudi¢ (') d’une maniére particuli¢re les fonctions enticres simples,
¢'est-a-dire privées de facteur exponenticl. 1l peut donc é&tre intéres-
sant de signaler en passant i quels critéres on reconnattra les fonctions
de cette nature.

D’aprés le théoréme IV, remarquant qu’ici les coefficients de G (5)
@y «+., 0g sont nuls, on aura, par les formules de récurrence de
Newton, A, =A,=...=A;=o.

Celtc condition esl nécessaire ct suffisante.

TutoriMe V. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’ une
Sfonction entiére ¥ (3) d’ordre fini soit simple est que

FG)=A,+A, s+ A, 5M 0+

k étant le plus petit nombre entier tel que

1
2 ak+t
converge.

Si Cordre apparent o' de F(3) w’est pas entier, k= E(p").

(1) Borev, loc. cit., p. §47.
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Remarque. — Daprés les théorémes 1V et V, on peut toujours
déterminer le facteur exponenticl d'une fonction entiére d'ordre fini
non cntier ct, par suite, la fonclion enti¢re simple qui a les mémes
racines. Ceci pourra, dans certains cas, faciliter I'étude des racines de
la fonctlion entitre proposée.

DEUXIEME PARTIE.

V. — Fonctions guasi entiéres.

Considérons la fonction de la forme
() B (3) = MG £(3) ap(l)

H (=) et K(3) ¢tant des polynomes de degrés & etk, f(3)elo(5) des
produits de facteurs primaires d’ordres finis p et p, respectivement.
Celte fonction @ (5) n’a en général d’antres points critiques i distance
finie qu’un point singulicr essenticl & l'origine; elle a un point essen~
tiel alinfini : commce cas particulicr, f(z) et ¢(5) pourront se réduire
I’'un ou l'autre ou tous deux & un ou des polynomes.

Si ' est le plus grand des deux nombres L el p, o) le plus grand des
nombres &k et ¢,, nous dirons que ¢ (5) est d’ordres réels (p, p,), et
d’ordres apparents (¢', 2, ).

® (5) est développable d’aprés la série de Laurent sous la forme

(2) ®(5)=..+Bis7+ ..+ Bis'"+ A, + A s+...+ A5t +....

! '
Pour unc valeur assez grande de s (0(1 de ;) de module r, |®| S e
- RN Y N \ w2 0?4 ¢ .
(ouic"' ' ) dapres (1) D’aprés (2), || <0u§e’?'"'>, si p”
et ¢, sont les ordres des fonclions enticres
(| AGG)=A,+ A s+ + A5+,

3) | B(z)= Bys+...4+B s +....
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D’ailleurs, ces inégalités sont vraies pour ¢,, ¢, positifs : clles ne le
sont plus pour une infinit¢ de valeurs de r quand une de ces valcurs
est négative. On en conclut

(4) P'=¢ 5=

Inversement, considérons unc fonction ®(z) de la forme (2),
olt A(s) et B(z) sont des fonctions enti¢res d’ordres finis, ¢, ¢,.

Soient b,, ..., b,, ... les uéros de ®(s5) de module <15 @, ...,
Gyy + . . les zéros de ®(3) de module 21, rangés, les premiers par
ordre de grandeur décroissante, les seconds par ordre de grandeur
croissante.

On sait (') que I'on peut former un produitH(i_) ayant pour fac-
teurs primaires

b -+1-i+ +—
Pv= (' - —i\) e? ot Pyl

P étant fini ou non, ct tel que

[
11(3) =D,p,...P,...
converge.

De méme, en posant

— e m——

S EAVMR)
\ et
3 ., /1 (“v)
Qv = (I - ;;) e P ’

m,(s)=Q,Q,...Q...

LI

sera convergent (*),

() Voir, par exemple, BoneL, loc. cit., p. 9 et suivantes, ou Picanp, T'raité
d’Analyse, t. 11, p. 144.

Y L .
La formule ® ::[l(s)[l,(:) e® reste évidemment vraie quand A et BB sont
d’ordres infinis
(*) Ul suffira de donner & p, une vuleur égale au genre de la foaction entiére
la plus simple ayant pour zéro les uantités W’ c'est-a-dire é¢gale au plus pelit

. .o
eutier contenu dans I'exposant de convergence p de la suite IR I
1 ¥

Si p est entier, ce sera p ou p — 1,
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II (é) IT, (s) a les mémes zéros que P,

In.u 3 :
Alors — n’a plus de zéros, sauf peut-étre aux points o et = :

®
log Il:';l, =9,
& =111, %,
®, n'ayant d'autres points critiques que les points o ct =z. Soient
®, = log',, |
= rei"’,

®,=logp + i(y + 2k=).

Considérons un chemin quelconque environnant l'origine dans le
plan des 5, chemin issu d'un point A cl aboutissant i un point B. Si

Fige 4.

o
Ion suit ce chemin en partant de A avee la valeur logp+iy de @, pour
aboutir en B, on obtiendra en ce point la méme valeur qu'en suivant
un certain nombre de lacets identiques issus de A et environnant I'ori-
gine, puis la droite AB. Supposons qu'aprés avoir décrit le lacet la
valeur de logp + iy devienne logp + i(y + 2hw), X élant évidem-
ment entier. La fonction

¥, s~ =X,
est telle que

logX, =logp + iy — Alogz

ne change pas de valeur quand on suil un, par suite un nombre quel-
conque de lacets issus dec A. Autrement dir, logX, est monodrome
dans tout le plan. Clest une fonction i laquelle on peut appliquer la
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formule de Laurent, et qui est de la forme
logX,=®,=...+Bjs~+... +Bz~" + A, +...+ Aj5' +....

On en conclut
o=1 (i) I1,(5) e® = I, 3 %,

®, étant de la méme forme que ®. Soient
B,(2)=" Biz+...+ Bz +...,
A=A, +A\s+...+Ajzt+....

Iei 1I(z), I,(3), B,(z), A,(z) sont des fonctions entiéres; il en
est de méme de (')
M (z)eM?,  I(z)e™w,

Or nous savons que, pour les grandes valeurs de s,

|®(z) [

Pour ces grandes valeurs,

JORCETRE R

-2
< ~

. .. C . . .
est trés voisin de ,—l'f » si C, est le premier des coefficients du second

membre qui ne s’annul¢ pas. Donc, pour les grandes valeurs de z,
| :111‘ (:) eh l<cl'?""‘.,

c’est-a-dire que 311, ™ est une fonclion entiére d’ordre fini <p'.
Il y a d'ailleurs une infinité de valeurs de 5 telles que

|®(z)]2¢™,
par suite telles que
I ZXH. (:)OA,(:; I z e,

(1) Ceci suppose ) positif; si A était négatif, on considérerait

MM et s-AI(z5)eM®
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Done ’Il,r'" est une fonction entiire d’ordre ¢'. De méme, I(s)e*®
est d’ordre ¢).
Nous obtenons ainst le théoreme suivant :

Tutorene I. — Toute fonction
O(3)= M(:)N(é),

ot M(3) et N(3) sont des fonctions entiéres d’ordres apparents
finis g et g,, est de la forme

®(z)=B(1) + A(z),

ou B(s) et A(3) sont des fonctions entiéres d’ordres apparents
Jinis p, et g5 réciproguement, toute fonction de la seconde forme
est aussi de la premiére.

A causc de ces analogics des propriétés de ®(s) avee celles des
fonctions entitres et des autres analogies que nous trouverons plus
loin, nous dirons que ®(z) est une fonction quasi enticre d’ordres
Jinis p, g, & deux poinis critiques essentiels o et =

On peut ¢tendre & la fonction @(5) le théoréme 1 du §HI :

Tatonime 1. — Etant donné lu fonction ®(s) quasi entiére
d’ordres finis 5, g, et un nombre positif arbitraire e, si l'on décrit
aulour de chaque zéro d'ordre asses grand (asses pelit et de
mod < 1) un cercle de rayon n <1 arbitraire (29b), en tout point
extérieur d ces cerclesT on a, pour | 5| asses grand (asses pelit),

|®(z)| > [@(z)> "]
En effet, soit

(I)(z):M(:)N(i:)

Pour des valeurs de z assez grandes, on aura, comme tout 4 I'heure,

NS

2# (r=|z]).

D’autre part,
IM(z)|z
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pour tous les points extérieurs aux cercles de rayon n <1 décrits
des @, comme centres. Done

1 S +4 zcy. > 7+30
IM(IN()|ze Tt 2o,
) .o . 1
De la méme maniére, on aura, dés que |z|=-,

M)

pour tous les points 3 extérieurs aux courbes de rayons tels que

S (<)

+8y

> ep-r?i

] f
z b,

On vérifie facilement que ces courbes sont des cercles intérieurs aux
cercles de rayon 2707 (*) décrits des points b, comme centre.

(') Considérons la transformation { =

(A

et les points extérieurs aux cercles C,

! . . .
de rayon 7 et de centre = %, dans le plan des §. Si {=§+ 4, ces points sont
n

ceux pour lesquels

18 —Bal >
A ces points correspondent dans le plan des z les points tels que
i £
z b, >

Pour étudier ces points, rien n’empéche de supposer &, réel. Il faut trouver

les points tels que
[bn—2|>n|bs3]

ou
(%) (n = @)+ 32> 12 b (@ + 7).

Considérons le cercle

b~ 2bs2 + (2t + y*) (1 —02d}) =o.

Son centre est sur Paxe Qe 4282 est <<1 si b est petit et 72 <<1. Les points

pour lesquels («) a lieu sont les points extérieurs au cercle. Ce cercle coupe
Journ. de Math. (5* séxie), tome VLI, — Fasc. 1V, 1goa. 47
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Nous étendrons de la méme manié¢re 4 (z)le théoréme Il du§ III :
Tutorime I11. — Soit la fonction quasi entiére
() =...+Bzl+.. . +B s+ A +Az+.. .+ A+

considérée au théoréme précédent. Dés que I dépasse une certaine
limite finie, & toute racine de

O(3)=B,;z7%+...+ Bz +A;+...+AF=0
R S .o (g-a) o .
de module inférieur ¢ P~ \supérieur a I \® (&4, €, finis posi-
lifs, aussi petits qu’on veut) correspond une racine de ®(z), les

modules des deux racines correspondantes différant d’aussi peu
qu’on veul.

Considérons les racines de
‘I)I(Z ) =0

de modules > L (L fini convenablement choisi). On a, pour une
infinité de valeurs de ! et /|,

1+E '1—"'!1
E=(;) » VE=(z)"
1

P'axe Ox en deux points tels que

b:—ab,z+ 22 (1—12b:)=o,
u—\/bn - (' _12011)1’

- (1—4*b3)
b
x = I ___'2()2(14—\/‘12[’1‘;)—' _u—'?('— %50u),
r = bn(l i:’ﬂ bn)‘l.
b, ,/),‘, . ,
Son centre est encore TR son rayon est — el - On voit de suite que,
- n

si b est inférieur 4 une limnle finie, ce cercle a Lous ses points inlérieurs au
cercle de centre b, et de rayon 214}, car
Lol
1+ ’tbn

Ib!

>1b, | — kv bk, TTrh

<Iba|+k") n

dés que kZ2.
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les autres valeurs de A, et B, étant respectivement plus petites que
ne l'indiquent ces formules.

Prenons alors
|24 I s,
z, étant un zéro de ®,(z) de module >L, et @ convenablement
choisi.
On aura
P(3)=D(3) + Wi (3) = V0 (3)),

O(z)=0,3) +¥.,(3),
et¥,,,(z,) tend vers zéro avec - 75 en effet,

[ Ay 3% des [ SAL P - A P2 4,
lc;m.u) 1m/+~}

A

+a) U+

({+) ) H) (I+2)°

¥io] 2%} \l+2+
= [ —— -+
((l+-)’?") <(!+z)P )

1
w=£+_-€’,
P

Prenons

¢ étant positif, aussi petit qu'on veut, mais fini. On aura, comme
dans la démonstration du théoréme II du § 111,

| Ay 30 .. | S 2 b0,
D’autre part,
?Lﬂ B, + < 2
I+ i+ = W
~y 1 (1+ l)( =+ 1) +1

puisque | 3, | > L. Done, p, étant fini,
'\l“'l“(:')i_f.l‘il ¥ ‘)-

Mais, 4 Pextéricur des cercles de rayon v, pour |z, | > L,

|@(z)|2e 1, ri=1al.
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Si 3, est extérieur & ces cercles, il faut

D Jmtl (1) =[OE)
32 e ,

log3 + P2 ¢' (1 + 1) Jogl,

ce qui est impossible dés que

(p+ e”)(e-i—-:; -—a’)f;[

¢ ¢tantici choisi arbitrairement, il est toujours possible de prendre”,
puis ¢, assez petits pour que cette inégalité ait lieu, L étant alors asscz
grand, mais ne dépendant pas de /.

On en conclut que z, est intérieur aux cercles de rayon .

La considération de Iéquation d’,(%) = o conduira & des résultats

1 . ) e
12 mals supcrieur

analogues pour les racines de module inférieur & ;-

1 M)
e
al & &
Il nous reste & considérer les valeurs des zéros de () dont le mo-

. 1 1 . Py "
dule est compris entre L et - : le raisonnement est le méme qu’au théo-
réme 1T du § III. C. Q. F. D.

VI.
Les fonctions quasi entiéres considérées jusqu’ici n'ont que
deux points singuliers essentiels, I'un a I'origine, l'autre & o dans
le plan des =.

On peut considérer des fonctions analogues plus générales ct jouis-
sant de propriétés semblables.

Dersition. — Soit la fonction

(=) + 4 () + o+ 0u(a=) + ben )

ot Po(3), Yi(3) ouvy Un(3)y Yari (2) sORL des fonctions enticres,
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@y @yy +.vy G4 Blant des nombres finis distincts en nombre fint :
nous dirons que celle fonction est une fonction quast entiére
&k + o points singuliers essenticls.

Nous allons " .:I)ord établir Ie théorime suivant qui géneralise le
théoréme de Laurent :

Tutonime I. — Siune fonetion monodrome f(z) ' a, daus le plan,
d’autres points criliques que les points =, a,, @,, ....a; (k fint),
elle est développalle en une série de la forme

\

1 .
f(z)= ‘.'J-»(;‘:!_ ;,j,\, Y (; ) e 1"/(::',77) + Y1 (3),
0l Yy (3), V,(3)s ooy b (3) sont des fonctions entiéres.

Il suffira d’employer un raisonnement analoguc au raisonnement
classiqque (') par lequel on établit la série de Laurent.

Considérons dans le plan des 5 des cercles ¢, ¢, ..., ¢4 de petits
rayons ayant pour centres les pomls a,, Ay ...y Qry UN cerele Y de
pelit rayon ayant pour centre un point (quelconque extérieur i ces
cercles, un cercle A de rayon R aussi grand que Pon veut (*), ayant
pour centre Forigine ct comprenant Lous les cercles précédents dont
les rayons sont assez petils pour que ces cercles ne se coupent pas.

Ona
f(_ ds = +..,+[+/
Lelongde A : "
=l =t )
s—t 3 L s s
car [é\ 0

(Y Cours d’Analyse de U'Fcole Polviechnique. Comp. Jowwax, Cours
&’ Analyse imprimé. 1. 11, 1883, p. 319,

(?) Le théoréme reste veai i Pintéricur de A quand on suppose R fini, la fone-
tion pouvant ne pas étre monodrome & Fextérieur de ce cercle. Mais alors §;(35)
n’est plus fore¢ment une fonction entiére.
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Lelongdec;:

I _ 1 1 — J I+z-—-a,+
s5—t l—a;s—aq l_ t—ay L—a;  '"")?

t—a
caronya
u-—a,‘
I <1.
Dés lors
[(=2mif (1),
Y
[=[Hde st f"‘.l"‘ y
'A 'A - l A ~

On vérifiera sans peine la convergence de ces séries : ainsi,

_ (_',_a)n+l
fu~a =5

Soit M le maximum de| £(z)] surle cercle¢;, |z — a,;| = 6,=rayon
ducercle ¢;, t —a;=% >0, |t — 3|27~ 0;. Ona

pour f » le reste est
[

i

R < Mt

=iz —a;) 200

qui tend vers zéro quand n croit indéfiniment.
On obtient ainsi Fexpression de f(z) sous la forme

J(3)= ( )+ +1’k( >+%+e(z),

pour tous les points ¢ du plan intéricurs & A, mais extérieurs aux
cercles ¢y €4y oo vy Cre

Le rayon de convergence de chacune des séries §,(3), ..., $x(2),
$s.,(2) est alors aussi grand que l'on veut, c’est-a-dire que ce sont
des fonctions entiéres, C. Q. F. D,
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Cect posé, considérons les fonctions de la forme

(=a) (=) pis )/a\-_,,) /k(w«,‘)

() oo ()
¢ ()= e 1),
(2) P(2) =L,

ox(z) = e"*“’f (z)

étant des fonctions entiéres d’ordres finis p, oy, ..., px (d'ordre infini).
On peut appliquer & ® () le théoréme précédent, et I'on en conclut

(3) O (z) = (s )+K°(z—a) "'+X"‘(~—“/r)

%.(2)y %0(3)y +-+y y4(5) étant des fonctions enticres.
Aux environs d’un quelconque des points criliqucs Qyy + ooy Uy AT

)etdep,( )i de

méme aux environs du point critique 5= o. Par conséquent, y (3), ...,
%i(5); +.. sont d’ordres finis ou infinis en méme temps que ¢ (), ...,
9:(3), ... respectivement. Si y,(3) est d’ordre apparent fini p, il en
est de méme de 4,(5), et réciproquement.
Inversement, considérons la fonction (3), %.(3), 7%6(5), « + vy Yu(3)
étant des fonctions enticres d’ordres apparents flinis p, gy, ..., g;-
Nous diviscrons les zéros de ® (3) en k + 2 catégories

exemple de a;, (z) est de I'ordre de y; (

. . k kK k
(B) @yy Ty very By cond Ugy By eeey Bpy vend  weed gy By veny Gy vory

telles que chacune d’clles comprenne les zéros qui environnent respec-
tivement les points critiqques w, a,, @,, ..., a; (*).

(') Pour fixer les idées, nous décrirons un cercle arbitraire comprenanta son
intéricur tous les points critiques sauf co; les zéros extérieurs servnt raltachés
au point crilique o, les autres au point critique le plus voisin ou al'un des plus
voisins, s'il y en a plusieurs.
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Nous formerons alors un produit de facteurs primaires

IT,(=z) =TI

i 3 i -1

i - :(ui_,:,-)‘+ 1 (a.',—n:)"-,
1 oy —a oo te\T o ==\ T
PE’U=(]_ v /)e.—-n‘ 2\ 5—~u p—1NI=a

avec

S—a; )

pv pouvant rester ou non fini, mais étant choisi de fagon que

HP,(,’) — P:i)P;l') . .(Ii)' ..
converge.
Nous opérerons ainsi pour chacune des k+ 2 catégories de
zéros (4).
Le produit
I a,.. .l =

a les mémes zéros que ®(z), ct, par suite,

o) ¢

il .. i, w

n'a plus de zcros, sauf peut-étre aux points =», @,, ..., @. On peut

poser
¢ =owe?

®, n’ayant d’autres points criliques que ces points o, @y, ..., @
Soit
@, =Tlog ", = logp + i(Y + 2k,w);

soient A et B deux points du plan des 5, et un systéme delacets allant du
point A & chacun des points a,, ..., @;. Tout cheminissu de A et abou-
tissant & B, quand on fait varier 5 le long de ce chemin ct que on
étadie Ia variation correspondante de @,, ¢quivaut & la droite AB (ou
a un chemin infiniment voisin de cetle droite) et & un certain nombre
des lacets en uestion.

Or, quand on suit le lacet environnant a;, en partant de A ct reve-
nant en A, logp~+ i devient logp + (¢ + 2X,m), A, élant entier.
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Dés lors, la fonetion
b
O, = locW' — %, dog(s — a,) —...-- Lylog( s --ap)

est monodrome dans toul le plan, Elle est, d'apris le théoréme T, dela
méme forme que @, Donc

i) ,

i — (3_'03'".- —_ I'm:(:- —_ aa}"n. . .(.'- —_ ft/.,>)'l

et
(5) D=z —a .. (5—a) ()

est de la forme (1).

Nous savons n'aux environs du point critique @, la fonction @ est
d'ordre g;. D'aprés (5) et (1), @ est ausside lordre de 3. Donc 5,(3)
est une fonction entiére ’ovdre ;.

Nous obtenons ainsi le théoréme suivant, qui comprend le théo-

remeIdu§ V.

Tatonive L. — Toute fonction quasi entiére O(s) de la forme

7.(3) + 7o <:-1r/..> Tl (:T:IT/>

(Qay ooy ar différents ol = 2),7(3),74(3), - .. y,(3) flant des fonc-

tions enticres d’ordres finis g, goy ...y g1y st ausside la forme

1 1
?(:)?o(;-—ao>' v ?"<-:—a/,.>’

0(3), 20(3)e o+ .y 24(3) élant des fonclions entiéres d’ordres finis
By Pua - o2 S15 PECIproquement, toute fonction de la denci¢me forme
est aussi de la premiére.

(') Suivant que ); est positil on négatif, on pourra faire rentrer (s — o)k

La propritté ci-dessus est indifféremment vraie pour les fonctions quasi
entigres d'ordres finis ou infinis : elle a ¢t& indiquée, ainsi que le théordme 1,
avee d'autres procddés de démonstration et sans distinetion d'ordre, par Weier-
strass (Mém. de ' Acad. de Berlin, 1876). Comp. MitTac-LrrfLer, Acta math.,
t. 1V, 1884.

Journ. de Math. (5¢ série), tome VII. — Fasc. IV, 1q902. ' 48
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VIIL

Les analogies de propriétés entre les fonclions entiéres et les fone-
tions quasi entiéres d’ordres finis sont nombreuses. Nous allons en

donner plusieurs exemples :

Tutorime L. — Toul étant posé comme au théoréme I, la con-
dition nécessaire el suffisante pour que ®(z) soit & croissance
réguliére aur environs du point critique a;, ot ®(z) est d’ordre
Jini, est que la distribution de ses séros y soit réguliére, ¢’ est-a-dire
que 9,(3) e, par suite, 3,(3) solent & croissance réguliére.

Si®(z) est d’ordre ¢; aux environs du point critique z = a; (ou

1
pour 3 =a;), on a, pour ’ = l;;-—a:l assez grand,

I‘I’(5>| < s

Nous dirons que ®(3) est & croissance réguliére aux environs de
. log Iog M,

o tend vers une limite quand z tend vers @;, M, étant
D

= @; sl

la valeur maxima de |®(s)|pour |z — a;| = ;

D’aprés le théoréme 1, la condition nécessaire ct suffisante pour
que la croissance de ‘I)(:) soit réguliére aux environs de 5 = a; cst

) le soit; aulrement dit, que ¥,;(3) soit une

que celle de x,(

fonction entiére & croissance réguliére. On peut dire la méme chose

) el .
pour ®(s) et g; (.,—a)

D’autre part, on sait que la condition nécessaire et suffisante pour
que 9;(3) ait sa croissance réguliére est que la distribulion de ses
zéros soil réguliére, c'est-d-dire que le module r, du n'™e zéro soit

At . . ) .
r,=nf ", ¢ aussi petit quon veut, pourvu que n soil assez grand.

I
St nous convenons de dire que la distribution des séros de ¢, ( - -—a—c)

est réguli¢re aux environs de 5 = a; (ou pour s = a;) quand celle
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deo;(z) Uest (au sens de M. Borel), le théoréme résulte de ce qu
précéde ().

On peut encore étendre aux fonctions quasi entiéres les théorémes
que Laguerre et Chio ont établis au sujet des rapports entre les racines
des fonctions entiéres et celles de leurs dérivées au point de vue de la
réalité.

Soit (théoréme II)

(6) 2()=3()% (525) - 0 (725

une fonction quasi enti¢re a points singuliers essenticls et réels. Admet-
tons que g, (3) soil, quel que soit i, d’ordre apparent < 2. On aura

(7 w@ = [ (1= )

avec les notations de M. Borel ().

log® (z) = log ¢ (3) + log ¢, <: _la

(9) z(

On a encore

(10) Y —k+ (;' +i/),

d (¢'\ _ \ N
(i) #(5) =2z

(1) Nous excluons ici le cas oit p; est entier.
(*) Legons sur les fonciions entiéres, p. 32.
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, 1
D'autre part, soity = _ -

5 -~ u,
’ 1 ;—-/l/) __'f,()’)y,
(5 -ap? 2i(y)” "’
Zl \eypry
[
( ! "\ '
,:1 ’ ’ -
' Ve —~uy wilv) , ('5/‘,"" 2
— . = 4+ |
(z—a) ( 1 '?i‘.)’)‘y . KT ”))/ !
v - U
avee
, § s i
— e == S
Y (s —uaip J (s —a)

par suite

Aux enviros d'une racine de 2(3), " passe, quand 3 croit,
piar =, du négatif au positil. Dailleurs, ;14'5 que = d‘ pasw une cer-
taine limite, c'est ;//:-( f;) qui donme son signe 4 / (‘D), en cffel,

’(_;y:!’/’ , st finis si s,(:) est d'ordre <1, il en est de méme
de ¥ " 412 xi 2:(z)est dordre - 1,

2w a) = 2o,

est aussi fini, 0 en résulte, d"apres un théoreme connu, que d'(5) a
toujours une rucine véele entre deux racines de @(z), el unc seule.

Le changement de variables u = :-——-—~ permet de vérifier le théo-

~

réme anx environs de cliaque point mwmul a; o dés que 3 est suffi-
samiment voisin de ¢, entre deux racines de 9(z) voisines de ¢; il y a
toujours unc racine réelle, el une scule, de ¢/(3).
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Il reste encore & examiner ce qui a Lrait aux racines imaginaires
de #'(5). On cmploicra un procédé analogue & celui de M. Chio;
ona

o Al X == %y, \
(12) :".— =k+ Z((w—-z")zq_')" Zn) 3 (""‘"“/t) +yz'

1 1 (&r—tt;) — Vi
=-_ - = ;= : il
s—u S£L— ;4 Yi (& = d;)* =+ y?

N ,—7:,;‘ ! \ 1
L Ay o
u( i et (2—1")"l"" ,‘;‘l: ‘4(5_1;‘/,)3_'_,‘.
“\.-—-a,
o < '_>
1 \s—aw; o ., N r
SR L =A 4+ (r* =z - :
3 (5 —wui)* | L I( ! N )‘-(5-—7.”’ )24 0
(13) i a
S—d;

"

- s z (y 13
v A ;55— 1 {
+ ot [/n"+ N, "4 —)J 2
i "‘(‘(%-1;, )i '/ 1)
Considerons le coeflicient de ¢ dans le (l(,-uxi'cmc membre : d'apres (12),
(7
le cocflicient de 57 est la partie réclle de #l ), c'est-i-dire < (%))

“1( ‘,’l( )l
513 est grand, cetle partie réclle veste lumtw, car [ est petit. De

N v . o 2 I
méme le coefficient de 7(n* — £2) est Y - ;> qui est Lrés
amd (,-__, / / _‘-

o . ' . Ll
voisin de % ) 7—, el esl limite, puisque g,(3) est d ondlc <.
Ceci posé, admcttons que ¢'(5) ait une racine imaginaire de
module trés grand, s =z + y i, ct que y = | 3 [*(w.21).
Le cocflicient de ¢ dans (13) est de la forwe

gin(nt =5 + i3,

ol g; ¢t /fi; sont linis, c’est-d-dire, au plus, de lordre de

’ .sfl" I
:S"i(-—L.——kl a")—l—/tzil -"]J.

-‘l |-.l |-"
A -~
b
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Le coefficient de 1% Iz | 'nd vers zéro quand | z| croit indéfiniment.

Considérons, au contraire, le cocfficient de i dans (12); on a
(#— )+ yl=x?—2a,x+a,+ y* < I(2?+ y* +a’),
puisque
|2a,2| < 2, + 227,
de plus,
wr+ ct+ y2Saui (02 + y?)
dés que a} 21, et, dans ce cas,

(r —a, )+ ¥y < 62 (2% + y?).

Quand a2 <1,
("”' - a”)z_*_yz< 6("’"2’*'.}’2)'
On en conclut

¥4 drl 1yl f
(.z'—z,,)‘+y’>6| | f)(.c’ﬂ-.y)zh’"

|yl |7 rig
(x—an)’+y’>|-’|( 021,,)—7:?

K et 0 étant des quantités indépendantes de 3, positives et, la premiére

au moins, = o.

Le cocfficient de ¢ d.ms - cst I’ '( O, +z), ol O, est fini et po-
sitif, ct ¢ aussi petil qu’on veut d(.s que |3, st suffisamment grand.
Il ne peut étre nul que si y = a.

Donc le nombre des racines imaginaires est limité,

La démonstration précédente s’applique encore quand on suppose
que ®(z) possede un nombre limilé ¢ de racines imaginaires; il
suffira de remplacer dans les calculs @(z) par X.®(z), ®(z) n’ayant
que des racines réclles et élant de fa forme (G), et X étant un poly-
nome cn z de degré ¢ pair n’ayant que des racines imaginaires.

On aura

ou

Xey ¢ X
Ky Tt X
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X =A, 29+ A28 ...,
X' =gA s +...,
X'=¢g(g—1)Az"*+....
X'X=¢(g—1)Az¥+...,
Xt=g*Alz%2 ...,
X'X — X?*=—gAls%-2+, ...

Dés que z dépasse une certaine limite finie, X"X — X' est constam-

P . X' ! . . e .

ment négatif. Donc 3 +% est toujours décroissant dans ses inter-

valles de continuité quand 5 est réel, et il ne peut s’annuler qu'une
. . N X 9

fois dans chacun de ces intervalles. Il en est de méme de + + -

X’ . . .
D’autre part, 3 est évidemment réel quand z l'est, et Y'on voit

encore par la méme démonstration que, si ®'(z + yZ) = o, y est nul
dés que |3 dépasse une certaine limite ().
Finalement, nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

coriMe 1V, — Soit ®(s onctio st enticre a k + 1
Tuéorime IV Soit ®(5) une fonction quasi ent k+
points singuliers essenticls d’ordres apparents < 25 si ®(3) r'a
qu’'un nombre limité de racines imaginaires, il en est de méme
de @' (3), ¥ (3), ... Entre dewx racinesréelles de®(z), de module
supérieur & une limite finie, il v a une racine réelle de &' (3), et
une seule.

On pourrait chercher de la méme maniére 4 étendre au cas ou les
ordres apparents sont quelconques, mais finis, les théorémes analogues
de Laguerre pour les fonctions entiéres d’ordre fini et la démonstra-

(1) W suffira de distinguer les valeurs de y supérieures au module de la plus
grande racine de X = o, el les autres, pour lesquelles ; est trés grand, Le coef-

! X/
ficient de ¢ dans 2- + et toujours de la forme — T;L’Ie" ou 0, est fini et

positif,
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tion qui'en a donnée M. Borel (*). Nous laisscrons ce point de coté
pour le moment.

On peut encore établir, pour les fonetions quasi enti¢res d’ordre
fini, un autre théoréme connu de la théorie des fonctions entitres ()

Tukonine V. — Parmi toutes les fonctions quasi entiéres
2(F(3) — (),

ot F(2) est une fonction quasi enticre & k1 points singuliers
essentiels a,, a,. .... a, d’ordres apparents g, 6oy ..\ 81y 3(3) €l
2,(3) des fonetions quasi enticres ayant les mémes points singu-
liers essenticls, mars d"ordres apparents plus petils respecticement
que cenr de ¥(z) pour un méme poini singrlior essentiel a;, il y en
a une au plus d’ordre réel infirieur a g; pour z = a;.

En cllet, on peut toujours prendre a; = =, par excmple.
Supposons qu'il v en ait deux

’{'( )l -) — ?'(:~) ::(b(:~)(,l'(:)’

(1) Li F(z) = b, (z) = W(z)et7,

@ ct W ctant des produits canoniques de facleurs primaires d'ordres
inféricurs i ¢ pour 3 ==, et
HEN -/ [

‘ P(:):‘ \(:)‘f-\o(_—:) -+ ...+\/, ———-/-’-—).
(15) S T
- y \ . PR

[Q(z)=VY(z )+Y«('-'.-,,‘)+°~-‘“‘fr<~'-'—)’

= o -

X(:), Y(z) ¢tant des polynomes en s de degrés 22 N (2, .00 Ng(3)
d'ane part, Yo(3), ..., Yi(3) d'antre part, des fonctions entiires
ou des polynomes en 5 (& doit alors évidemment cétre entier). En éli-
minant I entre les deux équations (14), on obtient

() UL O

(") Loc. cit., p. 36 et sniv,
(*) Bongw, loc. cit., p. 95.
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Considérons ce qui se passe aux environs du point critique essen-
tiel z =<0, '

Soient, aux environs dec ce point, A le plus grand des ordres de 3,
{®, Yo, — ¢, qui sont des fonclions quasi entiéres d'ordres appa-
rents < p aux environs dc 5 =. Nous poserons

X(z)=A(s) +B(3),

I
(17) Y(z) = A, (3) + B, (3),
A(3), A,(z) désignant'ensemble des termesde X et Y de degrés > .
On peut vérifier alors directement I'impossibilité de (16), d'abord
si A et A, n’ont pas leurs termes de degrés les plus élevés identiques,
ensuite si 'on n'a pas A = A, = 0. On peut aussi prendre les dérivées
des deux membres de (16) et vérifier que la relation ainsi obtenue,
jointe & (16), est impossible. (Voir la démonstration de M. Borel pour
les fonctions entiéres. )

Cororrare L. — Parmi les fonctions 9F — o,, 0i 9 et 9, sont
d’ordres apparents tous plus petits respectivement que ceux de F(z),
il y en a une au plus d’ordre réel inférieur a p, une d’ordre infe-
rieur o, .., une d’ordre réel inférieur a p;, enfin une au plus
d’ordre réel inférieur a la fois a p,p,, ..., py.

Soit, dans un queleonque des cas ci-dessus, y le produit convergent
ayant pour racines les racincs communes & ¢ et g, : on aura le méme
théoréme ou le méme corollaire pour les fonctions

g[«‘.i_glo
A 7’

ar suite, parmi les éguations
p ' P q

9 __
(18) F—i—;@—'._.o

¥

il y en a unc au plus dont 'ordre récl est inférieur 4 p; aux environs
de s = a;.

Conrortare II. — Tout étant posé comme dans l’un des cas du
Journ. de Math, (5 série), tome VIIL — Fasc. IV, 1goa. 49
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théoreme V ou de son corollaire I, parmi les équations
F+2=o

ily en a une au plus d’ordre réel inférieur ¢ p; pour s = a;, el a

fortiori une au plus d’ordre réel inféricur a la foisa g, gy, - . -, Pre

Ce qui précéde peut s'étendre & certaines catégories de fonctions
quasi entiéres d’ordre infini. Ainsi ('), soit F(z) une fonction quasi
entiére vérifiant pour les grandes valeurs de s I'inégalité

(19) IF(z)| < e

pour | z | = r, m étant une constante, ou des inégalités analogues aux

environs de z = a;, si I

= r. Soient encorc 9, 9,, ¥, J, des fonc-

tions quasi entiéres d’ordres finis aux environs du pomt critique 5 = g;
ot telles que 9¢, — ¢, 9 0.

Si les deux fonctions entiéres ¢ IF — 9 {F —1{, sont d’ordres réels
finis aux environs du point critique = a; (on pourra, par exemple,
supposer a;= ), F(z) doit y ¢tre d’ordre fini, & moins que ces deux
fonctions ne différent que par un facteur constant.

En effet, soient

oF — 9, =f¢",
YF — 4y =y,

ou 0 et y, sont des fonctions quasi entiéres d’ordres réels finis aux envi-
rons de 5 = %, G et H des fonctions quasi entiéres. Aux environs d'un
point critique quelconque, 0¢€ et y ¢" satisfont 4 des inégalités de la
forme (19). Done G et H sont d’ordres finis aux environs de cc point.
D'ailleurs, éliminant F entre les deux équations (20), on aura

(21) — Jbe¥=dg, — oy,

(20)

(V) Comparer Borm., loc. cit., p.§io0.
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Cette relation est de la forme
A"+ Bef =C,

o A, B, C sout des fonctions quasi entiéres d'ordres finis pour 5 =z,
En prenant la dérivée des deux membres, on est conduit, comme
dans le cas des fonctions entiéres, 4 une impossibilité (voir Boser,
loc. cit.); nous coucluons donc :

Tutonime VI. — Soient ¥ (3) une fonction quasi eniiére a k +1
points singuliers essenticls a,, a,, ..., ax; 4, 9, des fouctions quasi
entiéres d’ordres finis aux environs du point crilique 5 = ;.

o I . N , o e .
Si I——I =r, ¢l si, dés que r dépasse une limile finie,

s —ay|
IF(s)|1<e”

pour |z|=r, in élant une conslante, parmi loules les fone-
tions 9F — o, qui différent autrement que par un facteur constant
il ¥ en a une au plus d’ordre réel fini aux environs de s = a;,
@ moins que F(z) n’y soit d’ordre fini.

CoroLrare I. — SiF, ¢, 9, jouissent des mémes propriélés aux
environs de tous les points critiques, parmi les fonctions 3F — ¢,
ily en a une au plus d’ordres réels tous finis, & moins que F(3)
r'ait tous ses ordres finis.

Cororratre 1. — Tout étant posé comme aw théoréme VI et au

corollaire I, st F n’est pas d’ordre fini aux environs de s = a; (aux
enpirons dé tous les points critiques), parmi les équations

F—

=0

-G l—.&‘-

il y en a une au plus d’ordre réel fini aux cnvirons de ce point
au.x environs de tous les points critiques).

On pourrait aller plus loin et considérer les fonctions quasi en-

tieres I (5) d'ordre S¢” aux environs de 5 = a,. Des raisonnements
de méme nature conduisant & des résultals analogues paraissent appli-
cables : nous ne nous y arrélerons pas pour le monent.
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Dériprrion. — Une  fonction monodrome qui, en dehors de
k + 2 points singuliers essentiels ®, @y, a,, ..., G4y, W'a d’aulres
points critiques que des pdles sera dite une fonction quasi méro-
morphe.

On peut former une fonction quasi entiére @ ayant pour pbles les
poles de cette fonction : F® est alors une fonction quasi entiére W'
donc

v
F=g ()

Treorime VII. — Toute fonction quasi méromorphe est le quo-
tient de deux fonctions quasi entiéres.

On peut encore étendre aux fonctions quasi méromorphes certains
résultatls relatifs aux fonctions méromorphes (*) et en indiquer de
nouveaus. '

Supposons que les ordres

G, Gyy o0y O
de W et @ soient Lous finis ¢ si
Ty Tey eey Tk

sont les plus grands des nombres p et o, p, et gy, ..., px et gz, nous
dirons que F est d’ordres finis 7, Ty, .. .; 7%

Soient g, ct Y, deux fonctions quasi méromorphes distinctes et
Fog=0& (),

(22) 1;_41‘:.,1(}11;

() WEeiERsTRASS, loC. cit,
(?) Borer, Ann. de l'Ecole Normale, 1go, p. 215.
(?) €% est d'ordre 7 aux environs de 5 =0, car, sinon,

-2

. } o Byeb
91::‘-3, 0:-;, cpl—f-()eczu?—(—e—

B’

v, aL U élant d’ordres < ¢, il en serait de méme de ad + ByeC.
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supposons que les ordres de ¢, et §, soient tous inférieurs respective-
ment & ceux de F et que 0 et v soient les quotients de produits de fac-
teurs primaires relatifs a F — g, et F — 4.

G et H sont des expressions de la forme (15) :

G=X(:)+X0( 'ao)-*-...,

e
S o

H=Y(s)+ Y, (= )+

»3_6‘0

o X(3), Xo(3), -, Y(5), Y,4(5), ... sont des polynomes.

Les ordres de 0 et v, qui sont les ordres réels de F — o, et F — ¢,
étant supposés inférieurs & ceux de F, ces derniers sont égaux aux
degrés des polynomes X (5) et Y(3), Xo(3) et Yo (3), ....

(22) donne
(23) by — g =0e'— e
Ecrivons encore, comme dans (17 ).,

X(z)= A(z)+ B(3s),
Y(5)=A,(5)+B,(3),

A et A, désignant I'ensemble des termes de X et Y de degrés > A,
A\ étant le plus grand des ordres de 9,, $,, 0, n; il suffit maintenant de

remarquer que (23), quand on y chasse les dénominateurs, sc raméne
4 la forme
Ac*+ Be'= C,

ot A, B, C sont des fonctions quasi entiéres d’ordres <7, %,y ..., T}
nous avons vu gu’une relation de cetle nature est impossible [¢équa-
tions (16) et (21)].

Nous en concluons ce théoréme :

Tutorime VIIL. — Parmitoutes les fonctions quasi méromorphes
F — o, d’ordres finis, ot F est une fonction quasi méromorphe
d’ordres %, ©,, ..., 1 finis, @ k + 2 points singuliers essentiels
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(dont s =), @, une quelconque des fonctions quasi méromorphes
d’ordres tous plus petits, F et ¢, ayant les mémes points critiques
essentiels, il y en a une au plus dont tous les ordres réels sont infe-
rieurs a ceux de F ().

Nous allons de méme établir pour les fonctions quasi méromorphes
un théoréme de MM. Picard et Borel pour les fonctions méro-
morphes :

Tutorine 1X. — Elant donné une fonction quasi méromorphe
F(z)d’ordress, «,, ..., 7 dk + 2 points singuliers essenticls (dont
s ==%), parmt les équations

F(s)= ?(3)’

ot %(3) désigne une fonclion quasi méromorphe d’ordres tous
[nféricurs @ %, Ty, ..., Th Uy en a au plus deux qui soient excep-
tionnelles, c’est-a~dire telles que Uun au moins des exposants de
convergence des suites des modules de lewrs racines soit infé-
rieur a Uordre correspondant parmi les nombres t, 4. ..., T

Ll suffit de suivre & peu prés la méme marche que M. Borel pour les
fonctions méromorphes.
On considére encore les diverses fonctions

\__ MF—+N
8(3) =grn’

avec MN' — M'N £ 0, M, M’, N, N’ étant des fonctions quasi entiéres
d’ordres Lous inférieurs & %, 1,, ..., T4 On distingue trois cas :

(') Un théoréme semblable, par analogie avec le théoréme V et ses corollaires,
a ¢videmment lieu aux environs de chaque poinl critique, ' étant une fonction
quasi méromorphe d’ordre fini aux environs d'un point critique seulement : nous
n'insistons pas. Ces résultats et ceux du théoréme VIII sont nouveaux, méme
pour les fonctions méromorphes.
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Premier cas. — Aucune des transformées g (3) n'est une fonction
quasi entiére (') aux environs d’aucun des points criliques =,
Aoy vevy Qi

-’

Dans ce cas,
N’
F(z)= -

admet =, =,. ..., 7 comme exposants de convergence de ses racines.

En effet, ceci revient a dire, si F = ;1, F, ct F, ¢tant des fonctions
2

quasi entiéres, que
M'F, +N'F,

est une fonction quasi entiére d’ordres réels =, %o, ..., % Si I'ordre
de cette fonction aux environs de s = @, était < 7;, on pourrait
trouver une fonction entiére M d’ordres <%, %,, ..., 74 et ayant les
mémes zéros aux environs de 3 = a;;

(5)= MFGE) _ _ _MF,
B3 =WFE)+N — WF,+NT,

n’a plus d’infinis aux environs de 5 = a; : c'est une fonction quasi
enti¢re aux environs de ce point, contraircment & I'hypothése faite.

Devxiime cas. — Parmi les transformées g(z) il y a des
Jonctions quasi entiéres aux environs d'un au moins des points cri-

tigues a;, mais ces fonctions quasi entiéres sont toules d’ordre
réel ;.

Soit
o p.F—l—v
V(3)= TH QISR

(1) Nous dirons que
'

. . .
o(s)=w(s)» ....___.) ven, -....._._.)
6(0 ? v),n(s —, ) 2 PR

(théoréme II), ot (), @a(3), ..., o,(5) sont des fonctions méromorphes de 3,
est quasi entiére aux environs du point critique a; si ¢;(5) n'a qu'un nombre
limité de poles. ' ‘
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(& -1y v, v, fonctions quasi entiéres d'ordres inféricurs & =, %, ..., %,
avec pv, — vf4, 7 0) une des transformées de F(z) qui soit fonction
entiére aux environs de z = «;.

En raisonnant comme M. Borel, on voit cue les équations

N

M
ou

MF+N
g(Z)Z: -—T =0

admettent 7; comme exposant de convergence de la suite des modules
de leurs zéros aux environs de 5 = a@;, 4 moins que I'on n’ait

N
M

=4
B

Si la méme circonstance se présente aux environs de plusicurs des
points critiques, en nombre k', on devra avoir & la fois

v g Ype

_— — s —— Sy

N
M 7w e T e

Finalement, dans le cas supposé ici, il y a au plus nne équation
exceptionnelle,

Troisikme cas. — Parmi les transformées g(z) il y a des fone-
tions quasi entiéres aux environs d’'un aw moins des points cri-
ligues a;, mais uie au moins de ces fonctions y est d’ordre réel
nférieur a ;.

I nous suffira de considérer le cas ot @; = %. L’ordre apparent de
cette fonction y es} 7 ct
Y — MA el’lzl’
ott P est un polynome de degré =, M une fonction entiére de 5
d’ordre < 7, A unefonction quasi méromorphe d'ordres S7,, .... T
n’ayant pour points critiques cssentiels que a,, . .., ;.
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Ona
o/ 7. pMAC +
(24) wmMAS

avee (v, —v@,#0, 4, &,, v, v, étant des fonctions «uasi cntiéres

) N' ] 3 .
d'ordres <, %5y ...y %y 0=V (5) + 37 équivaut i

M/ (pMAe" +v) + N (s MAE" + )
<25) M/(syMA " +vy) - =0

Supposons d’abord que le numérateur et le dénominateur aient des
racines communcs, elles satisfont &

M?(u MAe*'+v )=o,
M (#,MAc" + v,)=o;

comme on suppose M’ o, N's£ o, elles devront satisfaire soit &
v, — v, = 0, soit & M'= o, c'est-a-dire & des équations d’ordres
inférieurs 47, gy .-y Tse

Ceci posé, considérons le numérateur de (25) (ui est de la forme

(M'p +Npg, )MA + My + Ny, =o.

SiM'p + N, 550, M'v + N'v, 5= o, appliquons-lui le théoréme V
en chassant le dénominateur de A : parmi les fonctions quasi entiéres
d’ordre inférieur 4 4 aux environs de 5 = o, ¢t de la forme

ge’ — 9,

il y en a une au plus d'ordre réel inféricur & = pour s = . Ici celte
fonction est évidemment (& un facteur constant pris) ¢e";sio et 9,
sont # o, 9¢" — ¢, est d'ordre 7. Donc, quand M'w + N'w, # o,
M’v+N'v, £ 0, le numérateur de (25) est d’ordre réel , et I'exposant
de convergence de la suite des modules de ses racines est 5.

Si
Mu+ Ny, =o,

Journ. de Math. (5° série), tome VILI. — Fase. IV, 1go2. a0
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on a
N o
N T
o . ' ) . ;
le rapport o elant parfaitement déterminé d’'aprés (24), on a une
1
équation correspondante unique exceptionnelle.
De méme pour M'v+N'v, =0 : on a ainsi deux équations
exceptionnelles.
Si 'une de ces circonstances se présente aux cnvirons de plusicars

. o e ! ‘l' .
points critiques, on aura des valeurs analogues ::—-,-, = ..., qui devront
1 1

-« A N :l. )] >
&tre égales chacune & I'un des rapports =, -- En toul cas, on aura
1 1

encore au plus deux ¢équations exceptionnelles. C. Q. F. D.



