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Sur les équations de. certains groupes ;

Pax M. vr SEGUIER.

L'objet de ce Travail est 'extension de la méthode indiquéc par
M. Jordan (Traité des substitutions, p. 32) pour la recherche des
groupes plusicurs fois transitifs, avec des applications aux groupes
connus d’ordre p(p*—1), p"(p*—1), p*(p**—1). Jai été ainsi
amené 4 reprendre el & compléter les recherches de Mathicu sar les
groupes de degré ¢ = 2 p + 1, g et p ¢lant premiers.

Jétablirai d’abord certains théorémes relatifs 4 la définition des
groupes (finis ou non). Ils ont déji été énoncés (*); je ne crois pas
qu’ils aient été démontrés rigourcuscment.

Soit S un systtme d’¢quations Fy =1, I',=1, ... entre les géné-
rateurs a,, a,, ... définissant un groupe G. Les FF; pourront contenir
des a;'. Chacune de ses conséquences peut, par des transforma-
tions identiques (¢’est-a-dire ne supposant aucune équation aulre
que a;a;' =1 entre des produils formellemend distinels), étre mise
sous la forme typique I, ,\N='FN =1, ¥ parcourant un systém:
de ¥7' o le méme peut revenir plusieurs fois, NV parcourant, inde-
pendamment de ¥, des produils quelcongues de a; et de a;', 4 V-
étant éerit de maniére que V=' NV =1 identiquement (il en sera tou-
jours de méme pour les autres lettres affectées de 'exposant —1). En
cffet, S est sous forme typique. Supposons qu’on en ait déduit un

(') Cf. Young, A, J., t. XV, 1893 ; Hirver, M. A., t. XLIII, 1893,
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systeme de conséquences sous forme typique formant avee S un
systtme §'. La transformation qui raméne une équation a In forme
typique étant identique n’altére pas sa valeur logique, et 'on pourra,
dans toute déduction, prendre sous forme typique chaque équation
dont on se sert. N suffit donc de montrer que toute consiquence
de §' peut &tre misc sous forme typique. Or on ne peut déduire une
conséquence d’un systéme d’équations que par la répétition de deux
opérations : multiplier les deux membres d'une équation par un méme
facteur, substituer & un produit d’¢léments un autre produit égal (iden-
tiquement ou non). Le résultat de la multiplication des deux membres
de IV-'FV =y par A s'éerit identiquement ITA~' V' FVA =1 qui
a la forme typique. Soient ABC =1, ® = 1 deux équations de §, la
seconde équivalant identiquerent & B=1D. ® scra de l'une des
formes B~ D, DB-', BD~', D-'B. Le résultat de la substitution de
D a B s'écrira done identiquement, on ABCC~'B~'DC =1, c’est-
a-dire ABC.C'@*'C=1, ou ADB'A~'" ABC =1, ¢'est-a-dire
Ad=* A~ ABC =1, donc toujours sous forme typique.

Supposons que, dans les équations d'un systéme S définissant un
groupe G, figurent deux scries de générateurs ¢y, ayy oo oy by by, ...
et désignons d’une manitre générale par X (a;) =X(«), X(#;)=X()
des produits des @™ sculs ou des 0*' seuls, par X,o,, X;=,, c¢ que
devient le produit de générateurs X ou le systéme d'équations X,
quand on y remplace les « ou les & par 1. 1l est clair que, si ® =1
résulte de S, ®,_, =1 résultera de S, ct plus généralement si, dans
& =1, on fait quelques-uns des b ¢gaux i 1 ou entre cux, le résultat
obtenu résultera da systéme obtenu en faisant les mémes changements
dans S (il suffit pour le voir de faire les mémes changements dans
loutes les déductions conduisant & ® ==1). Si donc & =1 ne contient
que les a, clle résultera de S,-,; mais une conséquence de Sy, ne ré-
sulte pas en général de S.

Supposons que S, définisse un groupe B; en géncral, S, ne ré-
sultant pas de S, les conséquences de S, ne le seront pas de S, c'est-
A-dire que la table de multiplication de B ne fera pas partic de celle
de G et que G ne conticndra pas B. S, ¢tant le systéme des équations
de S ou ne figurent que les a*', supposons encore que S, définissc un
groupe A. Ici, S, résultant de S, les conséquences de S, le seront de S



SUR LES EQUATIONS DE CERTAINS GROUPES. 255

mais G ne contiendra encore pas nécessairement A, parce que S peut
identifier des a(a) laissés distincts par S,. On obhservera que les con-
stquences de S dans A résultant toutes de S,.,, G contiendra A si
Si=, résulte de S,. Je me bornerai au cas important ou S a la forme

Ai(a) =1, B;(b) = A;(a), by abr= Al (a)
(yjobyl=1,2,...).

Si A;=1, G contiendra B, car alors S,-, équivaut au syst¢eme S, des
B;=1.SiA;=1, A}=a, G conlicnt A. En posant A(A}")=Ajt',
el génc’mlcmcnt A?""(A}“b)) — Alf.lluyl[;), daoﬁ A?'.b)!'!”'vaf'n!__. A({,%./;,ym.wb.’
on aura

B(oY " aB(b) =AY B(b)'a(a)B(b) =a(A}").

On pourra donc, cn faisant passer les 4 a droite et les @ & gauche,
ou inversement, ramencr tout ¢lément de (x i la forme a(a) f(0) ou
B(b)a(a). Je dis qu'on aura chaque ¢lément de G au moins une fois
dans la forme «f (ou Pa) en faisant parcourir i « les ¢léments dis-
tincts de A ct & B les éléments distincts de BB (c’est-a-dire les produits
que S,-, laisse distincts). En effet, tout $(b) est égal dans B (c'ost-
a-dire en vertu de S,,) 4 un ¢lément 8, de B, les diverses écritures
qui représentent B, dans B représentant en général plusicurs ¢léments
de G. Dans la forme typique IIV='B;'V =1 de 38;' =1, remplacons
B; par B;A7'; I'égalité subsistera en vertu de B;= A}. In faisant
passer tous les &4 gauche, on voit que IIV='B3'V, donc 38;' sera
un a(a); donc P =afB,. « dépendra en général de Pécriture choisic
pour 3, dans B. Mais le systtme des ¢léments distincts de Af, n'en
dépendra pas et coincidera avec le sysitme des ¢léments distincts
de AB. Ainsi B, parcoarant B avec une éeriture quelconque, EA 8, (et
de méme Ef,A) fournira au moins une fois chaque ¢lément de G.
Si By =~ By dans B, AB, ct Ay n'ont aucun élément commun, car de
afy= '8, on déduirait, en remplacant les @ par 1, que B,=3,
dans B. Done, si un ¢lément a3, est répélé, ce sera dans le sys-
teme A, ol il se trouve, c'est-a-dirc sous la forme a'@;, o et @ étant
distincts dans A, c'est-d-dire en vertu de S,, mais égaux dans G,

Journ. de Math. (5¢ séric), tome VIII, — Fasc. III, rgo2. 33
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c’est-a-dire en vertu de S. Cela n’aura licu que si S établit entre les a
d’aulres conséquences que S,, c'cst-a-dire si G ne contient pas A. En
adjoignant & S, toutes les conséquences. que S Ctablit entre les e,
S et G ne changent pas; mais S, deviendra un systéme S, définissant
un groupe A’ contenu dans G ct dans A, Alors, o’ parcourant A’, on
aura, sans répétition d’éléments, G = A'B = BA'.

Pour que S n’établisse pas entre les @ d’autres relations que §,,
deux condilions sont évidemment nécessaires (*).

1° Comme S donne A;(a)) = A (b, a,by) =1, il faut que, dans A,
A(A) =1 et que les Al* (D, restant fixe) ne vérifient dans A au-
cune relation ®(AP)=1 qui ne résulte des A;(A¥)=1; sans
quoi S donnant b"@(a,)bk_d)(A"*) donnerait ®(a) =1, qui ne
résulte pas de S,. Cette condition sera dite d’isomorphisme. On
observera que, A;(A}*) =1 résultant des A,;(a) =1, A;(A}") risul-
tera de A,(A%¥) =1, c'est-d-dire de A, (@) =1, et plus généralement
que A;(AE™) = résultera de S,.

2° 11 faut que, dans A, A7 @, A" = A ; si G est fini, Péquation
répondant aux signes inféricurs résulte de 'autre, comme on le voit
cn répétant la transformation par Aj. Celte condition scra dite de
Jermeture. Si les Aj se réduisent & 1, ces deux condilions suffisent
pour que toute conséquence de S entre les @ résulte du systéme 8/
des scules équations A;=1, b;'a,b,=A%. En effct, S donne
b A bra by Al by = A", Donc ici, en vertu de S, b;' B, by et,
de méme, tout B"'B B = w est permutable & a,, done & ;' a,b; (car
[);-I a(b,"lﬂ) == b;lalb[’lﬂ) I)l—' b,' = ,);‘b,"lﬂ) b;‘dlbi = 1}‘0/};.6![/),') . DOHC,
dans une conséquence @ =TIV, F*' V. =1 de S (F parcourant les
premicrs membres des équations de S ramences 4 la forme typique),
VeF='V, se raméne 4 la forme o' A;(AB)*'a, si F= A, el i la
forme o' §~'B%' B, si ¥ =B;. En faisant passer 4 gauche tous les
(5*' B3'B, on voit que ® =1 prend, en vertu de ', la forme wd' =1,

b, @ ¢étant les premiers membres de deux conséquences de S, S
rcspccuvement. Or w, si I'on y intercale des 4;' b, & des places con-
venables, présente tous les b de ® dans 1'ordre ot ils s’y rencontrent.

() M. Holder (loc. cit.) semble affirmer qu'elles sont suffisantes. C'est sur ce
point que sa démonstration (en particulier le § 16) m’a laissé quelques doutes.
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lls se détruisent identiquement si @ =1 ne lic que les a, ct alors
® =1, qui ¢quivaut en vertu de §' i unc conséquence ¥'=1de ¥,
résulte de . Si B est cyclique, S donne b7'A'b, = A, donc
A (A")=A, doit résulter de S,. Jappellerai cette nouvelle con-
dition condition de permutabilité. Sielle est vérifiée ainsi que les
deux autres, toule conséquence @ ==1 (sous forme lypique) de S
entre les @ résulte encore de §'. En effet, d'aprés les hypothéses,
F,=B,A" sera, envertu de S, permutable aux @ et & b,. On pourra
donc, dans @, faire passer & gauche d’abord tous les F; qui y forme-
ront un produit F}, puis, A|; étant pcrmutable 4 ,, tous les B, qui v
formeront un produit v,. Comme plus haut, on devra avoir &k =o.
Donc I, disparait en vertu de S’ et ® =1 résulte de §'.

Or, toutes les fois que S n’établit pas entre les @ d’autres consé-
qquences que §', les conditions d'isomorphisme ct de fermeture suffisent
pour que G contienne A. En ellet, ¢n appelant b, la subslitution
(@, AlY), a;, la substitation (a,, a,a,), le groupe engendré par les «,
U’ (les b’ ne sont pas nécessairement tous distincts) vérifie §' et con-
tient le groupe A’==A (') engendré par les ¢,. Quand les A, =1,
la condition de fermcture exprime ¢videmment que les isomor-
phisnies (@, Aj*) engendrent un groupe homomorphe a B.

1. Soient G un groupe de champ (j’cntends par la ensemble des
symboles) 1, 2, ..., #; A le diviseur fixant 1, B un diviseur quel-
conque. Si dans les deux éléments x,=(1a...), xg=(18...) de
G (@, 3271), = el B appartiennent & un méme systéme d’intransitivité
de B,ona

Lo == Xy (modd A, B).

Car b =(af...) ¢tant dans B, z,buy' = (1) ... est dans A, donc a,
dans AagB. Réciproquement les éléments de AxB substitucnt évi-
demment a1 les symboles d’un méme systéme d’intransitivité de B,
systéme (ui peut &tre choisi arbitrairement si G est transitif, Done,

(1) Je représente par cette notation Pisomorphisme holoédrique, Je dirai
d'ailleurs désormais, avec M. Klein, homomorphe pour (somorphe, et isomorphe
pour fwloédriguement isomorphe.
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si G est transitif, (G; A, B) (') est le nombre des systémes d’in-
transitivité de G dans la représentation de G relative ¢ A (chaque
symbole non déplacé par B étant ainsi compté comme systéme
d’intransitivité).

Toul groupe A == La, de substitutions entre les symboles 1, ..., 7,
7(Zo) fois transitif divise d’autres groupes de substitutions, par
exemple les symétriques dont le champ contient 1, ..., 2. Mais on
peut se proposer de chercher s'il existe un groupe G,, ¢ + < fois tran-
sitif entre les symboles 1, ..., n, 7, ..., 3, ol A soit le diviscur
fixant g, ..., 0. Soil d’abord (=1, G, = G, ¢, = 5. Si G cxiste, on
aura la décomposition (modd A, A) G = AXA, X =2Vx;(z, =1),
chaque ;5 1 substituant & o un élément «; d’un systéme d'intransiti-
vite distinet de A, m ¢tant Ie nombre de ces systémes d’intransitivite
(dans le champ eflectif de Gr: I'un d’eux seréduit it ¢) qui se réunissent
avec ¢ en un seul systéme d’intransitivité de C, et (AXA)*= AXA
ou XAX = AXA. 1l suffit ¢videmment qu’on puisse trouver des .«
vérifiant ces conditions, et, si G est primitif, donc A maximum dans G,
onaura G = A, z;|.

La recherche de X par talonnement est abordable lorsque Pon sait
« priori que G doit conlenir des substitutions du second ordre
(s%;), ..., quon pourra prendre pour z;. Bornons-nous i ce cas, ct
soit I'y=2X" fu, de générateurs fi(h =1, ..., N), le diviseur de
A = SN (1= 1) qui fixe a5 on aura

eV, =F,.
Les conditions d’existence de G deviennent
() wi=uw, & fpri=Lfigy Llari= QL 0y, B L;= QL Gy
w dépendant de 7y ks vy vy de dy vy W W hdedy Ny =2, 000, g

k=1,.., Nyv=1, ..., (A, F); A=1, ..., (A, 1); et I'on peut
mellre aya . sous la forme rygweriy fra St A est Leansitif, &' == (.

(') Je désignerai .par (G, A) Vindice de A dans G, par (G; A, B) le nombre
des ¢léments incongrus de G (modd A, B) (cf. Frosesis, Crelle, 1. 101).
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Le groupe G' défini par le systéme S, formé de ces dquations et
de celles de A, est précisément G (certaines équations de S peuvent
d’ailleurs résulter des autres).

En effet, désignons un instant par G, A les groupes abstraits repré-
sentés jusqu'ici par les groupes de substitutions G, A. Les équa-
tions (1) donnent G' = AXA, donc ((+, 1)S(G, 1). Mais, comnme G
les vérifie, on a aussi (G, 1)2(G, 1), done =2 (. Ainsi S exprime
loutes les relations qui existent entre les substitutions génératrices
de A ct les z;; autrement dit, toute relation que I'on peat obtenir
en formant avec ces substitutions des produils égaux & 1 résulte
de S, sans quoi ces substilutions engendreraient un groupe d’ordre
<(Gy1).

Si A est transitif, donc 721, m =2, G élant au moins deux fois
transitif sera d’ordre pair ct contiendra une s, (') s; une conjuguée
de s déplacera o el pourra élre prise pour z,.

Soit £>1 ct A transitif. Les condilions nécessaires et suffisantes
pour Uexistence d’un groupe Gy, t +1 fois transitif enire les sym-
boles 1, ..., 1y 54y .oov 7,y 00t A est le groupe ficant =, ..., 5, Fle
groupe fixant 1, 3,y ..., 5, sonl qu'il existe des substitutions
d’ordre 2, s4=1(54_yy 54), ... (34=1 et les symboles non écrits fai-
sant partie de 2, .. ., n) telles que

’

$p=1, Su S8 ==Sns s, rs,=a's,a’,
s,a8,= @, (8e8ie1 ) = fuus (8;87.4)° == [k
(2) (=1, .ty i=1,0,l—1; j=1,.,l—23k=2,..,
t—ji3 l=12,...,t; fparcourt les générateurs de IY, @ ceux
de A cui sont hors de 195 r un systéme de restes 3£ 1 de
A modF; a,a’,a sont dans A hors de 5 /,,, fix dans k),

(') Fécrirai, d’une maniére générale, g* pour « groupe de degré n », s* pour
« substitution de degré n », en entendant par degré d'une substitution le nombre
des symboles qu'elle déplace, g, pour « groupe d’ordre 2 », s, pour « substitu-
tion d’ordre n ». J'appellerai pair un groupe dont toutes les substitutions sonl
paires. J'appellerai constituant d’'un groupe intransitif le groupe auquel il se
réduit lorsqu'on ne considére que son action sur certains systémes d'intran-
sitivité,
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el ces équations, jointes & celles de A, définissent G,. 1l suffit de
montrer que le théoréme subsiste lorsqu’on remplace ¢ par £ + 1 [la
premiére ligne de (2) se confond avee (1) pour ¢t =1, m = 2]. Or, si
G, , existe, il y a, on I'a vu, une substitution de la forme

Sera =(1)(31):+ (721 ) (3%sy)- -,

telle que

9

S, =1, 5101 Gy 800 = Gy, 8041 Groy 8, Gy 8000 S Gespt Gy

(les restes # 1, modG,-, de G, = G, + G,_,s,G,_, sont tous dans
Gy 5,(3, ) eLees équations développées définissent G,.,,. Puisque s,
lixe 1,0y, ..., 6,,, il vésulte de s, Gy 80y = G,y que s, Fs,y=F,
Seoi NS == Ay el (8,:800)" (8804 )2(J < 1) sont évidemment dans F.
Inversement, si (2) est vérifié quand on y remplace ¢ par£+1, on
aura, puisque G, = 1A, 8,, ..., 51,

Sear Oy Sy = Gl- 1
ct I'équation (8484,)* = fiy donne
Sy Giey 80G S0 = Gy Sy 86800y Gooy = Gy 808000 8,G 2 2Gysy Gy
Comme G, = A + As A, onaura (s,As,=A):

G,= G, + G,s,G,
c=A+As,+As,A+ As; s, A+ As,5,A + As s, As Al

Chaque complexe du second membre ot A figure  fois contiendra,
¢ diésignant Pordre de A, af ¢léments distincts ne figurant dans aucun
aulve complexe, car Eyaf = a(a +1) (2 + 2) est précisément l'ordre
de Gy,

I observant que s,As,SAs,A, donc que s,As,.A est SAs A
et As,A.s,A2s, A, en sorte que

As,s,As,A=As,s, As,A=As,.As.As,A
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coincide avec As,s, A, onade méme

Gy=A+As,+ As,+ Asys,+ Asys, 4+ As,s,8, + As, A+ As s, N
+ Asys, A + As s, A+ As s,8,A + As, 5,5 A+ As, s,5,A
+ As;8,5,A + As,8,8,8,A + As,&,s,s,A + As,5,5,8 A
+ As,5,As, A+ As s;As\ A+ As;s,5,A8, A + As, s,5,A5, A
+ A8, 8,8,A8,8,A + As;s,8,8,A8, A + As,s5,5,5,A5,A
+ As,s,8,As,8,A5,A,

aucun ¢lément n’¢tant répété dans le second membre.

En prenant A =1, o), = h, s,=(k, h+1), on obtient immé-
diatement, pour les ¢quations du symétrique de champ 1, 2, ..., ¢,
S5 =(8:80n1 ) = (8;84)’ =1,

(h=1,0t =15 i=1,.,0—2; j=1,..,0=3; k=2,...,(—j—).

(3)

Ces ¢qualions cxprimant toules les relations qui lient les (4, h+1),
il en résulte certainement, puisque

(12)(23)...(t—1,8) = (1,2, ..., 0),
en posant §, =@, $,...5—, = b, que

V=1, s=0""al,
donc aussi
‘ I =a*=(ab"'ab)® = (ab~abi)=1;
(4)

1 L . . . . l=1 . . .
(;:2,3,...,;,sucstpmr; J=2,3, ..., —— si Lest impair.

Inversement de (4) on déduit (3) en observant que

b=*.ab~*abk. bt = b=t al?. D% al+*,

abl.aball.ba = al/ab-’
ct en posant
bi-tab =s,.
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‘Donc (4) définit le symétrique de degré ¢ (Comparer Mooss, P. L.
M. 8., v. XXVIII, 1896, p. 357).
Prenons pour A 'alterné de champ 1, 2, 3 engendré par

c=(123)=(12)(13).
En adjoignant les substitutions
si=(2)({+2,t+3)  (i=1,..,n~—3;n24)
qui vérifient

Lt =(cs,) = (c8,) = 8] =(8;8j04) = (8:8::4)' =1,

(3) i=1,...,0—3; J=1,00n—=4;
k=2,...,n—i—3; l=2,...,0—3

(on supprimera les ¢quations ou s aurait un indice > 1 si 2 = 4, ou
>a2sin=15), ona ung" n— 2fois transitif. C'est done l'alterné a,,
de degré n, ct &, est défini par (1). &, contient unc substitution
b=S,384...8,8 dc laforme (34...n) ou (12)(34...n), sclon
que 7 cst impair ou pair ¢t b's, V=15, L=1, ..., n—4. Donc
les ¢quations suivantes (ot @ cst mis pour s, et ol 2 est supposé > )
2= c'=a*=(ac)*=(ab'ab)* = (ab~*ab™)*=(chalr): =1,

(6) x=2,...,3(n-2) sinestpair,

' z=2,...,5(n—23) sinestimpair,

\y=2,..,n—3
résultent de (5), qui exprime Loutes les relations liant les

(12)(i+2,i+3) (i=o0,...,0n-3).
Inversement de (6) on déduit (5), en observant que

b~".ab=* al* .‘b" = btalt.b"*abt*,  ab*.ab~"al®.b~“a = ab*ab~"

(¢f. Mooz, loc. cit.).
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2. Prenons A = (3, i5) 1, 5 parcourant un corps de Galois C(p™)
d'ordre p™ (p premier) dont { est racine primitive. A fixe le sym-
bole o. Une détermination de G, sera le groupe G = X(z, a5 + §),
{ parcourant C, el « C sauf o. Cest d'ailleurs la seule. En cffet, dans
un g,mom_,) G’ deux fois transitif, de classe p™—1, il y a p"‘*‘s’,’," for-
mant avec I'unité un groupe normal 11 dont tous les éléments sont
d’ordre p ct conjugués dans (i, donc permutables. Donc tout divi-
seur A" de G', qui fixe un symbhole, divise le groupe J des isomor-
phismes de 1. Or les éléments de 1T peuvent se mettre sous la forme
h=|x,x;+a;| (i=1,...,m), x; a; parcourant les entiers réels
mod p, ct cclles de s sous la forme

J=\zy ko, | (modp)  (Lhk=1,...,m).

Soil A’ eyclique. Pour que j soit un générateur de A’y done d'ordre
p"—1, il faut etil suffit que sa congruence caractéristique soil irr¢duc-
tible et appartienne & 'exposant p™ — 1 (Jorbax, Traité, n* 159). Un
changement de variables raméne alors j 4 la forme
[ Xe £:X¢ | (i=o0y,...,m—1, g;=¢"
ct /v ala forme | X; X;+ A;|. Les X; ¢tant conjugués, G’ cst iso-
morphe au groupe engendré par | X,, £ X, | ct parles | X,, X, 0
Or Xy=2"¢'ysy Ay=2,""¢';, les y ¢lant des fonctions lincaires
mdcpcndantcs des z et les b des @ (puisque les X sont indépcndams
et de méme les A). Done G'=A'H:z=X(5,05 + )=
Cherchons les ¢quations de G par la méthode prccedcntc. On aura
G='a,bl, a=(is), b=(o1)... ¢lant du second ordre el dc la
forme (25 + 8); donc & = (1 — 3), et G sera défini par les équations

a” ' =b0=1, bl =a*bd’,
o =1, ..., p"—2ctoln, ¢ sont i déterminer en fonction de .
Orona

b b= (fz4+1— &)= E—1),0,1 =5 ...),

y o
Journ. de Math. (> séric), tome VIIL. — Fasc. 111, 1902, 3/}
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donc
o o 14 3
&= E—=1)y1,...), =1y 1— 0.0
d’oti les deux conditions

pYF~1)=1  (modp), P=1—4F,

la derniére déterminant { et montrant que, pour 5 < m, {est 2m, la
premicre donnant ensuite

f s(p"— si p>a2
l

B+{—%= .
o si p=2

(modp™—1).

Certaines des ¢quations ainsi obtenues pour G pourront résulter des
autres et étre supprimées : de bath = a"ba’, I* =1, par exemple, on
déduit ba~*b = a*ba", bab = dtba=, ba-"b=d*ba™*, ba*b =« "bd’,
ba—*b =a*ba", ct, si p =2, ona

ba*b = a"ba"*+ bt = a' bt ba* = a*"ba®,
d’'ou, par récurrence,
ba'tb = a**"ba?™.
On obtient plus facilement un autre systéme d’équations comme il
suit. Sil'on pose
(s+2)=¢c=a7c,a, c,=¢,

il est clair que tout ¢iément de G est contenu une fois, ct une fois scu-
lement, dans la forme

azeyp...cm (=0,.cc, P =25 ¥4y eo s Yues =0y ey p —1).

St ™ = X o, %, les o, étant réels, @, ¢,y . . ., ¢y vérifieront les équa-
tions
" =cl=1, CoCo= CqCyy £1F=0,1,...,m—1;

— ~— . — Krs—i o
a’‘c,a = e, T=0,...,M — 2} alCpa=2cy...cm;
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d'ol ey, ..., ¢, s'¢liminent immédiatement. Or ces ¢quations défi-
nissent un g, y. Donc les substitutions a, c,, .. ., cy, ne vérifient
aucune équation «ui ne résulte des précédentes.

Soient p =3, m = 2. Les deux polynomes irréductibles apparte-
nant i 'exposant 4 sont 32 £z — 1. Soit =1 — i. Pour 5 =1,{ = 2,
1= 3, et des équations

Ad=0=1, bab=a*ba?,

on déduit des équations analogues pour =1, *2, =3, en
particulier ba*lh = aba®, dont le produit avee bab = a*ba® donne
ha*b = a* bat. Il est done inutile de faire 5 = 4 et le groupe cst défini
par trois équations. En prenant i#=1+ i, on aurait cu bal=a?ba?,
ce qui revient 4 changer @ en a~'. En écrivant 1,2,..., 9 pour
1,03 ..., 0,0na

a == 12345078, b=19.23.47.08.

Pour p = 2, on a ce thé¢oréme (W. Burxsiog, M. M., 1896, p. 187)
que les équations

d.": 12 = 1, balh = a*"ba™

définissent un groupe d’ordre 2™ n(m'Sm) contenant un diviseur
normal abélien d’ordre 2™ dont lous les éléments =1 sont d’ordire 2.

“n cffet, posons
a‘la' =1, (b,=1).

On aura b;b;., = b,,; pour i = 0 cela résulte de la troisieme équa-
tion, qui s'éerit

ba='b = a"ba™"' ou ba~' ba = a" ba™,
et, si cela est vrai pour i<j, de b;b;,, = b,,.; on déduit
a'bibja=a'b,, ;a ou biyia =0y},
En outre

bibh—k: bibi+l‘bi+~i I’I+—2 oo bi+k—a [’i+k = [)m+ibm+i+| oo bm+i+k—1
=a" b;a"‘.a“”"" l)ia"‘*‘ vo =q" l),‘ bi+l PN bc‘«t—k—i a”.
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Supposons alors prouvé que { b, by, ..., b; | =B, est abétlien eta tous
ses éléments d’ordre 1 ou s, Il enserade mémede B, ,; car, pour i<,
bibjw=a"bl, ...0;a" et b;b;,, est d’ordre 1 ou 2; done, ou bien
bj. = by oubien b;b; = by by Enfin by, ..., I sont dans B,,_,,
A D g gymri = Ok rilpimei vy (pour i =m — 1, le second membre con-
tient Uy, (qu’on réduit par la méme formule ot i =0); b, by, ...,
Dy pouvant n'étre pas indépendants, B,,_, est d’ordre 2, m'Sm.

En revenantdonc aux notations préeédentes, sid § =1 répond { =rm,
donc =1 —m, les équalions &' = b*=1, bab = a'~"ba™ difi-
nissent un groupe G’ d'ordre S2”(2”—1). D'ailleurs, G’ est 2G,
dont les ¢quations comprennent celles de G’. Done G’ = G.

Pour p=2,m=3,4, 0,7, il est facile de vérifier que i d¢fini par
"= 1+ {(mod 2) cst racine primitive. Pour m = G, par exemple, on
aura

A L AN ['0==' 4 i},

PO== (14 Oz P P =4 O - 0
(=14 4 P (%==1+ 0, ==,

el /7,0 ' sonl 1. Pour m =7, on aura

M=+, P==+ 7,

o= (t4 =1+ [+ O+ =14+ 8,
M=+ P )Y=1+1, =i,

el 127 est premier. Pour m=35, i défini par {*==i+1 donne i*' £ 1 [aussi
bien 3°+ s +1== (5*+ 35 +1) (3*+ 3%+ 1) n’est pas irr¢ductible].
Mais, en formant successivement les polynomes réductibles de degré

1,2, 3, 4, 5, on lrouve que les irr¢ductibles sont

s+1, 3+s+1, F4+340, PHs41, H+54+1,

"

S+, 4S540, P44+ 504,
st s+ +1, P44+,
43041, P34,

Soit P=1*~+13 on aura {"*={+ t ct G d’ordre 2°(2" — 1) sera
déhini par @' = V=1, bab = a''ba'®.
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Pour définir le groupe (2, p) =g =X (" 2+ r‘) d'ordre p(p*n—

ot les paramétres «, 3, v, ¢ parcourent Cavec la condition 28 — p(,;f‘»,
s parcourant C ct la valeur <, il faut ajouter un générateur ¢ repré-

senté par une substitution de ¢ de la forme (o). .. ou ( ) el véri-
fiant ¢ = (cb)* =1, cac = o, = étant & déterminer. Or

a__ (300 —28)+B(B—1n)
(eby= (0 G 0)-

Done 3 =1, cac = a* ct les ¢quations de ¢ s’obliennent en adjoi-
gnant, & celles de G, ¢*=(cb)*= (ca)*=1. On peut dailleurs réduire
a deux le nombre des générateurs, car les deux équations ba*b=a"has,
ca’c=a™ donnent eca’cbatl =bd*; d'ol, en posant cb=d,
b=a*d*a"dd, c =db=da*d*a"dd*, d*=1.

Pour p =2, m =3, p"(p*™ —1) = 5o4, £ est simple et défini par

(7) =0=c'=(ca)=(cb) =1, bab = a*ba?,

ou, cn posanl ¢b = d ct en remplacant (ca)* =1 ou cac =a™"' par
ca*c=a*, *=1 par (a~'ba)*=1, c*=1 par a'ca=1, bab=a*ha’
par ba®b = a'ba* d'olt U = ad’a’da?,

(8) a'=1, d*=1, (da*da*)*=1,

C
(dad*a*d)*=1, (a'dad?a’ da®)*=1.

La troisitme et la quatritme donnent

d*a*da*=a'd*a'd, dad?*a’d = d*a' da®d?.

Ponc

ada.d*a*da’* = a*da*d*a' d = a’ da’ . d* o da® da®. (a® da® )~
=a'da’. dad*a.(a’ da®)™"

el le systéme équivaut @

(9) d'=d'=(d*a’da’) = (d*ad*a*) = (dad*a)* =1.
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Si I'on pose @ =(i3), b=(1—5), ¢=(s""), ou, cn éerivant 1,
4, ...y O pour 1, i, i, ..., 1% o, o respectivement, @ = 1234567,
b=18.24.37.56, c = 89.27.36.45, (5) exprime toutes les relations
(qui lient ces Lrois substitutions, ct (8) toutes celles qui licnt a et
d = cb =189.235.467. Or, en posant :

beba = a= (72 ) =1927635,  aba'=B=(i*~z)=13.26.45.78,

S —1

on vérifie les ¢galités

(10) ol =t = (aB) = («'Ba’Ba?p) =1,

(1) wPe=d, (Bl =(fa b’y =4,

en formant les substitutions of, a*B«*Ba?B, .... Inversement (9) ou,
ce qui revient au méme, (8) résulte de (10). Considérons en effet (11)

comme définissant @ et d. On aura d'abord d = «*.23.0?, donc d* =1,
puis, en observant que (10) donne Ba’B=afBa (dont le carré et le cube

cont B2°8 = oBaBa, Bu'8 = o’ BaBa), oPat Bl — B
a = B Ba® B’ Ba?. Bu® Ba® = Bt B. o Bat. fal B ad Bar’
= 0. Ba’ BatB. o' Bat = a* Ba fa’. Bal.a?,
(12) a = o’ afa?Ba.a*Ba,
wlaut = Bat. afa? Bo = fBa' Ba® B,
Ba'Bat.a.a B2’ B = BaBaf = «,
a®= o*Ba’B . a”. Ba*Ba’s
donca’=1 ct
a'=a*Bo. Bt Bat Bo o = 0. B2 o Bu’ Ba
= «®. afa? B o?Ba = o fo’ Ba? B
= o2 fBa’. Pe? Bad Bad. (a2 Bad )"
donc (Ba?f8d) =1, (Ba?Bd)* = Ba’Bd, ou a' = Ba*Bd.
Cela ¢tabli, ona

d*a* da* = d*a™ da~* = dB«B feB = a* Po® B B,
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(qui esl du second ordre d'aprés (10). Ce résultat donnc inmddiate-
ment, d’apres (12),

ad*a® da® = 2* Bu?. 0. 0¥ b = 2*. 303, 223
=a' 8o = o' fa’ = da.
Done
dad!ad’d = &*(a'd.ad* @ da’ Yo' = o’ (a'd* 2)a’,

ct, puisque @' = Ba*3d,
dad!ad®d = a*Bu.aBn.a' = a*Pn.B.258a’,
(ui est du second ordre. Enfin, d’aprés (12) encore,

a'd.ad?a® da® = o B’ Ba® B’ 315

e*.atdadia’ da.o* = aBo.o®Bo? Bot B = BatB.o® B Ba? 3. Baf,

qui est du sccond ordre. Donc (10) définit ¢ (cf. Bunxsioe, M. A.,
t. LII; Fricke, ibid., 18q9).

3. Cherchons encore les équations d'un groupe ¢ deux fois Lran-
sitif de degré¢ p+1 (p premicr > 2) et dordre p(p*—1). Le
groupe G, fixant un symbole est d’ordre 3 p(p — 1), contient un scul
diviscur d’ordre p ct divise le groupe métacyclique; donc (i, est semi-
métacyclique. De plus G, ne contient aucun diviseur normal dans ¢.
Donc ¢ contient p + 1 diviseurs d'ordre p. On va voir que, sauf si
P=17, § esl nécessairement le groupe ©,(2,p) =10, formé des
substitutions de ¢ (2,p) ol as — By est un carré, Sip =17, ¢ a une
seconde forme possible.

En posant b= (5 +1), a = (i), { ¢lant racinc primitive de p,
G, est défini par

P =1

br=a't =1, a'ba ="

(d'oli a~*l¥a*= "™, équalion dont |'usage sera constamment sous-
cntendu dans la suite). Les symboles ¢lant «, 0, 1, ¢, ..., ", on a

b= (0,1,2,...,p—1), a= (2% 2, i _“'ip—-s)([’ oy i"“’);
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si p =3, @a=1. Cherchons unc substitution du second ordre c =(o%)...
telle que ¢ = (G,, ) soit deux fois transitif, G, ¢tant le diviscur
fixant . Le groupe fixant o, c ¢étanl de classe p — 1, ¢ sera de
degré 2p —1. Sile degré decestp ~1, ) al, dordre 3(p — 1) el de
degré p — 1, doit contenir une substitution d’ordre 2 conjugucée de ¢;
donc p=1(modj). Sidonc p==3, c=ow.12=(-37"), ¢ csl
d¢fini par
b =ct=(bc)' =1

et conlient normalement le groupe quadratique ¢, h='¢cb|; donc
G =0. Supposons désormais pZ5. U faut cac = a* el c*ac® = a;
donc o =1.

Soit d’abord ¢ =1. — Si ¢ transforme en lui-méme chacue cycle
de a, on aura, ¢ ¢tant de degré > 2,

= (0, x)(l:""”, l‘21+29)([2.¢'+|’ i2r+26+|), L=0,Ty..., %(1) — 5>’

¢ cL o élanl des cntiers inconnus < § (p — 1). Le cycle (£24+20, j2+4¢)
coincidanl avec (i**, i***), on a 4g==o(modp —1), et, puisque
fe<2(p—1)be=p— l.Demcmc4c—_ ~1 ct p==1(mod}),

(p— } . .
e=(0,%)(5, —3)(550)=(0,®)a" Donc ¢ contiendrait
(0,%) et sa classe serait <p —1. Ainsi ¢ e'changc les deux cycles
de @, et Pon aura ¢ = (0, %) (**,2™f), x=0,1, ..., ;(p—3),
¢ impair <ji(p-—1), ou c=(o,%) ( 5, 2 )(r-—-zP 530),

] [7"’ » . e
(;_'> =35 ? représenlant + 1 si 5 est carrc, sinon —1: ¢ n'est ¢vi-
demment pas dans ©(2,p). Il faut maintenant que cdc soit, pour

=1, ..., p—1, de la forme b*@cb” @, oun, ¢ ¢tanl permutable
ajal et a it |0}, delaforme b*cb* @, ou encore, cn remplacant | a |
par un de ses conjuguds dans G,, cbfe = b*cb™ b~*a’ I'; ct cela suffit,
Faisons, en particulier 3 =1, ¢ =r,

che = (cc, 'y ovey I‘r(%)7 (k+ I)"(h;-!> —;-(%1)),

g0 ey

U~ta’lf ixera r et 'on devra avoir

s
L=r (%)’ x'=r, che=10> (5 )ca"b’.
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(=2 Ly
Pour déterminer y, observons que b'( r’ change kr ) (k#—1)en

-1
/fi'(") -l-r'( ) = u(s0), que c= (u r( )u), et que, finalement,
oma -

l-f-l

(1) ut( )L”+r—(ln+l)r */ si k>0, =0 st k=o.

De la, pour & =o,

p[(:—;;l—)- 2J + 2y==£—~——(modp —1).

p~—1 . . —1 -
Donce ~—— est impair comme p, (-7)—) =—1 (donc p27) et
By = 39 -+ Pt
Cela posé, la suite S des termes <[1)), G)), oo (’L}i) présente

() ~ ) — 1 « o .
(Jowrpax, Traité, p. 158) /—-2—- variations de signe exactement, c’est-

. . —1 . . ‘ . .
i-dire li-z— termes suivis d’un terme de signe contraire et, en parti-

. 1 -1 ' e '
culier, A [p - (T) — 4] (21 pour pZ7) non carrés suivis d’un carré.

Soit donc & non carré, k + 1 carré. On aura u=(k+1)r~", (1) don-
nera

2k=—1 (modp), k=",

. —1 [] ] Ly ) — 1 . .
¢t comme il y a "—2— carrés, S présentera 3 = L—z—— variations de
signe. Donc p =17. On oblienl ainsi un groupe ¢ de degré 8 et
d’ordre 168, Z©(2,7), défini, en prenant i=3, p =1, par
V'=da*=ct=1, a'ba =0, cac = a, cbe = b3 cb?
(les ¢quations répondant & § =2, ..., 6 résultent de celles-ci; cf.

n°® 1), et engendré par .

0123456 = b, 124 .365 =a, o0w.13.20.45=c.
Journ. de Math. (5 série), tome VIII. — Iasc. IT[, 1go2. 35
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Il contient un diviseur normal D d’ordre 8 formé des b=7cb* et de
'unité, et divise par conséquent le groupe linéaire total & trois va-
riables dans C(2); en désignant respeclivement %, o, 1, 2, 3, 4, 5, 6
par les points 000, 100, 010, 00T, 110, 01T, 111, 101, 0N &

c=|w+1,y,5) h=|z,a+ 3yl =

£y 3y Y + 3]

Le diviseur normal | D, ¢ = b, ¢! est le groupe d'ordre 27(2%~ 1)
du n® 2. On a évidemment ¢ =D!qa,b!, ct D est le scul diviseur
normal minimum possible dans un groupe primitif de degré 8. Le
groupe fixant deux symboles ja{ a 28 corjugués cl est, par suile,
permutable aux seules substitutions du groupe I" de générateur

ac =1604325. 0%

composé des six substilutions permutant entre cux o, % . Deux substi-
tutions ¥, y' d'ordre £ 2 de T' ne peuvent étre conjugucées dans ¢,
car si s~'ys=1, s doit permuter enlre eux o,  , donc étre dans T,
Donc chaque substitution d’ordre 2 de I' a 28 conjuguées. } 4|
étant permutable aux seules substitutions de | a, &, b n’a pas d’autre
conjuguée dans } e, b par les opérations de ¢ que par celles de
ta, b5 donc pas d'autres que b, h*, b*. Ainsi dans ¢ les opéra-
tions d'ordre 3, 6, 7 forment respeclivement deux systémes conju-
gués de 28, deux de 28, deux de 24. Les opérations d’ordre 2 for-
ment un systéme de 7. }a| ct | b ne divisant normalement aucun
diviseur normal, les facteurs de composit'on de ¢ sont 3, 7, 2, 2, 2, 1
dans cet ordre unique.

Soit maintenant o =—1. Si ¢ transforme chaque cyele de @ en
lui-méme, ¢= (0, @) (i*7, (P2 (P24, 292 p =0, 1, ..., ,(p — 3),
g, 0 (p—1),0uc=(5E85"), §clant égal & PP =roud P =s
sclon que s est carré ou non. Ici encore il fautl et il suffit que
cbbe = b U@’ Or, si p=1(mod 4), ¢ remplagant — 1 par
— 1, on aura .

che=(=yry ...y - 1),
et, pour {=r,

b b =(r)(...).
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Done, x =’ = ret che= /' ca’ V. Pour que le second membre fixe o,
il fant i = — . Soit alors v le premicr non carré (mod p) dans la
suite des entiers naturels;;

’
ehe = (U:,I,-a At B -’ tey —l),

\

/

P
//’/:a-'l/::( ) ’,'.'

Y —

Done s=r, e=(rs=') et ¢=0(2, p). Alors

/)

1 r r -
chbe = Wy g0 s—--*),
[ 4

¢l pour { =

’(bl\.

r ’

. r r q - 18
ra’ b = (,,)(_...), ==z cbbe = bica” P,
¥

Pour que le second membre fixe o, il faut " = %— ¢, et L'on vérifie

dircctement que cela suffit, quel que soit le carré — 1 = 22; en profi-

tant de T'indétermination de = on pourra choisir ¥ pour une des
p=t
valeurs des B. Ainsi © est défini par P =a*® =c*=(ca)’=1,
FAd #*?

aba=0chte =10 Peard ¥, Bi" =2, z étant quelconque (#0)
<~t md(»pcndant de B. Il suffira de faire parcourir & § un systéme de
restes tels qu'aucune équation ne résulte des autres (¢f. 1). En pre-
nant ¥ =1 pour unc valeur de $ on pourra éliminer @ par la der-
ni¢tre équation. Pour 3 .-z, cette derniére équation sec réduit &
(hey=1.

Pour p =5, i = 2, k =1, les équations
bi=ea*=c*=(ca)=(ab)*=(be), cb*c=10V*cal’

s¢ réduisent 4 0° = «? = (be)* = 1 il suffit de vérifier que, en posant
a = eh*eb*el?, ces dernitres équations entrainent

(eb? eb? el = (bebtch )= (cb*cb®cb?) =1.
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ch?cl? el = cl. beb, bel® = cb? cb*.cbe. b = cb . beb . b? cb?
= cbe. b cb?cb? = b*cb? ch?ch® = (' )P cb*.cbe (b e )
= (e)b.cbe. b (brey =.(b'c) Ll (b e)!
conjuguée de ¢, donc d’or(!re 2,
Vel e = (Pe)b*. cbhe. (b e) ' = (bc) beb (D e)!
conjuguée de ¢, enfin
cb? eh*elt = ch?cb®. chic.c = cbcbche
= (cbe)*.cb'c.b* che = (cbe)~" beb (che)
conjuguée de ¢. Ainsi ©(2, 5) d'ordre Go est engendré par
b=(s+1)=(01234) ec=(—s35")=(ox)(14)

et défini par
P =ct=(be)*=1.

Si p==3(mod{), chc=(%,r, ..., —s), et pour [=r il faul
x=s,u'=r, cbc=0'ca’l" : le second membre devant fixer o, il
faut i’ == — 1, ce qui est impossible, — s n'étant pas carré.

Si ¢ échange les cycles de «,

¢ ___.(0’ w)("u, i”*""”)(i”*', izcu-.zx-.|)= (:’ E;-c);

L= %" =p iz est carrd, § ="' =5 si 3 est non carré. Or si

p==1(modf), cbc=(», ry..., — 1), et pour ¢ =r il faut

r=2az =r, cbe= 0 ca’lry
le second membre devant fixer o, il faut si%” = — 7%, ce qui est impos-

sible, s étant non carré. Si p=3 (mod 4), cbe = (=, »,..., —s),
et, pour L =r, ItV =(r)..., x=s8,2' =r, cbe = b'ca’l’. Le
second membre devant fixer o, il faut i = — r, Soit alors v le pre-
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micr non carré¢ (mod p) dans la suite des entiers naturels;

] I r S
L'l)0= », I ;) reey :’—-—-‘-) ;! rery — 8,

.
Vea b = (——'—-, —r+s, )

Y — ]

Donc ¢ =(rz7"), le groupe est v(2, p) ctl'on a les mémes équations
(ue tout i I'hcure.
Pour p =75, i =3, » = 2, les ¢qualions

(1) F=d=c=(ca)*=v, -a'ba=0d*, cb*c=Dbcab
(la derni¢re s'écrivant e=cl® ¢b* cb®) suffisent, car de la derniérerésulte

che =D cb® u* = b*ca®l?

dont le carré donne

che =0 cat. Ve P = W a. el e, a? P

=0 .ab.ac. b b = bPeb® ou (b*e) =1,
ct le carré de cb*c = beab donne
ebbe=be.ab? cab = b.cbe. b ou (be) =1,

Inversement (1) résulte de &7 = ¢*= (%¢)* = (be)! = 1. En effet, en
posant
a = cb®cb’ cl®,

ca=c.b’cl® cst conjuguée de b*.ch’c=b*ch?, donc de ¢, quiest
‘d’ordre 2.
a 'ba = beb®. bebebeh. b eb® cb®
= belB.cbie. b3 ch® = b.clichie. b = 12,
cnfin,
a?=cl'cb®.cltcdlc. b ch® = clPcht. bich’. b ol®

=ecbSchic. 2. ch®ch® = beh'che = a'.
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Ainsi v(2,7) est engendré par
b=(s+1)=0123456, c¢=(3s5"')=0%x.13.25.40

et défini par
U =cr=(0*c)=(be) =1.

En posant b =V, i/ = Ii*, on obtient les équations de M. Dych (V.
A XN, p. 41, 1882),
©(3,2)==2(3,2) étant un g* ., simple est isomorphe i ©v(2,7).
Pour p =11, i=2, =4, les équalions

M=d=rt=(cap=1. a‘ba=10, che = b ecatl’

suflisent, car le carré de la deeniére donne ¢l ¢ = 0*cal®, et sa qua-
Iriéme puissance (el )* =1.

Pour p =13, i =2, % = {, les équations
=" = *= (r:a)’ =1, a'ba=10*, cbe = b=%ca* b,
ehte =D ca l®
suffisent, car la dernicre ¢levée au carré donne
chie=Deal?cab’ = ' elit

¢lle donne encore directement ¢ = h*ehta’ dont le produit avee
ebe =D 3ca?h? esL

e =02ch*a b 3ea* - = Drach ca?l ? = b g 1.

4. Soient s=s,...%,, s;=(«;, ...a,) unc substitution d'ordre
premier p ar cycles, =5, H;=s;}. Cherchons lc groupe I' des
substitutions permutables 4 M dans le symétrique de méme champ.
I" contenant normalement H est imprimitif et contient normalement
un groupe K ne permutant pas les systtmes d’imprimitivité. T{K est
isomorphe au symétrique |(12), (r2...r)! de champ 1,2, ..., r.



STUR LES I:IQUATIOI\'S DE CERTAINS GROUPES. 277

Posons
Iy (a;a,) =, Y (ay;azy.. .(1,,')“-:"5, | % lg; =8.

« et B étant permutables a s, on aura I' = KS. Soient & une substitu-
tion de K, k; son eflet sur a,,, ..., @;, § une racine primitive de p

L k~'sk=s". On aura £7's;k;=s¢" et k; cst dans le métacvclique
VSl on st =s? Donck sera de laforme I;s7 ¢, t=1¢,... t,
et K= js,, eees8y L) d'ordre p"(p—1). K contient normalement
180y o0y 8y =K el ala parité de r. k= s]'¢; déplagant p — 1 sym-
holes ou p, selon que z 5% 0 ou z = o, K, contient toutes les 577 de K.
Il est clair que T est résoluble si r< 4. En remplacant au besoin ¢, par
une de ses conjuguées, on peut supposer que f; fixe a;, ; alors chaque
substitution de S sera évidemment permutable a chaque substitution
de |s, ..

Cherchons le plus grand commun divisecur D de K avec un
groupe G > 11 de degré rp, mais de classe ¢ > (r — 1) p, ou du moins
ne contenant pas de s, de degré <rp. Dans une substitution 1I}s¥¢-
de D, x ne peut s'annuler que si lous lcs g; sont £ o3 et si D con-

tient u =1 57 et o' == II7s7, donc u®uw'®, act o' vérifiant a5, ==— 2’5
(modp) on devra avoir a5,= — 2’5}, quel que soit Z, donc ¢ Ac',,
' = u’. Donc le plus grand commun diviseur de D, K, est {u}=D"

normal dans D. Si D> Dy, soient ¢&%, ¢ ¢*, ... ses subsuluuons, ¢
¢, ... ctant dans K, ¢t 'un au moins des z, «/, ... élant p —1.
D contiendra (¢r")8(¢' ¢ ). = i+ B+ (tant dans K, et I'on
peut choisir B3, B, ... tels que e+ B2’ + ... soit le plus grand
commun diviseur ) de z, 2', .... Mais si D conticnt wi® et o',
il contient (w*)" = w, ™ ct w'w,'=u’ donec &' =ulw, et
w " = u®(wl)". Donc D = | u, wi} est isomorphe & un diviseur du
métacyclique. En changeant au besoin de notation, on peut supposer
que D=!s, ! ct que ¢, fixe &, en sortc que chaque substitution de S
(formée avec les nouveaux symboles) soit permutable 4 chaque substi-
tution de D. Soient 0 >0, A le plus grand commun diviseur de G, I’
et vz unc substitution de 4, y ¢tant dans S et x dans K. Pour que
(y=)~' s v« soit dans D, quels que soient y et 3, il faut ct suffit que
x~' %% soit dans D, ou, puisque x = l[;s>¢", que s;%¢s% = s7 (¥,
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o el = étant indépendanis de i. Or, en obscrvant que #5747 = 5277,
la condition précédente donne 7% =" ¢! = 574, d'ot a,( —1)= a,
===1. Donc » est dans |s} et A=DZ, £ divisant S; A est le produit
direct de D, I, et si r =2, A| | s} est abélien.

5. Je me bornerai i énoncer ici certains théorémes dont j'aurai &
faire usage.

Dans un groupe primilif G de degré kp et d’ordre akp (p pre-
neier, ak £ o mod p), le plus petit multiple commun M des diviscurs
d’ordre p (tous conjugudés) est simple. Si k> 1, (M, 1) est composé.
Comme G = MB, B étant le groupe des substitutions permutables 4
un g,, on a G|M=B|D, D éant le plus grand commun diviseur
de B, M. Si done k<5, G|M est résoluble. 8{ k=1,G|M est cy-
clique. Tout diviseur normal 11>+ de G étant lransiu:f, donc
d’ordre =o(mod p), donc ZM, G| H sera cyclique (Muigs, P. L.
M. S., t. XXXI, 1899, p. 148).

Un gP** o 23 ne peut étre o.+ 1 fois transitif sans contenir
Ualterné. On peat dire encore qu’un g* primétif d’ordre <;n! ne
peul contenir une s, que si n=p, p+1, p+ 2 Plus gcncralcmem
un g* pr unztt/‘ cl’or dre <4n! ne peut contenir une s (k <6
el Lp) que si nS<kp+k-+i1. Un g*r*(223) ne contenant pas
Lalterné ne peut étre o + 1 fois transitif. (Jonoas, S. M., t. 1, 1873,
P 4o-45. Cf.-Murer, B. S. Am., 1. 1V, 1898, p. 141).

6. Soient G un groupe transitif de degré n = rp (p premier), de
classe ¢>(r — 1) p, d’ordre N = mp (m premicrap et >n— p-+1);
H=1s| un des g, conjugués de G [s=s,...5,, s;=(a; ... a;,)];
A le g3, des substitutions de G permutables a I1; D le g, dessubstitu-
Lions de A qui ne permutent pas les systémes d’intransitivité de I1. Ona
vu que, sid >1, A estle produit direct de D par un groupe X isomorphe
4 un diviseur du g” symétrique. Les substitutions d’ordre multiple
de p sont toutes dans les conjugués de 4, et chacun de ces conjugués
conticnt an moins p — 1 de ces substitutions, celles de 1I. Il y a donc

. N . 4 ’ 3 1
iu moins 2'7)( p — 1) substitutions d’ordre multiple de p (et, par suite,
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de degré ). D’autre part, le nombre total des symboles déplacés par
les substitutions de G est N(n— 1) ct les & substitutions de degré <n
en déplacent

N(n—1)~na(N—z)=nz—N.

Or, cétant > n — p, 2 — 1 de ces dernicres sontde degré Zn—p + 1.
Donc

nt—NZ(n—p+1)(x—1) et le—“—:—:—;—l’i:>%

(d’aprés hypothése faite sur m). Or, ¢ étant > (7 — 1) p, les « sub-
stitutions de degré < n auront toutes un ordre premier & p ct feront
partic -des um (p enticr) substitutions dont lordre divise m.

Donc 22 ctil y a au plus N— 22 substitutions d’ordre multiple

de p. Donc
NZZten - 2N,
op - P
d'ou
> P! ou 2o
=p—2 z

Si =1 les hypothéses se vérifient d’elles-mémes pour G non eyelique
et I'on a ce théoréme de Mathieu (J. M., 2° strie, L. VI, 1861, p. 310)
qu'un g? non cycligue contient des substitutions s£ 1 permutables
ses g,

On peut remplacer les hypothéses faites sur m ct ¢ par celle gu'il
7’y a pas de s, & motns de r cycles et que la transiticité t est 2.
Pour le faire voir, j'¢lablirai d’abord une formule générale. Consi-

dérons les (/’:) combinaisons k & k des n symboles déplacés par un

"G rangées dans un ordre arbitraire. Soit G4 le diviseur fixant los
k symboles de la '™ combinaison. G¥ peut coincider avee (%, donc
aussi avec un Gj, ol &'>k; mais je regarderai ici chaque ¢lément
d’un G comme distinet de ceux des autres. Une substitution s fixant
k + v symboles déterminés et point d’autres figurcra, si elle existe

Journ. de Math. (5 série), tome VIIL — Fasc. I11, rgoa. 36
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dans G, dans </7v> = (/""") G!. Donc, dans l'ensemble,

Be=2,GF - 2,G!" + ..., de nombre

ee=2(G*, 1) = E(GH ) 1) . = (GH 1) — eh

clle figurera (," TV> - </"+"> + (l"-H) —Ei= (/H' "_') fois.
0 Y —1 v —1 Y

Si s n'existe pas dans G, clle ne figurera pas non plus dans E, et 'on
aura, g, ¢tant le nombre des ¢léments de G qui fixent g symboles
exactement,

sk hHr—1 3 ' n—1
ey __ZI! ( , )ok+v= Eﬁ([)-—-/.>0’”>(n._l;> (Cd[' (r ’“l).

Pour k =1, e, est le nombre exact des substitutions de degré < n. Si
(3 est ¢ fois transitif,

(G D) =G, D) :n(n—1)..(n—k+1) (k)
ct
er=(G, )= £ (G, 1)+t TZ(G, 1) + (= 1Yt

Cela pos¢, il y aura, dans le groupe particulier que nous considérons,
¢, = N 4 e, (e;> 1) substitutions de degré¢ < 2. Donc
1 /) —1

- > '»/’. ou t>2

o2
nv
N

ou

Sitest24,e,= N+c,(4»>1)clo>5—
Pour ¢24, r=3, G pair, (X, 1) doit é&tre 55, donec d22. Pour

122, r =2, G pair, (2,1) doil éire =1, donc d22 (ot il en est de

; 8. donc 824,sip25.

J
méme pour £=1si ¢ > p avec % >p+ 1).

7. Supposons maintenant 2p + 1= ¢ premier et soient ¢ un g7
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transitif d’ordre < £(¢!) et >q(¢—1), G d'ordre N, le g*” fixant un
des symboles. G conticndra des s,; car les substitutions (1) de ¢
permutables & ses g, sont de degré ¢ —1=2p ct d’ordre 2, p ou
2p;or, si clles ¢taient d’ordre 2, clles seraient impaires et, dans le plus
petit commun multiple des substitutions paires de g, les g, ne seraicnt
permutables qu’d leurs propres substitutions. G ne contiendra pas
de sh, car il faudrait p2{g, ce qui nc se peut. De plus N qui
divise (2p)! n'est pas divisible par p*; car un g, y serait abélien
sans étre cyclique; or, loute s, est ici de la forme s=s,s,
[si=(ai ... a;); i=1, 2], ct dans les s, permutables & s qui sont
de la forme s7's7, il faut &, = a,, sans quoi s~ {53 serait une s). Soit
d’abord ¢ pair, donc ¢ = d. Si G cst intransitif, ses deux constituants
transitifs de degré p, A et B, étant premiers 4 G, on a G=A=DB, el
comme A conticnt des substitutions d’ordre premier & p permutables
& ses g, d cst 22, Si G est transitif, ¢ deux fois transitif conticnt

. 3 . o < p—1
¢, = 3gN + ¢;(e, > 1) substitutions de degré S2p et ¢N i s;‘,”.
Donc

4

t N > NP1
iqN —¢,2¢N o
d'otl

d>2£——;—' ou d2 2.

Si ¢ est impair, on arrive it la méme conclusion en considérant le plus
petit commun multiple de ses subslitulions paives. Ainsé ¢ condient
des substitutions de degré 2(p —1)=q —3 permutables ¢ s
(¢noncé par Mathica, J. M., 2¢ série, L. XV, 1873, p. 206),

Soit o le plus petit commun multiple des g, de ¢. Si ¢ est pair, les
substitutions d’ordre multiple de p permytables i un g, seront toutes
d’ordre p. Or, (¢, 1) qqui divise p (8) ne peut &ire égal i p, car (4, 1)
n’étant pas divisible par p*, (9w, 1) serait premier & p ¢l chaque g,
de o ne serait permutable qu’a ses substitutions. Done (G, on) =1.
Donc si § est pair, ¢ = o est simple.

Ainsi D=s, g!, g étant une s?-* permutable &4 { s|. Pour former g
onn’aé choisir qu'entre un nombre limité de formes distinctes ; car,
si ¢; est la 57} permutable & |s;| qui fixe a; ct si £=1¢,4,, on a
D =1{s, 5], o ct § étant indéterminds; s3¢% est une conjuguée !
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de ¢, complétement détermincée par celui des a,, qu’clle fixe, et si l'on
pose dyy.; = a,; (j =1, ..., p et A 4 j élant pris mod p,2 0, Sp —1),
£, sc déduit de ¢, en écrivant a,; pour a,; : on aura loutes les 574 en
faisant varier A et 0,

Désignons les symboles de ¢ par o, 1, ..., g—1 (modg) : on
pourra supposer quc ¢ contient (5,5 +1)=a ct que s =(5,+*3)

+ élant racine primitive de g. Ecrivons s = (127, 126+ 9) (11 +271a2ie+0),
en faisant correspondre 1** dans le premier cycle etv!+*< dansle second
au symbole 2 de la substitution (z, 2 + 1)(mod p) et cn obscrvant
ique la s,—; conjuguée de (=, p*x) (¢ racine primitive de p) et permu-
4

table & j(w 4+ 1)} qui fixe § est la transformée (w, (v — 5) + %) de
(ry &) par (x +8), on voit que les diverses de g sont (124, *3#')
(er+2e, SR (E =0, .., p— 13 0 =1, p ~ 2)

Lcm ons 3 pour s, ¥ pour g 2, v, pourles différentes formes de v, et
considérons les groupces

(% 8, 7) = G! = G,

G, Ctant pair sera toujours simple. Tout g ¢ ot N > ¢ (g —1) et
< 3{(q") contient un Gy, soit G,, et le plus petit commun multiple o
des g, de ¢ est 2G,. S1 o> Gy, ¢ contient des s7 hors de G, et
(¢4, () est 2g. Or, on ne peut avoir (¢, G,) = ¢, car N scrait mul-

tiple de ¢* ct ne diviserait pas ¢!. Done (G, G,)2¢ + 1.

8. Powr ¢ =3, G; n'existe pas, car il devrait contenir une s¢-2.
Done, tout g* transitif divise le métacyclique ou conticnt Ualterné.
Sotent ¢ = 7,1 =3,

o = 0123450, B8 =124.303,

~, = 24.50, Y. = 24.35, v, = 24.30.

fei (i, est Palterné, car a~' y,ay, = 2406, et G, est conjugué de Gy,
car, cn posant 0 = 132()/;a, onalr=8 0-'ad=0c’, 0-'y,0=1,.
Lcuvons T pour vy, G pour (,-', ct cxaminons |«, 3, v = G. On a
aya~! = 13 45 = ¢. Le g*F qui fixe o est done transmi pulsquc '8, 81
P'est, et G est deux fois transitif. Formons encore B! 630 == 45.26 ==.
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Le diviseur E qui fixc 0,1 n’est pas de degré cffectif 5, car contenant le
groupe quadratique |y, ¢} =() il serait transitif ct diviscrait le méla-
cyclicque : or les g, du g} , sont cycliques. D'ailleurs E ne renferme
ni s' cyclique (G est pair) ni s*. Donc E=Q, I d'ordre 4.0 csl
18,72}, et (G, 1)=14.6.7=1068. Comme «, B, y vérifient les
¢qualions

==y =(yB) =1, fref=a) ya'y=ayps,

G est le groupe v(2,7)=1(3,2) dont on a déja obtenu la représen-
tation en g®.

Cherchons & former un g® trois fois transitif ou G soit le diviseur
fixant 7. Il conticndra une transformée de y de la forme { = 07.12,
x ¢lant inconnu. Comme (B¢ doit étre dans IF (1), « ne peut étre »
ni 4, car {3¢8 scrait unce $*;  ne peut étre 5 ni 6, car on aurait respec-
tivement e{¢ = 07.14, ez = 07.12. Mais { = 07.13 donne

=28 Ul=y, =2 donc (F{=TF
(ol = aleB?a®,  donc  (uF{=alcp?a’l.

ct

Or alf renferme un systéme de restes de G(modd F, 1), puisque,
IF étant transitif, o I renferme des substitutions changeantoen 1, ..., 6,
Donc on a bien {G{ GG, et |, 8, y, {| =1l est un g¥,,, trois fois
transitif, d¢fini par les équalions de G jointes &

C=(r=@y=1, W=, W=dPe G=au)

On vérific dircctement que les transformdes respectives & (k=o, ..., 6)
de £ ={3~'085 = 07.13.26.45 par a* forment avec 1 un g, abélien
(% &, &)= A normal dans H. On remarquera que A n'est qu’une
fois transitif dans H trois fois transitif. Tout diviseur normal [ de Il
coincide avec A, car on a H=IG, et G simple est premier & 1. Donc |
est d’'ordre 8. Donc 1= A, sans quoi IA serait normal > A et
H |I—*G ne serait pas simple; je, B, &1 et |, £l sontrcspcctwcmcnt
le gf,, composé ctle g} , deux fois transitifs (2 3). Sil'on convient que
7 représente o du C(7), H contient (5, — 57') =0,16.23.45 =33y
ct par suite aussi ©(2,7) = (5 + 1), (i*3), (—37')1.
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Soit I' un g™ ne conlenant pas alterné. (T, 1) divise ~—% = 4.5.6.7.

Si(Ty1)>7.6,T est 2 G. Oronavu que,si I'> G, (T, 1)>4.6.7.8.
Donc (s est Vunique g" ne contenant pas Palterné et ne divisant
pas le métacyclique. Par suite, 8'il y a un g* K trois fois transitif dans
le champ o, ..., 7 autre que kL, le groupe M qui y fixe 7 scra le méia-
cycliqque qu’on peut supposcr engendré par

% = 0123450, 0= 132645 (0= 3),

ct s’obtiendra en adj ;mgmmt un générateur § permutable 4 | 0!, trans-
form¢ de 0 =16.34.25, de la forme {=(07) (b)..,, 0’ ¢tant
Punique s, de ; 0}, on aura

' W = 7y

donc { fixe 1. On ne peutavoir} = 07.34.25, car {0 scrait de degré 4
et K est de classe 6. Donc § a 'une des deux formes 07.23.45 =¥,
075.35.42. §'0¢ = 123654 n’¢tant pas dans | 0 |, il faut que { = 07.35.42.
()n a alors

08 = 62, (ol = ala;

or o} 0| renferme un sysitme derestesde M modd | 0!, 1, puisque, | 0!
cLant tmnsmf o} 0} contient des substitutions ch.mge intoen i,...,6.
Ainsi K existe el est unique : c'est donc le g3 , ., trois fols ansmf
de Mathicu qui sc trouve défini par o' =0"=0=(0)* =1,
1l = a*, (ol = all?a.

On a va (3) qu’il y a deux g},,, et deux seulement, ct que toul
g3 , deux fois transitif a un g, normal abélien, contenant 5 s, conju-
guces. Soientz une dess, d’an g} , deux fois transitif, { = o712, ¥3.tu
la s, & adjoindre & « pour engendrer le groupe. Pour chacune des
déterminations 2, 3, 4, 5, 6 de z, y élant mn quelconque des sym-
boles restanls, 5 a trois déterminalions possibles; d’ot1 15 formes & es-
sayer. Mais (~'C0 convient ou non en méme temps que ¢, et 'on connait
déja la solution § = & = 07.13.26.453. La condition {} « | { =}a | { !
exclut les formes restantes. 1l n'’y a done qu'un g}, deux fois transitif,
Ce n'est d'ailleurs la qu’un cas particulier d’un théoréme plus
général (2). §'il'y aencore un g® X deux fois transitif dans le champ
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0,...,7, le diviscur M qui y fixe 9 seraun g;, qu'on peut supposer
étre a, 07 (0° =106.25.34) ct s'obtiendra en adjoignant une s,
¢=(07) ..., transformée de 0? permutable & 03, fixant par suitc deux
des symboles 1, ..., 6 qui scront dans un méme cycle de 02. En consi-
dérant au besoin le groupe transformé par 0, on peut supposer que {
fixe 1 et 6. On ne peut avoir { = 07.34.25, car {0 scrait de degré 4
¢l X estde classe 6. Donc {a I'une des formes 07.32.45 = ¢/, 07.35.42.
Mais {'al’ = 7132546 pour étre dans M{'M devrait éire de la forme
(Go...)T(01...) = al'0%a, et P'égalité 'a®C'al «® = 0% cst impos-
~sible. Il faudrait donc { = 07,35.42. Mais (2 devrait étre de la forme
a'{0%ar ot (adla2la® = 0%, Donc X n’existe pas, ct les seuls g* de

. 1 erls D> 4 8 L] 8
ransilivilé 2 2 sont un g ., deux g, ., un gy ., un g,

9. Soit¢g =11. Ona, en écrivant a pour 10,
a=0123456789a, =2, 8 =14593.28a40.
Siy est d’'ordre 2, v a 'unce des cing formes
Y =43.59.86.a7, v,=43.59.a2.76, Ys=145.59.78 .62,
vi=143.59.6a.28, v,=43.59.27.8a.
Mais comme
[(a ) (et ) =125, (a9:)'= od8, [(are)* (a7, )] = 16,

G, =G, = G, cst alterné. Passons & v,, G, que j'appellerai respecti-
vement v, G. Les substitutions

a—yad a0 va® =15.28.40.67 = A, a*ya* = 081.237,45 =

(qui montrent que G est deux fois transitif) engendrent un g° E ot
Ap == 052,148.376 = x engendrc un groupe normal, et ol la troi-
sitme s, est x7'Ax = 42.01.85.36 =, les systémes d’intransitivité
élanto, 1, 2,4, 5, 8 ct 3, 6, 7. Je dis que E est le groupe fixant a, ¢.

in clfet, en adjoignant {={~'vyf =93.15.26.78 et en posdnt
(v =05486.12397 = 0,.on a

05=C2=(C0)3=I.
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Donc |{, §} = F est partiellement homomorphe au gg, simple. Donc
il lui est isomorphe. D’ailleurs F contient A = 0?C0°¢0?. Donc
F={¢\ @ et Festlunique g3 transitif.

Cherchons 4 adjoindre &4 F une substitution p telle que, dans
¥, 51 =G, F soit le groupe fixant a. G’ ¢tant deux fois transitif, on
peut supposer que p = (g9a)... est conjugué¢ de y. On doit avoir
pEp = E. Donc p permute entre eux les symboles de chaque systéme
d'intransitivit¢ de E et fixe un ou trois des symboles 3, G, 7. Si ¢ n'en
fixait qu’un, p serait permutable & celle s des trois s, de E qui le fixe et
fixerait deux symboles d'un des cycles de s en déplacant quatre autres
des symboles o, 1, 2, 4, 5, 8 sans avoir dans le champ dc ces symboles
un cycle commun avec s (psserait alors unc s*); dans ccs conditions ¢
ne serait pas permutable & | x|,

Soit donc p = 3.6.7.a9...; p devant étre permutable & %, A, g, v a
trois formes possibles

81 =ag.04.12.58, py = a0.01.28.45, g1 =an.08.15.24.

Mais comme (p,{)* = @39, |F, p,! est alterné et p, nc convient pas;
si d’ailleurs on pose 52.48.36 ==, on aura 19,7 =p, ct 727 =2,
7{s = v{x?, donc 1z = F., Bornons-nous donc 4 faire ¢ = p, et sup-
primons I'indice 1. On a

elp = Opud, c02p = 070,

Or, 1 E 4 0*E contenant des substitutions qui remplacent g paro, ..., 8
renferme un systéme de restes de ' (mod E, ). Donc, ilexistc un g,,,
G' deux fois transitif, et il est unique comme le g\ transitif qui y fixe
un symbole. Donc G = G [a = p({02)?00%, § = 0°20%Ce, ¢ = A3,
et G est défini par les équations de I jointes &

=) =0 =1, pup=x% plp=Dppd,
ou, puisque ) =¢0°50*¢, par

0° =0 = (CO)" =p=(p)?) = (902‘@"{0’)’ =1,
el0p =100,  pllp = 0p50CN2E.



SLR LES ﬁQUATlONS DE CERTAINS GROUPES. 287

G ¢lant simple contient 12 g,, et est représentable en g'* deux fois
transilif (le diviscur fixant un symbole contient des s,,). G est donc
isomorphe 4 Punigue g,;, deux fois transitif ©(2, 11) dont on a
trouve les équations sous unc autre forme au n°® 3.

Considérons maintenant | «, 8, v, | = G,. Les substitutions

aty, 0t =00.12.37.48 =’
ct
a0y,a% By, ¢* B = 074.125.308 = #’

montrent que G, est deux fois transitif. En posant ©=13427568
onat'%'t=x,7"'ws=p;donc |, p|, qui fixe g,a, st d’ordre 6
ct G, d’ordre Z660. D’ailleurs

7 at = g0 ul=,
= Br = 0"l i,
T v = 0P 03 ol a0

Donc
TGt =0G.

Cherchons a adjoindre 4 G une substilution o telle que, dans
|G, e} = H, Gsoitle groupe fixant . H étant trois fois transitif, on
peut supposer que 5 = (ab).. . cst conjuguce de y et 'on voit, comme
pour ¢, que ¢ a I'une des trois formes.

o, =ab.o}.12.58, c,=ab.01.28.45, c,=ab.o8.15.24.

7, est & rejeter, car o, p=abq; g dc méme, car, cn posant 1=05.14.67,
on atht =\, %% = %?, 16t = A{, donc 7t = I et 70,7 =0,. Soit
donc ¢ = g, ct cffacons I'indice. On aura

o'=(0p)’=1, kG =%, GAT=], olo = AL,

ct ces équations jointes & celles de G définissent H. La substitution

¢'= (3, —5") (mod 11) qui s’écrit (en mettant b pour», @ pour 10)

o0b.1a.25.37.48.69 n'est pas dans H (contrairement & I'assertion
Journ. de Math. (5 série), tome VIIL. — Fasc. LI, 1q0a. 37
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de Matniee, J. M., 1873), car 0(sa"y2' o’ a"y2*)? = 0426.183=, (ui
lixe b, a, g, n'cst pas dans K.

Siy est d’ordre 4, on a encore cin formes ¥, v;, Yas Yo» 1o+ dont
les carrés reproduisent respectivement ¥, . . ., v;. Comme !, Byvit
est 2y, B, v}, il suffit de considérer

vi=14539.¢7206,  v,=4539.6248.
Considérons d’abord G, = ¢ en éerivant y pour y,. On a
afo~' = 03482.17905.a =43,  a?y2*=0550.1948.a.2.3 =<,

Doncle g'* fixant @ cst transitif et ¢ I'est deux fois.

et =1538.0709.2.4.a=%, rer*=08-9.1645.a.2.3=10.
Donc Ie g* fixant @, 3 et le g* (ixant «, 2, 3 sont transilifs; et ( est
qquatre fois transitif. !¢, 0} est un gy régulier (le groupe des quater-
nions ) que I'on peut transformer par 7, ¢*2* =  en un groupe ® de
générateurs

0™ ew = 0367.1243 =}, oo = 0263.1515 =

=

)
lixant @, g, 8, défini par
=1, 2= ul, e =20

S’il existe une s,, {=(%8)... telle que, dans {®,{! = ¢, © soit le
diviseur fixant 8, on peut supposer { semblable 4 A* == 06.14.23.57.
Pour que {r*{=(58)... ait la forme dld, d, & étant dans w,
il faut que d=55..., d'=75..., donc, ® cétant régalier, que
d=d =1, donc que 00*{ =720 ou ({h*)* = (4*{)*=1. Donc
R=(585)...et{=(78)(7)....LetA? n'ontaucun cycle commun,
car {A* élant unc s; de degré < g serait une s3, donc de degré infé-
rieur & la classe. Donc, si «, ¥, 5, ¢ désignent 1, 2, 3, 4 dans un ordre
quelconque et si {=o0x.6y..., x el y ne sont pas dans lc méme
cycle de 2%, car { et A* auraient le cycle s¢. On a donc 4 essayer
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pour % les formes

§=01.62.43.78, (.= 01.63.42.78,
{,=02.61.43.78, {,=02.64.13.+8,
(.=03.61.42.78, {;=03.64.12.78,
;=04.62.13.78, ,,=o’|;63.|2.78.

On a ({22 =1, {Af, =p*(,Ax; donc on peut prendre ;.
(,28, n’¢tant pas dans ®%,®, &, est & rejeter. Or les substitutions
14.23, 14.06, 23.06 permutables & ® transforment respectivement ¢,
en 4, %, G et 5, en G, G4, €, 1l suffit donc de considérer ¢, dont je
supprimerai I'indice (ce choix a pour but d’obtenir finalement un
groupe contenant o, §, v). j®, ;=< est défini par les équations
de @ jointes & {0 = 2 [d'ou résulte (Th*)* =], qui s'¢erit
(51)? = w*lm. S'il exisle unes,, p =(89)... telle que, dans | ¢, 8! = 7,
¢ soit le diviseur fixant g, on peut supposer, I ¢tant trois fois transi~
tif, z semblable 4 2. g devant éwre d’ordre 3, ¢ fixe 7. {p devant étre
dedegrég (laclasse est 8), ¢ n’a aucun cycle commun avec{. 5 devant
étre permutable a 22 fixe 5 ct a un cycle commun avec A*, mais un
seul sans quoi gA? seraitl de degré inférieur i la classe. Donc ¢ a I'une
dcs trois formes

£,=289.03.14.20, £2 = 89.04.10.23, s =89.06.12.34.

Les substitutions 06.13.24, 01.23.46 permutables & ® et 4 { trans-
formant ¢, respectivement en g, et en gy, on peut se borner & consi-
dérer g, et supprimer lindice; les relations ghp = A", pus = Au?
[ou (¢1.)* =1, (p)* =1}, (Lg)* =1 assurent d’ailleurs l'existence
de 7 défini par ces équalions jointes a celles de ¢, S'il existe une s,,
g5 =(9a)... telle que, dans }%, o = ¢, ¢ soit le diviseur fixant «,
on peut supposer, ¢’ ¢tant quatre fois transitif, ¢ scmblable & A* ct
fixant 7,8. 2?7 ct {7 ¢tant d’ordre 2 et go d’ordre 3, o fixe 5, a exac-
tement un cycle commun avec A* et {, mais aucun avec p, d’ott, poura,
les deux formes

g, =9a.o2.14.30, 7,=9a.01.23.40.
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ILa substitution 06.13.24 permutable & @, §, ¢ transformant o, en 5,
on peut s¢ horner & considérer o, et supprimer 'indice; les relations
7h7 = A, o = w2, (64)? = (op)* =1 assurent d’ailleurs I'existence
de ¢ défini par ces équations jointes 4 celles de 7. ¢’ contenant
« = ogG) contient forcément § (6); il contient aussi y = a*{ouA?CpA,
Donc ¢'Z¢. D'ailleurs le diviseur de ¢ qui fixe a, 9, 8 est Sau diviseur
analogue de §. Donc ¢’ = ¢. On vérific aisément que, pour tout autre
systéme de déterminations de §, p, o, (' est £ G.
v, N'est certainement pas dans G comme le dit Mathicu, car

eChuy, 9N, = 0341556
devrait étre dans ®. Mais si l'on pose

(3o2¥)* =0, P 'y,2°B =¢ =1084.2563,
¢ (Y,20) =1, =0 =N = 0425.1673,
(028N )¢’ (028N ) = w =1072. 3403,
on voit que | &, B, v, | = G, est quatre fois transitif et que @' =} A, &' |
est S au diviscur de G, qui fixe @, 9, 8. En posant encore
U'=87.03.25.40, ¢'=98.06.23.45, ¢ =ag.02.35.4b,

Vo, 0, 6,0 =¢", © = 104205,
¢” contient y,= p*{'g N YN o’ et & = o'p'{'?, donc B, etTon a

¢ =Gy, o 'dw=0q0,
o 'lo=0, o'go=¢, wlow =0,
c'est-a-dire que ¢” est semblable & G.

S'il existe une s,, 7 =(ab)... telle que, dans | G, 7| = %, ¢ soit le
diviseur fixant b, on peut supposer ¢ semblable a A* et fixant g, 8, 7.
Comme 7%, ¢, ©p sont d’ordre 2 et 1o d’ordre 3, 7 a un eycle com-
mun avec A%, {, ¢ ct aucun avec g; d’olt, pour %, la forme unique

=ab.006.13.24.
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Les relations Az =2, 7uv = M, (70)? = (7p)? = (57)* = 1 assurent
I'existence de 3, qui est unique et défini par ces équations, jointes 4
celles de G. Si 'on convient d’éerire b pour %, @ pour 10, on aura

(3, —z')(mod11) =0b.1a.25.37.48.69 == a~* TA{? LAx ;

donc 3 contenant (5 + 1), (£#3), (— z™') contient v (2, 11).
Soit T un g'' ne contenant pas I'alterné. (T', 1) divisera

13!:2.3.5.7=4.6.8.9.10.11

et aura la forme 11d(11k +1), d divisant 10 (cf. Corg, Q. J., 1894,
p- 45). Dans le g'® fixant un symbole, les s, ont deux cycles : donc
les substitutions permutables & un g, dans ce g'° forment un groupe
dont I'ordre 52 divise 5.4 (4) etl'ordre dug'® alaforme 52(5%+1).
Si I' ne divise pas le métacyclique, il contiendra G (¢ contient G) et
¢sera 22, done = 2 ou 4. Lessculs ordres multiples de 660 remplissant
ces conditions sont 110.72, 170.66. Si T est pair, d =5ct 110,72
est scul admissible : mais alors ¢ = 4 et I'on retombe sur ¢. Done, G
ctgsontles seuls g*! pairs d’ordre > 11.10et <5 11! L'ordre d'un g'!
impair non symétrique devrait donc étre, s'il dépasse 110, 2(G, 1) ou
2(G, 1) : ces deux nombres élant 5= 110.96, G ¢ § sont les sculs g''
d’ordre >11.10et < 5url.

On sait déja que G et G étant pairs sont simples. Si 3¢ avait un
diviseur normal A <3, on aurait 3¢ = GA; G simple devrait étre
premicr &4 A; mais A, quatre fois transitif ct normal, contenant, par
suite, tous les g'' de 3¢, contient ceux de G et ne peut étre premier avee
lui. Donc 3¢ est simple. 3¢ est maximum dans le g'* alterné, car
si 3¢’ ¢tait un g'* > 3¢, le g7 fixant cinq symboles dans 3¢’ serait > 1 et
la classe de 3¢/, cing fois transitif, serait < 2.5 — 2.

Dans 3¢, une s; ne peut étre permutable & un g, pour £ = 2, 3, car
on aurait un g;,, produit direct d’un g; par un g,,, donc cycliques
représenté en douze symboles, ce qui ne se peut. Cela exige qu'il y
ait 22.3.5 ou 2°.3*=1728 g,,. Dans lc premicr cas, chacun est normal
dans un g,+,, qui devrait contenir 11 g,« dont deux auraicnt un plus
grand commun diviseur d’ordre 2* normal dans un g, abélien con-
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lenanl un g, cyclique. Il y a donc 1728 g,,. De méme une s; ne
peut étre permutable & un g; pour i = 3,11 ct cela exige qu il Y ait
dans 3¢ 2376g;. Done, les g; élant de classe 10, chaque g, qui fixe
deux symboles en contient 2376 : **;** = 36 dont le plus petit com-
mun multiple simple est d’ordre 5. d. 36, d étant égal 4 2 ou 4 (6).
Si donc le g37, n’est pas simple, il contient un !}, simple. Or un
£120 sl loujours composé¢ (cf. Buansiog, P. L. M. §., t. XXVI,
p- 334) ct tout g, 4, simple est lsomorphe au g® alterné. Mals le gioy
n’est pas isomorphe au g® symétrique, car il ne contient pas de s, 3 en
effet, une s, paire, de degré 28 et <ro, contient ou 1 cycle de 6 sym-
holes et 1 de 2, ou 2 cycles de 3 et 2 de 25 dans les deux cas son
carré est de degré < 8. Une s; ne peut étre permutable & un g,, pour
i =5,11; cela exige que le nomhre des g,, soit 5.11, 2%.5.11,
2*.5.11 =880 ou 2°.5.11. Or un des g,,, P, cst engendré par

(A= 034.126.578 =g,
C(N0)? = 086.135. 249 =7,
7ol (ul)? = 076.138.245.abg={

et défini par ¢’ =y =4"=1, g =79, "oy =19, §~'yy=75"
Le groupe | @ ! des opérations normales de P ne peut étre normal dans
un g,.+ pour k>4 (4). Donc les deux premiers membres sont &
rejeter. Comme £I’< = P, le dernier est inadmissible, car I’ ne serait
permutable qu’a ses opérations Il y a donc, dans %, 880 g,,. Tout

gq, de 3¢ est conjuguc de | &, p, 7| = Q. Le groupe | A%, p| des opéra-
tions normales de Q ayant pour systémes d’intmnsitivilé 1,2,3,4;
0,63 5, 7, » 93 @, b ne peut étre permutable & une s}’ nidunes);,
ni & une s}. Il y a donc dans 3 3°.5. 10 = 1485 g, (cf BurnsipE,
Theory ofgroups, p- 220).

10. Soit ¢ = 23. Onatr =35, et, cn écrivant respectivement pour
o, 1,2,3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22,
e, 2, byp g, g, ¢ 8 ¢,d ry fyong ky &y my by o I, t a, u,
o = vxybpgqescdrfnkimhollau,
B = zxypsmconbqf. gdthrualick .v.
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i est d’ordre 2, 5 ou 10, et, pour chacunde ces ordres, y étant supposé
fixer « est complélement déterminé par le syml»olc du second cycle
de § qu'il fixe. Une fois I'ordre de v choisi, j'écrirai 4, Y40 ++vy Y4 poUr
les déterminalions de ¥ qui hxcnt &y dy ..., k respectivement. Ainsi,
pour v d’ordre 10, on a

ve=ypmbcfynso.dirivkelhe,
va=ypmbefgnso . thueagkirl,
ve = ypmbefgnso. hrakldgeui,
va==ypmbefynso .rulgitdkac,
v, = ypmbefynso.uaideltglh,
vu=ypmbefanso.aletkrhdiy,

va == ypmbefynso likhgurted,
v = ypmbefynso.iegrdaullt,
vi=ypmbefqnso.ckdutlargh,
ve=ypmbcfynso .kgtahiludr,
vi=ypmbefgnso. gdhireiatu.

Si v est d’ordre 2, on vérifie directement que (2y,)*?, (2v,)"",

(7"‘(1 v Cav)™y (2P (27)" (2070, (@), (o)™
%)’ (av )" sont des substitulions circulaires des degrés rcqpcctifs

3, 13 13,5,5,79,11,5,5,5,5. Donc pouryd ordre 2, | a, B,y con-
lient l.lltcrm. I} en est de méme @ fortiori si v est d’ordre 10. Si v
est d'ordre 5, (av.)'’, (2v.)%%, (2v4)'®, (20)" (2v.)% (2'va)',
(o))", (22:)'", (#°+.)® sont des substitutions circulaires des degrés
respectifs 3, 9, 3, 11, 11, 3, 5, 3, 13. Il reste donc sculement it
cssayer y = Var 1 = Vke

Prenons d’abord vy,= ymegs.pbfno. ghrit.dleaw.x.0. k. On a,
cn supprimant 'indice &,

o' va = bhdec.gpnkl.qofma.risuc.y.x . i;
donc le diviseur de } &, 8,v! = G qui fixe & st (ransitif;

o~ Bva = afrql. bpedg . cknyh . iomus.¢.w.l =2
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montre que le diviscur fixant x, ¢ cst transitif, et

¢~2ye? = esgao.deqhu. pktmf . blnri.c.z.y =,
¥8y~' = ebhci. pomut. lkfsg.rnyaq.o.z.d = x,

e~ w = aph.blk.coe.dig.fgn.rst.o.x.y.u.m = m,
74 gJq Y

que le diviseur fixant ¢, 2, y est transitif. Donc G est quatre fois
transitif. Les substitutions
%8t (x2y2 )2 ' =a,=ab.cf.dg.ch.im.kn.lo.pq,
e (w2t )ete, =a,=ac.bf di.ck.gm.hn.lp.oq,
e'n(exy it =a;=ad.bg.ci.el. fm.ho.kp.nq,
(e™'w)*e?w?*y? =a,=ae.bh.ck.dl. fn.go.ip.mq,

@, 2,6~ % = a,= rst.bef . del. hpm.ino.kgqg
engendrent un g;; B ou le diviseur normal A =!a,, a,, a,, a,! est
représenté régulierement, a, b, ¢, d, ¢, f, g, I, i, k, I, m, n, o, p,
¢ ¢tant mis rcspcctivement pour 1, @y, @, a3, @, Q,Q,, &, ay, A A,
Q2 Qyy Q304 A3Qyy G1CQ5y A4AaCyy A Q304 G030, G405, CN
sorte que I'on peut écrire (2, &; = o, 1)

ailag’ ai: ais — (aT' a;a a-;'oa-;"’ a-:'H-E( a«;‘e-’-faa;’:-"EJ a;’r’*Et)’

—_ EUUPN N A . SRR P P e .
ao_— (a('a;a:"aé" al’a; ’a3‘a4’ ‘)(ISt)’

ou, plus briecvement, si I'on désigne a}' @ ai* aj* par le point
(1, ®g5 T3y 74 ), f b bk
. a,‘a_‘_.’a;'a,“ = (wh T+ E‘-)’

Ay = (Tyy Tay T3y L3 Tay Ty + Loy Lyy T3+ T4).
Les équations de B sont

ai=a;=1, aar=aa; (i, k=1, 2,3, 4),

-4 . -1 . -1 _ —~1 -
ay' QA= 0y, G QQy=a\Qy, q, C0,=a;, G Ady=_0qyq,

d’out résulte que loute opération de Aal*(x,=1,2) est d’ordre 3. On
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observera aussi que awja'a? fait partie d’un seul groupe quadra-
tique normal dans B, engendré par al'a'ej'a’ et son transformé
par a,, aya;taia =, Deux groupes quadratiques Q;, Q normaux
dans BB sont donc premiers entre cux ct Q,Q,= A. 1l y a dans A cinq
diviseurs quadratiques normaux dans B,

1
]

—_— i Yy
Q= la,a,, Q,=1a,a

-

’

O, =a,a,, 0ya,!, Q,= la,a,, aqy0,a, :7 Q, = V@ a )
.Les substitutions de A sont, avec I'unité,

a,=ab. ¢f. dg.ch.im. kn.lo. pq,
ay=ac. bf. di. ek.gm.hn.lp. og,
ay=ad. bg.ci. el. fm.ho.kp. ng,
a,=ae. bh. ck. dl. fn. go.ip. g,
aay=af. be. dm.en.gi. hk.ly. op,
aay=ag. bd.cm.co. fi. Il.kq. pn,
aay=ah. be. cn. do.fk. gl.ig. mp,
a,ay=ai. bm.cd. ep.fg. hg.kl. no,
ayay=ak. bn.ce. dp.fh. gq.il. mo,
asa,=al. bo. cp. de.fq. gh.ik. mn,
a,a,a,=am.bi. cg. df.eq. hp.ko. ln,
a,a,a,=an. bk. ch. dg.ef. gp.io. Im,
a,ay,a,=ao. bl. cqg. dh.eg. fp.in. km,
aya,a,=ap. bg. cl. dk.ei. fo.gn.hm,

ayaya,a,=aq. bp. co. dn.em.fl. gk.hi.
Les substitutions de A a, sont
a,=rst.bef. del. hpm.ino. kqg = a,,

a,a,=1rst.ach. dko. cpg. hli. mng = f,,

asa,=rst.afc. dnp.eqi. gho. kim =1b,,
Journ, de Math. (5° séric), tome VIII. — Fase. III, rgo2, 38
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a,a,=rst.aed. bkm.cng. fhi. opg =1,
a.ay=rst.ale. bpn.cqgh. fok. gin =d,,
a,a,a,=rst.abf, dhg.com.gnl. ikp =c,,
a,a,;a,=rst.akg. bei. chd. fam. lpo =¢q,,
a,a,ay=rst.aph. blk. coe. dig. fqn = m,,
a,a,a,=rst.ani. bhg.cem. dfk. lgp =o,,
a,a,a,=rst.agk. boh. cln. dmi. efp = g,,
asa,a,=rst.adl. biqg. cmno. fgp. hkn =e,,
a,aa5a,=rst.ahm.bnd. chi. egf. log =p,,
a,aa,a,=rst.don. bge. cpk. dgm. flh =1,
a,aya,a,=rst.aio. bdp. cgl. ckh. fmqg = n,,
asaza,a,=rst.amp.bgo. edg. enk. fil =h,,

a,ayaya,a,=rst.agq.bml. cip. dof. e¢hn =k;

celles de A a; sont leurs inverses.

Je dis que B est le diviseur de G qui fixe «, ¢, z, y. Pour e voir,
cherchons & construire un groupe quatre fois transitif ot I3 soit le divi-
seur fixanl u, v, x, ¥. Soit C un g3° . transilif ot B soit le diviscur
fixant «. Le nombre A des g, de C sera 1, 6, 16 ou 6. Or A est £ 1
el 5% 16, sans quoi un g; & quatre systémes d'intransitivil¢ scrait per-
mulable & une s;° (4) ct la classc cst 16. A est = G sans (uoi un gy
serait normal dans un g; ,, qui devrait contenir unc s, (le groupe X
du n® 4 ¢iant iei isomorphe 4 un g, du g* symétrique). Done 4 = gb.
Le nombre ¢ des g; de Cest 1, 10, 4o ou 160. Or | a, | n’¢ant permu-
table dans B qu'a ses substilutions, les subslitutions permutables d | @, !
dans C seront de la forme (ua)j, (va)j’, ..., j, J', ... ¢tant dans le
champ de B. jj’ étant donc permutable a | @, | dans le champ de B,
onaj =j"'a, ouj'a, lln'yadonchors de |@,{ que Lrois substi-
futions permutables & | a, {. Le groupe des substilutions permutables
a'a,! étanl d’ordre 6, w =160, Lenombre v des gy, est 1, 3, 5 ou 15,
Or v est #1, car il y a au moins 55 s, dans les 5 conjugués de A
(A est unique de son ordre dans chacun des 4g'* {ixant un des sym-
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holes 7y s, ¢, u). v est =3, car un g, serait normal dans un gy, qui
devrait avoir un diviscur A normal dans C, Lel que C|A soit représen-
table en g*, ce qui ne sc peut (A dont P'ordre diviscrait 2°.5 devrait
contenir les 96 g, de C). Enfin v est 5= 15. En effet, G4 n’¢tant divisible
par aucun des nombres 15, 18, 19, 20, tout gq, de C est intransitif et
a un systéme d’intransitivit¢ de 16 symboles (A est transitif). Le plus
grand commun diviscur d'un g, ct de son constiluant de degré 16
est un g** contenu dans un g'?, donc conjugué de A. Soient I’ un g**
contenant (normalement) A el @,y Gy, @ des conjuguées de «, dans
les 3 g'* fixant r, s, ¢ respectivement, lesquels conticnnent normale-
ment A, Siv=15, I’ n'est pcrmutal)lc qu’é ses optrations et deux,
w, W' dcsqsubsutuuonqt e, a;,a;!, a, ne pouvanttransformcr P
cn un méme conjugu¢ (car w—'w'== 1 serait permutable 4 I’), on a
¢ conjugués de I ayant le systéme d'intransitivité @, b, ..., ¢. Mais les
g' fixant un symbole de C sc partagent en 5 systémes de 4 groupes
ayant pour plus grand commun diviseur un g}; dontle champ forme
un sysléme d'intransitivité commun & g g,,. 11 y aurait done 45 g,, et
non 15. Done v = 5. Un g, devra contenir un diviscur normal A de
degré 28, car, G| A étant représcnmblc en g®, (C|4, 1) doit diviser 5!
D (ullem's (4, 1) est > 8, sans quoi C |A serait isomorphe au g7, sy-
métrique, C aurait un dmscur normal X d’indice 2 et la relation
C = BX exigerait dans B un g,, normal qui devrait contenir les 32 s,
de B. Enfin (4, l) est < 32, sans quoi C|Aserait représentable en g,
et il n’yapas dey;, (un g;, devrait contenir des s}), Donc (4, 1) = 16.
Comme un g,, contcnant A est ZA4, A et A ont un plus grand com-
mun diviseur ® d’ordre Z4 «ui, ¢tant aussi le plus grand commun
diviseur de B, 4, est normal dans B. D’ailleurs (®, 1) est <8, sans
(uoi A ayanl, avee les 5 conjugués de A, 5 plus grands communs divi-
seurs premiers entre cux deux & denx scrait d'ordre > 35. Donc o est
undes Q;. Les plus grands communs diviseurs ® = @,, ®,, ®,, ®,, ®;
de A avee les 5 conjugués de A dans C sont conjugués et premiers
entre cux deux & deux; A= Zw®,; ayant tous ses ¢léments d’ordre 2
est abclien. A normal dans C déplace tous les symboles et permute
exclusivemenl entre eux les symboles fixés par chacun des conju-
gués de A et a, par suite, 5 ou 10 systémes d'intransitivité qui sont
des systémes d’imprimitivité de C. D’ailleurs B, qui est le diviseur
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lixant u, n’est pas maximum dans C, puisique BA d'ordre 16.48: j
est > B et < C. B4, d’indice 5 dans C, y est maximum et la repré-
sentlation du groupe simple C|A relative i BA|A est semblable au g
alterné.

In transformant au besoin par inverse d’une substitution telle que

s, Uyl == 0y G Bty By !

. [, Uyt A= (% A= %y )iy + Byry + (B4 B3) 0y |
fH ===

e Xy Ggilly == 2500, -+ ‘3,,;1,';, -+ ‘J, Ay '

x, tysy (% 4+ %, )ity 4+ Byy + (By+ 5., |

(qui cst permutable 4 A et i ,, donc & B ct ui transforme respecti-
vement a,, (g sy @ CR ayayay ai=a,, a‘j"a"‘*"‘a"‘u"'*"‘-—a'.
ahatabat=a af"a"'*"'af“a""*“—a,,(lonc Q,0enQ,="d,d, !
Qa=1ay, i, |, on peul supposer (ue ® = (),.

Les systemes d'intransivité de & seronl comme ceux de (), de degré 4
clAenaurad: a, b, ¢, [ d, & ,,, i, m; e, h, ky, ny 1, o, p, ¢ 7 s, L, u.
Dans A tout conjugud: () de (),, aulre que Q,, conticent trois substitu-
tions des formes rs.lu. ..., lt..su. NP 2. | S qm s’obliennent
¢videmment en transformant l'une d'elles parune s, de B qui permute
exclusivemment entre cux les symboles du systéme d'intransitivité
lixé par Q. Puisque A= Q,Q, une scule substitution de A hors
de B déterminera A. A conlient trois substitutions des formes
re.st.ab ef. . restoac bf. ..., racstoaf be, L., caril contient
certainement Pune d’clles et ses produils par @, a,, @,a,. Considé-
rons unc substitation §=ru.st.ab.cf. .... %uppos'ous (que % fixe
l, 0, p, q. Son cflet sur d, g, i, m sera di.mg ou dm.ig, sans uoi
a, serait de degre <16 son effet suv ¢, A, /1, ne sera respeclivement
e hk ou eh.kn, suns quoi S, ou Sa,a, respectivement serait de
degré < 16; mais dans le second cas £;'54,% est de degré <106, Done
si% five byo,p,q,% ala forme

Li=ru.st.ab.cf . di.mg.en. k.

Le diviseur Q’.conjugu¢ de Q, dont %, fait partic est £;4/5, i =%, !,
en posant 1) = /;'§{,, et A a la forme A, = Q, Q. Si % fixe ¢, /t, kyn

LS S0
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ou d, g, i, m, on verrait de méme, en se servant respectivement de ¢,,
s au lieu de ly, que § a respectivement les formes

f,=ru.st.ab.cf.dm.gi.lp.oq, % ,=ru.st.ab.cf.ek.hn.ly.op,

LA les formes A, = Q, E; efbyel, A,=Q,3; do/:,d{,. Comme les suby-
stitutions rrst = A et A* pcrmutables a chaquc substitution de B trans-
forment respectivement 5, en ay) ct % % en a,a ,.,.q, donc A,, A en y,,
il suffit de considérerd, et j'écrirai A, 5 pour A, 5,.

Les substitdlions de A sont

ru.st.ab.cf. dz.'rgz"cn bk =%, ru.ts.dm.gi.ck.hn.lo.pg =a,z,
rtsu.af be.dg.im.ck.n®=v, rt.su.di.mg.eh.kn.ly.op=a,a,r,
rsdw.ac.hf.dm.ig.ch.kn =%, rs.tu.dg.im.en.ik.lp.og = a,%y,
rust.af.be.eh.ginlp.op = a,}, ru.s.ac.bf.dg.im.lg.op = a, a,%,
risw.ac.hf.enik.lo.pg = a,v, rt.su.ab.cf.dm.gilp.og = a,n,
rsu.ab.cf.ek.inlg.op =a,a,by, rs.du.af.be.digm.lo.pg = a,by,

et celles de Q, = }a,, a,!. Les sculs diviscurs de A qui fixent 4 sym-
boles fixent les 4 symboles d'un systéme d’intransitivité. Donc les
5 conjugués de A dans C ficent chacun les 4 symboles d’un sys-
téme d’intransitivité de A. BA élant maximum dans C, il suffit pour
engendrer Cd.thOlndrc 4 BA unc substitution ¢trangére & BA. Cher-
chons pour cela i former le conjugué A, de A qui a avec A le plus
grand commun diviscur | , | el qui par suitefixe/, 0, p, ¢. A, contient
une substitution{ = (7 1)).... Pour que § =1, il faut que {=wua.rb....
Pour que 0ty =&, il faut que{=wua.rb.ct.fs. ...; {}a,! { fixant v cl @
est dans Bet dans}e,|; comme {a,{ = bcf. ..., {a,{ = a?, cc qui
exige, ¢ fixant /, o, p, ¢, que

C=ua.rb.ct.fs.de.m.in.gk.
A, contient de méme ' = rd.ui.tg.sm. ..., et puisque {{' = ¢'{,

¢ =rd.uitg.sm.an.be.ck.fl ct A = g & m&, ¢l
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Comme B a deux systémes d’intransitivité @, b, ..., q; 1, 5, , ¢t
quei=ur....,{ = ua. ..., il faut et il suffit (1) pour I'existence de C
que B + BZB + BB forme un groupe quisera C. Or les relations
faciles & vérifier : 52 =, 5, =a,, La¢,5=0a,, ta,5 =a,a,a,,
tat=a,a, 5a,t=dtd?, donnent EAE=A, tAa}=Ad’5a
Donc 5 B% cst dans B B, et Ton voit déja que B + B5B cst le groupe
'B,%:=Bj, ot B est le diviscur fixant &, BA élant défini par les
fquations précédentes jointes & celles 3. Onremarquera que ' A,%, 7!
est un g°* d’équations

3 ¥ . —_ — N . D v. —

@=Z=w=1, ay=wuge; ({=1,2,3,4), =135
v » I » 14 r 2 14

(1) 3%a% =a, SUS =y Sy = A0y G5 =dAyay,

(2) nayn=a,, TNan=a, [ =a,a, na,n=a,d,.

% est normal dans BA, caron a (/, = a,¢, = a,a,):

b ~1% - —_q ¢
(5) @, sy =a,1na,, a, na,=a,3a,a,d,,

y -t — -1 _ -1 — -1 —
(1) aaay=ay &'aa,=a,a, &'aa,=a, 'ea,=a,aq,.

1A est évidemment aussi défini parles équations de w jointes 4 (3), (4).
Mais I'élimination de 4 fournit immédiatement le systéme déja
obtenu : la premitre équation (3) s'éerit v =1{;'%/,; la seconde en
résulle en vertu de (4), et de méme (2) de (1).

On a enoutre 5 =a,%a, d'ois £ = (a”,)2 2 =Ala,,
et puisque (e, l=al, tAa,=Alua, ,Aa;», = A'Ca‘ao. Donc
ZBZ% ost dans BZB. Enfin

?

w v " ’ v v vy .y

la,l=di, tal{=e,?z, /RN R Ca,{=d,{d2,
o “, », D .,
Cal=¢ 627 Caya,l = a,a,la,a,.

Done {a,a,l cst dans BEB ¢t {a,a,l, {a,a,, {a,a,l, La,a,r,
lajaium? (L k=2, 3,4), la,¢;0,5, La,a,a,a,0 dans BLB. On
voit donc que C existe et cst complélcmcnt détermine par A. Comme

= (a{)? on a C=B,%0!=B,{!. Les équations de C ré-
sultent de ce qui précide; mais clles peuvent se simplifier. On a
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en effet {d,= rpnme.sokib.ighgf.uleda. Donc T et d,, vérifiant
{*=d}=({d,)* =1, cngendrent un g,, simple I (3) premier au
diviseur normal A="'a,, ¢;,§, 1 !. En mettant b,, b,, b,, b,, 0 pour

da,y ayy &, M, d, respectivement, le g2¢, C = Al est défini par

,/?=C’=03=(ZO)5—‘=,, b"bk=b/,bl (i,k:l,Q, 3,.’]),
:buz = bu bs, Cbz: =,/-.:/’abu sz’; =bz’ zbiz =bn
0-1h0=b,  0-b0=bb,  0b0=b, 0-'b,0=D,b,.

Cherchons 4 former un g*' E deux fois transitif, ot C soit le divi-
scur fixant ¢. S'il existe, il sera engendré par Cetune s, p = uv...
conjuguée de a, ct déplacant 14 des 19 lettres a, ..., ¢, 1, 3, £, donc
fixant 2 des 16 lettres a, ..., ¢ au moins. On peut, en transformant z
par unc substitution de A, faire que I'une de ces 2 letires soit .
Comme il faut que ¢B¢ = B, p permute entre elles les lelires 1, 8, ¢
qui forment un systéme d'intransitivité de B ct en fixe 1 ou 3. §'il en
fixait 3, on aurait ga,z = a, puisque, ¢ fixant @, g, 5 =i
# fixant ensuite une des lettres b, ..., ¢ fixerait les 3 lettres du cycle
de a, ot clle figure ct scrait de degré S15. Done ¢ échange 2 des
lettres r, s, ¢, et en transformant au besoin & par ¢, ou a; on peut sup-
poser que g = up.rs.... Comme ga,¢ = a, 2 quelconques des 3 sym-
holes U, ¢, d’ que p fice parmi b, ¢, ..., ¢ ne peuvent se trouver dans
un méme cycle de a,; ¢ étant permutable aux 3 s,de A, @' =al'.. .,
Y =ac..,¢=ad .., ona ¢ =fvy, sans quoi p, permutable i
By =ace ..., fixerail ¢ et serait de degré Si5(V, ¢, d’ n’étant pas
dans un méme cycle de a,, | 3, ¥'| n’cst pas un des Q;); donc cha-
cune des 3 lettres U, ¢, d' est déterminée par les 2 autres. 11

.
Jd. P .y .,
l f . 3 = 3o manitres de choisir U, ¢, d'. Or ¢ transforme cha-

cunc des sy, by, ¢y, d, de B qui fixent respectivement U, ¢, d', en

reste

son carré : done ¢ et & ne sont pas dans un méme cycle de b, et si
by=cef . dg'll....,g =ef.gl.... Deméme d', I’ ne sont pas dans
le méme cyclede ¢, et font connaitre 2 nouveaux cycles de g (¢’ ne peut
avoir 2 cycles formés des lettres U, &, f'5 d', g, &, ni 2 cycles formés
des lettres &', &', K5 d', €, f* : dans le premier cas, U, c, ou b c; fixe-
rait d', g’, /'3 dans le sccond, b, c; scrait d’ordre >4); V', ¢ ct d,
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font connaltre les 2 derniers cycles de ¢. Ainsi, chacun des 3o choix;
de o desleltres, V', ¢, d’ détermine p. Mais (g = (av)... devant étre
dans C¢C sera de la forme

(ua...)p(ua...) =8¢,

" élant dans B. Donc (g{)? scra dans B, et comme ¢4 = (avw)...,
(£0)? fixera @, u ct sera dans ), . Sidonc (§4)? 1, £{ aura 2 cyeles
de g lettres, Orsig fixe b, p = uo.rs.cf.a.b.t. ... et g = (brfics) . ...
Donc p déplace b, et de mémec et f. b, ¢ ou f entrant dans 18 des
30 combinaisons U/, ¢/, d', il reste 12 déterminations de ¢ 4 essayer.
% sculement satisfont & la condition que (¢t)? soit dans B. Ce sont

gy = uvas.bg.cq.el.fk.in.pm.a.d.h.o,
fa = uors.bi.co.dl.fn.hp.kg.a.c.m.q,
fs = uv.rs.bm.cp.de.fh.gq.on.a.l.ik,
ps = uv.rs.bd.cl.ef.hm.io.kq.a.g.n.p.

Les groupes | C, 7, = E, sont semblables, car la substitution
¢’ = ris.bef.hkn.img.opg

permutable 4 Q,, Q,, a,, ¢, donc a C transforme g, en a,¢,4;', ¢, en
ayp; 0y, e p” = ris.bef.dig.enk.log permutable a C, transforme ¢, en
a,p. ey, 11 suffit donc de considérer p, et j'écrirai p, E pour 5, E,.
,Ona
fa,p=a,a;, pa,p=a aa;a,, &P =,
d’ols

pap=asay, pap=a, plp="0pl, p%p =aitsaiia,,
la derniére s’écrivant (puisque paj = a,p) (péa,)*= 1. Donc
pLBp=TptB,  pEBp=ajiparia,.

Or (B+§B contenant des substitutions des formes ua..., ub... s
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Ufarsy UPaisy UB. ..y UL... cONtient un systime derestes de C (moddB, 1).
Donc E répond & la question et est défini par les équations de G

jointes a
= ()= ()= (ra)’ = (p5a,) =1,

(pe)) = ay, (ra.) =a,a;a,.

E est simple, car §'il avait un diviseur normal mirimum X > 1, on
aurait E = XC. Or X n'est pas premier 4 C, car il serait d’ordre 21 et
contiendrait un seul g,, lequel serait normal dans C.

Doncle plus grand commun diviseur de X, C estA et (X, 1) =16.21.
Mais alors X contiendrait 8 g, qui seraient tous ceux de E, et dans E
un g, serait permutable 4 une s,, ce qui est impossible, 5 ne divisant
pas 7.6 (%) (¢f. MinLen, 8. M., t. XXVIII, 1900, p. 266).

Cherchons i adjoindre 4 E une s,, ¢ = a.u.zv... telle que, dans
'E, 5. =F, E soit le diviseur fixant x. On peut supposer que s est de
degré 16 et, comme pour p, qu'elle échange 2 des lettres r, s, ¢, fixe
la troisiéme, el, par suite, aussi 3 des lettres D, ..., ¢. olo = (ua)...
devant étre dans B, donc (0)? = (u)(e)... dans A, (of)* sera
dans }a,!. Si donc (90)*#1, of =(vw)(ua)... sera de degré 22.
5 fixant « et une seule des lettres r, 8, ¢, onaura sa,s = . Donc ¢ ne
fixe pas 3 lettres d’un cycle de «,. 5 permutable 4 C, donc 4 A, per-
mute entre eux les syst:mes d'intransitivité de A et, fixant a, fixele
systéme a, b, ¢, f, donc une des lettres b, ¢, f. En transformant au
besoin par «;' on peut supposer que o = b.cf. ...; donc sa, s = a,,
52,0 = a,a,, o fixant les systémes a, 0, ¢, f; r, s, ¢, u, et ¢tant
d’ordre 2 fixera au moins un des 3 sysiémes restants. Supposons
que ¢ fixe le sysi¢éme [, o, p, ¢. Elle ne fixera pas les 4 lettres, car elle
serait de degré < 16; elle ne les déplacera pas toutes, car elle contien-
drait un des couples de cycles lo.pg, Ip.og, ly.op et serait permutable
4 a,. Donc o, permutable 4 «,, fixe et o ou p et 4. Si s fixe lct 0, elle
est permutabled ja,l, 1 by, 1Ly l, 105!, et s =vx.cf . de.gh.in.km pq. .
le dernier cycle étant s, st ou (r. Mais o fixant d, ¢, i, n, il faut que
(a8)* =1, ce qui exige que le dernier cycle soit s£. On a ainsi pour o
la détermination o, = ex.cf.de.gh.in.km.pq.st. Si ¢ fixe p et ¢, on
obtient de méme la forme o} = vx.cf.dn.ei gk.hm.lo.st. Si « fixe le
systéme e, h, k, n, clle fixera ¢ et h ou k ct n, et I'on obtient les
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2 formes [ici (o4)*= a,]

o, = vx.cf.dl.go.ig.kn.mp.rt,

o, = vx.cf.dp.ch.gq.io.im.rt.
Si ¢ fixe le systéme d, £, m, g, elle fixe i et m oudet g, et I'on a les
2 formes [ici (o0)* = a}]

o, =vx.cf.dg.eq.hp.kl.no.rs,

o, = vx.cf.el.ho.im.kqg.np.rs.

Mais, (o) p)?, (d,p)% (o,p)* n'étant pas dans B, ¢}, o,, &, sont &
rejeter. D'ailleurs, les substitutions

(ez)o, =0, (w)d,=d, (ww)e;=7,
d t
onnen e L C
(1p)*=a;, (03p)* = ay, (o.0)" =1,
@=L (@Gr=a (G0 =al,
’ (dtayo;=a,), o Adi=A;

(2) diedi=q;, oamei=0, (iFkkFEL L£7).

Doncles 3 groupes | E, g;| sont semblables, et il suffit de considérer
' E, 6| =F en écrivant ¢ pour ¢,. Les relations

ot = (op) = (L) = (sa, )= (5@, ) =1,

CAy0 = @y Ay, ca, 6 =da,

démontrent V'existence de F. Jointes aux équations de E clles déter-
minent F.

F, trois fois transitif, est simple, car s'il y avait un diviscur normal
X <F, on auraitF = XE, et puisque E est simple, X, premier a E,
serait un g3; deux fois transitif, ce qui ne se peut.

Cherchons & adjoindre & F une s?, © = v.u.a.yz... telle que, dans
', 7} = G, F soit le diviseur fixant y. On peut supposer que 7 est de
degré 16, échange 2 des lettres r, s, ¢, fixe la troisitme et par suite
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aussi 3 des lettres b, ..., ¢. (1p)? et (1¢)* devant étre dans B, 7 nc
peut avoir, d’aprés (1), qu'une des formes o}(zy), d’aprés (2) que
I'une des formes 4

©, =a,(zy) = zy.cf.dp.ch.gq.io.lm.rt,
7, = ay(xy) = xy.cf.el.ho.im.kq.np.rs.

Comme ¢’ 7,5} = 7,, les 2 groupes G,=F, 7,| sont semblables, on
peut se borner & considérer t, et j'¢crirai v pour 7,. Les relations

= (10) =(3a,) = (7a,)=1, (72)? = a,,

(70)*= a,, Ta,t = a,a,, Tas=a,a,a,

(d’ot résulte ta, T = @, a,) démontrent I'existence de G, : jointes aux
équations de F clles définissent G,. G, contient & = 76z{a,, donc §,
et y="{a,{ple,. Donc G,Z G. Mais G o le diviseur fixant y, z, ¢
est 2B est lui-méme ZG,. Donc G, =G. On sait déja que G est
simple puisqu'il est' pair : on peut, d’ailleurs, démontrer sa simplicit¢
comme celle de F.

Cherchons encore & adjoindre 4 G une s,, v = yz.2.0.u.a. ..., telle
que, dans | G,v|=H, G soit le diviscur fixant z. v aura forcément
unes des formes ¢} (yz). La condition que (ut)?® et (us)* soient dans B
exclut ¢, (yz) et o, (ys). Donc

v =0,(y3) = yz.cf.dn.ci.gk.hm.lo.st.
Les relations

vi=(ur) = (vo) = (v})?=(va,)?=1,

(vp)*=a, VA, = a,ay, Ve,V = a,

prouvent l'existence de H. H est simple : on le démontre comme
pour F. Si I'on convient de représenter % par z, la substitution

(Z,—7Z7')  (mnod23)
sera

oz.xu.yr.bi.ph.ge.ql.en.st.dm. fa.ok = f,nsiopnrspineruis,

et H contenant a, 3, (Z, — Z~*) contiendra ©(2, 23).
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Prenons maintenant

Y, =ymcqs.pbfno.druch.tikla.z.y.g.

et considérons G, =} a,f,v,. { Comme

a = vxybpggescdrfnkimholiau,
= xypsmeonbqf.gdthrualick.v,

la substitution 8,=«~'y,a =bhdec.gpnkl.rfoso. amtlu x.y.q montre
que le diviseur de Gy fixant z est transitif et

€= Yy OgYg= nruds.gfpat.comb.iglkh.z.y.c
que celui fixant z, y est transitif. En posant
=8, pmp=ana'yy,  vp= 80,0,
les substitutions

9 =v;"8;v; = kpfli.cgnra.useth.qdhmo .v.z .y,
Y=v;'0;'8,0,v, = drpqg.bcome.snaki.lhifu.v.x. ¥

6’85’

montrent que le diviseur de G, fixantz, y, ¢ est transitif. Donc G, est
quatre fois transitif. G, contenant ’

703= beos 059 =550, Yits = Sror 9= rg,
Sqolgo=ae.bh.ct.di.fr.gk.lg.os = ag,
IgoSqo=al.bk.ci.dt.cq. fs. gh.or = ag,,
Sgobgo=ao.bt.ch.dk.es.fq.gi.lr = ag,
bgoSgo=ah.be.co.df.gl.ir.kq.st = a,,

le diviseur de G, qui fixe 2, y, v, u contient By= |a,,, @y, @4y, a4, bgo -
Orla substntuhon

_ mpnabcdefghiklogrst)
" \srthagiepfbmcnokgqld
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transforme a,,, Ggyy @gay Ggiy Ugyy @galyrgaga €1 a4y @ay @5y G4y Gy
"Za,, respectivement Done ,(“‘ G, contient C; 7~ G,y contenant
ay' piae ="' 021 8 0,058, "y Gy contlendra p et E;

77 Gyrp=" contenant 5= (7¢')" Bty Chop)'s a7 Gy,
conticndra o et F; o) 0"y~ G,yp" ‘o contenant

7, = onfa,a,a,0,0a,a, 0150,

le transformé ' G, de G, par «=1yp"'c}o| contiendra 7 et G.
Comme d’ailleurs v or = a0 b2{, ' y,t = aa,a,(a,a,a,5p0a, a0,
G contient t~'at; donc v™' B et 17!y, Done G =17 Gyt

Tout g** iransitif ne contenant pas Ualterné et ne divisant pas le
métacyclique est semblable a'G. En effet, un tel groupe X contient
un groupe semblable & G et est quatre fois transilif, mais non cinq
fois car 23 =19+ 4 (8). Donc le g'* T fixant quatre symboles est
intransitif et ne contient ni s,,, ni s,4, ni s,5. Donc (X, 1) divisant

! :
2357 12?.13 Ty (T')1)=48w, wdivisant4.9.10.12.14.15.16.18;

I'2 B a les mémes systémes d'intransitivité que B. Soient & son consti-
tuant de degré 16, @ celui de degré 3, &,, w, leurs plus grands
communs diviseurs avec I'. On a b, =15 donc ¥ = |y = I'| g,
et (&, 1) = 480 divise 16! : 2.3.5.7; donc w divise

4.9.10.12.14.15.16 = 2'°,3*. 5%, 7.
De plus, X est pair sans quoi il contiendrait (5)
B, = zgydptshmrcuoanlbigefk (8= p)

B;’y{%o;qg, YY; = geluhdkiart, et X contenant une s|; scrait le
symétrique. Donc (X, 1) =23.11(23j+1) et le g2* fixant un sym-
bole a un ordre de la forme 11.5(117, + 1), d’od

23j +1=>5(11], +1) =2.21.20.480.
La condition 23 j + 1=o0(mod5) donne
Jj=57+3, 1, +1=23j'=14, j=11j"—2
23(11j"—~2)+ 14=12".3% 70, J'=3a2j",

253" —2520=1,  w==1(mod253).
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Or les seuls diviscurs de 2'°.3*.5%.7 qui soient =1(mod253) sont
1 el 3*.5% w étant premier 4 5, T ne contient pas de s}* et, dans le
g*' de X qui fixe deux symboles, le groupe des opérations permu-
tables 4 un g, est d'ordre 3.7 ou 9.7 (4). Donc

(X,1)=23.22.3.9(9w +1) ou 23.22.3%.9(7w+1).

Dans le premier cas w=1(mod+); dans le second, w=23(mod7).
Or 3'.5*==2(mod 7). Doncw =1 et X=G.

11. Pour ¢ =47 et ¢ =59, M. Jordan a vérifié que tout g’ ne
divisant pas le métacyclique contient 'alterné (Comptes rendus,
t. LXXIX, 1894, p. 1151). Il suffit, pour refaire cette vérification,
de trouver dans chaque («, f8,y;) une s;, = étant premier <3¢, ou
méme simplement, en se servant d’un théoréme de M. Jordan énoncé
au n°® 3, une si", « étant premier, z <6 et < ®, x% + % + 1< ¢,



