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SUR LES ÉQUATIONS DE CERTAINS GROUPES. 253 

Sur les équations de. certains groupes; 

Pak 31. DE SE G HIER. 

L'objet de ce Travail csl l'extension de la méthode indiquée par 
M. Jordan (Traité des substitutions, p. 32) pour la recherche des 
groupes plusieurs fois transitifs, avec des applications aux groupes 
connus d'ordre r,p(p*~ ι), p"(pn — i)9 pH(p~n— i). J'ai été ainsi 
amené à reprendre et à compléter les recherches de Mathieu sur les 
groupes de degré q = 2p-+-i,qclp étant premiers. 

J'établirai d'abord certains théorèmes relatifs à la définition des 
groupes (finis ou non). Ils ont déjà été énoncés ('); je ne crois pas 
qu'ils aient été démontrés rigoureusement. 

Soit S un système d'équations F, = ι, F2
 = ι, ... entre les géné-

rateurs a,, «25 · · · définissant un groupe G. Les F, pourront contenir 
des «7'. Chacune de ses conséquences peut, par des transforma-
tions identiques (c'est-à-dire ne supposant aucune équation autre 
que a ι afK = ι entre des produits formellement distincts), être mise 
sous la forme typique 1I

VF
V- ,FV = Ι, F parcourant un système, 

de Ft' où le même peut revenir plusieurs fois, V parcourant, indé-
pendamment de F, des produits quelconques de «, et de a~f, et 
étant écrit de manière que V~' V = ι identiquement (il en sera tou-
jours de même pour les autres lettres affectées de l'exposant — i). En 
elTet, S est sous forme typique. Supposons qu'on en ait déduit un 

(l) Cf. Yoing, /1. J., t. XV, 1893; IJoi.dkk, M. Α., t. XLIII, 1893. 
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système de conséquences sous forme typique formant avec S un 
système S'. La transformation qui ramène une équation à la forme 
typique étant identique n'altère pas sa valeur logique, et l'on pourra, 
dans toute déduction, prendre sous forme typique chaque équation 
dont on se sert. 11 suffit donc de montrer que toute conséquence 
de S' peut être mise sous forme typique. Or on ne peut déduire uric 
conséquence d'un système d'équations que par la répétition de deux 
opérations : multiplier les deux membres d'une équation par un inéme 
facteur, substituera un produit d'éléments un autre produit égal (iden-
tiquement ou non). Le résultat de la multiplication des deux membres 
de 1IY~'FV = ι par Λ s'écrit identiquement ÏÏA~'Y "'FYA = ι qui 
a la forme typique. Soient ABC = ι, Φ ·= ι deux équations de S', la 
seconde équivalanL identiquement à 13 = D. Φ sera de l'une des 
formes B~' D, 1)13-', BD~', D~'B. Le résultat de la substitution de 
D à Β s'écrira donc identicjucmenl, ou A13CC-'B~'DC = ï, c'est-
à-dire ABC.0- ,Φ-'C = i, ou ADIL'A1.A13C = i, c'est-à-dire 
ΑΦ*'A~'.ABC = i, donc toujours sous forme typique. 

Supposons que, dans les équations d'un système S définissant un 
groupe G, figurent deux séries de générateurs an a.,, b2, .„. 
et désignons d'une manière générale par Χ(α,·) = Χ(α), X(//,)—.X(//) 
des produits des a±{ seuls ou des b±{ seuls, par X,^,, X/,

= l, ce que 
devient le produit de générateurs X ou le système d'équations X, 
quand on y remplace les a ou les ΰ par ι. 11 est clair que, si Φ = ι 
résulte de S, Φ^-, = ι résultera de S/,_, et plus généralement si, dans 
Φ = i, on fait quelques-uns des b égaux à ι ou entre eux, le résultat 
obtenu résultera du système obtenu en faisant les mêmes changements 
dans S (il suffit pour le voir de faire les mêmes changements dans 
toutes les déductions conduisant à Φ = ι). Si donc Φ = ι ne contient 
que les a, clic résultera de S6=l; mais une conséquence de S^

=1
 ne ré-

sulte pas en général de S. 
Supposons que S

a=
, définisse un groupe B; en général, S„_, ne ré-

sultant pas de S, les conséquences de S„_, ne le seront pas de S, c'est-
à-dire que la table de multiplication de B ne fera pas partie de celle 
de G et que G ne contiendra pas B. S

rt
 étant le système des équations 

de S où ne figurent que les «*', supposons encore que S
ft
 définisse un 

groupe A. Ici, S
rt
 résultant de S, les conséquences de S

a
 le seront de S ; 
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mais G ne contiendra encore pas nécessairement A, parce que S peut 
identifier des α (a) laissés distincts par S

a
. On observera que les con-

séquences de S dans A résultant toutes de Sten G contiendra A si 
S*-, résulte de S

rt
. Je me bornerai au cas important où S a la forme 

A i(a) = ι, Β j(b) = Aj(a), K(a) 
(£,/,*,/=1,2, ...). 

Si Aj = i, G contiendra B, car alors S
rt=(

 équivaut au système S^ des 
By = ι. Si A'j = ι, AJ' = ah G contient A. En posant A^/AJ"·) = A}*bm, 
et généralement Afrt,(Af*1) = Af'ftTIW, d'où Af"?""55'6', 
on aura 

Kh)~'aiKh) = Λ?'% Hb)~iv'(a)Hb) = «(A?"")· 

On pourra donc, en faisant passer les b à droite et les a à gauclic, 
ou inversement, ramener tout élément de G à la forme α(α) β (/y) ou 
β(&) v.(a). Je dis qu'on aura chaque élément de G au moins une fois 
dans la forme αβ (ou βα) en faisant parcourir à α les éléments dis-
tincts de Λ et à β les éléments distincts de 13 (c'est-à-dire les produits 
que S

rt=(
 laisse distincts). En effet, tout β(b) est égal dans B (c'est-

à-dire en vertu de S
a=l

) à un élément β„ de B, les diverses écritures 
qui représentent β„ dans B représentant en général plusieurs éléments 
de G. Dans la forme typique IIV-' By1 V = ι de ββ

Β
' = ι, remplaçons 

By par By A/'; l'égalité subsistera en vertu de By—A). En faisant 
passer tous les b à gauche, on voit que ÛV"'By'V, donc ββΒ* sera 
un «(«); donc β = αβ„. α dépendra en général de l'écriture choisie 
pour β„ dans B. Mais le système des éléments distincts de Αβ„ n'en 
dépendra pas et coïncidera avec le système des éléments distincts 
de Αβ. Ainsi β„ parcourant B avec une écriture quelconque, ΣΛβ„ (et 
de même Σβ,,Λ) fournira au moins une fois chaque élément de G. 
Si β„ φ β

Β
 dans Β, Αβ„ et Α β,', n'ont aucun élément commun, car de 

αβ
Β
=α'βί, on déduirait, en remplaçant les a par i, que βη=βί, 

dans B. Donc, si un élément αβ„ est répété, ce sera dans le sys-
tème ΑβΒ où il se trouve, c'est-à-dire sous la forme α'β

Β
, α et a' étant 

distincts dans A, c'est-à-dire en vertu de S
a

, mais égaux dans G, 
Joum. de Math. (5· série), tome VIII. — Fasc. III, 1902. d3 
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c'est-à-dire en vertu de S. Cela n'aura lieu que si S établit entre les a 
d'autres conséquences que S«, c'est-à-dire si G ne contient pas A. En 
adjoignant à S

rt
 toutes les conséquences que S établit entre les 

S et G ne changent pas; mais S,
t
 deviendra un système définissant 

un groupe A' contenu dans G cl dans A. Alors, a! parcourant A', on 
aura, sans répétition d'éléments, G = A'Β = ΒΛ'. 

Pour que S n'établisse pas entre les a d'autres relations queSa 
deux conditions sont évidemment nécessaires ('). 

i° Comme S donne A,·(«/) = Afl/f a[bk) = ι, il faut que, dans A, 
A;(A5*) = ι et que les A}1 (bk

 restant fixe) ne vérifient dans A au-
cune relation Φ(Α^) = ι qui ne résulte des A/(A)4) = i; sans 

quoi S donnant ^ιΦ(α/)Ζ»Α = Φ(Α{*) donnerait φ(α) = ι, qui ne 
résulte pas de S

e
. Cette condition sera dite d'isomorphisme. On 

observera que, A,-(AJ4) = ι résultant des A,·(α) = τ, Ai(A'^fJm) résul-
tera de A

f
-(A{*) = ι, c'est-à-dire de A,(#) = i, et plus généralement 

que A/(Aj''") = t résultera de S
e

. 
2° 11 faut que, dans A, A'j x atA!f% = AJ' ; si G est fini, l'équation 

répondant aux signes inférieurs résulte de l'autre, comme on le voit 
en répétant la transformation par A'j. Celte condition sera dite de 
fermeture. Si les A) se réduisent à i, ces deux conditions suffisent 
pour que toute conséquence de S entre les a résulte du système S' 
des seules équations Α, = ι, bk* a/bk= Ab

t
k. En effet, S' donne 

bf Ay 1 bkaib~k
 A'.bk = AJ*1 Donc ici, en vertu de S', bf By b

k
 et, 

de môme, tout β""'By β = est permutable à ah donc à bf atbt
 (car 

bf ai b^o = bf a 
L
 bt bf bt

 = bf h ι iP„ bf at
 bi = ifi» Iff a( b,·). Donc, 

dans une conséquence Φ = ΠνρΡ±ι V
F
 = ι de S (F parcourant les 

premiers membres des équations de S ramenées à la forme typique), 
A'pF*1 V

F
 se ramène à la forme α~~'A,( Af)*1 a, si F = A/, cl à la 

forme α-1 By' βα, si F = By. En faisant passer à gauche tous les 
β"1 Β*' β, on voit que Φ = ι prend, en vertu de S', la forme ί&Φ' = r, 
Db, Φ' étant les premiers membres de deux conséquences de S

ffss
,, S' 

respectivement. Orui>, si l'on y intercale des bf bk à des places con-
venables, présente tous les b de Φ dans l'ordre où ils s'y rencontrent. 

(*) M. Holder (loc. cit.) semble affirmer qu'elles sont suffisantes. C'est sur ce 
point que sa démonstration (en particulier le § 16) m'a laissé quelques doutes. 
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Ils se détruisent identiquement si Φ = ι ne lie que les a, et alors 
φ = ι, qui équivaut en vertu de S' a une conséquence Φ' = ι de S', 
résulLe de S'. Si 11 est cyclique, S donne b'

%
x A\b, = Λ',, donc 

A'
1
(A^') = A'

i
 doit résulter de S

rt
. J'appellerai cette nouvelle con-

dition condition de ρermutabilité. Si elle est vérifiée ainsi que les 
deux autres, toute conséquence Φ —ι (sous forme typique) de S 
entre les a résulte encore de S'. En effet, d'après les hypothèses, 
Γ^Β,Λ'"1 sera, en vertu de S', permutable aux a et à b

t
. On pourra 

donc, dans Φ, faire passer à gauche d'abord tous les F, qui y forme-
ront un produit F*, puis, A'

LY
 étant permutable à tous les 13

y
 qui y 

formeront un produit iit. Comme plus haut, on devra avoir k — o. 
Donc F, disparaît en vertu de S' et Φ = ι résulte de S'. 

Or, toutes les fois que S n'établit pas entre les a d'autres consé-
quences que S', les conditions d'isomorphisine et de fermeture suffisent 
pour que G contienne A. En efl'et, en appelant b\ la substitution 
( a(, AJ1), a'h la substitution (a

t
, 1° groupe engendré par les a', 

b' (les h' ne sont pas nécessairement tous distincts) vérifie S' et con-
tient le groupe A'~A (') engendré par les a'

h
. Quand les A

y
 = i, 

la condition de fermeture exprime évidemment que les isomor-
phisrnes {a

h
 AjJ) engendrent un groupe homomorphe à 13. 

1. Soient G un groupe de champ (j'entends par là l'ensemble des 
symboles) i, 2, ..., η; A le diviseur fixant ι, Β un diviseur quel-
conque. Si dans les deux cléments x

a
 — (ι α ...), = (ι β ...) de 

G (α, ι), * et β appartiennent à un même système d'inlransitivitê 
de 13, ο/ι a 

x
a
=x^ (moddA, 13). 

Car b =(αβ . · ·) étant dans B, XJJX^ = (i) ... est dans A, donc .ζ·
α 

dans À.z'pB. Réciproquement les éléments de Λ χ 13 substituent évi-
demment à ι les symboles d'un même système d'inlransitivité de B, 
système qui peut être choisi arbitrairement si G est Iransitif. Donc, 

(J) Je représente par cette notation l'isomorphisme lioJoédrique, Je dirai 
d'ailleurs désormais, avec M. Klein, homomorphe pour isomorphe, et isomorphe 
pour fioloédriquement isomorphe. 
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si G est transitif, (G; A, 13) (') est la nombre des systèmes d'in-
transilivité de G dans la représentation de G relative à A {chaque 
symbole non déplacé par 15 étant ainsi compté comme système 
d'inlransilmlé). 

Toul groupe A — Σα\ de substitutions entre les symboles ι, ..., //., 
τ(>ο) fois transitif divise d'autres groupes de substitutions, par 
exemple les symétriques dont le cliamp contient ι, n. Mais on 
peut se proposer de chercher s'il existe un groupe G„ / -t- τ fois tran-
sitif entre les symboles ι, ..., η, σ,, . ..,σ„ où A soit le diviseur 
fixant σ,, ..<st. Soit d'abord t = ι, G, = G, σ, = σ. Si G existe, on 
aura la décomposition (modd A, A) G = AXA, X = X®a?f(ar, = i), 
chaque Χιφ ι substituant à a un élément a, d'un système d'in transili-
vité distinct de A, m étant le nombre de ces systèmes d'inlransitivilé 
(dans le champ elï'ectif de G : l'un d'eux se réduit à σ) qui se réunissent 
avec σ en un seul système d'intransitivité de C, et (AXA)2 = AXA 
ou XAX = AXA. Il suffit évidemment qu'on puisse trouver des .χ, 
vérifiant ces conditions, et, si G est primitif, donc A maximum dans G, 
on aura G = J A, xt j. 

La recherche de X par tâtonnement est abordable lorsque l'on sait 
a priori que G doit contenir des substitutions du second ordre 
(σα,·), qu'on pourra prendre pour x\. Bornons-nous à ce cas, et 
soit F

{
= de générateurs /"Α

(Λ· = ι, N), le diviseur de 
Λ = Σ·ν'κ'Ίν7ν(/',·, = 0 qui fixe α,·; on aura 

•l(\{ 1 — 1\. 

Les conditions d'existence de G deviennent 

( i) x'j — i, x'if^·ΐj — /,„ ,/.
{
·/ιi—α

Ί
.χ, α

Ί
,., x^a\± j — α, -ι^α·,», 

α'dépendant de /, Λ ; ν', v", i' de /, ν; λ', λ", k de i,j, λ; / = 2, ///; 
λ· = ι, ..., Ν; ν = ι, ..., (Λ, F,·); λ = ι, ..., (A, i); cl l'on peut 
me I Ire α.γ.χκα^ sous la forme r^x^rjff^. Si A est transitif, i' = i. 

(') Je désignerai par (G, A) l'indice de A dans G, par (G; A, B) le nombre 
des éléments incongrus de G (modd A, B) (cf. Frodkniiis, C relie, l. 101). 
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Le groupe G' défini par le système S, formé de ces équations et 
de celles de A, est précisément G (certaines équations de S peuvent 
d'ailleurs résulter des autres). 

En effet, désignons un instant par G, Λ les groupes abstraits repré-
sentés jusqu'ici par les groupes de substitutions G, Λ. Les équa-
tions (i) donnent G' = AXA, donc (G', i)<(G, i). Mais, comme G 
les vérifie, on a aussi (G', i)>(G, i), donc G'==sG. Ainsi S exprime 
toutes les relations qui existent entre les substitutions génératrices 
de A et les χ ρ autrement dit, toute relation que l'on peut obtenir 
en formant avec ces substitutions des produits égaux à ι résulte 
de S, sans quoi ces substitutions engendreraient un groupe d'ordre 

<(G» ')· 
Si A est transitif, donc τ^ί, m = 2, G étant au moins deux fois 

transitif sera d'ordre pair et contiendra une s, (')s; une conjuguée 
de s déplacera σ cl pourra être prise pour x2. 

Soit l^> 1 et A transitif. Les conditions nécessaires et suffisantes 
pour l'existence d'un groupe G

n
 t -h 1 fois transitif entre les sym-

boles 1, ..η, σ,, .... 7
t
, où A est le groupe fixant τ,, ..., j„F le 

groupe fixant τ, τ,, . . ., ση sont qu'il existe des substitutions 
d'ordre 2, sh = (σΛ_,, σΑ), ... (σ„ = ι et les symboles non écrits fai-
sant partie de 2, ..., n) telles que 

ω 

4 = ■ » *A β h - fhi s, rs, = a's, a", 

SiUSt^ a„ CvW =/<·,, (-W'*)
2
 = /y* 

(Λ I, ...y t'y i I y ...y l j | , ..., I l'y k 2, .... 

t —j\ 1 = 2, ..., t', f parcourt les générateurs de F, α ceux 
de A qui sont hors de F ; r un système de restes ψέ ι de 
A mod F; a', a", a, sont dans A hors de F ; /,·,, fjk dans F), 

(') J'écrirai, d'une manière générale, g" pour « groupe de degré η », s" pour 
« substitution de degré η », en entendant par degré (l'une substitution le nombre 
des symboles qu'elle déplace, g

/t
 pour « groupe d'ordre η », s,

{
 pour « substitu-

tion d'ordre η ». J'appellerai pair un groupe dont toutes les substitutions sont 
paires. J'appellerai constituant d'un groupe intransitif le groupe auquel il se 
réduit lorsqu'on ne considère que son action sur certains systèmes d'inlran-
sitivité. 
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cl ens équations, jointes à celles de A, définissent Gr II suffit de 
montrer que le théorème subsiste lorsqu'on remplace t par ί + i [la 
première ligne de (2) se confond avec (1) pour l = 1, m — 2]. Or, si 
G,

(
, existe, il y a, on l'a vu, une substitution de la forme 

G, == A -+- As, A, on aura (ssAsa = A) : 
telle que 

'VI — ' * $RHT 0/—1 ,, .V/
+

, S
T

CFF_, S[
+T

 ̂  GF.SF4., (JF 

(les restes fi 1, modG
r
_, de G, = G

f
_, ■+■ G^^G,.., sont tous dans 

0/-|SfG/..,) etccs équations développées définissent Gi+I. Puisque s, 
fixe ι, σ

η
 ..., σ,_,, il résulte de G

f
_,s

<+
, = G,_, que st+, Fs^, = F, 

•v,
M
 As

c
+, -- A, cl (ifif+i)", (·5;·5ί+.<)

2(,/ <C 0 sont évidemment dans F. 
Inversement, si (2) est vérifié quand on y remplace l par/4- 1, 011 
aura, puisque Gy,= | A, s,, ..sh (, 

S
T
+* O

F
_, S

T
+, — G,., ; 

et l'équation (s
t
s
t

+.
t
y = fti

 donne 

. 1( ■ /—, S
F
 G,_, S

F4
., — G

T
_,.9

<+
, S;<9F+, G

F
_, — GF_, S

T
S

T
+

T
S

T
GF_, ^ G

T
S
(
^

T
 (T

R 

Comme G, == A -+- As, A, on aura (s
s
As

a
 = A) : 

(1., — (11 + G, «9» G1 

·= A + A«
3

-+- As, A H- As, s., A-h As
a

.9, A -h As,s
2
As, A. 

Chaque complexe du second membre où A figure ρ fois contiendra, 
α désignant l'ordre de A, ap éléments distincts ne figurant dans aucun 
autre complexe, car Σ

ρ
αΡ= α(α + ι)(α + 2) est précisément l'ordre 

de ( 1 a. 
Ku observant que s, As, < As, A, donc que s, As, .A est 5 As, A 

ci As, A .s, A > s, A, en sorte que 

As,s., A.9, A = As.,.9, As, A = As
3

. As. As, A 



SUR LES ÉQUATIONS DE CERTAINS GROUPES. 9.6l 

coïncide avec Ayry, A, on a de memo 

G, = A 4- A.y, 4- A«3 + A.y2.y3 4- A.y3 .?2 4- A*,#, .y
a
 4- A .y, A 4- A .y, y

a A 
4- Ay2.y, A 4- Ay,.y3A 4- A.yry2.s

;
,A 4- A.v

;
,.y

a
.v, Λ 4- A.y,.?ry

a
 A 

-I- \S
3
S

2
S,A 4- Ay,y2.y3y2 A 4- Α92;3«,*3Λ 4- A.y.ry3.y2y, A 

-I- Ay,.y2Ai, A 4- A.y,y3A.y,A 4- A.yry
a
y

:
,A.y, A 4- A*,*3«3A.v, A 

4- Ay,s
2
s3A.yry

2
A 4- A*| A«, A 4- A.y

2
.y
r
y,y

2
A.y, A 

4- Ayry
2
y,Ay,y2A.y, A, 

aucun élément n'étant répété dans le second membre. 

En prenant A—1, σΛ_, = h, sA— (A, h 4-1), on obtient immé-
diatement, pour les équations du symétrique de champ 1,2,...,/, 

(3) 
4 = Ο,λ-η )' = (sjSj+k)2=1, 

(Ζ/. — 1, ·.·, i 1, i — 1,...,/ 2, j — 13, h — 2, j — 1 ). 

Ces équations exprimant toutes les relations qui lient les (A, h, 4-1 ), 

il en résulte certainement, puisque 

(I2)(23)...(/-I, /) = (i, 2,..., t 

en posant y, — a, s
{
...s= b, que 

bc= 1, sh=z bK~habh~\ 
donc aussi 

(4) 
// = a2 = (alr^aby = (ab~J a/y)- = 1; 

j = 2,3,l-> si t est pair; j = 2, 3, si ^est impair. 

Inversement de (4) on déduit (3) en observant que 

b~h.ab~kabk. bh = lrhabh. b~h~kab/l+*, 

ab'.ab"Ja/Àb~~J a = aUab~i 
et en posant 

bK~habh~K = s,
r 
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Donc (4) définit le symétrique de degré I {Comparer Moore, P. P. 
M. S., t. XXVIII, 189G, p. 35

7
). 

Prenons pour A l'alterné de champ 1, 2, 3 engendré par 

C = (I23) = ('I2)(|3
/
). 

En adjoignant les substitutions 

Si= {12)(i + 2,1 + 3) (i — 1, ..η — 3; /i> 4) 

qui vérifient 

(5) 

c» = (cs,)n '·= (es/)2 = ή = (Sj8j+ty = =
 1

1 
1 — ι,...,/2 3 5 y — ι, ..., λ 4 î 

/1 = 2, , π — ί — 3 ; i =■ 2, .. ., ιι — 3 

(on supprimera les équations où β aurait un indice > 1 si — 4, ou 
> 2 si η — 5), on a un g" n — 2 fois transilif. C'est donc l'alterné »1.,, 
de degré /i, et λ

λ
 est défini par (1). X

n
 contient une substitution 

b = .y, de la forme (3/j ... n) ou (12)(34 . · · n), SG'on 

que n est impair ou pair et // = *,·+,, i = 1, — 4· Donc 
les équations suivantes (où α est mis pour et où n est supposé > o) 

(β) 

bn~- = c*=a- = (acy = {ab~~1 aù):t — {ab"xabrf — (cfryaby)" = 1, 

a? = a, ...,j(/i--2) si /i est pair, 

.7; = 2, .. ., £(λ — 3) si n est impair, 

y = 2, . ..,n-3 

résultent de (5), qui exprime toutes les relations liant les 

(i2)(f-f-2, / H-3) {ί = o, . .., n — 3). 

Inversement de (6) on déduit (5), en observant que 

b~h.alrk abk.bh — b~h abh ,b~h~k abh"k, alf .ab"r alf ,b~x a = abx ab~r 

{cf. Moohe, loc. cil.). 
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2. Prenons Λ = j (s, is) {, ζ parcourant un corps de Galois C(pm) 
d'ordre p'n (ρ premier) dont i est racine primitive. A fixe le sym-
bole o. Une détermination de G, sera le groupe G =S(s, as H- β), 
β parcourant C, et α C sauf o. C'est d'ailleurs la seule. En effet, dans 
un G' deux fois transitif, de classe pm — i, il y a pm~tsÇ for-
mant avec l'unité un groupe normal II dont tous les éléments sont 
d'ordre ρ et conjugués dans G', donc permutables. Donc tout divi-
seur A' de G', qui fixe un symbole, divise le groupe J des isomor-
phismes de II. Or les éléments de II peuvent se mettre sous la forme 
h = | xh χ i -t- cij | (/ = r, ..., m), xh ai parcourant les entiers réels 
mod p

} et celles de s sous la forme 

j = | xh Zkxikxk | (modρ) (i, h = ι, ..., m). 

Soit A' cyclique. Pour que j soit un générateur de A', donc d'ordre 
ρ"1—j , il faut et il suffit que sa congruence caractéristique soit irréduc-
tible et appartienne à l'exposant pm — ι (Jordan, Traile, n" 159). Un 
changement de variables ramène alors j à la forme 

| X„ p/X/l (/ = o,..., m - i, p
(
·~ ppi) 

cl h a la forme | X
t
, X,-f- A,· |. Les X, étant conjugués, G' est iso-

morphe au groupe engendré par | X„, pX
0

1 et par les | X
0

, X„-t- A„ |. 
Or X

0
 = Σ™"' p'y,·, A

0
 = ρ'bh les y étant des fonctions linéaires 

indépendantes des χ et les b des a (puisque les X sont indépendants 
et de même les A). Donc G'= ΛΊΙ EEE2,(Z, CCZ h- β) ~ G. 

Cherchons les équations de G par la méthode précédente. On aura 
G — \ a,b\, a = (iz), ù = ( 01)... étant du second ordre et de la 
forme (αζ -h β); donc b — (i — z), et G sera défini par les équations 

a1'"'"' — — ba) b = ar'bal·, 

où ξ = r, ..., p'n — 2 et où η, ζ sont à déterminer en fonction de ξ. 

Or on a 

bciïb — (fiz -h ι — ίξ) = — ι)? ο, ι — /*, ...), 
Journ. de Hfalh. (5* série), tome VIII. — Faso. Ill, iyo2. 34 
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donc 
ay'=r(i «(i'— /), I, ...), </' = (/, I — ί1,...,) 

d'où les deux conditions 

i2, i3 -__ f (mod/>), r=i — r, 

la dernière déterminant ζ et montrant que, pour \ < m, ζ est ^ m, la 
première donnant ensuite 

0/-|SfG/..,) etccs équations développées définissent Gi+I. Puisque s, 

Certaines des équations ainsi obtenues pour G pourront résulter des 
autres et être supprimées : de ba-b = cf'ba% //* = i, par exemple, on 
déduit ba~*b = cr*ba~r', bar,b = a*bar*, ba~r,b=cfiba~*1

 berb=ar^ber, 
bar^b = a~^bar', et, si ρ — 2, on a 

ba^b = cPba^bal· = ar,bcftb<r = a^ba?*. 

d'où, par récurrence, 

bà-^b = a-'^ba1'*. 

On obtient plus facilement un autre système d'équations comme il 
suit. Si l'on pose 

(j -u ρ) = cy— a~ycttà?, c„ = c, 

il est clair que tout élément de G est contenu une fois, et une fois seu-
lement, dans la forme 

dxcj,"... cj,"!.,' (# — o, ..., pm 2 i y
01
 ..., ytn—i — ··» ι Ρ ' )· 

Si im = Σ™-' les ot
s
 étant réels, a,c

0
,..., c

OT
_, vériiieront les équa-

tions 

qF — cÇ — ι, CpC
c
 — ρ, — ο, ι,. .., m ι, 

ar'c^a = τ = ο, ..., m — 2; a ·c
w
_,a = cj·... cjr;; 
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d#où c
$

, .. ., ο
/Λ

_, s'éliminent immédiatement. Or ces équations défi-
nissent un gyv-o· Donc les substitutions a, c0,..., c

w
_, ne vérifient 

aucune équation qui ne résulte des précédentes. 
Soient ρ = 3, m = 2. Les deux polynômes irréductibles apparte-

nant à l'exposant f\ sont z% zt ζ — ι. Soit i%~ 1 - i. Pour ξ = ι, ζ = 2, 

*/j = 3, et des équations 

a* — b2 — 1, bab = a9baa, 

on déduit des équations analogues pour ξ = ± 1, ±2, ±3, en 
particulier baib = aba6

f
 dont le produit avec bab — cPbcP donne 

ba*b = as ba*. 11 est donc inutile de faire 5 = 4 et le groupe est défini 
par trois équations. Kn prenant ι2— 1 4- «, on aurait eu bab = a2ba'\ 
ce qui revient à changer a en arl. Kn écrivant 1, 2, .. . , 9 pour 
1, i, i2, ..., P, o, on a 

« = 12343678, ^ = 19.2.3.47.68. 

Pour p — 2, on a ce théorème (W. BURNSIDE, M. M., 1896, p. 187) 

que les équations 

al·· = h2 = J, bab = α*~'η barn 

définissent un groupe d'ordre 2m'h(/ri<m) contenant un diviseur 
normal abélien d'ordre im> dont tous les éléments φ ι sont d'ordre 2. 

Kn effet, posons 
a~l ba' = bi ( b

0
 = b ). 

On aura bibi+i
 = b

n+i
 pour i = 0 ; cela résulte de la troisième équa-

tion, qui s'écrit 

ba~% b = armbam~l ou bar* ba = arm ba'n, 

et, si cela est vrai pour i<j, de bjbj
+t
 = b

m¥
j on déduit 

ar* bj bj+
{
 a = a~K b

m+J
 a ou bJ+i fr/V2

 — b
m

^J+,. 

En outre 

b(bj-t-A — bjbj_ht.bj+.t bl+.2... blJrk_i b^k— bm+.jbrn+[+i ... 

= crmbia
m.arm"t b^a"1**... = ... b^k_{ a'n. 
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Supposons alors prouvé que j /7, b
n
 ..hj j = By est abélien et a tous 

ses éléments d'ordre ι ou κ. II en sera de même de By
+I

 ; car, pour /</, 
bibj,.

t
 — a~mbibi^

x
... bja"1 et bjtj^ est d'ordre ι ou 2; donc, ou bien 

Λ/(<= Oft ou bien bibj+, =/#/Vl/7,·. Kniin bm, ..., Οχ sont dans B/n_i, 
ear b(pour / = m — 1, le second membre con-
sent b(k^i m (ju'on réduit par la même formule où i = o); ù, bt

, 
b

m
-t pouvant n'être pas indépendants, B

w
_, est d'ordre 2'"', m'<m. 

lin revenant donc aux notations précédentes, si à ξ = 1 répond ζ = /m, 
donc η = 1 — «z, les équations a1"'-' = b2 = 1, bab = a{~mba"1 défi-
nissent un groupe G' d'ordre <2"'(2™— 1). D'ailleurs, G' est >G, 
dont les équations comprennent celles de G'. Donc G' = G. 

Pour ρ = 2, m = 3, 4, b, 7, il est facile de vérifier que i défini par 
== 1 H- /(mod2) est racine primitive. Pour m = 6, par exemple, on 

aura 
/* /2 + J®, /' ® ΞΞ Ρ -H Ρ, 

/°°==( I -h /),0Ξ1" 1+ί"+ ί* + Ρ°ΞΞΞ I H- /3 H- Ρ -f- P, 

Ρ 1 — 1 4- Ρ 4- Ρ , Ρ2ΞΞΞ I 4- /3
f
 /β:,ϋΞΞ 1 , 

et P, P, /n sont ̂  1. Pour m = 7, on aura 

P — / 4" P, Ρ ΞΞ P 4" Ρ, 

Ρ'γξ (l 4- ί)β== I 4- /' 4- /8 4- 1βΞ I -4 /3, 

Ι,μΞΞ(Ι 4- Ρ)2ΞΞΞΙ4-Ρ, Ρ27ξξι, 

el 127 est premier. Pour //ί=5, /défini par Ρ=/4-1 donne P1 ̂  1 [aussi 
bien ;54-;4-i = (;24-; + i) (3* 4- 324- 1) n'est pas irréductible]. 
Mais, en formant successivement les polynômes réductibles de degré 
1, 2, 3, 4, 5, on trouve que les irréductibles sont 

3 4~ 1, 3 2 4~ î 4" I) 3° 4- 3" 4- I, 33 4- 3 4-1, 3 ' 4~ 3 4~ l, 
Ζ ' 4- 33 4~ I , 34 4~ 3'1 4~ 3" 4~ 3 4-1, 3"* 4~ 34 4" 33 4- 32 4- I, 

3° 4~ 3 ' 4~ 32 4- 3 4~ 1 , 31* 4~ 3'4 4~ 3" 4- 3 4" 1, 35 4- 3J 4~ 32 4" 3 4~ I, 
35 4" 33 4~ 1, 33 4~ 3" 4~ I · 

Soit /5~/24-i; on aura P*==/4-i et G d'ordre 2r'(23 — i) sera 
défini par au — b2 = ι, bab r= aMù«18. 
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Pour définir le groupe £('*,/>) = .£,=2 d'ordre p"'{p2"1—i) 

où les paramètres a, β,γ, ο parcourent Gavcc la condition «ο — βγ^ο, 
ζ parcourant C et la valeur ce, il faut ajouter un générateur c repré-

senté par une substitution de £ de la forme (020) ... ou et véri-

Ixant c'2 = (cby = 1, cac = α% τ étant à déterminer. Or 

(rbY-/3( 1 —2ft) ft — ')Y 

Donc β = ι, cac = a~1 et les équations de £ s'obtiennent en adjoi-
gnant, à celles de (J, c2 — (cl/)* — (ca)-= 1. On peut d'ailleurs réduire 
à deux, le nombre des générateurs, car les deux équations Ocâb=ar,bcr, 
car>c—a~r> donnent ca^cbaïb = bal·; d'011, en posant cb = d, 
b — ar* cl- a~r> detl·, c = db — dar* cl1 a~r> dal·, d*= 1. 

Pour ρ == 2, m = 3, p'n(p2,H — 1) = 5o/j, ^ est simple et délini par 

(<-) «T = b- = c2 = (ca)2 = (cby = 1, bab — cr2bà\ 

ou, en posant cb = d et en remplaçant (ca)2 = 1 ou cac = a~' par 
car2c—ai, £'-=[ par (α~'&α)2= ι, c2=i par a"'ca=i, bab=a~2ba3 

par ùa®ù = α'ύα2 d'où b — ad2a3da2, 

(#) 
α7 = 1, î/3 = 1, (î/3 a3 <^a3 )2 = 1, 

(dacl2a3d)'2 — 1, (a41 clad2a3 cla2)2 = \. 

La troisième et la quatrième donnent 

dl a3 da3 — a ' d2 a4 d, da el2 a3 d = cl2 a* cla0 î/2 . 

Donc 

αβ . ί/2 a3 da3 = a® </a5 îP ahd —a* da°. î/2 a4 deC' da5. ( a" du5 )~' 

= aada5. dad2a.(ali ίία3)~* 

et le système équivaut à 

(p) «7 = d% — (cl2 a* da3)2 = (d2acl'2a3) = (daePa)2 = 1. 
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Si 1 on pose a — (is), b = (ι — s), c = (s"'), ou, en écrivant ι, 
a, .9 pour ι, i, i% f®, ο, χ respectivement, a = 12345(37, 
Λ = 18.24.37.56, c = 89.27.36.45, (5)cxprinie toutes les relations 
qui lient ces trois substitutions, et (8) toutes celles qui lient a et 
cl = cb = 189.235.467. Or, en posun t 

beba — v. = (^737) = 1927635, e^a0=p=(i°—s)= 13.26.45.78, 

on vérifie les égalités 

(10) α7 = β2 = (αβ)3 = (α3βα8βα3β)2 = r, 

(π) α3βα 5=*£, (βα2β ii)2= (βα2βα3βα5)2 = λ, 

en formant les substitutions αβ, α3βα5βα3β, .... Inversement (9) ou, 
ce qui revient au même, (8) résulte de (10). Considérons en effet (11) 
comme définissant act cl. On aura d'abord d — α2.αβ .α5, donc d* — i, 
puis, en observant que (10) donne βα°β=αβα (dont le carré cl le cube 
sont βα3β = αβα2βα, βα4β = αβα2βα2βα), α3βαδβα3β = βα4βα2βα4. 

α = βα2. βα3 βα5 βα2. βα3 βα3 = βα° β. α2 βα4. βα° β. α8 βα5 

= α. βα3 βα5 β. α4 βα3 = α5 βα2 βα4. βαβ. α5, 

(ia) α = α*. αβα2βα.α2βα4, 

α3αα4 = βα4.αβα2βα = βα4 βα5β, 

βα4 βα3. α. α4 βα3 β = βαβαβ = α, 

α* = α4 βα3 β. α*, βα4 βα3 ; 

donc α1 — ι et 

α* = α4βα3. βα4 βα4βα2.α = α4. βαβ.α3βα3 βα 

= α2, αβα2 βα. α2 βα = α2 βα5 βα2 βα 
— α2βα3. βα2βα3βαδ.(α2βα3)~'; 

donc (βα2β^)7 = ι, (βα2β^)8 = βα2βύ?, ou α4 = βα2βί/. 
Gela établi, on a 

d2 α3 ί/α3 = ci2 α~* cicr4 = <£βα3β βα®β = α3 βα5 βα3 β, 
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qui est du second ordre d'après (ι ο). Ce résultat donne immédiate-
ment, d'après (12), 

ad1 a3 da% = αJ βα2.3« 3. «* β = αΓ\ βαβ. α2 β 
= α1. βαβ = α' βαβ = c/a. 

Done 
dadla*d-= (as d. ad1 aJ1 da3)a% = α3(α4£/2α)α4, 

et, puisque α4 =π βα2βί/, 

dad1 a%d ~ α* βα. αβα. α4 = α® βα. β. αβ β α4, 

qui est du second ordre, Enfin, d'après (12) encore, 

a" î/ . at/2 a3 t/a® = a3 βα4 βα8 βα4 βα5, 

as.a° dad1 a3 da. et* = αβα. α3 βα8 βα4 β = βα" β. α® βα5 β»3 β. βαβ, 

qui est du second ordre. Donc (io) définit (cf. EURNSIDE, M. Λ., 

t. LU; FRICKE, ibid.y 1899). 

5. Cherchons encore les équations d'un groupe (J deux fois tran-
sitif de degré ρ -f-ι (ρ premier >2) et d'ordre \jp(p2—i). Le 
groupe G

a
 iixanl un symbole est d'ordre %p(p — ι), contient un seul 

diviseur d'ordre ρ et divise le groupe triétacyclique ; donc (j
a estsemi-

métacycliquc. De plus C2 ne contient aucun diviseur normal dans g. 
Donc ({ contient ρ -f-1 diviseurs d'ordre p. On va voir que, sauf si 
ρ·=·η, (J esl nécessairement le groupe O

t
(n,p) = Ό, formé des 

substitutions de ^_(2,p) oit α ο — βγ est un carré. Si ρ — η, {/ a une 
seconde forme possible. 

En posant i=(; + i), a = (i.'1z), i étant racine primitive de ρ, 
G3 est défini par 

bp ~ a : = 1, cr" ba = b'' 

(d'où a~xl/az= équation dont l'usage sera constamment sous-
entendu dans la suite). Les symboles étant χ, 0, 1, j, ..., Z^-4, on a 

b= (o, 1,2,. - 1), a = (ï°, i\i\ ...,ι>-3)(/, ï\ ..., ί'"2); 
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si ρ =i 3, a = 1. Cherchons une substitution du second ordre c=(oac)... 
telle que = (Ga,c) soit deux fois transitif, G3 étant le diviseur 
fixant oc. Le groupe fixant o, oc étant de classe ρ — ι, c sera de 
degré ~p — 1. Si le degré de c est 7; ~ 1, \a J, d'ordre ^(p — r) et de 
degré ρ — ι, doit contenir une substitution d'ordre 2 conjuguée de c; 
donc p==i (mod.f). Si donc ρ — 3, c = 000.12 = (— 3~'), q est 
défini par 

IP = c2 = (bey = 1 

et contient normalement le groupe quadratique Je, lr{cb[\ donc 
G — Ό. Supposons désormais p>5. 11 faut cac = a* et c3ac3 = «; 
donc a2 = 1. 

So// d'abord α = ι. — Si c transforme en lui-même chaque cycle 
de on aura, c étant de degré > 2, 

= ^+2Ρ)(/2'+ν2χ+2σ"')> ·* = <>> G..., 1/2 (p-3) 

ρ cl σ étant des entiers inconnus < ~ (/? — 1). Le cycle (r>r+2P, Î2x"mP) 
coïncidant avec (iar, î2x+ap), on a 4?==o(mod/) — 1), et, puisque 
4p < z(p — 1), /\p = ρ —· ι. De même 4c = /7 — 1 et /?=ξξι (mod4), 

c = (o, x)(3, — 3) (3^o) = (o, cc)a4 Donc contiendrait 
(ο, a:) et sa classe serait — 1. Ainsi c échange les deux cycles 
de a, et l'on aura c = (ο, χ) (i2x, î-^p), a? = o, 1, ..., :,(/> — 3), 

ρ impair <Ki
?
""

I
)>

 ou c = (ο,αο) (3,7*^3) (/· = #, o), 

(2/p)= 3 2 représentant ■+■ 1 si 3 est carré, sinon — 1 : c n'est évi-

demment pas dans ό(2,p). Il faut maintenant que cb^c soit, pour 
p = 1, ..., ρ — ι, de la forme bx aycbx' a?', ou, c étant permutable 
à j a | et a à j b |, de la forme bxcbx'ay, ou encore, en remplaçant j a j 
par un de ses conjugués dans G

s
, cb$c = br cbx' b~c ay b* ; et cela suffit. 

Faisons, en particulier β = 1, l ~ r, 

ebe = («, r, . . 1<β, (A- 4-1)7-7W), 

l-tgity flxera 7. et l'on devra avoir 

x — r x>
 —

 r
i
 c

^
c
 ~ b' ^ '' ^caybr. 
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Pour déterminer^, observons que il p' change kr^~f'(k φ — ι) en 

krXpJ -+- ?" ρ } = ιι{φ ο), que c — \u,rp)u), et que, finalement, 
on a 

(i) ur pHiy + r~ (k-h i)r p ' si /f>o, =o si /c = o. 

De là, pour k = o, 

?[("/T) ~
 2

]
 + £"ri(modP - ')· 

Donc est impair comme ρ, = — 1 (donc ρ>η) et 

■iy=:jp + tul. 

Cela posé, la suite S des termes ···> présente 

(JORDAN, Traité, p. 158) variations de signe exactement, c'est-

à-dire ^ 1 termes suivis d'un terme de signe contraire et, en parti-

culier, ^ Jρ — ) — 4] (^
1
 P°ur ρ57) non carrés suivis d'un carré. 

Soit donc k non carré, k ■+■ I carré. On aura u = (k -h ι)/·"', (i) don-
nera 

2/1 = — 1 (modp), k~ ̂  ^ ' > 

et comme il y a carrés, S présentera 3 = variations de 

signe. Donc ρ = η. On obtient ainsi un groupe (j de degré 8 et 
d'ordre 168, 7^(2,7), défini, en prenant î = 3, p = i, par 

II· = «;l = ca = 1, a~K ba = /;-, c«c = a, 06c = 6S c6a 

(les équations répondant à β = 2, ..., 6 résultent de celles-ci; cf. 
η" I), et engendré par 

oi23456 = FT, 124.365 =«, ο GO . i3 . 2O . 45 = c. 
Journ. de Math. (5' série), tome VIII. — Fasc. III, 1902. 35 
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Il contient 11η diviseur normal D d'ordre 8 formé des b^cb* et de 
l'unité, cl divise par conséquent le groupe linéaire total à trois va-
riables dans C(2); en désignant respectivement 00, 0, 1, 2, 3, /j, 5, 0 
par les points 000, 100, οιο, 001, 110, 011, r 1 R, KM, on a 

C = \iC 4- 1, y, ζ ], /> = | -» χ 4- -, y\, a = |z,y+z\. 

Le diviseur normal j D, c ! = ; b, c [ est le groupe d'ordre ίλ(ί*~ 1) 
du n° 2. On a évidemment = D ; a, h ;, cl D est le seul diviseur 
normal minimum possible dans un groupe primitif de degré 8. Le 
groupe fixant deux symboles ja\ a 28 conjugués el est, par suite, 
permutable aux seules substitutions du groupe Γ de générateur 

ac — iC/f32.5 . 00c 

composé des six substitutions permutant entre eux o, ac . Deux substi-
tutions γ, γ' d'ordre φ ι de Γ ne peuvent être conjuguées dans (f, 
car si s~*ys = γ', s doit permuter entre eux o, 00 , donc être dans Γ. 
Donc chaque substitution d'ordre φ ι de Γ a 28 conjuguées, j b ( 
étant permutable aux seules substitutions de j 0, b !, b n'a pas d'autre 
conjuguée dans j a, b[ par les opérations de </ que par celles de 
[a, donc pas d'autres que b, b-, b*. Ainsi dans (/ les opéra-
tions d'ordre 3, 6, 7 forment respectivement deux systèmes conju-
gués de 28, deux de 28, deux de ιί\. Les opérations d'ordre 2 for-
ment un système de 7. \a \ et \ b\ ne divisant normalement aucun 
diviseur normal, les facteurs de composit on de (j sont 3, 7, 2, 2, 2, 1 
dans cet ordre unique. 

Soil maintenanl α=-—1. Si c transforme chaque cycle de a en 
lui-même, c = (o, co)(iJ,r, f2?-2·1')(r>r+1, ι8®-2·*-·), χ = ο, 1,..., J(p — 3), 
ρ,σ<ί(ρ-ι), ou c = {ζ, ζ-™'), ξ étant égal à ί2ρ = r ou à i'i<! = .v 
selon que 5 est carré ou non. Ici encore il faut et il suffit que 
cb^c = I/cbd>b~(ctyb*. Or, si p~ 1 (mod 4), c remplaçant — 1 par 
— r, on aura 

ebe == (cc, /·, ..., --/·), 

et, pour l = /·, 
b~* arbl = (/·)(...). 
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Donc, χ — x' = r cl cbc = l/caybr. Pour que le second membre fixe o, 
il faill i*y = — /·. Soil alors ν le premier non carré (modρ) dans la 
suite des entiers naturels; 

cbc = (x, /·, -» ···> —-—» -> ·· ·> — /·), 

brcayl/ = L-l* . ). 

Donc .v = /·, <'.~(rz~[) et ι,'= υ (2,/>). Alors 

cbc = (x, /·, -» ···> —-—» -> ·· ·> — /·), 

el pour / =r/b 

b-«·* // = i (...), χ = J;' = £, c = A? ccP A?. 

Pour que le second membre fixe o, il faut /2J' = -β/· c, et l'on vérifie 

directement que cela suffit, quel que soit le carré — ν = κ2; en profi-
tant de l'indétermination de κ on pourra choisir y pour une des 

— 

valeurs des β. Ainsi Ό est défini par bp = a ! = c1 — (ca)2 = 1, 

a"'' ba = //, cU'c = ù $ cayb Ρ, β f/ = κ, κ étant quelconque ( ·ψ ο) 
et indépendant de β. 11 suffira de faire parcourir à β un système de 
restes tels qu'aucune équation ne résulte des autres {cf. 1). En pre-
nant y = i pour une valeur de β on pourra éliminer a par la der-
nière équation. Pour β - κ, cette dernière équation se réduit à 
(f/c)* = 1. 

Pour ρ = 5, i = 2, k = 1, les équations 

//'· = «2 = c* = ( va)· = (a/;)2 = (bc)'\ cb'-c = Ircab'1 

sc réduisent à A5 = ca = ( Ac)® = 1 ; il suffit de vérifier que, en posant 
a = <ib*cb*cb9i ces dernières équations entraînent 

( EA* cb'1 cb* )'J = ( A3 cb'1 cb*)'1 = ( cb:T CA2 CA:,)A = 1. 
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Or on a 

cb9cb*cb9 ss cb9. bcb.bcb9 = cl·9cb*.cbc.b9 = cb.bcb.b9cb* 
= cbc.b* cb9cb'1 s= b*cb9cb9cb2 = (b* c)b3 cb9.cbc(b* c)~{ 

.-= (/y4 c)b* .cbc.b* (b* c)~* = ,(b*c) b* cb* (b* c)~' 

conjuguée de c, donc d'ordre 2, 

b9cb9 cb9 = (b9c)b'*.cbc.(b3 c)~* = (b3c) bcb*(b3 c) ' 

conjuguée de c, enfin 

ci»3 cb*cb* = cb9cb*. cb*c.c — cb3cb9cbc 
= (cbc)~* .cb* c. b3 ebe = (cbc)~{ bcb*(ebe) 

conjuguée de c. Ainsi Ό(2, 5) d'ordre 60 est engendré par 

^=(j-t-l)=(oi2Vj) C—(- —') = ( 03c)(l.Î) 

et défini par 
/y3 == c8 = ( /yc)3 = 1. 

Si ρ έξζ·. 3 ( mod 4 )? c/yc = (oc,/·, — a), et pour l = r il faut 
.χ- = χ' = /·, cbc = b*caybr: le second membre devant fixer 0, il 
faut iiy== — 1, ce qui est impossible, — $ n'étant pas carré. 

Si c échange les cycles de «, 

c ==(0, *)(/*', ^^'-2'-«)= (z, ξ5-'); 

ξ = = /· si s est carré, ξ = i*e+* = .9 si ζ est non carré. Or si 
p~-1 (mod4), c&c = (ao, — /*), et pour l = ;· il faut 

.x = = /·, c&c = br ca?br\ 

le second membre devant fixer o, il faut siiy = — / % ce qui est impos-
sible, s étant non carré. Si /?==3 (mod4), ebe = (oo, s), 
et, pour / = /·, b-'aTb' = (r) ..., x = s,x' — r,. ebe — bscaybr. Le 
second membre devant fixer o, il faut i9y = — /·. Soit alors ν le pre-
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micr non carre ( mod ρ) dans la suite des entiers naturels; 

«&!=(», Γ, ί, -,-s). 

brca?bs = /* + «v, ...). 

Donc c = (/'-s-')» le groupe est 0(2, />) et l'on a les mêmes équations 
que tout à l'heure. 

Pour ρ = 7, i = 3, κ = 2, les équations 

( 1) b~ = a3 = c2 = (ca)2 = i? * a~* ba = Z>2, cb*c = bcab 

(la dernière s'écrivant«=c^°c^,e//) suffisent, car delà dernière résulte 

ebe — Z>:l cZ>° a1 = Ζ/' 6'a2Z>:t 

dont le carré donne 

cb~ c = b'x. c.ar. // car b3 — b3 a. cl* c. a? b3 

= Z/ .«//'. an. bs a2. = A5 cb5 ou ( /y2 c)3 = 1, 

et le carré de cZ>3 c = Zieaè donne 

cZ>° c = be. air, cab — b. cbc. b ou ( le)' = 1. 

Inversement (1) résulte de b' = e2 = (bac)3 = (Z>c)' = 1. lin effet, en 
posant 

a = cb*cb3 cb*, 

ca — b*c.b*cl* est conjuguée de b3.cb*c — Z/eZ»2, donc de c, qui est 
d'ordre 2. 

a ' ba — bel3.bebe bcb. b*cb3 cb* 
— bcb3. cb'c. b3 cb9 = Z>. cZ>5 cZ>5 c. Z*e = b2. 

Enfin, 

α2 = cb* cb3. cl* cb* c. b3cb* = cb* cl*. b* cb:'. b* cb* 
= cZ»° cZ>° c. Z>2. cZ»® cZ>° — bcb* ebe = a~'. 
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Ainsi t?( 2,7) est engendré par 

A = (s 4-1) = 012·1{5(», e = (3:- I)=OX.I.'1. 2J . 4B 

cl défini par 
V = <*=z(l>*n)* = (bc)%=s\. 

En posant /y = A"', // = A2, on obtient les équations de M. Dyck ( -1/. 
/I., t. V\, p. 4^9 «882). 

ο (3, 2) = £(3,2) dtof un g*
i(it

 simple est isomorphe à 0(2, 7). 
Pour ρ = ii, /=2, 7.= 4» équations 

A'1 =■ a' = /·- = ( J- = 1. A ha = A*, ehr = A'1 EA* AR 

suffisent, car le carré de la dernière donne eh- <· = A''cab3, et sa qua-
trième puissance (e// )'- = 1. 

Pour ρ = 13, / = 2, χ = les équations 

A1 3 = an = c% = (ca)2 = 1, a~' ha = A4, rbc — A"3 C«" A ', 

cb2c = A8 CA A5 

suffisent, car la dernière élevée au carré donne 

EA5 c = b'cafr3 cab' = A VA'4 ; 

elle donne encore directement cb;,c = frcb*a' dont le produit avec 
cbn = A-3 ca2 A 3 est 

r.f/'r = A2R A*A 3car b~3 — lr a clrx ca'2 b 3 — //'ca3 A1'. 

4. Soient # = s, ... <s*
r

, 67= («/, ... a,·,,) une substitution d'ordre 
premier ρ â /· cycles, 11 = J, Jl/= î */J. Cherchons le groupe Γ des 
substitutions permutables à H dans le symétrique de même champ. 
Γ contenant normalement 11 est imprimitif et contient normalement 
un groupe lv ne permutant pas les systèmes d'imprimitivité. Γ| Κ est 
isomorphe au symétrique j (12), (1 2 ... /·) j de champ 1,2,...,/·. 



S l'K LES EQUATIONS DE CERTAINS GROUPES. 277 

Posons 

Up
x
(a

{i
a

2i
) = a, Up

t(atiait... a
rl

) = β, ; a, β ; = S. 

a et β étant permutables à s, on aura Γ = KS. Soient k une substitu-
tion de K, ki son effet sur ai{, aip, ρ une racine primitive deju 
el lrf sk = sfr. On aura k~l

%9iki=· sf et A*/ est dans le métacyclique 
;.?/, // { où /T1 sjtι = . Donc k sera de la forme Π/.?*' / = /,... £r, 
et Κ = } «ι, , .?

r
, ί j d'ordre pr(ρ — ι). Κ contient normalement 

J, ..., s
r

 J = Κ Q cl a la parité de /·. /<·,= s^'i* déplaçant ρ — ι sym-
boles ou/?, selon que .r^oou χ — ο, K

0 contient toutes les sr/' de K. 
Il est clair que Γ est résoluble si r< En remplaçant au besoin lt par 
une de ses conjuguées, on peut supposer que t-

t
 fixe ai{ ; alors chaque 

substitution de S sera évidemment permutable à chaque substitution 
de | s, t j. 

Cherchons le plus grand commun diviseur D de K avec un 
groupe G > Il de degré /·/?, mais de classe c >(/* — i)/7, ou du moins 
ne contenant pas de sp de degré <^rp. Dans une substitutionIIr, ss, t2 
de D, χ ne peut s'annuler que si lous les σ,· sont 7^0; et si D con-
tient u = et υ! — Π^, donc act a' vérifiant ασ, =ΞΞ— α'ή 
(mod/?), on devra avoir ϋ.η·~.— α'σ), quel que soit ί, donc σ^ΞΞΛσ,·, 
11! = ul. Donc le plus grand commun diviseur de D, K0 est \u \— D° 
normal dans D. Si D>D

0
, soient vi*f d lx\ ... ses substitutions, v, 

d, ... étant dans K
fl
, et l'un au moins des χ, x', ... étant ρ — ι. 

D contiendra (c7r)$(d w étant dans K„, et l'on 
peut choisir β, β', ... tels que β χ -+■ β'#' -+- ... soit le plus grand 
commun diviseur 0 de χ, χ', .... Mais si D contient wfi et «Ύ"°, 
il contient (w7°)'" = w

in
lm<i et tdw^ = κ*5; donc w' = i?Jw

m
 et 

wH»io__ y>\ Donc D = j w, «7° j est isomorphe à un diviseur du 
métacyclique. En changeant au besoin de notation, on peut supposer 
que D = | s, â ] et que fixe Λ,·, , en sorte que chaque substitution de S 
(formée avec les nouveaux symboles) soit permutable à chaque substi-
tution de D. Soient 0 > ο, A le plus grand commun diviseur de G, Γ 
et γχ une substitution de A, γ étant dans S et χ dans K. Pour que 
(γκ)~ν/0ζγκ soit dans D, quels que soient y et s, il faut et suffit que 
χ"' ί°5κ soit dans D, ou, puisque x = ll

i
sf'Îr

>
 que — s*ήτ

} 
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σ el τ eïa/ii indépendants de i. Or, en observant que ή s]1 if* ==si o1p-1 
la condition précédente donne d'où *ι(ρ~* — ι) = σ, 
τ -- ι. Donc κ est dans | s j et Δ = D2, Σ divisant S; Δ est le produit 
direct de D, Σ, et si /· = 2, Δ | j sj est abélien. 

S. Je me bornerai à énoncer ici certains théorèmes dont j'aurai à 
faire usage. 

Dans un groupe primitif G de degré kp et d'ordre akp (p pre-
mier, akfsâo mod ρ), le plus petit multiple commun M des diviseurs 
d'ordre ρ {tous conjugués)est simple. Si A > r, (M, 1) est composé. 
Comme G = MB, Β étant le groupe des substitutions permutables à 
un gp1 on a G|M HH=B|D, D étant le plus grand commun diviseur 
de B, M. Si donc k < 5, G | M est résoluble. Si k = 1, G | M est cy-
clique. Tout diviseur normal 11 > r de G étant transitif, donc 
d'ordre ~o(modp), donc >M, G j II sera cyclique (MILLER, P. L. 
M. S.}

 t. XXXI, 1899, p. 148). 
Un gp*~a où Α> 3 ne peut être A 4- 1 fois transitif sans contenir 

l'alterné. On peut dire encore qu'un gnprimitif d'ordre ne 
peut contenir une sp

p que si n—p, p ■+· 1, p+ 2 Plus généralement, 
un g'1 primitif d'ordre < { n ! ne peut contenir une shf (h < G 
cl <Cp) Çue si n<kp-i-k-hi. Un g2pt'7'(2^

1
3) ne contenant pas 

l'alterné ne peut être Α -+- r fois transitif. (JORDAN, S. M1.1, J 873, 

p. 4O-45. Cf. MILLER, B. S. Am., t. IV, 1898, P. i/\i). 

6. Soient G un groupe transitif de degré n = rp {p premier), de 
classe c>(r — i)p, d'ordre N = mp (m premier à p et > n — p -h 1 ); 
Il = j s j un des gp conjugués de G [.s = .vr> si~{aii... αίρ)]; 
Δ le %?

jp
 des substitutions de G permutables à II ; D le g

dp
 des substitu-

tions de Δ qui ne permutent pas les systèmes d'inlransitivité de IL On a 
vu que, si d > 1, Δ est le produit direct de D par un groupe Σ isomorphe 
à un diviseur du g7" symétrique. Les substitutions d'ordre multiple 
de p sont toutes dans les conjugués de A, et chacun de ces conjugués 
contient au moins p — 1 de ces substitutions, celles de II. Il y a donc 

au moins -rjj(p — 1) substitutions d'ordre multiple de p (et, par suite, 
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de degré n). D'autre part, le nombre total des symboles déplacés par 
les substitutions de G est Ν (Λ — I) et les χ substitutions de degré <[» 
en déplacent 

N(» — ι) — n(N — χ) = nx — N. 

Or, c étant η — ρ, a7 — ι de ces dernières sont de degré >n-p-\-1. 
Donc 

nx — Ν>(λ — ρ h- i)(a? — 1) et x^ -—~j~~—>N/P 

(d'après l'hypothèse faite sur m). Or, c étant > (/· — 1 )p, les χ sub-
stitutions de degré < n auront toutes un ordre premier à ρ et feront 
partie des am (jx entier) substitutions dont l'ordre divise m. 

Donc p. ̂ 2 et il y a au plus N — 2 - substitutions d'ordre multiple 

de ». Donc 

un g'1 primitif d'ordre < { n ! ne peut contenir une shf (h < G 
d'où 

un g'1 primitif d'ord 

Si r = ι les hypothèses se vérifient d'elles-mêmes pour G non cyclique 
et l'on a ce théorème de Mathieu (J. M2e série, t. VI, 181Î1, p. 3ro) 
qu'un gp non cyclique contient des substitutions φ ι permutables à 
ses g,,. 

On peut remplacer les hypothèses faites sur m et c par celle qu'il 
n'y a pas de sp à moins de r cycles et que la transilivité l est 2. 
Pour le faire voir, j'élablirai d'abord une formule générale. Consi-

dérons les combinaisons k à k des n symboles déplacés par 1111 

g" G rangées dans un ordre arbitraire. Soit G J le diviseur fixant les 
k symboles de la ilémc combinaison. Gf peut coïncider avec G*, donc 
aussi avec un Gf, où k"y>k\ mais je regarderai ici chaque élément 
d'un G* comme distinct de ceux des autres. Une substitution s fixant 
k -h ν symboles déterminés et point d'autres figurera, si elle existe 

Joum. de Math. (5' série), tome VIII. — Fasc. Ill, 1902. 3(> 
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dans G, dans Gf. Donc, dans l'ensemble, 

tëA= Σ/GJ — I/GjH 4* ..., de nombre 

ek-2/(0?, ι) - Σ/(G?+', ι) -κ.. = Σ/(0?, ι) - cA+n 

elle figurera |
v
) - + ]) + Ç, t") ~...±i = ') fois. 

Si .y n'existe pas dans G, elle ne figurera pas non plus dans Ek cl l'on 
aura, étant le nombre des éléments de G qui fixent ρ symboles 
exactement, 

ek-2/(0?, ι) - Σ/(G?+', ι) -κ.. = Σ/(0?, ι) - cA+n 

Pour k = i, et est le nombre exact des substitutions de degré < n. Si 
G est i fois transitif, 

(Gf, i) = (G, ι) : a(n — i). ..(n — k 4- i) (k<t) 

et 

e, = (G, i)— ^-j(G, i) ..+ -—jj—(G, i) 4- (— i)rc
c
+,. 

Cela posé, il y aura, dans le groupe particulier que nous considérons, 
e

K
 = ~i\ 4- e.j (cs > i) substitutions de degré < n. Donc 

ek-2/(0?, ι) - Σ/(G?+', ι) -κ.. = Σ/(0?, ι) - cA+n 

Si t est > 4) = -IN + 6's (e5> i) et ο ]> 3 — donc $>l\,sip>5. 

Pour *>4, /'=3, G pair, (Σ, i) doit être 53, donc d> 2. Pour 

^2, /· = 2, G pair, (Σ, 1) doit élrc = 1, donc c/^2 ^ct il en est de 

môme pour l = 1 si c > ρ avec > ρ + i^. 

7. Supposons maintenant ip 4-1 = ^ premier et soient ij un g'/ 
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transitif d'ordre <K
<
/-)

cl
 >?(#"" 0» G d'ordre N, le g" fixant un 

des symboles. Ci contiendra des s y,; car les substitutions (φι) de ({ 
permutables à ses g7

 sont de degré q — ι = 2 ρ et d'ordre 2, ρ ou 
2/); or, si elles étaient d'ordre 2, elles seraient impaires et, dans le plus 
petit commun multiple des substitutions paires de <J, les g^ ne seraient 
permutables qu'a leurs propres substitutions. G ne contiendra pas 
de sj, car il faudrait p>fq, ce qui ne se peut. De plus Ν qui 
divise (2p)\ n'est pas divisible par p"·, car un gy,« y serait abélicn 
sans être cyclique; or, toute s

p
 est ici de la forme .ç = .ç

r
y

2 
[.?,== (ah ... ctij,)', ί = ι, 2], et dans les sy, permutables à s qui sont 
de la forme s*{s^, il faut α, = a

2
, sans quoi serait unesp

p
. Soit 

d'abord fi pair, donc δ = d. Si G est intransitif, ses deux constituants 
transitifs de degré ρ, Λ et Β, étant premiers à G, on a G=A = 13, cl 
comme Λ contient des substitutions d'ordre premier à ρ permutables 
à ses g7„ d est >2. Si G est transitif, Cj deux fois transitif contient 

c
{
 = iyN +*£3(C*> 1) substitutions de degré 'iip et </N sy/'. 

Donc 

2- ou d>2. 
d'oii 

2- ou d>2. 

Si (] est impair, on arrive à la même conclusion en considérant le plus 
petit commun multiple de ses substitutions paires. Ainsi contient 
des substitutions de degré 2 (ρ — 1 ) = y — 3 permutables à ■ s J 
(énoncé par Mathieu, J.M., 2e série, 1. Will, 1 <S7, p. 2(i). 

Soil OIL le plus pclil commun multiple des g
#/
 de fi. Si (/ est pair, les 

substitutions d'ordre multiple de ρ penny tables à un g^ seront toutes 
d'ordre p. Or, ((/, on) qui divise ρ (») ne peut être égal à car (</, 1) 
n'étant pas divisible par p-, (on-, 1) serait premier à ρ et chaque gy 
de on ne serait permutable qu'à ses substitutions. Donc ((]*, on) = 1. 
Donc si (] est pair, cj = on est simple. 

Ainsi D = \s, g\, g étant une s?~3 permutable à j s j. Pour former g 
on n'a à choisir qu'entre un nombre limité de formes distinctes ; car, 
si ti est la sjlj permutable à qui fixe ait et si t — on a 

D = ji, j, σ et 0 étant indéterminés; s^tl est une conjuguée i\ 



282 DE SÉGUIER. 

de l.j complètement déterminée par celui des a
ik

 qu'elle fixe, et si l'on 
pose = a'

3j
 (j — 1,...,/> et λ -t- jclanl pris modp,>o

t
<p — 1), 

ï
2
 se déduit de t, en écrivant a'

a
j pour a

K
j : on aura toutes les en 

faisant varier λ et 0. 
Désignons les symboles de (/ par ο, 1, ..., q — 1 (modq) : on 

pourra supposer que (j contient (z, - -1- 1) = « et que s = (5, '*z) 
ι étant racine primitive de q, Écrivons s = (i2r, (ι,+·2;Γ, i,+a(jr+o^ 
en faisant correspondre i2x dans le premier cycle eli,+2x dans le second 
au symbole χ de la substitution (χ, χ-l·- i)(mod p) et en observant 
que la sr-i conjuguée de (ai, p°a?) (p racine primitive de p) et permu-

table à ;(# -h 1)! qui fixe ξ est la transformée (a?, ρθ(.χ· — ξ) -h ξ) de 
(./·, p°.r) par (.r-f-ξ), on voit que les diverses de g sont (i2ar, 1"^) 
— o, 1; 0 = i.p -2).— o, 1; 0 = i.p -2). 

Écrivons β pour s, γ pour g3, γ, pour les différentes formes de γ, et 
considérons les groupes " 

(«> % Y/) = G? = G<· 

G, étant pair sera toujours simple. Tout gj (j où Ν q (q — 1) et 
<£(/7!) contient un G,·, soit G,, et le plus petit commun multiple ;)ii 
des g

(/
 de f,' est >G,. Si 3U/>G

M
 (j contient des sj hors de G, cl 

((/, G,) est > q. Or, on ne peut avoir ((j, G,) = q, car Ν serait mul-
tiple de q2 et ne diviserait pas q\. Donc ((]

7
 G,)ς!<7 -t-1. 

8. Pour q — 5, G,· n'existe pas, car il devrait contenir une sv~3. 
Donc, tout transitif divise le mélacyclique ou contient l'alterné. 

Soient q — t = 3, 

α = ο 123455, β = 12/|.3G5, 

γ, = 2/j.56, γ
2
 = 24.35, γ, = 24-30. 

Ici G
s
 est l'alterné, car α~'γ

2
αγ

2
 = 24O, et G

8
 est conjugué de G,, 

car, en posant 0 = I32(345, on a 0'J = β, 0"' αΟ = α;ι, 0~'γ
;
,0 = γ,. 

Écrivons γ pour γ
η

 G pour G,, cl examinons [ x
f
 β, γ j = G. On a 

αγα-1 = 13-45 = 0. Le g· F qui fixe ο est donc transitif puisque j β, δ ( 
l'est, et G est deux fois transitif. Formons encore β~' δβο = 4^-^G = ε. 
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Le diviseur Ε qui fixe ο, ι n'est pas de degré effectif 5, car contenant le 
groupe quadratique j γ, ε | = Q il serait transitif cl diviserait le inéla-
cycliquc : or les g

t
 du gj„ sont cycliques. D'ailleurs Ε ne renferme 

ni s* cyclique (G est pair) ni s*. Donc E = Q, F d'ordre ί\Λ\ est 
; β, γ, δet (G, ι)=4.C.7=iG8. Comme α, β, γ vérifient les 
équations 

α7 = β9 = γ2 = (γβ)8 = ι, β~* αβ = α2, γα*γ = αγβα, 

G est le groupe ό(2,7) = ό(3,2) dont on a déjà obtenu la représen-
tation en g*. 

Cherchons à former un g8 trois fois transitif où G soit le diviseur 
fixant 7. il contiendra une transformée de γ de la forme ζ = 07.1 a·, 

χ étant inconnu. Comme ζβζ doit être dans F (1), χ ne peut être a 
ni 4, car ζβζβ serait une s9 ; χ ne peut être 5 ni G, car on aurait respec-
tivement εζε = 07.14, εζε = 07.12. Mais ζ = 07.1.3 donne 

ζβζ = $β, ζγζ = γ, ζ*ζ = $, donc ζΓζ = Γ 
et 

ζαζ = αζο β8 α9, donc ζα F ζ = αζοβ8 α8 F. 

Or aF renferme un système de restes de G(moddF, 1), puisque, 
F étant transitif, aF renferme des substitutions changeant ο en 1, ...,G, 
Donc on a bien ζΟζ 5G'(G, et j α, β, γ, ζ | = Il est un gj,,, trois fois 
transitif, défini par les équations de G jointes à 

ζ2 = (ζγ)2 = (ζδ)2 = ι, ζβζ — δβ, ζαζ = αζδβ2 α9 (ο = αγα~' ). 

On vérifie directement que les transformées respectives ξ
Λ
 (/r = ο,..., G) 

de ξ = ζβ~'δβο = 07.13.2G.45 para* forment avec 1 un g„ abélien 
(ξ, ξ,, ξ2) = A normal dans H. On remarquera que A n'est qu'une 
fois transitif dans II trois fois transitif. Tout diviseur normal I de I L 
coïncide avec A, car on a H = IG, et G simple estpremier â I. Donc I 
est d'ordre 8. Donc l = A, sans quoi IA serait normal > A et 
H|I==G ne serait pas simple; [α, β, ξ| et J a, ξ j sont respectivement 
le gj

eg
 composé et le gj

 8
 deux fois transitifs (2,5). Si l'on convient que 

7 représente00 du C(7), H contient (5, — =ooo. iG.23.45 = ξβ2γ 
et par suite aussi 19(2,7) = {(5 ·+■ 1), (— 
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Soit Γ un gT ne contenant pas l'alterné. (Γ, 1) divise ̂  = 4.5.6.7. 

Si(T, i)>7.G, Γ est > G. Or on a vu que, si P>G, (Γ, 1 )>4.0.7.8. 
Doric G est Vunique g1 11c conlenanl pas l'alterné et ne divisant 
pas le mélacyclique. Par suito, s'il y a un g8 Κ Irois fois Iransilifdans 
le champ o, .►., 7 autre que II, le groupe M qui y lixe 7 sera le meta-
cyclique qu'on peut supposer engendré par 

v. = 012345G, ft = 132645 (Ο2 = β), 

et s'obtiendra en adjoignant un générateur ζ permutable à j 0 trans-
formé de 0a = iG.34 ·3ο, de la forme ζ = (07) (ϋ)..., O3 étant 
l'unique sa de ! ft î, on aura 

ζΟ'ζ = 0"; 

donc ζ fixe 1. On ne peut avoir ζ = 07.34.20, car ζΟ* serait de degré 4 
et Κ est de classe G. Donc ζ a l'une des deux formes 07.23.40 = ζ', 
07.30.42. ζ'Κ' = 123654 n'étant pas dans ;0 |, il fautque £ = 07.35.42. 
On a alors 

'CO'C = (Is, ζ«ζ = αζΟ'«; 

or α J 0 j renferme un système de restes de M modd J 0 [, 1, puisque, j 0 j 
étant transitif, α j ft { contient des substitutions changeant 0 en 1,..., 6. 
Ainsi Κ existe et est unique : d est donc le trois fois transitif 
de Mathieu qui se trouve défini par α7 = 0" = ζ2 = (ζΟ)2 = τ, 
0"i aft = α3, ζχζ = αζΟ'α. 

On a vu (3) qu'il y a deux gj
i(<j

, et deux seulement, et que tout 
gj

 H
 deux fois transitif a un gj normal abélien, conlenant 7 s., conju-

guées. Soient α une dess
7
 d'un gj „deux fois Lransitif, ζ = oy. 1 x.yz.tu 

la s
tl

 à adjoindre à « pour engendrer le groupe. Pour chacune des 
déterminations 2, 3, 4> 5, G de a?, y étant un quelconque des sym-
boles restants, s a trois déterminations possibles; d'où i5 formes à es-
sayer. Mais 0"*' ζΟ convient ou non en même temps que ζ, et l'on connaît 
déjà la solution ζ = ξ = 07.13.26.45. La condition £j α j ζ = ja ! ζ| a | 
exclut les formes restantes. 11 n'y a donc qu'un gj

 8
 deux fois transitif. 

Ce n'est d'ailleurs là qu'un cas particulier d'un théorème plus 
général (2). S'il y a encore un g8 X deux fois transitif dans le champ 
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o, ..., 7, le diviseur M qui y fixe 7 sera un g2 7
 qu'on peut supposer 

être j a, 08J (Q3 = i6.25.34) et s'obtiendra en adjoignant une s
a 

'( = (07) ..., iransforméc de O3 permutable à O3, fixant par suite deux 
des symboles 1, ..., 6 qui seront dans un même cycle de O8. En consi-
dérant au besoin le groupe transformé par 0, on peut supposer que ζ 
fixe 1 et G. On ne peut avoir ζ = 07.34.25, car ζ03 serait de degré 4 
et X est de classe G. Donc ζ a l'une des formes 07.32.45 = ζ', 07.35.42. 
Mais ζ'αζ'= 713254G pour être dans Μζ'Μ devrait être de la forme 
(Go... )ζ'(οι...) = αζ'03*α, et l'égalité ζ'α^ζ'αζ'οί0 = O3* est impos-
sible. Il faudrait donc ζ = 07,35.42. Mais ζα2ζ devrait être de la forme 
α4ζ08*α4 et *ζα3ζα2ζκ3 = O5. Donc X n'existe pas, et les seuls g* de 
IransUi.viti > 2 sont un deux g'„„ un g*„„ un g*„„. 

9. Soit q = 11. On a, en écrivant a pour 10, 

α = 0123456789a, 1 = 2, β = 14593.28^76. 

Si γ est d'ordre 2, γ a l'une des cinq formes 

γ, = 43.59.8G.a7, γ
2
 = 43.5p. a2.76, 79 = 45.59.78.62, 

γ,, = 43 .59.Ga.28, γ3 = 43.59.27.8a. 

Mais comme 

[(α,γ,)0(α0γ,)°]2 = ι25, (α3γ3)
4 = o48, [(ay5)

e(a»Ys)
e]2 = 16α, 

G, = G3 = CI3 est l'alterne. Passons à γ2, G2 que j'appellerai respecti-
vement γ, G. Les substitutions 

α~;,γα3α~€ γα® = 10.28.40.07 = λ, α 2γα~2 = ο8ι. 237,45 = [Α 

(qui montrent que G est deux fois transitif) engendrent un g° Ε où 
λμι = 052.148.376 = χ engendre un groupe normal, et où la troi-
sième s

2
 est χ-'λκ = 4a*oi.85.36 = v, les systèmes d'intransitivité 

étant o, 1, 2,4, 5, 8 et 3, G, 7. Je dis que Ε est le groupe fixant a, 9. 

En effet, en adjoignant ζ = β-1 γβ = 93.i5.sG.78 et en posa'nt 
ζχ = o5486.12397 = 0,. on a 

0S = ζ2 = (ζ0)3 = ι. 
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Donc j ζ, 0 \ = F est partiellement liomomorphe au gj
0
 simple. Donc 

il lui est isomorphe. D'ailleurs F contient λ = 02ζ0®ζ03. Donc 
F = j ζ, λ, μ j et F est Yunique g*a°0 transitif. 

Cherchons à adjoindre à F une substitution ρ telle que, dans 
J F, ρ J = G', F soit le groupe fixant a. G' étant deux fois transitif, on 
peut supposer que p = (c)a)... est conjugue de γ. On doit avoir 
pEp = E. Donc ρ permute entre eux les symboles de chaque système 
d'intransitivité de Ε et fixe un ou trois des symboles 3, G, η. Si ρ n'en 
fixait qu'un, ρ serait permutable à celle s des trois s

2
 de Ε qui le fixe cl 

fixerait deux symboles d'un des cycles de s en déplaçant quatre autres 
des symboles ο, i, 2,4, 5, 8 sans avoir dans le champ de ces symboles 
un cycle commun avec s (poserait alors une s2); dans ces conditions ρ 
ne serait pas permutable à j κ j. 

Soit donc ρ = 3.6.7.09... ; ρ devant être permutable à κ, λ, p., ν a 
trois formes possibles 

ρ, = ag, 04.12.58, p2 = ag.o 1.28.4'), p3 = «9.08.15.24. 

Mais comme (ρ2ζ)' = a3g, JF, p2| est alterné et p
2
 ne convient pas; 

si d'ailleurs on pose 52.48.30 = τ, on aura τρ3τ = ρι
 et τ/.τ = xa, 

τζτ = νζκ®, donc τ FT = F. Bornons-nous donc à faire ρ = ρ, et sup-
primons l'indice 1. On a 

pfjp = OpptO, pO*p = Û3p(l\ 

Or, 0 Ε -j- Ο2 Ε contenant des substitutions qui remplacent 9 par o,..., 8 
renferme un système de restes de F(mod Ε, 1). Donc, ilexisle un 
G' deux fois transitif, et il est unique comme le g\ J transitif qui y fixe 
1111 symbole. Donc G' = G [α = ρ(ζ0*)3ζ03, β = 03ζ02ζρ0, γ = βζβ-' |, 
et G est défini par les équations de F jointes à 

ρ2 = (ρλ)2 = (ρθ*)* = G p*p = p°p = ΟρμΟ, 

ou, puisque p.0 =ζΟ'ζΟ,ζ, par 

Ο5 =ζ= == (ζΟ)» = ρ' = (ρ 0*)» = (ρ'Ι· ζΟ'ζΟ1)" = ι, 

ρζΟρ = ζΟ, ρΰρ = ΟρζΡζΟ*ζ. 
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G clant simple contient 12 g,, et est rcprésenlable en g'2 deux fois 
transitif (le diviseur fixant un symbole contient des sH). G est donc 
isomorphe à lfunique gJJ

e
 deux fois transitif O(S, 11) dont on a 

trouvé les équations sous une autre forme au n° 5. 
Considérons maintenant j α, β, γ* | = G

4
. Les substitutions 

a2Y4 or'1 — of). 12.37.48 = p/ 
et 

α~°γ
4
α°. β-'οτ'γ,,α^β3 = 074.125.368 = κ' 

montrent que G* est deux fois transitif. En posant τ = 13427.768 
on a τ~' κ'τ = κ, τ-1 {JL'T = μ; donc | Κ', |Α' j, qui fixe 9,α, est d'ordre G 

et G, d'ordre >660. D'ailleurs 

τ~'ατ = ρΟ'μζκ2, 

Τ-1 ΒΤ = Ο3 [ΑΡΛΟ* JA'C, 

Τ"' = 02[Ακ203(Αρ03(Ακ03(Α. 

Donc 
τ~Ό4τ = G. 

Cherchons à adjoindre à G une substitution σ telle que, dans 
j G, σ j = H, G soit le groupe fixant i. H étant trois fois transitif, on 
peut supposer que σ = (ai) ... est conjuguée de γ et l'on voit, comme 
pour p, que σ a l'une des trois formes. 

<jt — ab. ο i.12.58, σ
2
 = ai.ο1.28.45, σ3= ai.o8.i5.24· 

σ, est à rejeter, car σ, p=ai(); a
3
dc même, car, en posant τ=ο5.14.67, 

on a τλτ = λ, τκτ = κ2, τζτ = λζ, donc τΓτ = F et τσ3τ = σ,. Soit 
donc σ = σ

2 et ctfaçons l'indice. On aura 

σ'2 = (σρ)3 = ι, σκσ = κ, · σλσ = λ, σζσ = λζ, 

et ces équations jointes à celles de G définissent H. La substitution 
σ' = (3, — s"1) (mod 11) qui s'écrit (en mettant b pour 00, a pour 10) 

oi.1a.25.37.48.69 n'est pas dans H (contrairement à l'assertion 
Journ. de Math. (5" série), tome VIII. — Fasc. III, 1902. ^7 



288 DE SÉGl'IElt. 

de MATHIEU, J. M., 18^3), car 0(ΣΑ
7
ΓΑ

4
Σ
,

Α
7
ΓΑ

4
)

2 = 042G.1837, qui 
fixe b, a, 9, n'est pas dans E. 

Si γ est d'ordre 4, on a encore cinq formes γ
α
, γ7, γβ, γ

β
, γ1β1 dont 

les carrés reproduisent respectivement γ,, ..., Comme } α, β, γ/ { 
est > ! α, β, γ*}, il suffit de considérer 

γ
7
 = 4539,^726, γ„ = 453g-6aa8. 

Considérons d'abord C7 = (j en écrivant γ pour γ,. On a 

αβοτ' = 03482.17960.« = ο, α~2γ«- = G750.1948.0.2.3 = ε. 

Donc le g10 fixant a est transitif cl (j l'est deux fois. 

γ--' εγ2 = 15 38.07G9.2.4 - λ = ν,, ν,ετ,2 = 0879 ·
1 6'ρ .«.2.3 = 0. 

Donc le g'J fixant α, 3 et le g* fixant a, 2, 3 sont transitifs; et {,'est 
quatre fois transitif, j ε, 0 { est tin gjj régulier (le groupe des quater-
nions) que Ton peut transformer par ω en un groupe <0 de 
générateurs 

ω-' εω = ο5ΰ7.1243 = A, ω~10ω = 02G3.17 = p, 

fixant a, 9, 8, défini par 

λ1 = a'' = 1, λ2 = a2, ρ-1 Aa = ;Λ 

S'il existe une s
3

, ζ = (78)... telle que, dans j (Ο, ζ j = C, (û soit le 
diviseur fixant 8, on peut supposer ζ semblable à A2 = oG. 14 .23.07. 

Pour que ζλ3ζ = (58)... ait la forme did, d, d étant dans a), 
il faut que d = 07 ..., if = 70 ..., donc, ii> étant régulier, que 
d = <:/'= A2, donc que ζλ2ζ = λ2ζλ2, ou (ζλ*)3 = (λ2ζ)3 = ι. Donc 
ζλ2 = (780) ... et ζ = (7^)(;^) ζ et λ2 n'ont aucun cycle commun, 
car ζλ2 étant une s

3
 de degré <9 serait une sj, donc de degré infé-

rieur à la classe. Donc, si x, y, z, l désignent 1, 2, 3,4 dans un ordre 
quelconque et si ζ = ox. 6y..., χ et y ne sont pas dans le même 
cycle de λ2, car ζ et λ2 auraient le cycle zt. On a donc à essayer 
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pour ζ les formes 

ζ, s Oi.G2.43 .78, Of.G3.42.78, 
ζ, = 02.Gr.43.78, ζ4 = 02.64.13.78, 

ζ
5
 = 03.Gr.42.78, ζ0 = ο3.6[ .12.78, 

ζ
7
 = 04.G2.1S.78, ζ« = 0^.63.12.78. 

On a (ζ4λ*)* =ι, ζ,λζ
4
 = μ3ζ.,λ{Α; donc on peut prendre ζ,. 

ζ
2
λζ

2
 n'étant pas dans (θζ

2
(θ, ζ

2
 est à rejeter. Or les substitutions 

14.23, 14. oG, 23.06 permutables à (ô transforment respectivement ζ, 
en ζ„, ζ„ ζ, et ζ2

 en ζ„ ζ
β
, ζ

ν
 II suffit donc de considérer ζ

4
 dont je 

supprimerai l'indice (ce choix a pour but d'obtenir finalement un 
groupe contenant α. β, y). Joô, '(,) — c est défini par les équations 
de (i) jointes à ζλζ = ρ3ζλ(Α [d'où résulte (ζλ2)3 = i], qui s'écrit 
(ζλ)2 = JA3Ζ|Α. S'il existe une s2, ρ = (89)... telle que, dans ; C, ρ ! = ,Î, 

£ soit le diviseur fixant 9, on peut supposer, F étant trois fois transi-
tif, p semblable à λ2. ζρ devant être d'ordre 3, ρ fixe 7. ζρ devant être 
de degré 9 (la classe est 8), ρ n'a aucun cycle commun avec ζ. ρ devant 
être permutable à λ2 fixe 5 et a un cycle commun avec λ2, mais un 
seul sans quoi ρλ2 serait de degré inférieur à la classe. Donc ρ a l'une 
des trois formes 

p
f
 = 89.08.14. 2G, p2 = 89.04. iG. 23, pa = 89.06.13.34. 

Les substitutions oG.i3.24, 01.23.46 permutables à co et à ζ trans-
formant p, respectivement en ρ2

 et en p
3
, on peut se bornera consi-

dérer p, et supprimer l'indice; les relations ρλρ = λΛ, ppup = λα:ι 

[ou (ρλ)2 = ι, (ρρ)2 = λ|, (ζρ)3 = ι assurent d'ailleurs l'existence 
de f) défini par ces équations jointes à celles de £. S'il existe une s

a
, 

σ = (9#)... telle que, dans σ[ = ê soit le diviseur fixant a, 
on peut supposer, (/ étant quatre fois transitif, σ semblable à λ2 et 
fixant 7,8. "Κ*σ et ζσ étant d'ordre 2 et ρσ d'ordre 3, σ fixe 5, a exac-
tement un cycle commun avec λ2 et ζ, mais aucun avec p, d'où, pour σ, 
les deux formes 

α, = 9α.02.14.3G, σ, = 9α. οι. 23.46. 
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La substitution oG.i3.24 permutable à ©, ζ, ρ transformant σ, en σ
3

, 
on peut se borner à considérer σ, et supprimer l'indice; les relations 
ylo= λμ, σμσ = μ3, (σζ)2 = (σρ)3 = r assurent d'ailleurs l'existence 
de (/ défini par ces équations jointes h celles de S. (/ contenant 
α = σρζλ contient forcément β (6); il contient aussi γ = α4ζρμλ2ζμλ. 
Donc D'ailleurs le diviseur de g' qui fixe a, 9, 8 est < au diviseur 
analogue de g. Donc (/=$. On vérifie aisément que, pour tout autre 
système de déterminations de ζ, ρ, σ, (/ est φ Çj. 

y9
 n'est certainement pas dans g comme le dit Mathieu, car 

ρζλμγ
β
ρσλζ = o34i5;6 

devrait être dans cô. Mais si l'on pose 

(γ„α3)2 = c', β-1 y9 oc2 β = ε' = IO84.2D63, 

ο,2(γ„«β)° = 0', ζ'~* 0'ε' = λ'= ο^23.ιΰη3, 

((Ι/»8,λ,)-1ο/( 0/2 α/λ')ε/= μ' =1072.3405, 

on voit que j α, β, γ„ { = G„ est quatre fois transitif et que (©' = ) λ', μ' j 
est 5 au diviseur de G

0
 qui fixe a, 9, 8. En posant encore 

ζ' = 87 . o3.23.40, ρ' = 98.06.23.43, σ' =. «9.02.35.4G, 

| (ô'
f
 ζ', p\ σ'| = g", ω = 1042G5, 

(j" contient γ„= μ'3ζ'ρ'λ"ζ'λ'σ'ρ' et α = σ'ρ'ζ'μ'3, donc β, et l'on a 

G" = G„, Ω~'Ι^Ω = (Θ', 

ω~' ζω = ζ', ω"1 ρω = ρ', ω~' σω = σ', 

ccst-à-dirc que g" est semblable à Q. 
S'il existe une s,, τ = (ab)... telle que, dans } g, τ j = 3e, g soit le 

diviseur fixant ù, on peut supposer τ semblable à λ2 et fixant 9, 8, 7. 

Comme τλ2, τζ, τρ sont d'ordre 2 et τσ d'ordre 3, τ a un cycle com-
mun avec λ2, ζ, ρ et aucun avec σ; d'où, pour τ, la forme unique 

τ = aù. 06. I3.24· 
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Les relations τλτ = λ% τμτ = λμι, (τζ)3 = (τρ )3 = (ή)* = * assurent 
l'existence de 3C, qui est unique et défini par ces équations, jointes â 
celles de ç. Si Ton convient d'écrire b pour ο©, a pour 10, on aura 

(s, — sr*)(mod 11) = ob.\a.20.37.48.69 --- or*τλζρ'ρζλα; 

donc X contenant (ζ h- i), (iiz)
1 ( — z~') contient ϋ(2,11). 

Soit Γ un g' * ne contenant pas l'alterné. (Γ, 1) divisera 

11!: 2,3.0.7 ==4.0.8.9.10.11 

et aura la forme 1 id(uk -hi), d divisant 10 (cf. COLE, Q. J., 1894, 

p. î\d). Dans le g" fixant un symbole, les s5 ont deux cycles : donc 
les substitutions permutables à un g

3
 dans ce g<0 forment un groupe 

dont l'ordre 5 δ divise 0.4 (4) et l'ordre dug'0 a la forme 5δ(5κ-ί-ι). 
Si Γ ne divise pas le métacyclique, il contiendra G ((j contient G) et 
©sera >2, donc = 2 ou Les seuls ordres multiples de GGo remplissant 
ces conditions sont 110.72, 110.96. Si Γ est pair, d— 5 et 110.72 

est seul admissible : mais alors 0 = 4 et l'on retombe sur (J. Donc, G 
et (j sont les seuls g11 pairs d'ordre >n.ioet<£ii! L'ordre d'un g'1 

impair non symétrique devrait donc être, s'il dépasse 110, 2 (G, 1) ou 
2(0', 1) : ces deux nombres étant φ 110.96, G cl (j sont les seuls g* * 
d'ordre > 11.1 ο et < -J1 1 !. 

On sait déjà que G et étant pairs sont simples. Si X avait un 
diviseur normal A<3e, on aurait X = çjA; ç simple devrait être 
premier à Λ; mais A, quatre fois transitif et normal, contenant, par 
suite, tous les g1 ' de 3C, contient ceux de Q et ne peut être premier avec 
lui. Donc X est simple. X est maximum dans le g*'1 alterné, car 
si X' était un g, 2> X, le g' fixant cinq symboles dans X' serait > 1 et 
la classe de X', cinq fois transitif, serait «<2.5 — 2. 

Dans X, une S/ ne peut être permutable à un gH
 pour « = 2,3, car 

on aurait un g/.
n
 produit direct d'un g/ par un g

H
, donc cycliques 

représenté en douze symboles, ce qui ne se peut. Cela exige qu'il y 
ait 22.3.5 ou 2e.3* = i728 g

H
. Dans le premier cas, chacun est normal 

dans un qu* devrait contenir 11 g2< dont deux auraient un plus 
grand commun diviseur d'ordre 2' normal dans un g2».

H
 abélien con-



2Ç)2 DE SÉGUIER. 

icnanl un g
2
.
n cyclique. Il y a donc 1728 gH. De même une s^nc 

peut être permutable à un g3 pour i = 3,11 et cela exige qu'il y ait 
dans je 2376 Donc, les g5 étant de classe 10, chaque qui fixe 
deux symboles en contient 237G : = 36 dont le plus petit com-
mun multiple simple est d'ordre 5.d.3G, d étant égal à 2 ou 4 (6). 

Si donc le gJJ
e
 n'est pas simple, il contient un <fJJ

0 simple. Or un 
g

720
 est toujours composé {cf. BURNSIDE, P. L. M. S., t. XXVI, 

p. 334) et tout g300 simple est isomorphe au g0 alterné. Mais le g}"0 

n'est pas isomorphe au g0 symétrique, car il ne contient pas de s0 ; en 
effet, une s

c
 paire, de degré > 8 et < 10, contient ou 1 cycle de 6 sym-

boles et 1 de 2, ou 2 cycles de 3 et 2 de 2; dans les deux cas son 
carré est de degré < 8. Une s,· ne peut être permutable à un g27 pour 
/ = 5,ii; cela exige que le nombre des g

27
 soit 5.11, 2-.5.11, 

2*. 5.11 = 880 ou 2fl. 5.11. Or un des g
27

, P, est engendré par 

ζλ-= 034.126.578 = y, 

ζ(λζ)2 = o86.i35. 2^7 = y, 

ησί([χζΥ= 076.138.24 >.α^9 = ψ 

cl dcfini par = χ» = f = i, 0/= χ?, ψ-'
?

ψ =
 ?

, ψ-'χψ = -/_f. 
Le groupe j <p j des opérations normales de Ρ ne peut être normal dans 
un ga.2* pour k > 4 (4)· Donc les deux premiers membres sont à 
rejeter. Comme τΡτ = Ρ, le dernier est inadmissible, car Ρ ne serait 
permutable qu'à ses opérations. Il y a donc, dans je, 880 g.

21
, Tout 

g
os

 de JC est conjugué de j c, ρ, τ | = Q. Le groupe j λ2, ρ j des opéra-
lions normales de Q ayant pour systèmes d'intransitivilé 1, 2, 3, 4; 
0,6; 5, 7; 8, 9\ a, b ne peut être permutable à une slu, ni à une sj 
ni à une sj. Il y a donc dans œ 33.5.i 1 = i485 g

os
 {cf. BURNSIDE, 

Theory of groups, p. 220). 

10. Soit q = 23. On a 1 = 5, et, en écrivant respectivement pour 

ο, I, 2, 3., 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, n, 12, i3, j4, I5, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 
«·, b, p, g, η, e, s, c, d, /·, /, n, /,·, i, m, Λ, 0, l, l, a, u, 

α = vxybpgqescdrfnkimhollau, 
β = xypsmconbqf. gdlhrualiek. p. 
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γ est d'ordre 2, 5 ou 10, et, pour chacun de ces ordres, γ étant supposé 
fixer χ est complètement déterminé par le symbole du second cycle 
de β qu'il fixe. Une fois l'ordre de γ choisi, j'écrirai 7^, γ,/, ..., γ* pour 
les détermina lions de γ qui fixent £·, d, k respectivement. Ainsi, 
pour γ d'ordre 10, on a 

γά,=ypm befqnso. dlriuhclha, 
y

(i
= ypmbefqnso . ihueagkirl, 

γ, = y pmbefqnso. hrakldgeui, 
γΑ=ypmbefqnso . rulgildkae, 
γ

Γ
=ypmbef qnso. uaidehlglk, 

γ„=ypmbefqnso. alelhrhdig, 
γ

Λ ypmbefqnso. likhgurted, 
γ/ = ypmbef qnso. iegrdauhkl, 
γ,· = ypmbefqnso. ckdullargh, 
γ,, = ypmbef qnso . kgtahiludr, 
7a=ypmbefqnso. gdhlreial u. 

Si 7 est d'ordre 2, on vérifie directement que (αγ„)3ϊ, (αγ
(
,)'% 

(*'Ï0"> («τ*)77» (*7Υ«)'
}
 («3ν«),·

ΐ
 (Ζ'ΥΟ01, (*:,ΪΛ>'% 

( BY*.)'", (®7r·)'
7 sont

 ^
cs substitutions circulaires des degrés respectifs 

3, 13, τ3, 5, 5, 7, 11, 5, 5, 5, 5. Donc pour7d'ordre 2, ; α, β, γ| con-
tient l'alterné. Il en est de mèrne a fortiori si 7 est d'ordre 10. Si 7 

est d'ordre 5, («γ,/)", (αγ,)3·, (αγΛ)'°, (αγ
Γ
)°, (αγ„)5, (α4γ

Λ
),!', 

(αγ/),τ, («"7/)'% (*3γ*)# sont des substitutions circulaires des degrés 
respectifs 3, 7, 3, 11, 11, 3, 5, 3, i3. 11 reste donc seulement à 
essayer 7 = γ„, 7 = γΑ. 

Prenons d'abord ^[k~ymcqs.pbfno, ghril.dleau.x.v./· . On a, 
en supprimant l'indice/1, 

or17« = bhdec. gprikl. qofma. rtsuv .y .x. / ; 

donc le diviseur de } α, β, 7 j = G qui fixe χ est transitif; 

α 1 βγα = afrql. bpedg.cknyh. iomus. t*. #. / = 0 
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montre que le diviseur fixant χ, ο est transitif, et 

o~syos = esgao.dcqhu.pklmf. blnri. v.x.y = ε, 

γδγ-1 = ebhci.pomul. Ikfsg.rnyaq.v.z.d — κ, 

δ-' /,— aph.blh .coe.dig fqn.rsl.v.x .y .u.m = m0 

que le diviseur fixant Ρ, Λ?, y est transitif. Donc G est quàlre fois 
transitif. Les substitutions 

κ~,δε""*(κ*γ2)8ε8&~,κ = α, = ab.cf.dg.eh.im.kn.lo.pq, 

ε~2(κ2γ2)2ε2α, = a., — ac.bf.di .ek.gm.hn.lp.oq, 
δ- ,κ(ε2κ2γ2)κ2 = a

3
 = ad.bg .ci.el.fm.ho.kp.fiq, 

(ΰ~'κ)2ε2κ2γ2 = aA
 — ae .bit.ck.dl.fn.go.ip .mq, 

a
K
 a

s
 o~' κ — a

0
 — rst. bcf. del. hpm. ino. kqg 

engendrent un gj° Β où le diviseur normal A= \a
t

. a
21
 a

3
, a

A
 j est 

représenté régulièrement, a, ù, c, d, e, /, g", 7t, 7, /r, /, m, o, />, 
^étant mis respectivement pour ι, a,, a2, a3, aAi «,a2, a,a3, 
ε~2(κ2γ2)2ε2α, = a., — ac.bf.di .ek.gm.hn.lp.oq, 
sorte que l'on peut écrire (a?/, ξ,· = ο, ι) 

α;'α^αξ/αξ;= a^'a^a^'a^*), 

«o= ««•«Is <X'+T,<4<rKr')(™0> 

ou, plus brièvement, si l'on désigne α*'1 αζ* a? aj4 par le point 
(a?,, a?

2
, a?

3
, x

A
), . , » „ 

^étant mis respectivement pour ι, a,, a2, a3, aAi «,a2, a,a3, 

flu — ^3? j , 3/j, ^ 3 J 1 *^2 J H- ^2j ^4 J "1" ^4 ) · 

Les équations de Β sont 

al = aî= 1, aiak = ahai(i, /c = i, 2, 3, 4), 

0ό'^«ο=α2> a
l}
ta

i
a

0
 = «,β,, α^α

3
α

0
=σ

4
, β~4α

4
α

0
 = α

3
α

Λ
, 

d'où résulte que iowte opération de Aαζ°(χϋ
 — i,2)est d'ordre 3. On 
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observera aussi que a^a'ja^a*1 fait partie d'un seul groupe quadra-
tique normal dans 13, engendre par a*1a*'a*'a** et son transformé 
par Û

0
, a\*a\tJrT'. Deux groupes quadratiques Q/, Q* normaux 

dans Π sont donc premiers entre eux et Q/QA= A. 11 y a dans Λ cinq 
diviseurs quadratiques normaux dans 13, 

Q. — ί ι, Q
3
 — / 6Î3, du i, 

LL — ! a
2

a.^ !j Qi — j ^\i d
2
d

3
a

s
 !, Qr, — ' d

2
d

3
) d

i
d

2
d

i (
· 

.Les substitutions de A sont, avec l'unité, 

a
{
 = ab. cf. dg. eh. im. kn, lo, pq, 

a
2
 = ac. hf. di. ek. g m. hn .lp. oq, 

a
3
 = ad. h g. ci,. el. fm. ho. kp. nq, 

a
h
 = ae. bh. ek. dl. fn. go. ip. mq, 

a
{
 a

2 = af. be. dm. en. gi. hk. lq. op, 

«, = ag. bd. cm. eo. fi. hi. kq. pu, 
a

K
 a

s
 = ah. be. en. do.fk. gl.iq. mp) 

a.,a
3
—ai. bni.cd. ep. fg. hq.ld. no, 

a
2
a

h
 — ak. bn. ce. dp.fh. gq.il. mo, 

a
2
a

s
 = al. bo. cp. de.fq. gh.ik. mn, 

a, α
2
α

Ά
 = am. hi. eg. df. eq. hp. ko. ///,, 

α
{
α..α

λ
 = an. bk. ch. dq.cf. gp.io. im, 

α,α,,α, = ao. bl. eq. dh.eg. fp. in. km, 
α

2
α

Ά
α.^ = αρ. bq. el. dk.ei. fo.gn.hm, 

a
i
a.
i
a.

i
a.

s
 = aq. bp. co. dn.cm.fi. gk.hi. 

Les substitutions de Αα0
 sont 

a
0
 = rst. bcf. del. hpm. ino. kqg = «0, 

α
(
α0= rsl.acb. dko.cpg. hli. mnq—f

0
, 

a
2
a

0
 = rsl.afc. dnp.eqi. gho. klm =&0, 

Journ. de Math. (5e série), tome VIII. — Fasc. Ill, 1902. do 
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a
3 a0

 = rsl. aed. bkm. cng. fld. opq = /0, 
= rsl. ale. bpn.cqh.fok. gim =d0,= rsl. ale. bpn.cqh.fok. gim =d0, 

a
i
a.

J
a

0
 = rsl. abf, dhq. com. gai. ikp = c0, 

α
χ
α

3
α

0
 = rsl.akg. bai. did. fam. Ipo = q

0
, 

a
i
a

i
a

0
= rsl. aph. blk. coe. dig. fqn = /«„, 

(i-i a
3 a0 =

 rsÎ ·an i> · bhg. ccm. . Iqp = o
0

, 

a
2
a

k
a^~ rsl.aqk. boh. cl/ι. dm/. cfp = , 

a
%
a

h
a

9
= V8l.adl. biq. cmo. fgp. hkn = e„, 

a
i
a

2
a

3
a

{)
 = rsl.alun.bad. cki. <?«■/. loq = y>

0
, 

a1α2α%
α

ύ
 = rsl. don. bqc. cpk. dgm. flh = /0, 

α, a
3
a^a

0
 — rsl.aio. bdp. . ckh. fmq = «0? 

a2asas
a

0
 — rsl. cimp. h go. cdq. enk. fil =/*„, 

a, a.ι ci
3
 a , a

0
 = rsl. agq. /. e//>. dof. chu — k

u
 ; 

celles de AaJ sont leurs inverses. 
Je dis que Β est le diviseur de G qui fixe a, e, Λ·, y. Pour le voir, 

cherchons à construire un groupe quatre fois transitif où Β soit le divi-
seur fixant Ut ν, χ, y. Soit G un gîJJ

t4ll

 transitif où Β soit le diviseur 
iixant u. Le nombre λ des g

5
 de C sera 1, G, 16 ou 96. Or λ est φ ι 

et φ iG, sans quoi un g
3
 à quatre systèmes d'inlransitiviLé serait per-

mutable à une sj* (4) et la classe est ιΰ. λ est φ G sans quoi 1111 g
5 

serait normal dans un g
3
.
a3

 qui devrait contenir une s.^ (le groupe Σ 
du 11" 4 étant ici isomorphe à un g

8
 du g* symétrique). Donc λ = qG. 

Le nombre (x des g
:$
 de C est 1, 10, /jo ou 1G0. Or } a„ j n'étant permu-

table dans Β qu'à ses substitutions, les substitutions permutables à Jtf„J 
dans C seront de la forme (ua)j, (ua)/, .. y, /', ... étant dans le 
champ de B. jj' étant donc permutable à } a

t)
 { dans le champ de B, 

011 a f = j~i a
0
 ou j~{ aj. Il n'y a donc hors de j a

u
 \ que trois substi-

tutions permutables à | a
0
 j. Le groupe des substitutions permutables 

à ) a
0

 J éLant d'ordre G, jx = 1G0. Le nombre ν des g„, est 1, 3, 5 ou 15. 
Or ν est φ ι, car il y a au moins 70 s"1 dans les 5 conjugués de A 
(A est unique de son ordre dans chacun des 4g'9 fixant un des sym-
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boles /·,/, u). ν est φ 3, car un g„, serait normal dans un g
5
.
0i

 qui 
devrait avoir un diviseur Δ normal dans C, tel que C|A soit représen-
ta blc en g3, ce qui ne se peut (Δ dont l'ordre diviserait 2°.5 devrait 
contenir les φ g

5
 de C). Enfin ν est φ i5. En cfl'ct, G/j n'étant divisible 

par aucun des nombres 17, 18, 19, 20, tout g«, de G est intransitif et 
a un système d"i η transi livi te de 16 symboles (A est transitif). Le plus 
grand commun diviseur d'un ge4

 et de son constituant de degré iG 
est un g,<J contenu dans un g1*, donc conjugué de A. Soient Ρ un g®' 
contenant (normalement) A et a,

on
 a

0J
, a

ot
 des conjuguées de a

0
 dans 

les 3 g'" fixant /·, s, l respectivement, lesquels contiennent normale-
ment A. Si ν = 15, Ρ n'est permutable qu'à ses opérations et deux, 
iv, vv', des 9 substitutions 1, «*', a*]., a*} ne pouvant transformer Ρ 
en un même conjugué (car ψ-^ν'φ ι serait pcrmulablc à P), on a 
9 conjugués de Ρ ayant le système d'inlransitivité a, />,..., q. Mais les 
g'9 fixant un symbole de C se partagent en 5 systèmes de 4 groupes 
ayant pour plus grand commun diviseur un g',", dont le champ forme 
un système d'inlransitivité commun à 9 g

ov
 11 y aurait donc 45 g„., et 

non t5. Donc ν = 5. Un g
B4

 devra contenir un diviseur normal Δ de 
degré >8, car, C | Δ étant reprcscntablc en g3, (C|A, 1) doit diviser 5! 
D'ailleurs (Δ, 1) est > 8, sans quoi C |Δ serait isomorphe au gj

30
 sy-

métrique, C aurait un diviseur normal X d'indice 2 et la relation 
C = BX exigerait dans 13 un g2j, normal qui devrait contenir les 32 s., 
de 13. Enfin (Δ, i) est < 3a, sans quoi 0|Δserait reprcscntablc en gj

() 

et il n'y a pas de g'
;
j

(l
 (un gj

0
 devrait contenir des s!J), Donc (Δ, ι) = 16. 

Comme un g
M

 contenant A est > ΑΔ, A et Δ ont un plus grand com-
mun diviseur (β d'ordre >4 qui, étant aussi le plus grand commun 
diviseur de 13, Δ, est normal dans 13. D'ailleurs (ÎÔ, I) est <8, sans 
quoi Δ ayant, avec les 5 conjugués de A, 5 plus grands communs divi-
seurs premiers entre eux deux à deux serait d'ordre > 35. Donecô est 
un des Q,. Les plus grands communs diviseurs ιΟ = cû,, iOs, cô(, tô5 

de Δ avec les 5 conjugués de A dans C sont conjugués et premiers 
entre eux deux à deux; Δ = Σ(0

<
· ayant tous ses éléments d'ordre 2 

est abélien. Δ normal dans G déplace tous les symboles et permute 
exclusivement entre eux les symboles fixés par chacun des conju-
gués de A et a, par suite, 5 ou 10 systèmes d'intransitivité qui sont 
des systèmes d'imprimitivité de C. D'ailleurs B, qui est le diviseur 
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fixant M, n'est pas maximum dans C, puisque ΒΔ d'ordre ilL.'i#: \ 
est > Β et < C. ΒΔ, d'indice 5 dans C, y est maximum et la repré-
sentation du groupe simple C|A relative à ΒΔ|Δ est semblable au g' 
a Ile nié. 

l'u transformant au besoin par l'inverse d'une substitution telle que 

lJ-rf — 

J'l α I *' I ■+■ *2 X1 pi X3 ■+· X i 
XJ 'J~i '' I + (ai -+" V'i)Xl + "+* (β· "+* ?3 )J'\ 
χλ αί·7-') ■+*y",>''■> -h r(j

v
e.

s
 -t- β

(
j 

.χ'., a,./;, ·+- (a
a
 -h «,).r

2
-+- β

;
,.ζ\, -j- (β

;
, -+- β·,)·/;* 

qui est permutable à Λ el à a
0

, donc à Β et qui transforme respecti-
vement en a*'a*'a**a**= a\, a^d^^dtjuïfi'^—d^ 
a'l'a^a^cf^ = r/s, = «'t, donc Q,, Q., en Qa = j a\, α!, ;. 

Q? = ! α'ζ·> Κ !> on Pcut supposer que (0 = Q,. 
Les systèmes d'inlransivitédcù seront comme ceux de Q, de degré \ 

et Δ en aura ο : a, b, c,/; c/, /, m; e, Λ, />·, w; /, ο, p, q\ /·, *, f, u. 
Dans Δ tout conjugué Q' de Q,, autre que Q,, contient trois substitu-
tions des formes rs.lu. ..., ri.au. ..., ru.al. qui s'obtiennent 
évidemment en transformant Γ une d'elles par une s

;t
 de Β qui permute 

exclusivement entre eux les symboles du système d'inlransilivité 
fixé par Q'. Puisque Δ = Q, Q', une .seule substitution de Δ hors 
de Β déterminera Δ. Δ contient trois substitutions des formes 
ru.st.ait .cf. .ru.nl.ac.bf» ..., ru.sl.af.be. ..., car il contient 
certainement l'une d'elles et ses produits par a

n
 a

3
, a

t
a

3
. Considé-

rons une substitution ξ = ru.st.ab.cf Supposons que \ fixe 
/, o, q. Son effet sur d

)
 g, i, m sera di.mg ou dui.ig, sans quoi 

;a, serait de degré < iG; son cll'el sur e, h, A', u sera respectivement 
cu.hk ou ch.lai, sans quoi \a

3
 ou \a

s
a

3
 respccliveinent serait de 

degré <[ iG; mais dans le second cas /J1 S /0ξ est de degré < iG. Donc 
.<?/'£ fixe l,o,p,q,% a la forme 

ξ, = ru.si,ab,cf. di. mg.an.hk. 

Le diviseur Q'j.conjugué de Q, dont ξ, fait partie est Σ,// ζ, l{ — | ξ,, η j, 
en posant η = /J1S, et Δ a la forme Δ, = Q, Q'

r
 Si ξ fixe e, h

)
 A·, n 
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ou Î/, g, i, m, on verrait de même, en se servant respectivement de e
0

, 
d

0
 au lieu de /<,, que ξ a respectivement les formes 

ς
3
 = ru.si.ab.cf.dm.gi.lp.oq, = vu.sl.ab .cf.ek .hn.lq .op, 

cl Δ les formes Δ
3
 = Q ι Sye"·^ Δ,= Q,ï>jd~J%

t
d'

0
. Comme les sub-

stitutions rsl = λ et λ2 permutables à chaque substitution de 13 trans-
forment respectivement ξ

3
 en α

2
η et ξ., en «,α

2
ςη, donc Δ2, Δ, en Δ,, 

il suffit de considérer Δ, et j'écrirai Δ, ξ pour Δ,, ξ,. 
Les substitutions d« Δ sont 

ru.sl.ab.cf.di.gm.en.hk = ξ, ru.ls.dm.gi.ckjin.lo.pq — β, ς, 
rl.su.af.bc.dg.ini.ck.nJt ■= η, ri. su. di. m g. eh .kn.lq.op — aKa3 r,, 
rx.lu.ac.bf.dtn.ig.eh.kn = ξη, rs.tu.dg dm.en.hk.lp .oq = «2ςη, 

ru.sl.af .bc.ch.kridp.op = ru.ls.ac.bf.dg .im.lq.op = α,α.,!:, 
rt.su.ac.bf.en.hk.lo.pq = α, η, rl.su.ab.cf.dm.gidp.oq — α

2
η, 

rs.lu.ab.cf.ek.hn.lq.op = «, «
2
 ξη, rs.tu.af.bc.di.gm.lo.pq = α,ξη, 

et celles de Q, = ; α,, a
3

1. Les seuls diviseurs de Δ qui fixent 4 sym-
boles fixent les 4 symboles d'un système d'inlransitivité. Donc les 
Γ) conjugués de A dans C fixent chacun les 4 symboles d'un sys-
leme d'iniransitivilé de Δ. ΒΔ étant maximum dans C, il suffit pour 
engendrer C d'adjoindre à 13Δ une substitution étrangère à 13Δ. Cher-
chons pour cela à former le conjugué A, de A qui a avec Δ le plus 
grand commun diviseur j ξ, η J el qui par suite fixe /, ο, ρ, q. A, contient 
une substitution ζ =(/'/>).... Pour que ξζξ = 'ζ, ilfautquc ζ = ua.rb.... 
Pour que ηζη — ζ, il faut que ζ = ua.rb.cl.fs. ... ; ζ J a

0
 ( ζ fixant M cl « 

est dans 13 et dans j a
0

 j ; comme ζα
0
ζ = &c/. ..., ζα

β
ζ = aj, ce qui 

exige, ζ fixant l,o,p,q, que 

ζ = ua.rb, et.fs.de.hm.in.gk. 

A, contient de même ζ' = rd.ui.lg.sm. et puisque ζζ' = ζ'ζ, 

ζ' = rd.ui.lg.sm.an.be.ck.fh et A, = j ξ, η, ζ, ζ' j. 
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Comme D a deux systèmes d'intransitivité a, ^r; /*, *, /, et 
que ξ = ar...., ζ = «a. il faut et il suffit (1) pour l'existence de C 
que 13 -h ΒξΒ -h ΒζΒ forme un groupe qui sera C. Or les relations 
faciles à vérifier: Ρ = ι, ξα,ξ = α,, ξα,ξ = α„ ξα,ξ = α,α,α,, 
ξα,ξ=α,α,, ξα,ξ = a^aj, donnent ξ Α ξ = Α, ξΑα

0
ξ = Λα^ξα2. 

Donc ξΒξ est dans ΒξΒ, et l'on voit déjà que Β H- ΒξΒ est le groupe 
; Β, ξ! = ΒΑ, où Β est le diviseur fixant α, BA étant défini par les 
équations précédentes jointes à celles B. On remarquera que ; A, ξ, η 
est un gei d'équations 

a) = ξ3 = η3 = ι, α,·αΑ = akdi (/ = ι, j, 3, 4), ξη = 

(0 ~~ J iûjî — ûj) ?^3 ί — Cl.jd'ii 
(«) ηα, η = Λ,, ηα,'/; = α„ η α, η = α,α

;
„ ηα,η = α, α,,. 

iti est normal dans ΒΑ, car on a (/„ = α
3
α

(>
 = α

0
α, ) : 

(3) ®|| iû# — 0,7,0,, '/jûfl —(3) ®|| i 

( i) a
H

* a
t
a

0
 — a21 αζ'α,α^α,α,, a~*a

:t
a

0
=a„ a* a.

t
a

0
—α

λ
α,. 

ΒΑ est évidemment aussi défi ni par les équations de jointes à (3), (j). 
Mais rélimination de /] fournit immédiatement le système déjà 
obtenu : la première équation (3) s'écrit vj = /J' ξ; la seconde en 
résulte en vertu de (4), et de même ( 2) de (1). 

On a cri outre ξζ = α,ζα, d'où ξ = (Λ,ζ)2, ξΑζ = Λξζ = Λζα,, 
et puisque ζα

0
ζ = «J, ξ Α α„ζ = Λ ζα, α2, ζΑα2ζ = Λζα, α

0
. Done 

ζ Βζ est dans ΒζΒ. Enfin 

».α
(
, ». — α^, C — «, ί, ^α, * — 'υ ί —d0

». 

ζα,ζ = «;ζ^
β

, ζα,α,ζ = α, α,ζα, α,. 

Donc ζα,α,ζ est dans ΒξΒ et ζα,α,ζ, ζα,α,ζ, ζα,α,ζ, ζα,α,ζ, 
ζα,α/αΛ'ζ (*\ Λ' — 2, 3, /j), ζ α, α, α, ζ, ζα,α

2
α

3
α.,ζ dans ΒζΒ. Οιι 

voit donc que C existe et est complètement déterminé par A. Comme 
ζ = (α,ζ)2, on a C= )B,ξ,ζ! = J Β,ζLes équations de C ré-
sultent de ce qui précède; mais elles peuvent se simplifier. On a 
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en effet ζύ?
0
= rpnmc.sokib .tqkgf.uleda. Donc ζ et d$1

 vérifiant 
ζ8 = d\ = (*Ccf0)* = ι, engendrent un geo simple I (5) premier au 
diviseur normal A= j«,,α,,ζ,ηί. En mettant b

%1
 b„ Opour 

a21=ξ, V], d
0
 respectivement, le gJJ

0 C = ΔΙ est défini par 

h) = Ζ2 = Ο8 = (CO)· = J, MA = M/ (* = Ι, 2, 3, 4), 

CM = Μ„ CM = ΜΛ, ζΜ ζΜ=b, 

0- ' b, 0 = 0"· Μ = /y, bt, 0-· Λ,Ο = Ο"1 bA 0 = . 

Cherchons à former un g21 Ε deux fois transitif, où C soit le divi-
seur fixant v. S'il existe, il sera engendré par Cet une 8 ,p = uf... 
conjuguée de a, cl déplaçant \(\ des 19 lettres α, ..., q1

 r, s, /, donc 
fixant 2 des iG lettres a, ..q au moins. On peut, en transformant ρ 
par une substitution de A, faire cjue l'une de ces 2 lettres soit a. 
Comme il faut que ρ 13 ρ = Β, ρ permute entre elles les lettres /', s, l 
qui forment un système d'intransitivité de B et en fixe 1 ou 3. S'il en 
fixait 3, on aurait pa

9
p = a, puisque, ρ fixant a, ρ

9
]α

0
[ρ = )#»! ; 

ρ fixant ensuite une des lettres b, ..., q fixerait les 3 lettres du cycle 
de a0 011 elle figure et serait de degré < 15. Donc ρ échange 2 des 
lettres /', -s, i, et en transformant au besoin ρ par a0

 ou à
9
 on peut sup-

poser que ρ = av.vs.... Comme pa0p= aj, 2 quelconques des 3 sym-
boles b\ c', d'que ρ fixe parmi b, c, q ne peuvent se trouver dans 
un môme cycle de a

9
 \ ρ étant permutable aux 3 s.£ de A, β' = al'..., 

•y'= ac'..., Z'^ad!..., on a 0' = β'γ', sans quoi p, permutable à 
β'γ = ae' ..fixerait <?' et serait de degré < 15 (&', c', c/' n'étant pas 
clans un même cycle de a0, J β', γ'! n'est pas un des Q,); donc cha-
cune des 3 lettres b\ c\ d' est déterminée par les 2 autres. 11 

reste — . § = 3o manières de choisir b'. c'. d'. Or ρ transforme cha-

cune des s», b'
9l

 c'
0
,d

0
 de Β qui fixent respectivement U, d, rf', en 

son carré : donc d et d! ne sont pas dans un même cycle de b'
0
 cl, si 

b'
n
 = def'.d'g'h'..., ρ = e'f'.g'h'.... De même c/', b' ne sont pas dans 

le même cycle de c'
0
 et font connaître 2 nouveaux cycles de p(d ne peut 

avoir 2 cycles formés des lettres b\ e',/'; d\ g', hr, ni 2 cycles formés 
des lettres //, g', h' ; d'

f
 e',f : dans le premier cas, b'

0
c'

0
 ou b'

0
c* fixe-

rait d', g', h'\ dans le second, h\c\ serait d'ordre >4)î c> ct d
u 
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font connaître les 2 derniers cycles de p. Ainsi, chacun des, 3o choix 
de 2 de8lcllrc8, b', c', dr détermine p. Mais ρ'ζρ = (αν)... devant être 
dans CpC sera de la forme 

(ua...)p(ua...) = ζρβ"ζ, 

étant dans B, Donc (ρζ)' sera dans B, et comme p'C = (avu)...
1 

(ρζ)* fixera a, u et sera dans )a9\. Si donc (ρζ)' φ ι, ρζ aura 2 cycles 
de 9 lettres. Or si ρ fixe b, ρ = uv.rs.cf.a.b.l.... et ρζ = (brflcs) .... 
Donc ρ déplace et de môme c et /. b, cou f entrant dans 18 des 
3o combinaisons b', c', if, il reste 12 déterminations de ρ à essayer, 
.'l seulement satisfont à la condition que (ρζ)' soit dans B. Ce sont 

pi = uv.rs.bg.cq.el.fk.in.pm.a.d.h.o, 

P2 = uv.rs.bi.co.dl.fn.hp.kg.a.e.m.q, 
p

3
 = uv.rs.bm.cp.de.fh.gq.on.a.Li.k, 

p
t
 = uv.rs M.cl.ef.hm.io .kq.a.g .n.p. 

Les groupes j C, p/ ( = Ej sont semblables, car la substitution 

p' = rls.bcf.hkn.img.opq 

permutable à Q,, Q
2
, a

c1
 ζ, donc à C transforme p, en α

0
ρ3α~*

9
 p8 en 

a
0
p

3
a~\ et p" =' ris.bc/.dig.enk.loq permutable à C, transforme p, en 

a
9
p

fi
a~/ Il suffît donc de considérer p, et j'écrirai ρ, Ε pour ρ,,Ε,. 

On a 
pat ρ — ata3j ρα3ρ·—ata2a3aAj p&sp— &31 

d'où 

ρα
;ι
ρ = α3α

Α
, pa0p=a2

0
, ρζρ = ζρζ, ρξρ = α\\ρα#α„ 

la dernière s'écrivant (puisque ρa\ = a
9
p) (ρξα

0
)2= ι. Donc 

ρζΒρ = ζρζΒ, ρξΒρ = α\\ρα\\α9. 

Or ζΒ-ι-ξΒ contenant des substitutions des formes «α..., ub...} 
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uq.,., ur..., m..., ut... contient un système de restes de C(moddB, i). 
Donc Ε répond â la question et est défini par les équations de C 
jointes à 

?' = (?*)'=(?«.)'=(?«.)* = (fia,y=t, 

?' = (?*)'=(?«.)'=(?«.)* = (fia,y=t, 

Ε est simple, car s'il avait un diviseur normal minimum X > ι, on 
aurait Ε = XC. Or X n'est pas premier â C, car il serait d'ordre 21 et 
contiendrait un seul g

11
 lequel serait normal dans C. 

Donc le plus grand commun diviseur de X, C est Δ et (X, 1) = 16.21. 
Mais alors X contiendrait 8 g, qui seraient tous ceux de E, et dans Ε 
un g

7
 serait permutable à une s,, ce qui est impossible, 5 ne divisant 

pas 7.6 (4) (cf. MILLE», S. M., t. XXVIII, 1900, p. 2G6). 

Cherchons à adjoindre â Ε une s
a
, σ = a.u.xv... telle que, dans 

; Ε, σ ! = F, Ε soit le diviseur fixant χ. On peut supposer que σ est de 
degré iG et, comme pour p, qu'elle échange 2 des lettres r, $, t, fixe 
la troisième, et, par suite, aussi 3 des lettres b, ..., q. σζσ = ( ua)... 
devant être dans B, donc (σζ)2 = (w)(a)... dans A, (σζ)2 sera 
dans ja

0
(. Si donc (σζ)2^ι, σζ=;(νχ)(ua)... sera de degré 22. 

σ fixant a et une seule des lettres r, s11, on aura σα6σ = a\. Donc σ ne 
fixe pas 3 lettres d'un cycle de a0. σ permutable à C, donc à A, per-
mute entre eux les systèmes d'intransitivité de Δ et, fixant a, fixe le 
système a, b, c, /, donc une des lettres b, c, /. En transformant au 
besoin par a*1 on peut supposer que σ = b.cf. .., ; donc σα, σ = α,, 
σα

2
σ = α,α

2
, σ fixant les systèmes α, c, /; /·, s, α, et étant 

d'ordre 2 fixera au moins un des 3 systèmes restants. Supposons 
que σ fixe le système /, 0, /?, q. Elle ne fixera pas les 4 lettres, car elle 
serait de degré < iG; elle ne les déplacera pas toutes, car elle contien-
drait un des couples de cycles lo.pq, Ip.oq, Uq.op et serait permutable 
à ci.,. Donc σ, permutable â a,, fixe / et 0 ou.ρ et q. Si σ fixe l et 0, elle 
est permutable à Ja

0
{, )b

0
 J, )/

e
{, J ί, et τ—vx.cf.de.gh.in.km.pq...., 

le dernier cycle étant rs, st ou Ir. Mais σζ fixant d
t
 e, t, Λ, il faut que 

(σζ)2 = ι, ce qui exige que le dernier cycle soit î/. On a ainsi pour σ 
la détermination σ, = vx.cf.de.gh.in.km.pq.sl. Si σ fixe ρ et on 
obtient de même la forme σ\ = vx.cf.dn.ei gk.hm.loM. Si σ fixe le 
système e, h, k

f η, elle fixera e et Λ ou /r et /1, et l'on obtient les 
Journ. de Math. (S· eérie), tome VIII. — Fasc. III.1902. 39 
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2 formes [ici (σζ)2= a
9

] 

σ
2
 = vx.cf.dl.go.iq.kn.mp.rt, 

tTj = vx.cf.dp.eh.gq.io.lm.rl. 

Si σ fixe le système d
1
 i, m, g, elle fixe t et m ou d et g, et l'on a les 

2 formes [ici (σζ)2 = a| ] 

σ
3
 = vx.cf.dg.eq.hp.kl.no.rs, 

σ'
3
 == vx.cf.cl.ho.im.kq.rip.rs. 

Mais, (σ',ρ)®, (^p)3? (σ»Ρ)3 n'étant pas dans B, or,, σ'„ σ'
3
 sont à 

rejeter. D'ailleurs, les substitutions 

(vx)a', = σ'„ (p»)< = <rj, 0*)< =< 
donnent 

(0 
«P)' = a.% «?)'J=aoi (^jp)2 = l1 
(σ,ζ)2=ι, (σ;ζ)2 = α

0
, (σ',ζ)2 =ej, 

( H n o\ // A H A σ.«0σ. = ̂ ), Ασ. = A; 

(2) σ) σ,-σ} = cr
t
·, σ;.(7Ασ; = σ

2
 it, k φ l, ί φ i). 

Donc les 3 groupes j Ε, σ,· | sont semblables, et il suffit de considérer 
) Ε, a j = F en écrivant σ pour σ{

. Les relations 

σ2 = (σρΥ = (σζ)ί = (σαβ)2 = (σα<)
3= ι, 

G CL ο ̂  —· CL^ CL*\^ —— CL \ 

démontrent l'existence de F. Jointes aux équations de Ε elles déter-
minent F. 

F, trois fois transitif est simple, car s'il y avait un diviseur normal 
X < F, on aurait F = XE, et puisque Ε est simple, X, premier à E, 
serait un g" deux fois transitif, ce qui ne se peut. 

Cherchons à adjoindre à F une s2, τ = v.u.a.yx... telle que, dans 
| F, τ j = G', F soit le diviseur fixant/. On peut supposer que τ est de 
degré 16, échange 2 des lettres r, s, /, fixe la troisième et par suite 
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aussi 3 des lettres b,.. ,
y
q. (τρ)2 et (τσ)3 devant être dans Β, τ ne 

peut avoir, d'après (i), qu'une des formes a'l(xy)
y
 d'après (2) que 

l'une des formes 

τ, = v"2(xy) = xy.cf.dp.ch.gq.io.lm.rl, 

τ
2
 = jg(xy) = xy.cf.el.ho.im.kq.np.rs. 

Comme σ,τ,σ'^ = τ2, les 2 groupes G
t
 = j F, T/| sont semblables, on 

peut se borner à considérer τ, et j'écrirai τ pour τ,. Les relations 

τ* = (τα)* = (τα
0
)2 = (το, )2 = ι, (τρ)2 = α

β
, 

(τζ)· = Λ
0

, T<2
2

T = a,a
a

, ?a
3
?=a

2
a

3
a

f 

(d'où résulte τα,τ = β, α,) démontrent l'existence de G, : jointes aux 
équations de F elles définissent G,. G, contient α = τσρζα,, donc β, 
et γ = ζα,ζρζ<?

0
. Donc G, > G. Mais G où le diviseur fixant^, χ, ν 

est >B est lui-meme >G,. Donc G, = G. On sait déjà que G est 
simple puisqu'il est pair : on peut, d'ailleurs, démontrer sa simplicité 
comme celle de F. 

Cherchons encore à adjoindre à G une s
2

, υ =yz.x.i>.u.a. telle 
que, dans j G, υ j = H, G soit le diviseur fixant s. υ aura forcément 
unes des formes σ](γζ). La condition que (υτ)3 et (υσ)5 soientdans Β 
exclut G2(yz)et d'

3
(yz). Donc 

υ = d\(yz) = yz.cf.dn.ei.gk.hm.lo.sl. 

Les relations 
u! = (UT)1 = (υσ)2 = (υζ)2 = (υα, )' = ι, 

(ι>ρ)2=α2, ua
i

u = a
i
a

2f
 υα

3
υ=«, 

prouvent l'existence de H. H est simple : on le démontre comme 
pour F. Si l'on convient de représenter oo par ζ, la substitution 

(Z,-Z-') (mod 23) 
sera 

vz .xu.yr.bi.ph, gc.ql.en.st.dm.fa.ok = /«,ησξσρητσρξηστυτσ, 

et H contenant α, β, (Ζ, — Ζ-') contiendra tD(2, 23). 
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Prenons maintenant 

yK=yntcqs .pbfno. drueh. tikla .x.y .g. 

et considérons Gg = j α, β, γ^. j Comme 

a = vxybpgqescdrfnkimholtau, 
β = xypsmconbqf.gdihrualiek.v, 

la substitution 8^= α-'γ^α = bhdec.gpnkl.rfvso.amilu.x.y.q montre 
que le diviseur de Gg fixant χ est transitif et 

tg = γ~* δy* — nruds. gfpat. covmb. iqlkh .x.y .c 

que celui fixant #, y est transitif. En posant 

Η,*-~βεί'α 'Τί·> v£—Η,*-~βεί'α 'Τί·> v£— 

les substitutions 

φ = v/ Sgvg = kpfli. cgnra. uselb. qdhmo .v.x.y, 

ψ = ν ' 0~'$g= drpqg.bcome.snaki.Ihtfu.v.x.y 

montrent que le diviseur de Gg fixant#, y, e est transitif. Donc G^ est 
quatre fois transitif. Gg contenant 

<pG g—bg0) — sg0i Ψ^—yVo? Ψ" —rgo, 

sgùrg9 = ae.bh.ct.di.fr.gk.lq.os = agi, 

rgosgo =al.bk. ci. dl. cq.fs. gh. or =ag2, 

sg0bg9 = ao.bl.ch.dk .es.fq. gi. Zr = a^
3

, 

hgo^go — ah.be.co.df.gl. ir.kq.sl= a
gs

, 

le diviseur de qui fixe x,y,v,u contient B^= agi1agA
 bg0 j. 

Or la substitution 

_fmpnabcdefghikloqrs t\ 
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transforme agn agi, ag.,, ags, bgli, ag20g^gagi en a
t
, a

21
 a

3
, a

At
 a

0
, 

α~*ζα
0
 respectivement. Donc χ-' contient C; y/G^y

v
 contenant 

%0βα*α·%* P'r'GgXJP""' contiendra ρ et E; 

pyr'G*//"1 contenant σ
3
 = (χρ/)',β~,αγ/(ζ^ρ)\ G

g
y/''< 

contiendra σ et F; <s".1p"yj{ Ggyjp"~ 'σ2 contenant 

τ
2
 = σηξα,0

2
0

3
^ζΛ

3
α

4
ρηξσ, 

le transformé r'G^t de Gg par i = ypw~< σ'σ" contiendra τ et G. 
Comme d'ailleurs ι- ιαι = τσρ£8ζ, = αα

2
α,ζα

<
α

2
α

4
!;pζα

2
α4α"",, 

G contient r'at; donc ι βι et Γ'γ^ι. Donc G = r'Gg\. 
Tout g33 transitif ne contenant pas Γ alterné et ne divisant pas le 

metacyclique est semblable à G. En effet, un tel groupe X contient 
un groupe semblable à G et est quatre fois transitif, mais non cinq 
fois car 23 = 19 4-4 (5). Donc le g'° Γ fixant quatre symboles est 
intransitif et ne contient ni sm ni sn, ni s10. Donc (X, 1) divisant 

—y^—^ ^ ^ , (Γ, I) = 48CO, codivisant/|.9.io.i2.I4.i5.i6.i8; 

Γ = Β a les mêmes systèmes d'intransitivité que B. Soient «A, son consti-
tuant de degré 16, ift> celui de degré 3, eJt>0, ifi>0 leurs plus grands 
communs diviseurs avec Γ. On at

0
 = i; donc i)!> = Λ. | Λ0 = Γ | A»„, 

et (Λ, 1) = 48ω divise 16! : 2.3.5.7; donc ω divise 

4.9.10.12.14.15.16 = 2,(\3\52.7. 

De plus, X est pair sans quoi il contiendrait (o) 

βο= xgydptshmrcuoanlbiqefk (β2 = β) 

βο* ϊββ= 7s* ϊϊί1 = geluhdkiart, et Χ contenant une s] [ serait le 
symétrique. Donc (X, 1) = 23.11 (23y-1- 1) et le g28 fixant un sym-
bole a un ordre de la forme 11.5(1 1/ 4- 1), d'où 

23/-h 1 = 5(i 1 y, 4-1) =2. 21.20·43ω. 

La condition 23/ 4-1 ̂  ο (mod 5) donne 

j = 5/ + 3, 1 1/ 4-1 = 23/ =14, / = 1 1/ - 2, 

23(ll/-2)4- I4= 27.32.7Û), /-32/", 

253/" — 202(0 = ι, ω== ι (mod253). 
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Or les seuls diviseurs de 2,0.3\52.7 qui soient =si(mod253) sont 
ι et 3\52. ω étant premier à 7, Γ ne contient pas de s}4 et, dans le 
g2< de X qui fixe deux symboles, le groupe des opérations permu-
tables à un g, est d'ordre 3.7 ou 9.7 (4). Donc 

(X, i) = 23.22.3.7(7«>-hi) ou 23.22.32.7(7 1). 

Dans le premier cas <o==i(mod7); dans le second, <o~3(mod7). 
Or 3\ 52=== 2(mod7). Donc ω = ι et X=G. 

11. Pour q = 47 e* q = 59, M. Jordan a vérifié que tout g? ne 
divisant pas le métacyclique contient l'alterné (Comptes rendus, 
t. LXXIX, 1894, p. ii5i). IL suffit, pour refaire cette vérification, 
de trouver dans chaque (α, β, γ/) une s£, π étant premier <f q, ou 
même simplement, en se servant d'un théorème de M. Jordan énoncé 
au n° 5, une sj", π étant premier, κ < 6 et < π, κι: + κ + ι < r/. 


