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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DE SECOND ORDRE. [1()

Sur les éyuations différenticlles linéaires de sccond ordre

a coefficients algébriques;

Paz M. Pau-d. SUCHAR,

Docteor és Sciences.

T

M. Appell, & la fin de son Mémoire couronné Sur les fonctions a
multiplicateurs constants (Acta Mathematica, t. XII1), fait quelques
remarques sur unc classe d’équations différentielles linéaires a coeffi-
cients algébriques, dont I'intégrale générale peut cesser d’étre uniforme
sur la surface de Riemann correspondant 4 une relation algébrique
donnée, en deux sortes de points : les points o certains des coeffi-
cients de I'équation deviennent infinis, et les points de ramification
de la surface. Dans le domaine de chaque point critique il suppose
que l'intégrale générale reste {inie quand on I'a préalablement multi-
pliée par une puissance convenable de 5 — 2 si 2 est un point critique
ordinaire, ou par une puissance convenable de £ — v, aprés avoir fait
dans I'¢quation le changement 2 - o = ({ — v)”, si o st un point de
ramification et m I'ordre du point de ramification; il suppose de plus
que P'équation fondamentale déterminante de M. Fuchs correspon-
dant & ces points n'a que des racines entiéres. M. Appell classific ces
équations en trois espices ct il appelle équations de premicre espéce
celles dont I'intégrale générale est partout finic, de seconde espéce
celles dont D'intégrale générale n’a que des poles et enfin de troi-
siéme espéce celles dont I'intégrale générale a des points critiques
logarithmiques.

Journ. de Math, (5 strie), tome V1. -- Fasc, I, 190z, 16



120 SUCHAR.

Je me propose, dans ce Mémoire, de former les ¢quations dites de
premiére espéce, en me hornant aux équations du second ordre et cn
supposant de plus que la surface de Riemann est hyperelliptique. Je
dois cependant rappeler que, au moment oti je me suis occupé de ce
travail, il m’a été signalé par M. Appell qu’un travail sur le méme
sujet et signé par M. G. Vitali allait paraitre dans les Rendiconti del
Circolo matematico di Palermo, t. XVI. Vai pris connaissance d’un
tirage & part de ce travail qui m’a é1é communiqué par mon mattre
M. Appell.

M.Vitali, dans son Mémoire, part de deux équations différenticlles
linéaires de second ordre, & coefficients algébriques, ayant le méme
groupe ('); il forme le déterminant

Yila— Yyt

ol ¥y, ¥ay Ly &y sont les intégrales de deux équations formant un sys-
teme fondamental; il suppose le groupe de deux équations tel que le
déterminant précédent soil une fonction spéciale & multiplicateurs de
M. Appell, ou bien soit nul. Les hypothises que M. Vitali fait le
conduisent 4 des types spéciaux des équations. J'ai cru éire ulile en
poursuivant mes recherches commencées sans que mon travail soit
une ré¢dition de celui de M. Vitali.

1. Soit

(1) s=\V(s—a,)(5—a,)...(5 — ay.)

la relation algébrique donnée entre s et 5 et p le genre de la surface
de Riemann correspondante.
Considérons I'équation différenticlle linaire du second ordre

d*y dy
(2) T3 =Dig; + P

ou p, et p, sont deux fonctions rationnelles de 3 et de s.
Supposons que cette ¢quation soil de premiére espéce et soient y,

(') Voir, pour la définition du groupe, ArreLy, loc. cit., p. 168,
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et y, deux intégrales de I'équation donnée formant un systéme fonda-
mental. Désignons par ¥, ct 3/, les dérivées par rapport & s de y, et y,
ct posons

(3) D=y.y,~y:¥i
nous aurons

(4) D = Cefr,
oit C est une constante; on aura encore

(5) pu =,1'2.7|I)'.71."1’

ou y, y. sont les secondes dérivées de y, ct y,.

Les deux intégrales y, et y, étant de premicre espéce, lears déri-
vées ¥, et y, nc deviendront infinics qu'aux points de ramification
de la surface, et cela comme une puissance inférieure a 'unité, et au

. N . . . . . . I
point i 'infini eclles deviendront infiniment petites comme — -

Le déterminant D jouira évidemment des mémes propriétés que
Y, et y,; c'est-d-dire que si 'on pose

s —a= (L1

et si 'on multiplic D par une puissance convenable de (7 —v;), il
restera fini au point considér¢; il résulte alors que le déterminant D
sera une fonction a multiplicateurs de M. Appell.

Si nous désignons par «'(3) ladérivée d’une intégrale abélienne u(z)
de premiére espéce, le rapport

fp,rl:
e
(©) o)

sera encore unc fonction aux mémes multiplicateurs ('); il reste fini

(Y) Areewr, loc, cit., p. 22.
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aux points de ramification ct au point a l'infini, il devient infini aux
zéros de w'(3) en nombre de 2p — 2 dont p — 1 sont dans un feuillet
¢t les p — 1 autres sont les superposés des premiers,

Soient

@y Ggy oovy Aypg

les zéros de «' () et

e (=1,2,..,2p—2)

une intégrale normale abélienne de troisi¢me espéce, devenant infinid
au point &; comme — log (5 — ;) ct au point 3; comme log (s — ;).
Nous aurons alors

i=3p—2
s n Y T UTET

(7) D =Cu (5)e = ,
oll nous avons pose
w,(3) =, () + P, tt®(3) + ...+ wu?(3)

et ol

u(s), u®(s), ..., uwP(s)

sont les p intégrales abéliennes normales de premicre espece.

11 peut se faire que le déterminant D soit une fonction spéciale de
M. Appell; nous sommes alors amenés & partager les ¢qualions en
deux groupes, et nous dirons simplemenl qu'unc équation est de
premicre espéce si le déterminant D est une fonction quelconque @
multiplicateurs, ct I'équation sera dite de forme spéciale sile déter-
minant D est unc fonction spéciale & multiplicateurs.

Remarquons encore que si, dans I'équation, on fait le changement

y — Y e-u|(z)’

e ¢tant une fonction spéciale de M. Appell, I'équation en Y aura
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pour déterminant
i=3p—-2

ou hien .
Cu'(3),

si elle était de forme spéciale; nous dirons alors que I'équation trans-
formée cst de premicre espice el de forme réduite ou bien spéciale
el de forme réduite.

2. Nous sommes maintenant en mesure de voir comment se com-
porte p, sur toute la surface. En cffet, la formule (7) nous montre
(que p, ne peut avoir que des poles de premier ordre qui sont tous i
distance finie. En chaque point de ramification, le résidu doit élre
négatif ct ¢gal & —1, de serte que, dans le domaine d’un point de
amilication, p, sera de la forme

] 1 fl.l'_" i ok
—_— + L +ay, +a) (53— ag) + ...
25 —ay 3
(5 —ap)?

(k=1,2,...,2p+2),

tandis que, dans le domaine des aulres points ordinaires qui sont des
péles pour p,, les résidus doivent étre entiers et positifs, et la somme
de ces résidus sera égale & 2p — 2. Enfin, dans le domaine du point i
I'infini, p, scra de la forme

,:'I: L
+-§'_'=.;+-’3";“'+0-0 (l=l’2)-

(
N

3. Daprés ce qui précéde il nous sera facile de reconnaitre si unc
¢équation donnée de premicre espece est de forme spéciale ou encore
de la forme réduite. En effet, la fonction & multiplicateurs

i-.2 )~2
it Mo, 3,203
> =
{/ ,

qui figure dans la formule (7) a pour zéros les points 8; et pour péles
les points «;; or on sait que, enlre ces zéros cl ces poles, il existe les
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p relations suivantes (')

(=3p~2
2 |uh(B)— uh(a)]
i=t
8
(8) = -;logn,‘- ;{s/if‘?(b"‘logm'"‘-"'-*' bplogm,)
\ (k=1y2,...,p).
Si I'équation n’est pas spéciale, il faut avoir
i=p—~2

X 1 u(B) — uh(a) | #o.
i=1

On remarque que, dans cette formule, les points «; sont les zéros
de «'(z), ol p— 1 points sont les superposés des p — 1 autres; donc
I'inégalité précédente scra satisfaite si les points 8 sont en nombre
impair, ou, s'ils sont en nombre pair, il faut que deux points au
moins ne soient pas superposés. Si, au contraire, 'équation donnée
est de forme spéciale, il faut que les points § soient en nombre pair,
qu’ils puissent se partager en dcux groupes tels que les points du
premier groupe soient les superposés des points du second, ct il faut
de plus que les résidus de deux points queleonques qui sont super-
posés soient ¢gaux : il est bien entendu, comme nous I'avons déja dit
plus haut, que le nombre de points 3 est au plus égal & 2p — 2. Si
ces conditions sont remplies, I'équation sera de forme spéciale.

En prenant la dérivée logarithmique de (7) et en ayant égard & la
formule (4), on trouve, en général,

i=2p—2

{ , I '
(9) P = ;;;logu (3)+ ZlE 2‘ 1L, 5 — 24, (3),

i=1
et si 'équation est de la forme réduite, en aura

i=tp-1

d / d
pi=Tlogd (z)+ 7 3 gy
i=1

(') Arrew, loc. cit., p. 13.
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Dans le cas particulicr ou I'équation est de forme spéciale, on prendra
pour p, la forme

d p ,
(10) p= glogu'(s) —2u,(3),

pour éviter des points étrangers 4 la question; enfin, pour la forme
spéciale réduite, on aura

l ’
P = }(I.'-, log w' ().

4. 11 nous reste maintenant 4 chercher comment se comporte le
second coefficient p, sur toute la surface. Nous allons apprendre
d’abord comment il sc comporte dans le domaine d'un point de rami-
fication.

Nous laissons de coté le cas particulier ot p, = o0} les équations
admettent, comme I'a fait voir M. Appell (*), une intégrale qui est
Pintégrale de premiére espéce d'une fonction & multiplicateurs con-
stants. Faisons le changement de variable

(11) s—-ai=(—v)* (i=1,2,..,2p+2),

I'¢quation (2) se transforme cn la suivante :

d? I d
(12) }T{;Z; =2({ — 's'i)l(lh + %m]% + 4 = 1)pay-

Le déterminant analogue & D de I'équation (12) sera de la forme
L dy dy
(13) .7'75—2_}/2'(72"=?(z”9)1
o 9 est unc fonction finie et différente de zéro au point considéré,

Si nous désignons par r, et 1, les exposants auxquels appartiennent les
deux intégrales y,, ¥, considérées comme fonctions de {, s ct qui

(*) AepELL, loc. cit., p. 165,
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forment un systéme fondamental : on sail que dans le domaine de ce
point nous devons avoir (')
d)’ d Y Pg A g - Y 3
G — =Gy (),
ol la fonction ¢ est finie et différente de zéro au méme point; donc
d’aprés (13) on doit avoir

P+, =1I.

Mais 7, et r, sont les racines de I'équation fondamentale déterminante
de M. Fuchs, correspondant & I'équation (12), et ces racines doivent
¢tre entiéres ct positives; nous ne pourrons donc satisfaire qu’en posunt

r,=o0 el ry=1.

Il résulte de la que les dewr intégrales qui forment un systéme
Sondamental de toute équation de second ordre, linéaire, a coe ffi-
cients algébriques el de premicre espéce, appartiendront en chaque
point de ramification de la surface, Uune aUcxposant séro et Uautre
@ U'exposant un, aprés avolr fail dans Uéquation le changement de
vartable donné par (11).

Si nous nous rapportons i la formule (5), oit nous ferons le chan-
gement de variable donné par (1), on Lrouve que p, dans le domaine
de ce point scra de la forme

A, Ay y
<I[I) (V_.{i)z+(:..,.{,)+A0+A'(C—’Yi)+""

A ]

ou bicn encore

(lJ) (—:—m-l-——wj-i—/\..-f-x .(.w—-a,')’-i-....
Y (s—ay)?

Nous remarquons qu’il n'existe pas d'équation particulicre ou le
premicr coefficient A_, soit nul. En effet, supposons que la proposition

(") Tansery, LPropriéiés des intégrales des équations différentielles
lincaires a coefficients variables ( Théses, 1874).
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ne soit pas vraic et soit A_, = o. Nous avons vu que les deux intégrales
¥, el y,, considérées comme fonctions de { ct s, seront développces
dans le domaine de ce point par les séries

Yi=2¢Co+ Cu(c - Yi) +26,/,(:/. - .l’l)k’

(l()) y‘2=ch(z_“(i)’*'z’)ak(z—‘{i)"

Dans la premiére série les coefficients ¢,, ct ¢, sont nécessairement
différents de zéro ct dans la seconde le coefficient ¢,, sera différent de
zéro, Cela est évident pour les cocfficients ¢,, et ¢y, il en sera de méme
pour ¢, ,, car la dérivée de y,, considérée comme fonction de 7, ct s doit
devenir an point a; infinic comme une puissance inféricure & I'unité.
Donc pour que A_, soit nul, en sc rapportant & la formule (5), il faut
que le nombre & dans les deux séries (16) soit au moins égal & 3. L’¢-
(quation (12) doit ¢tre satisfaite, en particulier, par la premitre séric
de (16); mais si I'on substitue cette s¢rie dans (12) et qqu’on identifie,
on trouve quc ¢,, doit &tre nul, ce cqui estimpossible ; donc on ne peut
pas satisfaire par une pareille séric; on en conclut alors qu'il n’existe
pas d’équation particuliére ot le coeflicient A_, soit nul.

H. Nous venons de voir comment se comporte p, dans le domaine
d'un point de ramification, voyons maintenant comment il se com-
porte dans le domaine d'un point ordinaire 3. Supposons d’abord
que p, a l'unité pour résidu dans le domaine de chaque point B
alors le déterminant D n'aura que des zéros simples & distance finic.
Si nous désignons encore par r, ct 1, les racines de Péquation de
M. Fuchs, nous aurons

Py =2,

ol1 nous ne pouvons salisfaire qu’en posant

ry=o0 ct 7,

y = 2.

Il résulte alors que, si p, devient infini en 2p — 2 points ordinaires,
I'équation admet, en ces 2p — 2 points, deux intégrales qui forment
un systéme fondamental, et 'une d’clles appartient & I'exposant zéro et
l'autre & I'exposant 2. En nous rapportant & la formule (5 ), on trouve

Journ. de Math. (5¢ série), tome VIII. — Fusc. II, tgo1. 17
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que, dans le domaine de I'un de ces points 3, p, sera de la forme

(17) = +AV+AV(E=B)+... (i=1,2,...,2p—2).

Supposons maintenant que le nombre des points § soit inférieur a
2p — 2, le coefficient p, deviendra alors infini en des points ot le résidu
correspondant est supérieur & 1. Soient §; un de ces points et A, le ré-
sidu correspondant; le point 3, sera un zéro de D d’un ordre égal 4 2;;
nous aurons alors, en appelant, comme tout & ’heure, r, et r, les
racines de I'équation de M. Fuchs,

rory=~A-+1,
ou
re=(N+1)—r,.

Le nombre 7, peut recevoir toutes les valeurs entiéres

si le nombre A; est pair, ou bien toutes les valeurs

)‘l—l
2

0y, I, 2, ... ’
si A; est impair.

Nous aurons alors pour p, un développement de la forme

(18) '(Zl"‘:‘)—:ll”i + Al +A“’+A“’(~ p‘) T
(5—8) —B)

Dans le cas particulier oti I'équation admet en tous les points §§
une intégrale qui appartient & I'exposant zéro, le coefficient p, aura
un développement analogue a4 (17). Nous remarquons encore qu'il
existe des équations ol le coefficient p, reste fini dans le domaine d’un
point 3, puisque I’équation pourra étre satisfaite par une intégrale de
la forme

= eoo'*‘zem(z - (5:’)",

ou k est au moins égal 4 3.
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6. Nous avons appris comment p, se comporte sur toute la surface
de Riemann 4 distance finie, il nous reste 4 examiner comment il se

comporte au point 4 l'infini. Sil'on pose s = -;- ctqu'on forme le déter-

minant analogue 4 D de I'équation transformée, on trouve que ce
déterminant reste fini et différent de zéro pour ¢ = o3 donc, au point
a I'infini, les deux intégrales qui forment un syst¢tme fondamental
appartiendront I'une & I'exposant zéro et I'autre 4 I'exposant 1. Le
coefficient p, dans le domaine de ce point sera de la forme

A+ A+,

ou

A A
(19) i P

~4 ~5

La remarque que nous avons faite sur les points de ramification

s'applique aussi pour le point & Iinfini et 'on trouve que le coeffi-
cient A, doit étre nécessairement différent de zéro.

7. Nous savons maintenant commenlt se comporte p, sur toute la
surface. Il nous sera facile de le former.

Placons-nous d’abord dans le cas ot p, aura, dans le domaine des
points B, un développement de la forme (17). Considérons alors la
différence

, {
(2()‘) p2 —Uu (:)?;-5 2 NII H“,’,@,”
i

oit &' (s) est la dérivée de l'intégrale u(s), abélienne de premicre
esplee, ayant les points a, pour zéros; Ilg, est unc intégrale normale
de troisiéme espéce et M; sont des constantes, 'indice ¢ se rapportant
a tous les points f.

Nous pouvons disposer des constantes M, pour que [’expression
précédente reste finie en tous les points 8, elle ne deviendra alors
infinic qu'aux points de ramification, et cela de la mani¢re que nous

. \ i B ' . ' . 1
I’avons dit; cnfin, a l'infini, elle devient infiniment petitc comme s

Nous remarquons alors que cette expression a, & distance finie,
4p — 4 zéros, et il est facile de s’assurer que ces zéros ne sont pas
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arhitraires; ils se partagent, en effet, en deux groupes de points de
2p — 2 points et tels que les points du premier groupe sont les super-
posés des points du second.

Nous pouvons alors former deux intégrales abéliennes de premiére
espéce u, (3) etu, (5), telles queles dérivées aient pour zérosles 4p — 4
zéros de Pexpression (20); elle ne différera du produit u),(3) «,(3)
que par une constanic C.

Nous aurons alors

. d . /
(21) pe=u(3) - I MM, + Cu,(3)i,(3).
i

Admettons maintenant qu’il y ait des points 3 ol p, ait un déve-
loppement de la forme (18). Seit alors
L,
une intégrale abéliecnne normale de seconde espéce, devenant, au
point 3, infinic comme

_E—ri-—[;—k+co+c'(:_[3k)+”';

désignons par Zg, la dérivée de Zg, par rapport 4 s et considérons
I'expression

. , / , ).. — I\ gy
(22) Pz“u(")% ZM"H“:'&_' u(;)z%,—,)—l——bLﬁ"
i *

ou l'indice k se rapporte aux points 8 pour lesquels p, a un dévelop-
pement dec la forme (18), A, est le résidu correspondant & un de ces
points f, enfin I'indice ¢ se rapporte aux points ol1 p, a un développe-
ment de la forme (17) et aux points qui proviennent de l'indice £.
Nous pouvons encore disposer des constantes M; pour que I'expres-
sion (22) soit finic ¢n tous les points f, elle ne deviendra plus infinic
qu’aux points de ramification de la maniére montrée plus haut, et 4P’in-

N LI . I . .
fini, infiniment petite comme — -+ L'expression (22) ne différera alors
v
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du produit u,(z) «,(3) que par une constante; nous aurons

, d
Pa=u (:)Z Z LI[ H,‘g‘,

—u(s )2"”‘*""""/;3,+cu;(:)u;(:).

ul’l)

8. Nous allons terminer par un cas particulier ot nous montrerons
qu'il existe des équations de premiére espéce dont les coefficients sont
rationnels en s sculement.

Supposons que I'on veuille former une équation de forme spéciale
(ui jouisse des propriétés suivantes : en tous les points critiques ordi-
naires I'équation admet deux intégrales formant un systéme fonda-
mental, dont I'une appartient a I'exposant zéro; de plus, en tous ces
points, l'intégrale qui appartient 4 'exposant zéro doit étre de la
forme

Yi= ’lo'*‘zclk(z_pky" .

ou k est au moins ¢gal i 3. Il en résulte, d’aprés ce que nous avons
vu, que le coefficient p, sera fini en tous ces points critiques; donc p,
ne deviendra infini 4 distance ﬁnie qu’aux points de ramification et

a I'infini infiniment petit comme —; donc p, ne différera du produit

u,(3) u,(z) que par une constante; donc P2 sera une fonction ration-
nelle de z sculement. Supposons, en particulier, que I'équation soit
non seulement de forme spéciale, mais encore de forme réduite; alors
le coeflicient p, est aussi rationnel en 5 seulement; il sera de la forme

d ,
pi= g logu'(z),
et I'équation cherchée sera
Ve d , d ) ,
% = logu (3) 5L + Cu, (3) U (3) y.

Remarquons encore que, si le genre de la surface est 1, toutes les
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équations de premiére espéce seront de la forme spéciale ou de la
forme réduite. En effet, la dérivée d'une intégrale abélienne de pre-
miére espéce est sans zéro a distance finie, donc p, sera rationnelle
en s et de la forme

p,= Cu(3),
et I'équation la plus générale appartenant au genre 1 sera

:g; = ;}l—:logu’(:)-i- Au'(s) :;—:-' + Cu(z)y.

9. Dans les numéros précédents, nous avons appris comment
doivent étre les coefficients d’une équation pour qu'’elle soit de pre-
miére espéce. Dans ce dernier numéro, nous allons démontrer une
proposition concernant les équations qui ont un méme groupe, donné
d’avance ('). Nous remarquons que, si 'on impose & une ¢quation
d’étre de premiére espéce et d’avoir un groupe donné, la forme géné-
ale des”coeflicients de I'équation ne sera pas modifi¢e. En effet, con-
naissant le groupe de I'équation, on connait aussi les multiplicateurs
du déterminant D ; alors la seule différence qui existera c’est que les
zéros de D ne sont plus arbitraires ; parmi ces points, qui sont des zéros
de 1), il y aura p — 2 points arbitraires; dés qu'on connait les points «;
qui sont les zéros de u'(s), les p autres points dépendront de tous ces
points ainsi que du groupe de ’équation. On remarque encore qu'il
n’y a aucun changement & apporter si le groupe de 'équation est tel
que I'équation correspondante soit de forme spéciale, car les zéros
de D forment alors, comme nous I’avons dit au début, un groupe
spécial.

Revenons maintenant & la proposition que nous avons en vue.

Je dis qu'il existe p —1 équations simplement de premiére espéce
ayant un méme groupe et qui sont linéairement indépendantes, ct p
dans lc cas ou elles sont de formes spéciales ou de formes spéciales et
réduites,

Nous dirons que k équations ayant un méme groupe donné sont

(') Areeir, loc. cit., p. 168.
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linéairement indépendantes s'il n’existe aucun systéme de constantes
pour lesquelles on puisse avoir

C|y‘ + 02y2+ o0 + C]‘yk = 0,

Yo Yay ey Vi

sont des intégrales de k équations.
Soient alors

Yiee Yai (i='92’-“7l)—')

deux intégrales formant un systéme fondamental d'un groupe de
Pp— 1 ¢quations, Désignons par

Povy Pray  ceos Pap—

o d)’ 3 4 A o
les coefficients de - de ces p — 1 équations. Le groupe de ces équa-

tions étant donné, nous savons que ces coefficients deviennent infinis
en p— 2 points arbitraires. Soient

Bn 327 A Bp—'.'

les infinis arbitraires du coefficient p,,, et supposons qu’aucun de ces
points ne rende infinis les autres coefficients. Supposons encore qu'il
cxiste un systéme de constantes telles que 1’on puisse avoir

GYi+CYi Tttt ConYip1 =0,
QY +CaYay Tt T CpYopy =03

des conditions imposées aux points § il résulte que les deux inté-
grales y,, et y,, dela premiére équation appartiendront aux expo-
sants o et 2 et les intégrales des autres équations appartiendront aux
exposants o et 1 dans le domaine de tous ces points 3; admettons que
les intégrales dont le premier indice est 1 appartiennent 4 I'exposant
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zéro. Nous aurons alors

d L d
Cy5zYa + Cg—:ygg e CI,_‘ _:yﬂl'-" =0.
ds dz ds

Si dans cette relation nous remplacons 5 par 8, 8, ..., B,-,, nous
aurons les p — 2 ¢quations lincaires et homogénes

2]

d d 7
;Z;.:yuﬂ ‘,""" Cy :/:;.y“ $i+"'+cp—i 7,;)’;:,'--,3'=0

(E=1,2...,p—2),

ct, comme leur déterminant est différent de zéro, sans quoi il élabli-
rait unc relation entre les p— 2 points § qui sont arbitraires, on
aura alors

=0, =...=¢C

Yy 7= 0,

Un raisonnement analogue nous conduirail & p équations linéaire-
ment indé¢pendantes si les équations ¢taient de formes spéciales.

La méme proposition pourra encore étre établic comme il suit.

Il est ¢évident que deux systémes d’¢quations simplement de pre-
micre espéce ou de formes spéciales ayant deux groupes différents
auront le méme nombre d’¢quations lin¢airement indé¢pendantes. 11 est
encore ¢vident que ce nombre sera le méme, quelles que soicnt les va-
leurs que I'on donnera aux coefficients arbitraires qui figurent dans le
coefficient p, de ces équations. Nous pouvons alors disposer du groupe
ainsi que des coefficients arbitraires, pour que les cocfficients p, dans
les équations du second systéme soient nuls sans que ces équations
changent de type. Le nombre des équations lin¢airement indépen-
dantes du premier systéme sera le méme que celui du second systéme.
Or cc dernicr systéme a pour intégrales des intégrales de fonctions &
multiplicateurs de premiére espéee, et I'on sait que le nombre de ces
intégrales linéairement indépendantes est p — 1 ou p ('), selon que les
{quations sont simplement de premitre espéce ou de formes spéciales.

Paris, 25 aodt 1gox,

(*) Arreis, loc. cit., p. 25,



