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TRANSFORMATION ORDINAIRE DES FONCTIONS ABELIENNES. 395

Sur la transformation ordinaire des fonctions abéliennes;

Pan M. Geonees HUMBERT.

1. La théoric dec la transformation des fonctions abéliennes ordi-
naires peut recevoir, sur la surface de Kummer, une interprétation
géométrique trés simple qui conduit 4 d'intéressantes propriéiés de
cette surface; inversement, Uinterprétation géométrique peut venir en
aide a4 I'Analyse pour la recherche des trois équations, dites modu-
luires, qui lient les modules des fonctions abéliennes primitives et
transformées ; nous insisterons spécialement, & ce point de vue, sur Ia
transformation du second ordre,

Propriétés préliminaires.

2. Soit une surface de Kummer représentée paramétriquement par
le procédé de M. Weber (Crelle, Tome 84) : les coordonnées homo-
génes d’un point sont proportionnelles 4 quatre fonctions théta nor-
males des variables « et ¢, du second ordre et & caractéristique nulle;
ces fonctions étant paires, &4 un point de la surface répondent (aux
périodes prés) deux couples d’arguments, u, v et —u, —¢. Les scize
points doubles ont pour arguments les seize demi-périodes, en'y com-
prenant la demi-période o, 0.

3. Considérons maintenant, sur la surface de Kummer, une courbe
que nous supposcrons d'abord ne passer par aucun des seize points
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doubles, ct cherchons, le long de cette courbe, Vexpression des diffé-
rentielles du et do. En admettant que les coordonnées d'un point de C
soient exprimées en fonclion fuchsienne d’un paramétre, £, on aura,
pour du et do, des expressions de la forme yO (%) d%, 0(%) étant une
fonction uniforme de &; cela résulte de ce qque, en chaque point de la
courbe, du et dv doivent avoir chacun deux valeurs ¢gales et de signes

contraires. De plus, ©(%) doit étre une fonction thétafuchsienne du

. ab+b T
second ordre. Soit en effet (’;’, g d) une des substitutions fonda-

mentales du groupe fuchsien li¢ 4 Cj il faut que du et dv se repro-
duisent, du moins au sign¢ prés, quand on opére sur % cette substitu-
tion, car celle-ci n’altére pas le point considéré sur la courbe. En
d’autres termes, en supposant ad — be =1, le radical O(Z) doit se
reproduire multipli¢ par % (¢4 + d)?, c'est-a-dire que

at+ b
ct+d

)=(ck+ayec),

ce qui établit bien que @(%) est une fonction thétafuchsienne d’ordre
deux.

Etudions maintenant les poles ct les zéros de celte fonction; ou
micux, pour plus de généralité, dela fonction O(%) définie le long de C
par

(v) ' du + pde = y0(%) d5,

ol p esl unc constante quelconque : cette nouvelle fonction, d’apres le
raisonnement précédent, est encore thétafuchsienne et du second
ordre.

Elic nc peut avoir de podle d’ordre supcéricur & P'unité, car ce pole

serait au moins d’ordre deux, ct l'intégrale / VO(E) d% y deviendrait

infinie, ce qui est impossible, puisque u -+ pv demeure fini, comme «
elo, sur toute la surface de Kummer, et @ fortiori sur la courbe C.
Je dis que ©(%) ne peut pas non plus admettre de péle d’ordre un,
£ =%,. On aurait en eflet, dans le domaine du point &,,
dit + s do = %L £t
u+pdv = ——=[a,+a,(5—-5)+...]

L ¢
2T %
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(2) U+go=y o F(G =5+ ¢y,

¢, désignant une constante, et IF(5¥ — &,) unc fonction holomorphe
de % au voisinage de &,. Faisons maintenant décrire 4 % un contour
fermé autour du point 2,5 « + ¢¢ prend la nouvelle valeur

(3) i

SN

W (5 =5+ ¢y,

différente de la précédente. Comme u + ¢¢ ne peut admettre, en un
méme point de la surface de Kummer, que deux valeurs égales et de
signes contraires, aux périodes pres, la somme ou la différence des
valeurs (2) ct (3) doit ¢étre une période de z + po : la différence, qui
dépend de &, ne peut satisfaire & cctte condition; il faut donc que ce
soit la somme, qui est 2¢,. Si donc on désigne par (1,0), (0,1),
(g, 1), (h,g') un sysitme de périodes normales de u et ¢, ct par
m, n, p, q des enliers, on aura

2e,=m—+ung+p(g+eh)y+q(h+eg).

D’ailleurs, pour% =%,, u + g¢ seréduitd c,. Il en résulte aisément,
puisque p est queleonque, que, pour § =&, u ct ¢ ont les valeurs

u=3(m+pg+qlh), e=i(n+ph+qg).

Ces dcux valeurs constituent une demi-période de u, ¢; le point
correspondant sur la surface de Kummer est donc un des seize points
doubles de la surface, conclusion contraire & P’hypothése initiale que
la courbe C ne passe par aucun de ces points.

Ainsi, la fonction @(%) ne peut admettre de péle; un raisonnement
tout pareil établit que @(%) ne peut avoir de zéro d'ordre impair.
Voici doncle résultat :

4. Soit, sur la surface de Kummer, une courbe, C, ne passant
par aucun des scize points doubles; imaginons que les coordonnées
d’un point de C soient exprimées en fonction fuchsienne d’un para-
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métre §. En désignant par du et dv les différenticlles albélienncs
qui répondent & la surface, par p une constante quelconque, on a,
en tout point de la courbe C,

du+ gde = yO(%) d%,
0(&) étant une fonction thétafuchsienne holomorphe d’ordre deux,
dont tous les zéros sont d’ordre pair de multiplicité.

5. Sous une autre forme, en représentant par f(x,y) = o I'équa-
tion d’'unc courbe algéhrique plane d’ordre n, répondant point par
point & C, on aura, le long de la courbe / = o,

du+ g dv =\1y_4(y y) ?
:

F,,-4(z, ¥) désignant le premier membre de I'équation d’une courbe
de degré 21 — 6, biadjointe & f(x, y) = o. Par biadjointe, on entend
une courbe qui présente, en chaque point multiple de la proposée, la
méme singularité que la figure formée par I'ensemble de deux adjointes
ordinaires. De plus, la courbe F,,_,= 0 a un contact d’ordre impair
avec la courbe f=o0 cn tous les poinls, non multiples, ou elle la
coupe.

6. Remarque. — 11 peut arviver que ©(%) soit le carré d'une fone-
tion thétafuchsiennc holomorphe d’ordre unj; ou, si on veut, que F,,_,
soit le carré d’un polynome de degré » — 3en w et iy, qui égalé & zéro
représente une courbe adjointe & f=o.

Dans cc cas, du et dv sont des difféventiclles abéliennes de pre-
miére espece le long de la courbe C : celle-ci est alors ce que j'ai
appelé une courbe univoque (Journal de Math., 4° série, t. IX),
c¢'est-i-dire que son équation sur la surface de Kummer s’obtient en
annulant une fonction théta des variables u et ¢, qui n’est ni paire ni
impaire.

7. Supposons maintcnant que la courbe C passe par un ou plusieurs
points doubles de la surface de Kummer; on aura Loujours (n° 3) le
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long de cette courbe
du + pdv= 0O (%) d%,

©(%) ¢tant une fonction thétafuchsienne du second ordre de £. Cetle
fonction, d’aprés le n° 3, ne peut admettre comme poles (nécessaire-
ment d’ordre un) ou comme zéros d’ordre impair, que les valeurs de &
qui répondent aux points de C coincidant avec un point double de la
surface. Pour éclaircir cette question, supposons que, pour £ =%, la
courbe (i passe par le point double qui a pour arguments abéliens
u =0, v = o sur la surface (le raisonnement serait le méme pour un
autre point double ) et prenons ce point pour origine, z =y = 5 == o,
des coordonnées. On aura, sur la courbe C, au voisinage de %,,

w=o(%-5)r+B8(%—=5)" +...

ct des expressions analoguespour y ct z : dans ces équations, p désigne
un entier positif, au moins égal 4 15 si p -1, la branche de courbe
qui répond aux valeurs voisines de &, est simple; si p > 1, la courbe
présente, pour ces valeurs, un cycle singulier, d'ordre p.

Observons maintenant que, sur la surface de Kummer, en vertu
méme du mode de représentation de M. Weber, les coordonnées ., y
ct 5 sont des fonclions paires des paraméires « ct ¢} au voisinage
de u == 0, ¢ = 03 on a donc, sur la surface,

r=Auw+ Bu+ Co?+...

¢l de méme pour y et 5. On en conclut, le long de la courbe C, au
voisinage de %,,

Aw +Bue +C? o =a(E =5 )P+ B(E— 5 )P' +

et deux aatres équations semblables; d’ou

¥

-y . ,
Ww=A(E—8)+..., wue=p(E=5)V+.., o=v(E-F)r+

et par suite « ct ¢, exprimés en fonction de £ le long de C, sont
d’ordre jp en (5 — %,). Dés lors on a

du+pde=(E—5)"""F(E—E)d,

Journ. de Math. (3¢ sirie), tome VU, — Fasc. 1V, 1gor. 52
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I’ nc devenant ni nul ni infini pour § == §,; ce qui montre que @(%)
contient (§ — §,)*~? en facteur. Ainsi :

1° La fonction ©(£) admet comme péles d'ordre un les valeurs de £
répondant aux branches simples de la courbe C qui passent par les
points doubles de la surface, et ces valeurs seulement ;

2° Elle admet comme zéros d’ordre p — 2 les valcurs de ¢ répon-
dant aux cycles d'ordre p que présente la courbe en ces mémes points
doubles. Les autres zéros de 9(&) sont (n° 3) d’ordre de multiplicité
pair.

8. Onne devra pasoublier, en appliquant ces résultats, qu'un point
multiple d'ordre n, @ tangentes distinctes, cst formé par n branches
simples; au contraire, un cycle d’ordre p comporte p branches & tan-
gentes confondues en une scule.

Application aux courbes de genre zéro.

9. Pour une courbe unicursale C, tracée sur la surface de Kummer,
on a évidemment

du + p dv = yO(%) d¥,

@(%) étant une fonction rationnelle du paramétre unicursal &, dont
chaque valeur répond & un point de la courbe et inversement,

Cette fonction ne peut étre identiquement nulle quel que soit g, car
on aurait tout le long de la courbe C, du = dv = o, c’est-ii-dire

u = const., ¢ = consl. ;

conclusion inadmissible, car & des valeurs données de u et ¢ corres-
pond toujours, sur la surface de Kummer, un point et jamais une
courbe : cela tient & ce que les quatre fonctions théta auxquelles sont
proportionnelles les coordonnées d'un point de la surface ne s'annulent
simultanément pour aucun systéme de valeurs de «, ¢.

Cela posé, pour que I'intégrale f VO (&) d& reste finie quel que soit &,

il faut que le nombre des péles de @ (&) surpasse de quatre unités au
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moins le nombre des zéros (on a préalablement effectué sur £ la trans-
formation homographique la plus générale, de maniére que § = = ne
soit pas un point critique de I'intégrale). Comme les péles, nécessai-
rement simples, de @ (%) ne peuvent correspondre qu'aux hranches
simples que présente I'unicursale aux points doubles de la surface
(n° 7), il en résulte que :

Il n’existe, sur aucune surface de Kummer, de courbe unicursale
ayant au total moins de quatre branches simples en des points
doubles de la surface.

Par exemple, il n’y a pas de courbe unicursale ne passant par aucun
point double; donc il n’existe pas de plan touchant une surface de
Kummer en trois points simples, de quadrique la touchant en neuf
points simples, ete.

10. Le cas d’une unicursale C présentant en tout quatre branches
simples en des points doubles de la surface mérite un examen; soient
14

Z1s £ 53, &4 les valeurs du paramétre £ qui répondent & ces quatre
branches; on a nécessairement, par ce qui précéde,

3
VE—§)...(E—E&)

du+¢gdv=a

tout e long de la courbe C, a désignant une constante. Comme p est
arbitraire, du ct dv sont de la méme forme, de sorte que du = k dv
sur C; I'¢quation de 'unicursale sur la surface sl donc

u = ke + const.,

k étant constant., Mais on reconnalt bien aisément qu'une courbe dé-
flinie par cette relation linéaire entre u et ¢ ne peut étre algébrique que
si les quatre périodes abéliennes de u — k¢ se réduisent & deux : on
est donc placé dans le cas elliptique. J'ai montré ailleurs (American
Journal of Mathem., t. XVI) qu’en ¢galant & une constante conve-
nable les deux quantités u — ke dont les périodes abéliennes sc ré-
duisent & deux, on obtient au total Auit courbes unicursales passant
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chacune simplement par quatre points doubles de la surface de
Kummer. Par suite : :

Dans le cas elliptique, et dans ce cas seulement, on peut tracer
sur la surface de Kummer des courbes unicursales présentant, au
lotal, quatre branches simples en des points doubles de la surface;
ers courbes, au nombre de huit, passent chacune simplement par
quatre points doubles.

Par exemple, le tétraédroide posséde huit coniques, situées deux
adeux dans quatre plans, ct contenant quatre points doubles chacune.

On conclut de I que, pour p = 0, 1 ou 2, il n’existe pas de surface
d’ordre n, passant simplement par p points doubles de la surface de
Kumner, et tonchant celle-ci ¢n 2n* — p + 1 points simples : la
courhe d'intersection scrail, en effet, unicursale, comme on le vérifie
aisément, cl aurait o, 2 ou | branches simples en des points doubles
de la surface, dont le nombre serait inféricur & uatre.

11. Passons maintenant au cas d’une unicursale C, présentant au
total plus de quatre hranches simples en des points singuliers de la
surface de Kummer; la fonction rationnelle ©(%) correspondante a
alors plus de quatre péles simples. Elle en a sic au moins, comme on
le reconnall, en opérant sur 5 une transformation homographique, de-
mamniére que le point 5 = = ne soit pas crilique pour I'intégrale

' ] VOBV,

Il en résulle qu'une unicursale tracée sur une surface de Kummer
non elliptique doit présenter en tout, aur points doubles de la sur-
Jace, siz branches simples aw moins.

12. Admetions d'abord qu'il y ait exaclement six branches simples,
répondant aux valeurs &, 5, .. ., & du paramétre € qui déterminc les

yoints de P'unicursale C : pour que 'intégrale [yO(%)d5 reste finic
I p q g

pour =1, il faut que O(), qui n'a que les six poles simples
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R R £,y m'ait que deux zéros, lesquels sont nécessairement con-
fondus (n°® 7), puisque, par hypothése, la courbe C n'a, aux points
doubles de la surface, qque les six branches (simples) considérées ici.
On a donc, tout le long de la courbe C,

3 l
du 4+ gl = - . “ o dz.

1) 4_’6)

Comme ¢ est quelconque, u et ¢ sont, le long de €, deux intégrales
hyperelliptiques de genre deux et de premiére espéce; en un point
de C, elles ne sont donc détermindes qu'a certaines périodes prés, que
nous dé¢finirons de la maniére suivante : Soient ¢ et ¢ deux intégrales
hyperelliptiques du méme type que et ¢ le long de la courbe C,

4 / . 3 /4
(3) u_/\( N4 »+" .z, ‘_/\/('_"’ Tl LW,

%) (5—%) --(:——5:,)

formant un systéme normal, c'est-i-dire admettant comme périodes
(uatre couples de quantités, de In forme (1, 0);5 (0, 1)3 (7,7); (%, 7).
Les intégrales u ct ¢, le long de C, sont des fonctions linéaires de
' et ¢, fonctions qu’on peut supposer homogénes, si 'on choisit con-
w'nablement les limites inférieures des intégrales

(1) =n'-+ur, =Nl 4w

In un point de la courbe C, «' ¢t ¢’ ne sont déterminés qu'a une de
leurs périodes pres, quelconque d’ailleurs; si ' ct ¢ augmentent
'une période, « et ¢ augmentent, cn vertu de (), de quantités
correspondantes. Mais u ct ¢ sont, par hypothése, les arguments hy-
perelliptiques d’un point de la courbe C, c'est-a-dive de la surface de
Kummer; ils ne peuvent donc avoir, en un méme point, que des va-
leurs différant entre elles d'une période des fonctions abéliennes lices
i la surface. Soit, comme au n°® 3, (1, 0); (0,1); (g, 2); (b, g ) un
systtme de périodes primitives pour u et ¢ sur la surface; les quantités
u et v définies par (4) augmenteront d'une période de ce dernier sys-
téme quand ' et ¢’ augmentent d'une période quelconque dérivée des
périodes (1,0); (0, 1); (o, %); (7, o).
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En d’autres termes, si'on considére « et ¢ comme deux variables
abéliennes, indépendantes entre clles, de périodes (1,0); (0, 1);
(5,%); (%, 7), les équations (4) établissent une transformation
entre les fonctions ahéliennes des variables « et ¢, admettant ces pé-
riodes, et les fonctions abéliennes des variables u et ¢, admettant les
périodes (1,0); (0,1); (g, t); (h, g’) : car, aux valeurs &’ + période,
« + période, les équations (1) font correspondre, d’aprés ce qui pré-
céde, des valeurs dela forme u + période, ¢ + période, c'est-a-dire
un seul point abélien u, .

Si nous admettons que les fonctions abéliennes en «, v (ouen «/, ¢')
ne sont pas singuliéres dans le sens que nous avons donné & ce mot
(Journal de Mathématiques, ¢ série, . V, VI ¢t VII), la transfor-
mation dont il s’agit est nécessairement une transformation ordinaire,
et il est aisé de déterminer son ordre.

13. L’équation dela courbe C, sur la surface de Kummer, est de
la forme O(u, ¢) = o, la fonction @(u, ¢) élant une fonction théta, aux
périodes (1,0)); (0,1); (g, k)5 (hy &), qui est nécessairement paire
ou impaire : autrement, en cffet, la courbe serait univoque (n” 6);
c’est-a-dire que u et ¢ seraient des intégrales abéliennes de premicre
espéce sur cetle courbe, qui, dés lors, ne pourrait étre unicursale.

Dailleurs, le long de C, «' et ¢ sont deux intégrales hyperelliptiques
de genre deus, aux périodes normales (1, 0)5(0,1)5 (7, 2); (7, 9'):
elles sont done lices, en vertu d'un théoréme fondamental classique,
par une équation (u', ¢') = o, en désignant par S(u’,¢’) une fonction
théta du premier ordre, aux périodes (1, 0); (0,1);(7,7); (%, 7) :
cette fonction est nécessairement paire ou impaire, car « el ¢ n’élant
simultanément définis qu’au signe prés le long de C, il en est de méme
de u' et ¢, dapris (4).

Cela posé, si la transformation définie par les équations (4) est
J’ordre n, ces équations font correspondre, 4 un point abélien «, v,
n? points abéliens «, ¢, dont les arguments différent de certains
n*¢ de périodes; on aura donc, d’aprés la théorie de la transforma-
tion, appliquée 4 la fonction O(u, ¢),

(5) O(uy0)=e"""5(t'y¢)5( + 23y’ + ;). .T(W 4 0,0, '+ Bys),
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en désignant par P(«, ¢') un polynome du second ordre en «/, ¢’ et
par %, By, ..., %3, B, des n¥mes de périodes convenables.

Or, on sait qu'une fonction théta d’ordre p en u, v a pour trans-
formée en «', v une fonction théla d’ordre pn; si p est I'ordre de
O(u, v), 'ordre du second membre de¢ (5), qui est évidemment n?,
devant étre égal a pn, on aura

n=p.

Ainsi la transformation que nous étudions a pour ordre I'ordre
méme de O(x, ¢), ou, si I'on veut, la moitié du degré de la courhe
O(u,v) = o, c'est-a-dire de C ().

14. On peut donc énoncer le résultat suivant :

Soit une surface de Kummer lie a des fonctions abéliennes

dérivant duradicel J(x — a,)...(x — a,); supposons qit’une courbe
unicursale, tracée sur elle, et de degré 2p, presente en tout six
branches simples aux points doubles de la surface, et désignons
par &, &y ...y &g les valeurs du paramétre unicursal correspon-
dantes; les fonctions abéliennes dérivées respectivement des deux
radicaux

V@ ay (e=a) et \@=5) (7 =5
sont lices par une transformation d’ordre p.

Nous reviendrons plus loin sur ce théoréme et sur sa réciproque, et
nous en ferons quelques applications.

13. Le cas d'une courbe unicursale ayant plus de six branches
simples au total en des points doubles de la surface de Kummer parait
moins intéressant. Le long d'une telle courbe, u et ¢ se présentent sous

(') Car, sur la surface de Kummer définie paramétriquement par le procédé
de M, Weber, la courbe 8 («, v) =0, o1 8(«, v) est une fonction théta, paire ou
impaire, d’ordre p, est coupée par un plan en {.2.2.p points; elle est donc
d’ordre 2p.
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la forme d'intégrales hyperelliptiques de genre supérievr i deus, el
comme elles ne peuvent admettre que quatre paires de périodes simul-
tanées, on a un exemple géométrique d'intégrales réductibles au genre
deur. Nous n'insisterons pas sur ce point.

16. Courbes de genre un. — 1l est aisé d'établir, en suivant les
mithodes précédentes, que, en dehors du cas elliptique, une courbe
de genre un, tracée sur la surface de Kummer, présente ¢n tout quatre
branches au moins en des points singuliers de la surface. Par suite, il
n’existe pas de plan tangent & la surface en deux points simples; pas
de quadrique tangente en huit points simples, ete.

Application aux courbes de genre deux.

17. Nous ne traiterons que des courhes de genre deuic (tracées sur
la surface de Kummer) ne passant par aucun des seize points doubles.

Soient C une pareille courbe; C’ une courbe plane du quatriéme
ordre, 4 un point double, lui correspondant point par point, et d'équa-
tion f(x, y) = o. Les différentielles du + ¢ dv prises sur la surface le
long de C onl pour expression le long de € (n*.3)

Vl"z‘(/‘z;’ .)') d.l,',

du+ gde =

F,(x, y) désignant le premicr membre de I'équation d’une conique
hiadjointe a (7', c'esl-a-dire ayant un point double au point double
de (7. La conique F,= o se décompose donc en deux droites passant
par ce point ¢l qui, de plus, doivent étre soit confondues, soil Lan-
gentes 4 C' (n® 8) : mais les tangenles mendées a &’ par son point
double sont au nombre de six, et I'équation simultanée de deux
d'cntre elles ne peut contenir de paramnétre arbitraire; comme F, (z, y)
doit évidemment dépendre du paramétre p, il faut que les deux droites
(qui composent Ja conique F,=o0 soient confondues. En d'autres
termes, du ct dv sont de la forme

(w—f-by-*-cdr
“y

Sy
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la droite ax + by + ¢ = o passant par le point double de C’; u et ¢
sont donc deur intégrales abéliennes de premiére espéce appar-
tenant a cette courbe,

Il en résulte qu'on peut séparer analytiquement, le long de C’ ou
de C, les arguments «, v et —u, —¢ qui correspondent 4 un méme
point; C est donc une courbe univoque, c'est-a-dire que son équation,
sur la surface de Kummer, s’obtient en annulant une fonction théta,
de u et ¢, quin’est ni paire, ni impaire.

18. Soicnt maintenant «’ et ¢’ deux intégrales ahéliennes de pre-
miére espéce, appartenant 4 C' (ou, ce qui revient au méme, 4 C) et
formant un systéme normal, c’est-a-dire ayant des couples de périodes
du type (1,0), (0, 1), (3,7%), (7,9); enunpointde C, &' et o’ prennent
des valeurs qui different entre elles d’une période, et cette période peut
éire quelconque. Comme Cest de genre dewr, u'et v sont, le long de
cette courbe, lintaires en &' et ¢’ :

(6) U=nNu' ps’ C=ANU A

D’ailleurs, en un point de C, u et ¢ prennent des valeurs qui différent
entre elles d’une période dérivée des périodes (1, 0), (o, 1), (g, k),
(h, g') lices aux arguments « el ¢ sur la surface de Kummer; il en
résulte que, #’ et ¢ augmentant d'une quelconque de leurs périodes,
uete, définis par (6), augmentent d’une des leurs. Par suite (n° 12),
les équations (6) établissent une transformation entre les fonctions
abéliennes de «, ¢, aux périodes (1,0), (0, 1), (g, k), (X, g'), et les
fonctions abélicnnes de o, ¢', aux périodes (1, 0), (o, 1), (3,7), (3, ).

Si la transformation est ordinaire, ce qui est le cas certain pour des
fonctions abéliennes non singuliéres, soit 2 son ordre; O(u, ¢) étant le
premier membre de I'équation de C sur la surface de Kummer, on a,
comme au n° 13,

(7) O(IZ, v)=el’(ll‘,";:_~(ul’ "/) %(lt'-i- {Z,, "/ +l@2) * '::‘7(“""" 7‘/&’7 ‘,/+ pn’)’

"ot 'on conclut encore que 22 est égal & I'ordre, p, de la fonction théta
9( u, o).
Dans cette équation, Z(«',¢') désigne, comme aun® 13, une fonclion

Journ. de Math. (¥ série), tome VL — Fase. IV, 1gor. 53
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théta d’ordre un, aux périodes (1, 0), (o, 1), (9, %), (7, 7'); mais cette
fonction n’est plus paire ou impaire, parce que 0 («, ¢) ne I'est pas.

Le degré de la courbe C est d’ailleurs égal & 4p, car le nombre des
zéros communs 4 O(u,¢) et & une fonction théta du second ordre
est 4p, et ces ztros ne sont pas deux & deux ¢gaux ct de signes
contraires, puisque ©(u, ¢) n’est ni paire ni impaire.

19. Complélons ces résultats par une interprétation géométrique.

Soient K la surface de Kummer initiale sur laquelle est tracée C, et
K’ une surface analoguc définic de la méme maniére 4 I'aide des fone-
tions ahéliennes en «’ et ¢'. En vertu de (6), & un point &/, ¢' de K’
répond un scul point u, ¢ de K, et un point de K répondent p? points
de K, puisque la transformation (G) est d’ordre p. Quand le point u, ¢
déerit sur K la courbe C, I’équation (7) montre que les p? points &', ¢/
correspondants décrivent, sur K', les p* courbes distinctes

S(,v)=o0, S(U+a,v+P3)=0, ..,

dont chacune, dés lors, correspond & C point par point. D'ailleurs, la
courbe $(«/, v') = o, ot S(&/, ) est une fonclion théta d’ordre un, ni
paire ni impaire, est la section de K’ par un plan tangent, et a pour
modules les modules mémes des fonctions ahéliennes liées 4 K’ ().

Observons encore (u’en désignant par o et § deux constantes, la
courhe définie sur K par I'¢quation @(u + o, ¢ + ) = o correspond
évidemment point par point & @(u, ¢) = o; c’est donc une courhe de
méme genre (deux) et de mémes modules que Cj; clle est aussi de
méme degré, 4 p.

Enfin, chacunc des courhes ©O(u + a, ¢ + ) = o, y compris C, est
Finterscction compléte de la surface K avec une surface d’ordre p (?);
en général, une telle intersection est de genre 2 p* + 1 et, pour qu’elle
soit de genre deur, il faut qu’clle admette 2 p*>~1 points doubles (ou
des points multiples d’ordre supérieur en nombre équivalent); la sur-
face d’ordre p touchera donc la surface de Kummer en 2 p? — 1 points.

(1) Journal de Mathématiques, 4¢ série, t, 1X, p, 112,
(*) Ibid., 1. IX, p. 135,



TRANSFORMATION ORDINAIRE DES FONGTIONS ABELIENNES, /|09

20. On peut donc ¢énoncer ce résultal :

Soit, sur unc surface de Kummer, une courbe de genre deux ne
passant par aucun des seize points doubles : cette courbe est de
degré 4 p; elle appartient a un groupe doublement infini de courbes
de méme degré, de méme genre et de mémes modules, également
tracées sur la surface et ne passant par aucun point double. Cha-
cune de ces courbes, y compris la proposée, st Uintersection com-
pléte de la surface de Kummer avec une surface d’ordre p, qui la
touche en 2 p* — 1 poinls; ses modules sont ceur de fonctions abé-
liennes lices, par une transformation d’ordre p, & celles qui défi-
nissent la surface primitive.

Réciproquement : Toule surface d’ordre p touchant la surface
de Kummer en 2 p*—1 points et ne passant par aucun de ses seise
points doubles, la coupe suivant une courbe de degré 4 p etde genre
deux, dont les modules jouissent de la propriété précédente.

Unc autre réciproque, 4 peu pres ¢vidente, est celle~ci :

Sotent K et K’ deux surfaces de Kummer transformées Uune de
UCauwtre par une transformmalion ordinaire d’ordre p, cest-é-dire
telles qu’c un point de K’ réponde un pointde K et, a unpoint deK,
p? points de X' 2 aux scctions de K’ par ses plans tangents corres-
pondent, point par point, sur K, des courbes d’ordre 4 p, de genre
deux, ayant toutes pour modules ceux des fonctions abéliennes qui
définissent la surface K'.

21. De cet ensemble de propositions résulte le théoreme général :

Les surfaces d’ordre p qui touchent une surface de Kummer en
2 p* — 1 points, c’est-a-dire la coupent suivant des courbes de genre
deux, et qui ne passent par aucun des scise points singulicrs, sc
répartissent en autant de groupes qilil y a de transformations or-
dinaires, non équivalentes, d’ordre p; chagque groupe est lié & une
de ces transformations.

Les surfaces d’un groupe sont en nombre doublement infini et
coupent la surface de Kummer proposée suivant des courbes de
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degré 4 p et de genre deux quiont les mémes modules : ces modules
sont ceux des fonctions abéliennes transformées, par la transfor-
mation qui correspond au groupe, des fonctions abélicnnes lies a
la surface de Kummer initiale.

On aainsi une représentation géométrique trés simple des transfor-
mations d'un ordre donné et des équations modulaires correspon-
dantes.

Par exemple, si p cst premier,il ya 1 + p + p*+ p* transforma-
tions non équivalentes d’ordre p (Hermite); nous aurons donc ce
méme nombre pour nos groupes de surfaces d’ordre p. Ainsi, il y a
quarante groupes de surfaces du troisitme ordre touchant chacune la
surface de Kummer en dix-sept points; quinze groupes de quadricues
tangentes en sept points, etc.

22. On peut rattacher & cette théorie les résultats donnés plus
haut (n® 44) & propos de certaines courbes unicursales. ,

Reprenons les deux surfaces de Kummer K et K’ introduites tout &
heure : aux sections de K'.par ses plans tangents correspondaient
point par point, sur K, des courbes de genre deux et de degré 4 p. Si
(w,¢) =0 est équation d’unc des scctions considérées sur K’, et
si @(u, ¢) = o est celle de la courhe correspondante sur K, on a (7)

O(u,v)y =c"""3(w, ) &(u"-*- Upy @ A Ba)y ooy T(W 4+ 0, o' + Bp2).

Parmi les sections de K’ par ses plans tangents figurent les seize
coniques de cette surface; soit 3, (u’, ¢') = o Pune d’elles. La fonc-
tion S,(u’,¢') est un des scize thétas normaux d’ordre un; elle est
paire ou impaire. On en déduit immédialement que la fonction @ («, ¢)
correspondante, que je désignerai par ©,(«, ¢), est aussi paire ou im-
paire; de plus, %,(«’,¢") s'annule pour six demi-périodes de u/, v';
d'oul'on conclut que 0, («, ¢) s'annule six fois pour des demi-périodes
de u, ¢. Plus exactement, la courbe ©,(u,¢) =0 a six branches
simples en des poinls doubles de K. Cette courbe est d’ailleurs de
degré 2 p, au licu de 4p, & causc de la parité ou de l'imparité de
0,(u, ¢); elle est unicursale, puisqu’elle répond point par point & la
conique (', ¢') = o.



TRANSFORMATION ORDINAIRE DES FONCTIONS ABELIENNES., 11

23. Réciproquement, toute unicursale de degré 2 p, tracée sur K,
ct présentant en tout six branches simples aux points doubles de cette
surface, appartient, comptée deux fois, & un des groupes de courbes
de genre deux ct d’ordre 4p rencontrés tout i I'heure. Car si

- 0,(u,v) = o est son ¢quation, je dis que les courbes

O,(u+a,0+p)=0

sont de degré 4 p ct de genre deu.r.

1° Elles sont d'un degré double du degré de 0,(u,¢) = o, car la
fonction @,(«, ¢) est nécessairement paire ou impaire (n°13) et la
fonction O,(u« + «,¢ +£) n'a plus cette propriété, tout en ayant,
comme fonction théta, le méme ordre que la précédente,

2° Elles sont de genre dew., car on peut établir entre les courbes
0,(U, V) =o0ct Oy(u + a,¢ + B) = o la correspondance

U=u + a, V=¢+8,

qui & un point u, v ne fait correspondre qu’un point U, V, et & un
point U, V fait correspondre les deux poinlsu=eU —a, v=cV —§,
¢ désignant == 1. D'ailleurs, ces deux derniers points ne coincident
que si U, V est une demi-période, ce qui se présente en tout six fois,
puisque la courbe 0,(U, V) =o0 n'a que six branches simples aux
points doubles de K : le genre p de la courbe @y(u+a, 0 +B)=0
s'obtient déslors par la formule de M. Zeuthen sur les genres de deux
courhes correspondantes, ce qui donne ici

2(p—1)=2.2.(0—1)+06, dol =,

24. 11 résulte de la et du théoréme du n® 14 que, pour obtenir les
modules de toutes les fonctions abélicnnes lices, par une transforma-
tion d'ordre p, aux fonctions ab¢licnnes qui définissent une surface de
Kummerdonnée K, on pourra procéder ainsi: on cherchera i déterminer
sur K les unicursales d’ordre 2 p qui présentent en tout six branches
simples aux points doubles de la surface; ces courbes se répartissent
en autant de groupes qu'il y a de transformations non équivalentes
d’ordre p. Si &, &,, ..., & sont les valcurs du paramétre unicursal
qui correspond, sur une des courbes, aux six branches simples passant
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par des points doubles, le radical V(x —&,)... (« —%;) donnera
naissance (n° 44) 4 des fonctions ah¢licnnes lies aux fonctions pri-
mitives par une transformation d’ordre p.

Transformations d’ordre trois,

28. Pour les transformations du troisitme ordre, on doit, d’aprés
ce qui préeéde, chercher les courbes unicursales de degré séz ayant en
toul six branches simples aux points singuliers. Or (Journal de Ma-
thématiques, 4¢séric, t. IX, p. 42), les courbes d’ordre siz se divisent
¢n deux grandes classes : celles de la premiére passent simplement par
six points doubles, celles de la seconde par dix. Les premiéres sont
donc scules admissibles. Elles sc répartissent (ibid.) en scize familles,
quadruplement infinies chacune, ct qui sont transformées 'une de
'autre par une des quinze transformations homographiques de la sur-
face en elle-méme (ces transformations font répondre & un point «, ¢
le point u + jpériode, ¢ + § période). 11 suffitdonc de considérer une
des scize familles : les courbes correspondantes sont (ibid.) les inter-
sections de la surface de Kummer K avec des quadriques menées par
unc desscize coniques, v. Une pareille courhe est, en général, de genre
quatre (ibid, p. 141); pour qu'elle soit unicursale, il faut qu’elle ait
quatre points doubles, distincls des points singuliers de K, puisqu’en
ces derniers points il ne peut y avoir, en lout, que six branches simples.
Ainsi, loul revient a délerminer, parmi les quadriques en nombre
quatre fois infini qui passent par la conique v, celles qui touchent la
surfuce de Kummer en quatre points (simples). Il y en a en tout qua-
ranle, puisqu’il y a quarante transformations non ¢quivalentes d’ordre
trois (n> 21, 24). En projelant la figure a partir d’'un des points
doubles de K, non situés sur v, on arrive sans difficulté 4 ce résultat ()

Sotent ABC et A'B'C' deux triangles circonscrils & une méme
conique; désignons par a,, a,, ..., a, les arguments des six cotés
considérés comme tangents & la conique.

(') Voir, 4 cesujet, notre Mémoire Sur les fonctions abéliennes singuliéres
(ce Journal, 5 série, t. V, p. 342-344).
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Il y a quarante courbes unicursales du sixiéme ordre passant
par les sommets des deux triangles et en outre bitangentes aux siz
colés; st &y ..., 5y sont les arguments unicursaux qui répondent
auxz six sommels sur unc de ces courbes, les fonclions abélicnnes
des deux radicaux

V(e —a)...(x—a,) et J(x=8)...(x —%,)

sont lices par une transformation du troisiéme ordre.
On obtient ainsi les quarante transformations non équivalentes
de cet ordre.

Transformations d’ordre deux.

26. Les courbes d'ordre quatre, sur la surface de Kummer ordi-
naire, sont les scctions planes et des biquadratiques dont chacunc
passe par huit points doubles (Journal de Mathématiques, 4 série,
t. IX, p. 79). Les quartiques ayant siz branches simples en des points
singuliers ne peuvent donc appartenir qu'a la calégorie des scctions
planes; et ce scront nécessairement les sections faites par des plans
contenanl trois points doubles. On doit rejeter les scize coniques qui
sont d’ordre deux el non d’ordre qualre; oril yaentout ;16 <1514
plans menés par trois des scize points doubles; parmi cux figure
chacun des seize plans singuliers compté 6 < 5 < 4 fois, puisqu'il
conticnt six points doubles; il reste done $16[15 X 14 — 6 X 5 X< 4],
ou 240 plans non singuliers contenant trois points doubles chacun.
D’ailleurs, ces plans sont transformés les uns des autres par les quinze
transformations homographiques de la surface en clle-méme, de sorte
qu'il n’y a & considérer que 240:16, c'est-a-dire quinze, d’entre cux.
Ce nombre de quinze est, comme cela devait étre, celui des transfor-
mations non ¢quivalentes du second ordre. Ainsi :

Soient K une surface de Kummer et A,, A,, A, trois de ses
points doubles non situés dans un méme plan singulicr; la section
de K par le plan A,, A,, A, est une quartique unicursale, ad-
mettant A, A, et Ay comme points doubles : les six arguments de
ces points sur U'unicursale sont les racines d’un polynome du
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sixteme ordre dont la racine carrée donne naissance ¢ des fonc-
tions abéliennes liées, par une transformation quadratique,
celles dont dépend la surface de Kummer proposce.

27. On peut donner & ce résultat une forme bien autrement élé-
gante.

Observons d’'abord qu’en vertu des propriétés générales de la sur-
face de Kummer, il existe un point double A, de cette surface, tel que
le tétraédre A, A, A, A, n’admette pour face aucun plan singulier de K.
" Dés lors, les six plans singuliers qui contiennent le point A, passent,
deux par deux, par les trois droites A;A,, AjA,;, AjA,, et coupent
le plan A, A, A, suivant six droiles tangentes &4 une méme conique (%),
qui est la section du conc des tangentes & la surface K ¢n A,. Les rap-
ports anharmoniques des six droites précédentes quatre & qualre sont,
d’ailleurs, comme on sait, les modules de K, c¢'est-i-dire ccux des
fonctions abéliennes liées & cette surface.

Cela pos¢, prenons, dans le plan A, A, A,, le triangle A, A, A, pour
triangle de référence, xy s = o; la quartique unicursale considérée
plus haut, admettant A,, A, et A, comme points doubles, est la trans-
formée d’une conique () par la substitution

aux points A,, A,, A, considérés comme apparlenant successivement
aux branches de la quartique qui s’y croisent, correspondent les six
points ou la conique (&) coupe les six ¢dlés du triangle de référence.
Ainsi, les modules des fonctions abélicnnes, liées i celles qui défi-
nissent K par la transformation quadratique du théoréme précédent,
sont les rapports anharmoniques, quatre & quatre, des six points o1
les cotés du triangle A, A, A, coupent (7).

D’un autre c6té, nous avons dit tout & I'heure que les modules des
fonctions abélicnnes liées 4 K sont les rapports anharmoniques des six
droites, tangentes i la conique (7), suivant lesquelles le plan A, A, A,
coupe les six plans singulicrs menés par A, : ces six droites sont ¢évi-
demment les six tangentes qu’on peut mener 4 la quartique unicursale
envisagée, par les points A, A,, A;; on vérific directement, par la
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Géométrie analytique, que leurs rapports anharmoniques quatre &
quatre, sur la conique qu’elles touchent, sont les mémes que ceux des
six tangentes qu'on peut mener 4 la conique (7) par A,, A,, A,. Par
conséquent :

Soit donné un radical J(x — a,)...(x — as); marquons sur une
conique quelconque (3) les six points qui ont pour arguments uni-
cursaux les quantités a,, a,, ..., a, et joignons-les deur ¢ dewr
par trois droites, de maniére & former un triangle T dont chagque
cdté contienne deux des six points et dont aucun sommet ne soit
surla conique. Il y a quinse parcils triangles.

Prenons maintenant le triangle polaire de T par rapport & la
conigue; sotent by, b,, ..., b, les arguments des six points ot ses
edtés coupent la courbe; les deux radicaus

Vi —a)...(x—a;) et J(w—0b)...(x~by)

donnent naissance ¢ deux systémes de fonctions abéliennes liés
Pun a Uautre par une transformation du second ordre.

Aux quinse triangles T correspondent ainst les quinze systémes
qui dérivent du systéme primitif par une transformation quadra-
ligue.

28. Analytiquement, cette construction conduit au résultat suivant :

Les quinze transformations quadratiques des fonclions abéliennes
dérivées du radical ya® + Ax®+...+ Lz + I sont li¢es respective-
ment aux quinze décompositions du polynome sous le radical en trois
facteurs du second degré.

Soit une de ces décompositions

(@ + P&+ ¢, ) (@ + paw + ¢,) (2° + Py + ¢4 )

le polynome du sixi¢me ordre qui donne naissance aux fonctions abé-
licnnes de la transformation correspondante est

[2*(p:—p)) +2(q:— ¢1) + P12 — P24
X [@2(ps— P2) + %(gs — ¢2) + P2qs — P1qs)
X [2*(py—ps) + (g1 — ¢5) + P31 — Pi 5]

Journ, de Math. (5¢ série), tome VII. — Fasc, IV, 1901, 54
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29. Terminons par quelques propositions relatives aux quadrigues
sept fois tangentes & la surface de Kummer. D’abord, en vertu de nos
théorémes généraux :

Ily a quinze groupes, doublement infini chacun, de quadriques
touchant en sept points une surface de Kummer K et ne passant par
aucun des seize points singuliers de cette surface; les quadriques
d’un méme groupe coupent K suivant des courbes d’ordre huit, de
genre deux, guiont les mémes modules; ces modules sont ceux d’un
des quinse systémes de fonctions albéliennes lices, par transforma-
tion quadratique, aux fonctions dont dépend la surface de Kummer
proposée.

Si 0y(u, ¢) = o est Uéquation de la section faite sur K par un
plan non singulier contenant trois points doubles de K, les courbes
de genre deux ci-dessus, appartenant & un méme groupe, sont
données par Uéquation ©,(u+ 0,0+ 3) =0, oit 2 et § désignent
deuzx constantes arbitraires.

D’aprés cela, les courhes 0,(u + «,¢ + ) = o0 onl sepl points
doubles; mais ces points doubles sont de deux espéces.

Qualtre d’entre cux ont pour arguments les solulions communes aux
deux équations Q,(uw+o,¢ +8)=0, O(—u+2,—¢+B)=o0:
ces solulions sont au nombre de 2. 2. 2, ou 8, puisque 0, («, ¢) est unc
fonction théta du sccond ordre; comme elles sont deux & deux égales
et de signe contraire, clles ne donnent bien que quatre points doubles
de la courbe O, (u + o, ¢ + §) = o.

On obtient les trois autres points doubles comme il suit. Désignons
par ®, @ une des trois demi-périodes qui annulent (doublement)
0,(u,v), cest-ii-dire les arguments u, ¢ d’un des trois points singu-
liers de K que contient la section plane ©,(%,¢) =o : il est clair que
le point d’arguments w — %, w’ — § sera un point double sur la courbe
0,(u +a,¢v+8)=o0. On trouve donc ainsi trois points doubles,
dont les arguments different de demi-périodes, ce qui conduit & de
nombreuses propri¢iés, faciles & ¢énoncer, de ces groupes de trois
points.

La courbe 0,(u + «, ¢ + ) = o étant de genre deux est hyperellip-
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tique et ses points sont, par suile, deux 4 deux conjugués. Si (u,v)
est un de ces points, le conjugué est évidemment (— 24— «, — 2% —¢);
les deux conjugués coincident si u + %, ¢ + 3 est une demi-période,
ce qui ne se produit que pour les trois points doubles de la seconde
espéce. Ces points, considérés comme appartenant successivement it
chacune des deux branches de la courbe de genre deux qui «'y
eroisent, sont donc les six points de diramation de cetie courbe.

—e— -



