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Sur les groupes quaternaires réguliers d'ordre fini.

Premier Mémoire : Généralités ct groupes décomposables;

PPan M. Leox AUTONNE.

Introduction.
Nommons

10 Substitution n — aire (binaire, lernaire, qualernaire, cte.)
la substitution lin¢aire, homogéne, entre les n variables 3,

-l .
8, = l:jz aj,,.:h‘, avee  Joh=1,9,...,n
A-

O
./ \
dyy Qpa voe Qo l(t., ver Uy,

S, = ses s s “o avee toese oo v %0;

Ay vee een Oy Qyy  oev Uy

2 @,, le groupe des s,;

3° G, tout groupe d’ordre fini contenu dans @,,;

4° 11, le probléme qui consiste & construire les différents G,.

Le probléme I, est résolu depuis longtemps par MM. Klein, Gor-
dan et Jordan.

II, a ¢té résolu par M. Jordan au Tome 84 du Journal de Crelle.

M. Jordan a montré aussi (Mémoire précité et Mémoire couronné
par I'Académic de Naples) que tous les G, apparticnnent & un nombre
de types limité, pour n donné. Abordant ensuite la solution de II,,
M. Jordan I'a poussée asscz loin et ne s’est arrété qu'au seuil d’une

Journ, de Math. (5° sévic), tome VII. — Fase, IV, 1got. 46



352 L. AUTONNE.
discussion arithmétique, ot il y avait des cas particulicrs & examiner
par milliers.

Le probléeme II, général défiera, & mon avis, encore longtemps les
cfforts des géoméLres. Aussi le présent travail apporte-t-il simplement
une contribution & I'¢tude de certains G, que j’ai nommés réguliers.
lls ont, pour propri¢ié caractérislique, l'existence d’un incariant
absolu commun.

Si les 5 sont envisagées comme des coordonnées homogénes d'un
point dans 'espace, les quaternaires réguliéres ont pour invariant com-
mun un certain complexe lin¢aire de droites, le complexe capital.

On trouvera dans mes Mémoires Sur Udquation différentielle
du premier ordre insérés au Journal de ’Ecole Polytechnique
(1% série : 61¢, 62¢, 63°, 64° Cahiers; 2¢ séric : 2° ct 3¢ Cahicrs) ct
aux Annales de ' Université de Lyon (1892 ), unc ¢lude géomélrique
détaillée des régulitres, d’ordre fini ou infini.

Je fais aussi usage, dans les présentes recherches, des mémes consi-
dérations géométriques, qui abrégent beaucoup les discussions de
pure algébre.

M. Jordan dit qu’un groupe G, est décomposable dans I'éventualilé
suivante : les n variables 3, convenablement choisics, peavent se
répartir en systémes s, conlenant chacun un nombre de 5 marqué par
le degré du sysiéme; alors toute s, de G, remplace les variables d'un
cquelconque parmi les sysiémes s par des fonctions lincaires ¢t homo-
génes des variables d’un autre systéme s'. Suivant la terminologic
adoptée, s, fait succéder s’ i s. 1 est évident que s et s’ sont du méme
degre.

Dans le présent Travail, aprés quelques explications générales sur
les groupes quaternaires G, réguliers et d’ordre fini, je conslruis lous
les G, décomposalbles.

Cette recherche, comme on le voit au cours du présent Travail, sc
raméne aux principes de M. Jordan par une discassion géoméirique
relativement facile. Par contre, comme le montrera un Mémoire ulté-
rieur, la construction des groupes indécomposables exige, en outre,
des méthodes spéciales.

Voila pourquoi la mali¢re du présent Travail est netlement cir-
conscrite.
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En ce qui concerne les groupes décomposables, voici I'énumération,
pour un choix appropri¢ de variables :
On trouve d’abord deux types & existence ¢vidente @ priori.

I.
G, provient de régulicres
aqy a,,n, -’i- Uyt y
Ly OV T
L= »
Sy Uyl Uyl
avec
Ay Uy, I Qyy gy |
= =1
| !
@y Uyy | Uyg Gy |

ol les groupes P’ et Q dérivés respectivement des binaires
\ .
Usy Gy Uy Uy,
ct )
Uay g Usg gy

IL.

sont d’ordre fini.

On combine un groupe A du type I avec une réguliére unique

&y bygws+ by,
% byyiy+ by, 22,
W =
Ly by, ~+ byy
z, bz, + by,
ol
b“l b'li b:H b32
= — 1.
| 0,4 [’-34 bu bu

X cst permutable & # ct contient w?. Les groupes P et Q ci-dessus
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sont transformés 1'un dans 'autre par les binaires

(bm bu) ‘ (l’:u by2®
ct )
NZTR Y by by
Viennent ensuite deux types qui admettent une quadrique inva-
rianle, x,x, — x,x, = 0.
1.

Le groupe provient de réguli¢res

!
€y A+ Qi ay !
&Ly Fhyy Xy —+pdy, Ly l
b= i
&y Ay Ly + Ay Ly l
s Flyy Ty, Ty
ot
ai‘ a|3 I .. oy
o' = | = racine de I'unité,
Ay Ay |

le groupe binaire des substitutions
A
(an (6,3)
A3y Qa3

IV,

¢tant d’ordre fini.

l.e groupe s'obtient en combinant un groupe A du type 111 avec
une régulicre unique

Loz, bygxy+ by, i
x,  abyx,+ bz, |

w= Ly byyey+ by,
€, ob,,x,+cb,,x, l

=—qg".

‘ bl2 blvi
by by,




D
<
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A contient %? et est permutahle i w,
Le dernier type de Pénumération est d’ordre quarante-huit ct iso-
morphe au groupe général des déplacements entre quatre lettres.

V.

Le groupe s'obtient en transformant le groupe irrégulier dérive
des trois substitutions

T H !

i ~y ~9 | ~y 2 ~y ’.'| i

. 1 1

H i 1

| - - — - -

. :a " I 02 d{ I 02 lds ! . .
| P R | (Frr=0),
| 73 = } Sy —~ 3o | i3y - Sy

LSy 1 Sy 3y | DSy — 13|

par la substitution

' 3, LT, 4T, J
5, @, +=0%,+ <0, 1 ( ’zis
| B —_—
: » . - = ( —_ ("’ ( — 3
3, -+ aley 4+ 500, =002 0=0 )’

(1]

(ui réintroduit les variables z, analogues & celles des quatre premiers
Lypes.

On voit que (sauf pour le Lype V, dont la structure est parfaitement
déterminée) dans 'expression des groupes décomposables ne figurent
Jamais que des groupes binaires et jamais ternaives. Ce résultat est
précicux ct voici pourquoi : en vertu des méthodes de M. Jordan, la
discussion des groupes indécomposables est fondée sur celle des
groupes décomposables. On se trouve donc affranchi, pour le pro-
bleme général des G, réguliers, de I'incertitude qui subsiste encore
sur la liste complite des groupes ternaires d'ordre fini.

Un travail ultéricur scra consacré aux groupes réguliers d'ordre
fini indécomposables ou généraux.
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CHAPITRE I.

HREGULARITE ALGEBRIQLE.

i. Considérons une substitution s, linéaire » — aire (binaire, ter-
naire, quaternaire, ... ), c'est-a-dirc 4 n variables homogénes, savoir :

Xy Za“jfl/'j
j

le déterminant des n* constantes «;; ¢tant = o.
Je nommerai A = o ce déterminant el poscrai

$p= (Ey Jy=1,2y ..., 1),

JA

l)(t,'}'

A,’jz

Pour plus de commodite, dans divers cas, on désignera s, par plu-
sicurs notations différentes :

ay Qyy oo Gy
Sy = vee ese e eas =(aij)'

a/cl all:: e a/m

Si 'on nomme s,[ ] ce que devient par I'eflet de s, unc fonction
homogéne P des x;, on aura

Sy [-l/"] =2a"j.'lfj
J

et 'on pourra éerire A
so=|w; . 8%

2. Nommons transposée s, de s, la substitution
! !
= (aji) = (alj)‘
Soient -, ¢t v deux 8, quelconques, on vérifiera sans peine que

(o) = W' b’
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la transposée d’un produit est identique avec le produit des trans-
posées des facteurs pris en ordre inverse.

Par suite (')~ = (W'Y 2 la transposée de Uinvcerse est ineerse
de la transposée.

Cest d'ailleurs évident, car si A = (a;;), ona

A =(aji)7 AT =(A_‘A“j),
A = (A" Aj,»), (‘7‘!—')’= (A—‘AU)'

9. Prenons maintenant une quaternaire
A= (a,;) (i, j=1,2,3,4),

le déterminant A des «;; ¢lanl =£ o,
Je dis que v cst régulicre si A admet pour invariant la forme hili-
neéaire

Loy, «,

Ya Vs

des huil quantités quelconques z; et ;. Autrement dit, unc régulicre
doit reproduire (2y) 4 un facteur constant prés.
Cherchons les condilions de régularité.

Ly Ey

()=
Yi Y

%. Avec les notations dun® 4, on a

poary |l — e, ar b

Al(zy)] —EZJ,,'} Ay = Qo ;= GGy @iyl
i

Posons

Qe Qyj Qyi  Gyj

’

)=

e )=
Gy Uy Qi Qs
pii=—pi= () — (Y,

avee les relations connucs

0=12)(34) + (23) (14) + (31)(24) = (12)'(34) +...
(12) (34)"+ (23) (14) + (31) (24) + (12) (34) + (23) (14)
+ (31)'(24) = A.
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11 viendra
Ay ) =Nz y;pise
Mais te
(-’Q”)=§‘//’)’j

avec
Uy= — Ty, Uy =1, Uy = 1y, U, = -=.1y.

On doit donc avoir
inl)ij= Mu,,
i

c’est-d-dire le systéme

(1)

(par+ M)z, + p,, Lyt Py £y =0,

(pia— M), + Pas Zy4 Pa xy=0,
Dis 2y Pay €, + (psy— M), =0,

Pis Ly+ Pay Ly 4+ (Pys+ M)y x, =0,

Le déterminant des coefficients des x dans le systéme (1) est gauche
et 'ona

o= (pu+M)(piu— M)+ piapis+ PasPa

=—M?+ M([’m""[’zq)""[’ml)m""”a

Pai Py .= 1(12) = (12)11(34) — (34) | +...

= (12)(34) +...4+(2) (34) +...— (12)(34)Y — (12)(34) ...

=—A.

Finalement _

M:—~MKe+A =0
avec
K= (12)—(34) — (12) + (34) = pra— Pss-

Les quatre égalités du systeme (1) sont des identités en x5 il vient

0= P = Pu= Py =Pss =P+ M=p; - M.
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On tire de la
‘p.,—(lz) (12 = M(

) | pou=(3) — (38Y =—M |
) (12Y=(12) - 1\”
) (3= (34) + M|
(23)=(23),  (14)'=(14),
" @B1Y=(031), (24)=(=24%).
L'égalité
. (12) (34Y + (23Y (14) + (31) (24) =0
devient

o =[(12) — M][(34) + M] + (23) (14) + (31) (24) = M(M —

K=(12)—(3%).
On ne peut avoir M = o puisque

0=N12—M(P‘2_p3,ﬁ)+A avec A#O.

Donc, sous le bénéfice de (2),
M=K, p.—p.=2M, M2= A,
et, sous le bénéfice de (3),
(12)=(34),  (34)=(12).
5. En résumé, les conditions de régularité sont
(12y=(34),  (3Y=(23), (31Y=(r,
Gay=(12),  (4y=(18),  (26)=(24).

& multiplie I'invariant (zy) par le facteur

K = (12) — (34) = A%,

racine carrée du déterminant de .

359

K),

6. Nommons, avec M. Jordan, singuliére p, toute quaternaire (ou

Journ. de Math. (5 séric), tome VII. — Fasc. 1V, 1gos. /l7
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méme toule n — aire) qui multiplie toutes les variables par un méme:
facteur ¢. Toulte singuliére est & la fois réguliére et échangeable & une
(juaternaire quelconque.

Si la régulicre A = (a;;) multiplie I'invariant (zy) par le factear
K[K?=A, & = déterminant de .1 ], la réguliére ;& = (g ;) mulli-
plie (xy ) par ¢2K. Le déterminant de p.b est

¢'A=(K).
P 1

Si donc je choisis pour g lavaleur K * ou A *, la réguliére ¢4 aura
la double propri¢té :

1° D’avoir 'unité pour valeur du déterminant;

2° D’admettre («cy) pour invariant absolu.

Toutes les réguliéres que je considérerai dorénavant posséderont,
par hypothése, les propri¢tés qui viennent d’étre dites. On supposera
toujours

l\=<l2)—-(‘}{)=1\=]
7. En définitive, nous éerirons pour conditions de régularité

(r2) —(34) =1 )
(0) < (r2)y=(34), (23Y=(23), (31y=(31) .
Gay=(2),  hy=0f), (2hy=(s1)]

Si I'on a satisfait aux deux derniéres ¢quations des deux derniéres
lignes du systéme (o), 1'égalité identique

(12) (34 + (23) (14 + (31) (24) =0
se réduit, sous le hénéfice de (12)(34) + . .. = o, a I'identité
(12 (34) = (12) (34),
et il suffit de satisfaire 4 I'une des deux premicres équations des deux

dernicres lignes du systéme (o) pour satisfaire & Pautre équation.
Les sept conditions du systéme (0) se réduisent & siz distinctes.
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La réguliére géncrale comporte dix paramétres; il y a dans P'espace:
«='* riegulicres.
I y en aurait %'*, siF'on n'astreignait plus xy & éire un invariant
absolu.

8. Nommons ¢ la réguliére

e=|u, w, o, xy =y —ay ayly

52

= | — u; P = singuliére,

et A la transposée de A, (n° 2).
Les conditions de régularité expriment que

Ayy —Uyy —dy, a,y
e —y, yy Ay —dyy g
— Uy Ay Ay _aszs\
\ Uy — My — Ay, Qyy |

De la
Uy, lpy+dyy+a,, =N, + ...+ A,

et I'équation caractéristique

I au_? ay, ay oy, l
dyy gy — 7 Ay Uy,
Az)= =
] @y Uy Uyn — ¢ Ay,
‘ a4y iy iy o —p

avec

est réciproque.

9. Sideux réguliéres & et ¥ admettent (y) pour invariant, il en
est de méme pour le produit Aw. Donc les régulicres forment un
groupe, le groupe régulier.

Le but principal de ces recherches ¢st de construire les groupes
réguliers d’ordre fini.
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Soit G un pareil groupe, construit, comme il est stipulé au n° 6,
pour (zy) invariant absolu. G contiendra un faisceau @ de substi-
tutions singulitres.

Si I'on n’astreint plus (xy) & étre un invariant absolu, cela revient
(n® 6) & multiplier chaque réguliére de G par une certaine singuliére.
I.a constitution du faisceau ® subit scule une modification.

Soit, pour (xy) invariant absolu, une singuliére

| ; px;: |7
il faudra avoir 9?2 =1; ® contiendra une ou deux régulié¢res, savoir
4 3 ’

'unité et
K= Iw" —-w,-[.

CHAPITRE IL.

REGULARITE GEOMETRIQUE.

10. Dans un cspace ordinaire ¢ 4 trois dimensions, prenons des
coordonnées homogénes, i =1, 2, 3, 4,

coordonnées-points z; d’un point

coordonnées-plans u; d'un plan u

La valeur absolue des coordonnées sera donnée par les relations

les coefficients numériques ¢; et /; étant arbitrairement fixés une fois
pour toules.

Si une droite g de ¢ est I'intersection de deux plans a et &, g aura
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pour ses six coordonnées-plans homogénes les six déterminants

a a;

b, b;
(12)(36) + (23) (14) + (31) (26) = o.

Si g passe par les deux points a et b, elle aura pour coordonnées-
points homogénes les six déterminants

rpl —
fyj=

a; a;

b b

3

i
{

-

Pour une méme droite, les coordonnées-plans {ij| et les coor-
données-points | ij |° satisfont aux relations

11. Tout cela rappel¢, nommons capitale toute droite pour la-
quelle on a

12| —={34l=0 ou |12{°—|34{°=0.

Le lieu des capitales est un complexe linéaire capital dont I'équa-
tion s’écrit

l12} —1341l=0 ou {12{°—}34{°=0.

La théorie générale des complexes linéaires nous apprend que les
droites capitales

situées dans un plan M, passent toutes | passant par un point m sont toutes si-
par un méme point m, centre de M. tuées dans un plan M, plan central
de m.

Le centre du plan « est le point £

Ugy —Uyy —Uy U
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En effet, si y estun point de , on a pour la droite y

Y e

u, —u,

Pareillement le plan central du point « a pour coordonnées
Xy —Lyy, —Ty Ly
Si m est le centre du plan M, on a
M;# e[m;],

¢ élant la substitution ainsi désignée au n° 8 ct les crochets [ ] ayant la
significalion marquée au n° 1.

12. On sait aussi que les droites de I'espace & sont deux i deux
(g ct g') conjugudes par rapport au complexe capital.

g’ est le lieu des centres pour les plans passant par g (et récipro-
quement). '

Une capilale coincide avec sa conjuguée.

Si g est l'intersection des deux plans @ et , le plan M de coordon-
nées a;+ (b; tourne autour de g quand . varic. Le centre m de M a
pour coordonnées

m,=a,+ b, —my=a, + pb,,

—my=a,+ pb,, m,=a,+ wb,.

Le licu du point m est une droite dont les | /j,° sont les d¢terminants
de la matrice

a, —a —a, a

by —0b, —0b, b,

’

On a donc pour les coordonnées-plans | ij | correspondantes

deg 134} || |23 |4} {31] |4
deg |12f 136 |23} 114 [31] |4

)

i
[
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13. Nommons ;

¢ le tétraddre de référence;

T; laface #;=odc¢;

%; le sommet de & opposé i la face T;;
Iapdte 7. = g, —

gij Varbtez;=x;=odce.

On voit immédiatement que :

£z €t g4, sONL conjuguées et non capitales;
Lu3r 1oy Eavy o 0Nt capitalesy
.y %2y Ty %4 SONtrespectivement les centres des faces T, T,, T, T,.

Pour éviter des redites, nous conserverons constamment les nota-
tions du présent numéro.

Je nommerai (étraédre normal 3 tout tétraédre ot deux arétes
opposées sonl conjuguées. Les quatre aulres sont alors capilales. Le
tétratdre de référence & est normal.

14. Si je fais (ce qui m’arrivera quelquefois) usage d’un tétracdre
de référence qui ne sera pas foreément normal, les coordonnées-points
seront désignées non plus par x; mais (afin d’avertir le lecteur ) par s;.

13. Nommons courbe intégrante toule courbe ayant ses tangentes
apitales. Les intégrantes sonl évidemment caractérisées par la rela-
tion infinitésimale

de, du, de, dx,

(wdr)= —
&y Xy

=o.
&£y £y

Soient ¢;(xy, z,, 2y, 2,) quatre fonclions homogénes de degré quel-
conque A. Nommons A la substitulion géométrique qui remplace le
point  par le point y, des coordonnées y, = 4,;9,', 9,=2Z¢% (10),
de fagon (jue ey = y,=1. A s’¢erira par le symbole

A=z, 9]

A sera régulicre si clle change une intégrante quelconque en une
aulre intégrante.
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Je vais montrer que cette définition géométrique de la régularité
conduit, pour A =1, précisément & la régularit¢ algébrique, telle
qu’elle est définie au Chapitre I.

16. Pour la régularité géométrique, il est nécessaire et suffisant
que la relation (y dy) = o soit la cons¢quence de (zdz)=o. Les
différentielles da; sont quelconques, sous la condition unigue

dz,=Zedx =o.
Posons
o= 22
Ti 0.1:;
d’ot (th. d’Euler)

Me=Xum; et dy=3g,dz;.
7 J

Ensuite dy; = 9,° |9, dp: — ¢:d%,}, puisque y; = 9,9;", ct

(ydy) =9,"(9d%).

Posons
vy P Puj P P .. o,
@=| ¥ ] (ijy= ] ?’] pu=(if) ~ (4
2 P2 Pri Paj
il viendra

(ydy)= ;;-3 DAz 029 1 = Pubej — urgoj+ F0iduj]
if .

Ex, da; pyy EU,dx,
= Yy .

—
iH H

Celte expression linéaire et homogéne en dz; doit étre une combi-
naison linéaire et homogéne de (xdz) et de dz,=Zedz. 11 doit
exister deux fonctions M et ¢ des z; telles que I'on ait identiquement
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entre les dz;
LUde =M(xdx)+ pZede,
U= Mz, + gy
Uy=— Mz, + e,

(1) v Up=Xapj
i

Uy=—Muz, +¢e,
Ui= Muy,+ze, )

v

L'expression Uz == o0 comme proportionnelle & (99);
Yer=uw,=1.

L.e systéme (1) fournit donc

o=XUx =z, d’otl p=o.
On retombe sur un systéme analogue au systéme (1) du n® £ ct l'on a

¢neore
M2 — MK®+ @ = o,

® étant le déterminant des g, c'est-a-dire le jacobien des %, ct
Ke=(12) — (34) — (12)" + (31)".

17. Lorsque A =1, les 9;; sont des constantes ainsi que @ el Ky
M est aussi une constante. Chacune des cuatre relations du systéme (1)
du n 16 rveprésente un plan. Or z est quelconcue dans P'espace et
chacune des quatre égalités devient une identité entre les ;. Le calcul
s'achéve comme au Chapitre I et I'on trouve les mémes conditions de
régularite. C. 0. k. D,

18. 1l est évident qqu’une régulicre & change :

Une capitale en une autre capitale;

Deux droites conjugudes en deux aulres conjuguées aussi ;

Un tétraédre normal (n°43) cn un tétraédre normal;

Un systéme form¢ par un plan ct son centre en un systéme ana-
logue, cte.

Journ. de Math. (5 série), tome V1I. — Fase. IV, 1gor. 48
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19. La réguliére & effectuée sur les coordonnées-points x; dans
I'espace ¢ se traduit sur les coordonnées-plans u, par I'inverse &™~' de¢
la transposée (n°2). Mais, le point @ étant le centre du plan u (n"11),
nn a

Uy =%y, Uy= -z, Uy=—&,, Uy =&y,
c’est-i-dire u;=¢|«;] (n 1 et 2). Il faut done avoir forcément
A-'=¢e"ng,
comme nous le savions déja (n° 8).

20. Au point de vue géométrique, la multiplication de la régu-
liére & par une singuli¢re (n°6) quelconque est une opération indiffé-
rente. Je supposcrai dorénavant Loujours (comme aux n* 6 ct 7) que
les sept conditions de régularilé sont

‘ (12)' = (34%), (23)Y=(23), (31)Y=(31)) (dontsix
C(34)=(12), ()Y =(14),  (24)=(24)) distincles
(12) — (34) =1 sculement ),

el que l'invariant (zy’) du Chapitre 1 est absolu.
Une singuliére
TR

donne simplement A% =1. Nous envisagerons donc une seule régulicre
singuliére autre que 'unité, ¢’est

’=|w; -l
Au point de vue géométrique, 3¢ se confond avee la subslitution unité.

21. La construction des groupes réguliers d’ordre fini sera pré-
cédée par I'établissement de diverses propositions géométriques qui
onl Iavantage d’abréger les discussions purement algébriques. Ces
proposilions sont, d’ailleurs, le développement des théories du présent
Chapitre.
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CHAPITRE III.

CHOIX DL TETRAEDRE DF, REFERENCE.

22. Soient P et P’ deux figures analogues de ’espace (deux plans,
deux points, deux tétraédres, etc.). S'il existe au moins une réguliére A
qui transforme P en P, A~', aussi réguliére, transformera P’en V.

Nous dirons alors que les deux figures peavent étre réguliérement
amendes Uune sur l'autre.

23. Tout tétracdre normal (n° 13) WM peut étre réguliérement
amend sur le tétraédre de référence .
Soient

Pi=zp¢'j-7/'j= o Gj=1,2,3,4)
Jj

les équations des quatre faces de Y.

Nommons P, =P, =0 et P,= P, =o les deux arétes conjuguées;
on aura, en posant

Pii P , Psi Psj
q4ij= ’ ij= )
P2 Paj P Psj
les relations suivantes (n° 12) :
(o) ’/_'uz’lﬁ_—__-l'»_t:’/_'zz___’_l;_@:ﬁz.___;,
7in 712 T3 2 23 e !

[La substitution quaternaire A = (a;;) = (r;p,;), ou les r; sont des
constantes, change & en ¥ ; A~ change # en &, et tout cela quels que

soient les paramétres 7. lixprimons «que la quaternaire & est régu-
liére. 1l viendra

(fy=riraqiyy  (G) = rarigy.

Les conditions de régularité¢ sont ainsi, sous le hénéfice des
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relations (o),

((2)I=":".sq'|g=(3~/l)="|"2?as="s"a?q:u9
GaY =1y = (12) =1y, = 1yr,6 ¢,
(23y=r Gy =(23)=r,r 223 = "3’s ¢ Y239

¢'est-a-dire

h) N ~ > >
0'—-'[!2’4:9359:{[%’4"—:’[” =319 =149,
N
O=Iry— s
b

La condition ¢ =o est suffisante; elle est aussi nécessaire, car un
au moins des ¢ n’est pas zéro. C. Q. ¥. b

24. Un corollaire évident est celui-ci : Les dicers tétraédres nor-
mauzx de ’espace se permutent transitivement. Un quelconque peut
étre réguliérement amené sur un quelconque. Si une réguliére super-
posc & lui-méme un tétraédre normal et en permute les quatre
sommets 1, 2, 3 et 4, les déplacements des quatre sommets ne sont
pas quelconques. Si 12 et 3% sont les deux aréles conjuguces, I
groupe des déplacements ne contiendra aucune substitution ternaire
ct se réduira aux huit substitutions dérivées de

(12) (34), (13) (24) et (12} (3) (4).

25. Tuconime. — Deux droites conjuguces quelconques d,, ot
dy, peuvent loujours étre réguliérement amnenées sur les arétes g,,
el gy, du létraédre de référence .

Soient
N, et N, deux plans quelconques passant par d,,,
N:, el N, » » du.
n, le point ot N, coupe d,
n, » N, » ds,
n, » N, » d,, ’

n, » N3 » d‘ 3
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Ny N2, N,y N, auront respectivement n,, 1y, 1,y n; pour centres
(n° 13) et le tétraédre ¥ des quatre points 7 sera normal, ¥ pourra
réguliérement étre amené sur €. Alors d,, ¢t d,; viennent réguliére-
ment sur g,, ¢t &,, ou sur g,, et g,,. Dans le dernier cas, on permu-
tera réguliérement (n° 24) g2 et g,,.

26. Deus capitales quelconques d,, et d,, qui se coupent en un
point ny peuvent toujours étre amendes 1égulicrement sur les aréles
capitales g, et g,, (n° 13) du télracdre de référence qui se
coupent au sommel <.

Soit N, le plan de d,, ¢t d,,. N, aura n, pour centre. Menons par 1,
une droite quelconque d,, non capitale; la conjuguie d,, de d,, sera
située dans Je plan N,. Le point #,, quelconque sur d,,, aura son plan
central N, passant par d,,. d,, rencontre d,, et d,, aux points n, et n,
ayant respectivement N, ct N, pour plans centraux. Le tétracdre ¥
des quatre points z est normal et vient réguliécrement sur €. Le raison-
nement s’achéve, 4 'aide des n”* 2 ¢t 24, sans peine.

On peut dire aussi que deux capilales donnies qui se coupent
viennent réguli¢rement sur dews capitales données qui se coupent
aussi.

27. Deux capitales quelcongques d,; et d,, qui ne se rencontrent
pas viennent réguliérement sur les aréles g, , ot g,, de €.

Soit d,, une droite non capitale qui rencontre d,, en s et d,y en ;.
La conjuguée d,, de d,, rencontre d,; en n, et d,, en n,. Le tétraidre

des quatre points n sera normal. Le raisonnement s'achéve comme
au n* 26.

28. La construction des groupes réguliers généraux fera I'objet
d'un Travail ultérieur. Dans le présent Mémoire, on se bornera &
traiter une classe, asscz ¢tenduc d’ailleurs, de groupes réguliers : les
groupes décomposables.
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CHAPITRE 1V.

GEXERALITES SUR LES GROUPES DECONMPOSABLES.

29. Soit S, un groupe d’ordre fini, constitué¢ par des n-aires (c’est-
a-dire par des substitutions linéaires, 4 n variables homogénes).

Admettons que les variables, convenablement choisies, puissent
étre répartics en systémes 8,, 8,, ...y 84, .- .y %5 ..., ayant la propriété
suivante : Chaque n-aire de S, remplace les variables de s, par des
fonctions linéaires homogeénes des variables de s5,. s, et s, doivent
évidemment contenir le méme nombre de variables. M. Jordan dit
alors que le groupe S, est décomposable, que chaque n-aire fait
succider un systéme s, au sysleme ;.

Les déplacements des systémes s forment un groupe, lequel ne peut
étre transitif qu'entre systémes ayant un méme nombre de termes.

30. Pour n = 4, on écrira S simplement pour S, et 'on ne pourra
faire que les diverses hypothéses suivantes :

Deux systémes :
Hypothése |2, 2| : deux systemes de deux lettres;
Hypothése |3, 1] : trois lettres et unc lettre.

Trois systemes :
Hypothése |1, 1, 2| : une lettre, une lettre, deux lettres.

Quatre systémes :
Hypothése } 1, 1, 1, 1] : une lettre par systéme.

Je vais montrer que les cas 13, 1! ct 1, 1, 2{ rentrent dans lc
cas 12, 2}.

Je désignerai par la caractéristique s, conformément au n° 14, les

variables convenablement choisies sur lesquelles peuvent s’effectuer
les diverses répartitions ci-dessus indiquées. On a

si=2Xe¢jx;, = consl.;



GROUPES QUATERNAIRES REGULIERS D’ORDRE FINI. 373

or il n'est nullement évident que le tétraédre des quatre plans 5,= o
soit normal, comme est normal le tétraédre des quatre plans ;= o.

31. Prenons le cas |3, 1] et écrivons, par exemple, pour la régu-
licre &4

! % @, 5+ dy,5,+a,35; !

| 3, @y 3, + @y, 5+ Uy, 5,
Jo=; , , , .

L3, Ay 3+ Uy 5,4+ Ay, 3,

l % a;s‘-’i !

& laisse fixes :
le plan P, =, = o, ct aussi (par régularité) le centre p de 1?;
le point ¢, 5,=z,=23,=0 (non situé sur P), ct aussi (par régularité)

le plan central Q de ¢.

Les droites d,,, qui joint p a ¢, et dy,, qui est U'intersection de P
avec (Q, sont conjuguées sans étre capitales.

A laisse fixes les deux conjugucées d,, ct d;,, que 'on peat amener
régulicrement sur g, ct g,, (n® 28). Alors .1, laissant fixes g, ¢t g,.,
devient, rétablissant la caractéristique z,

a U2y Uyt y l
Lo Ugyty = gy iy ‘
Ly Cygely =+ (hy iy
Ly Uyyoliy = Ay Ly

On rctombe sur le cas | 2, 2.

32. Prenonsle cas | 1, 1, 2|. Supposons les trois systémes compye-
nant respectivement z,, 3, et, enfin, 3, ct 5,.
Il viendra pour une régulicre

o Q3+ 33,
3, 3, A4 Uy 3,

H
::J uilﬂs:’

~y Ay 5y
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ou bien
<y a, s+ a3,
%3 TR R PY
’
<3 343,
= Qi3 2,

¢t I'on retombe encore sur le cas { 2, 2.

33. Les scules hypothéses & examiner pour les groupes décompo-
sables sont donc
fo,20 et Yu,0,1,10

Pour le cas ) 2, 2/, nous aurons les deux systémes :

s, formé par les deux lettres =, ¢l z,,

S, » » el s,

Le groupe régulier G5 contiendra un sous-groupe A formé par les
o réguliéres

7 Uy 3+ Ay 3, I
Sz Uy 34+ Uy 5y

= 3
Ss Uy3 33+ Uy, 5,
’ 3y Qyg3y+ Uy, 3,

qui laissent s, ct s, immobiles. G s’obtiendra en combinant X avec
une réguliére unique
< byazy+b,453,

buyzy+ a5, I
Sy b3, + b4y 3, |t

= D3+ b3,
(ui échange s, ets,. A est permutable 4 .

34. DPareillement, dans le cas | 1, 1,1, 1,1l y aura quatre systémes
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formés chacun d’une lettre s,, 3,, 3, ou 5,. Toutes les régulitres
de G raménent sur lui-méme le étraédre Z des quatre plans 5;,= o,
[=1,2,3,4.

G contiendra un sous-groupe A formé par w régulicres canonicques

A= l:‘ a,:,l.
-4 sera permulable & des régulicres
W = l -y b"Zj I.

G contiendra mo réguliéres, m étant un diviseur de 24 et l'ordre
’ |
du groupe
i Jl

de déplacements entre les quatre letires ;.

CHAPITRE V.

GROUPES DECOMPOSABLES |2, 2 |.

33. Conslruisons le groupe G des réguliéres £, obtenu (n° 33) en
combinant le sous-groupe A des w réguliéres o,

4 ’ - /
<y a“n‘+awzz
'
Sa a,,..,+a,_,,,:2
Py — ,
Sy a“:,-!—a“:,,
’
~4 ai“u;;'*‘aiiv:.

avee la régulicre

Ph = e

z, by z,+1,s, l

& laquelle X est permutable de fagon que 'ordre de G soit 2 w.
Journ. de Math. (5° série), tome VII. — Fasc. IV, 1go1. 49
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Nommons d,, et d,, les droites 5, =z,=o0 ¢t 3,= 3, =0 respee-
tivement. .\ laisse d, et d,, fixes; # les permute.

Les diverses formes de G en variables ordinaires x;, rapportées & un
tétraédre normal G, dépendent de la situation que prennent d,, ct d,,
par rapport au complexe capital. Plusicurs suppositions sont a faire.

36. Admecttons d’abord que d,, et d,, soient conjuguées par rap-

port au complexe capital ; d,, ct d;, s'aménent alors régulicrement
snr gy, el gy, ct il vient immédiatement

a,, @, O O o o by b,
dy @, O 0O o o by by,
b= ’ W=/ ’
Y 0 @y, Gy, by, by, o Y
o o ay ay b,, by, o o
avee, par régularité,
l]au @, Ay Ay, by by, by, by, .
‘azo Qs dyg Ay, by by, by, by

Désignons par p, g, 1, s les binaires

AY
ay Gy Ay Ay, , .
p= , q = , de déterminant 1, -
Ay U dyg Qg

b b ) ]'ll ,:"\ .
J = ( A 5= ( " ))'), de déterminant —1.
b,, 0., byy by

On pourra, sans ambiguilé, désigner A et o par les notations

r , .
av=[p,qls '“'»=[9], A={p ¢l
Un caleul simple montre ¢ue

g
AMa=[p'p ¢ql W= [rs, sr}, Wt = [ ],

,.-I

s~'q
Wl = 1, w Ay [s7'gs, 17 pr,

! P
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Désignons par I’ et QQ les groupes des p et ¢. On voit que P et Q
sont d’ordre fini; P contient 1s et Q contient sr; s transforme ()
enP,s' Qs =", et rtransforme P en Q, r-'Pr=Q.

G cst ainsi construit, puisque les groupes binaires d’ordre fini sont
connus.

37. Admetlons maintenant que d,, ct d,, soient capitales loutes
dcux. Comme elles ne se rencontrent pas, elles pcuvent s'amener ré-
guli¢rement sur g, et g,, (n° 27; le raisonnement du n® 27 s'applique
i gis et g,y aussi bien qu'a g,; et g,,), ct 'on a immédiatement (eu
" o 9
¢gard au n® 33)

Zy “u-”"c"‘amxs‘ 1 Ly bisw,+ by,
L= 2 Ay %y —+ Ags T | W = Ly by 4 byyty )
) Ly @y Ty U3y ' Ly by, + by,

Ty Apa g+ Ay Ly ‘ &£y by, + by,

Nommons p, ¢, #, s les binaires, 4 déterminant non nul,

Ayy Qg Gyy Ay,
l) == y ([ — ,
ayy Ay, G2 Ay
= (b:m b:M\) ¢ = (bz:c bzc)
= , $ = .
b|‘.! b” [/.zs ,)-H
On désignera sans ambiguité .\ et v par les notalions

-
A=[p,ql, W= [

Nommons P et Q les groupes des p et des ¢. Par des formules iden-
liques & celles du n® 36, on verra que P et Q sont d’ordre fini; rs est
contenue dans P et sr dans Q; s transforme Q en P et est trans-
Sormé par r en QQ.
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Sculement la régularité entralne entre p el ¢, 7 el s des sujétions
heaucoup plus étroites qu’il importe maintenant d’introduire.

38. Au Chapitre IX de mon Mémoire : Sur la limitation du degré
pour les intégrales algébriques de Uéquation différentielle du pre-
mier ordre, inséré aux 63¢ et 64¢ Cahiers (premicre série) du Journal
de I’Ecole Polytechnique, j'ai fait une étude compléte des relations
muluelles que la quadrique (vraic quadrique ou cone du second degre)
poss¢de avec le complexe capital, J'ai examiné notamment (loc. cit.,
n°® 101) la quadrique qui admet o génératrices rectilignes capitales.
Une pareille quadrique contient alors deux capilales (nodales du
n° 101 préeité) qui ne se rencontrent pas, mais qui sont rencontrées
par toutes les génératrices capitales.

Ces nodales, qu’on peut toujours amener réguli¢rement sur g,,
¢l g4, suffisent pour déterminer complétement la quadrique corres-
pondante T.

Prenons, en effet, un point courant z sur T. Si ¢ est le point cou-
rant sur la génératrice capitale D issue de z, on aura

0=1x,l,— 2 l, =240, — 2y ,.
Les coordonnées homogénes de D sont les mineurs de la matrice

z, o —z, O

0w, 0 — &,
Exprimant que D est capitale, on a I'¢quation

.’L" .’L'g - -Z';,.’L" =0

deT.

39. Reprenons le groupe G du n° 37 ct introduisons la quadrique T
qui admet pour nodales les droites g,, (ou d,,) el g,, (ou dyy)-
L’¢quation de T sera

0 =Ty — Ly,
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nna

- x Z
(1) /~=;:==;:f=y..

Il est évident, en vertu de ce qui précéde (n° 38), que la qua-
drique T est invariante vis-a-vis de toules les régulicres ¢ de (i,
puisque -4 laisse fixes les deux nodales, que w permute simplement.

Les binaires p, ¢, r, s ayant la méme signification qu’au n® 37,
désignons par p, g, 7, s les substitulions linéaires fractionnaires & une
scule variable ¢,

- At +a - Apat + €2y,
= t 33 31 — 22 2%
P I A3l + ayy ’ 7 ¢ Ayl + ay,
- Dyt 4 by, - byt + b

r=11 .lz‘*'s.l’ S=!l 23l + On |
byat + by, bist + by,

Opérons sur la quadrique T par les réguli¢res -t et w. La relation

ci-dessus :

(1) A=u

devient

(2) P=g[s] 0w w=(g)"BIM,
(3) rlp]=s[A] ou p=(r)"s[r].

Comme T est invariante par < et w, (2) ct (3) sont des consé-
(quences de (1), quel que soit A. On conclut immédiatement de li que

¢’ est-a-dire
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40. On voit immédiatement que

o b,, o b, ;
sby, o aeb,, o '=”

h,

ﬁ o b, o b,

cbyy, o b, o

On vérilie de suite que les conditions de régularité sont satisfaites
dés qu’on a posé
1=(12) = (3)) =pw =gy,
O = d,,dyy — 0,3¢y, = le déterminant de la binaire p,

7. = by, b4y — by by, = le déterminant de la binaire -,

41. Combinant 'analyse précédente avec le n° 37, on peut énoncer
les résultals suivants :

La binaire p est d’ordre fini; son déterminant w esl racine de
I'unité; il en est de méme pour ¢ = »~'. Comme

Wb == ["
-.g;

le déterminant a*%2 de s, ou de rs, doit étre racine de P'unité; cela
est, car a7 =1 (n° 40),
Ainsi, ces condilions suflisent pour que P'ordre de G soit fini.

. wi=[rs,srl,

42. Adwmctlons qu'une au moins des deux droites non concou-
antes d,, et dg,, par exemple d,y, ne soit pas capitale. On aménera
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alors réguliérement d,, sur g,,. La réguliére ¢ de G, qui laisse ,,
fixe, laissera lixe aussi la conjugute g,, de g,, (ou de d,,) et il
viendra, comme au n° 36,

Lo = Vo
4] 0 Uy, a,"‘

L0 0 ay, Gy

Si d,, cst capitale, aucune réguliere £ de G ne peut amener d,, sur
d,,(= g.,). La régulitre v, manque ct G se réduit au groupe A des .1.
On est ramen¢ au cas du n° 36, sauf I'absence de .
Je supposerai donc d;, non capitale et, pour n’étre pas ramené an
cas du n® 36, distincte de la conjuguée g,, de d,, (= g,,).

43. Considérons les capitales qui rencontrent 4 la fois d,, et d,,;
clles rencontrent aussi la conjugucée d', de d,,. Les trois directrices
dyyy dyyy d',, définissent une quadrique T & o génératrices capitales.
T est invariante par toute réguliére de Gr. Si T n’est pas un couple de
plans, tous les raisonnements du n° 38 (empruntés & mon Mémoire
du Journal de I’Ecole Polytechnique) subsistent. T comporte denx
nodales rectilignes, capitales et non concourantes.

Toute régulicre de G laisse fixe le couple formé par les deux no-
dales, On est ramen¢ au cas du n” 37 et I'on ne trouve aucun groupe
nouveau.

4%. Txaminons maintenant le cas réservé ot T est un couple de
deux plans L ¢t M, de centres / et m. Sur les deux plans doivent étre
situées les quatre droites d,,, dy, et leurs conjuguées d, et d,,. d,, ct
ely, ne screncontrent pas; il en est de méme pour d,, et ', d,, et d,.
Lin effet, la régulicre w ne manque pas dans G (n° 42), d,, ct d,, ne
sonl capitales ni I'une ni I'autre.

Donc le plan L contient d,, et d},; le plan M contient d,, et d, .
Les o génératrices capitales de T sont les = capitales A de L qui
‘ayonnent autour du centre / de L, ct aussi (la réguliére % permu-
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tant L et M qui doivent jouer un réle analogue) les % capitales . de M,
«ui rayonnent autour de .

L'ardie D du diédre LM est capitale, car clle reste fixe pour toute
réguliére de G. Or, si 1) n’¢tait pas capitale, le groupe G aurait deux
droites conjuguces invariantes, savoir 1) et sa conjuguée D', On serait
ramené au groupe duv n* 36.

La géncératrice % de T doit rencontrer d, et d,,; D joint les deux
centres L et m; done d,, et d,, concourent avee A au point { de D. Pa-

reillement, d,, et d;, passent par le centre m de M, On a la figure sui-
vante :

L, »,=o0; M, z,=o,

l, w=wx,=x=o0; m, €,=,=1=x,=0,
!

dyyy y=u,=0; d,, t;=mx,=o0.

o 0 a, o
L o 0 ay a,
avec
I=0y,Qy3== 33y
par régularité.
Dans le plan L, les droites issues du point m2 sont transformées par <t
suivant la binaire canonique

Ly Ty gy Ay, l
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Cette binaire laisse fixes les trois droites distinctes d,,, d, et D
issues de m; la binaire est donc singuliére et ¢,, = ¢;,; d’olt aussi
@y = Qyse

Iinfin, & transforme les capitales A de L suivant la binaire

sy [s)
ou
sy Oy

et les capitales w de M suivant la binaire

(a,, o)
Ugy  Qyy

N

Iz, U337,

(1)

] Zs Q303+ Uy T4

&z, @y X,

(2)

Ly . Q&+ a2,

Je dis que le groupe £ des binaires (1), qui est évidemment d’ordre
fini, laisse fixe une capitale A,. De méme, le groupe M des binaires (2)
laisse fixe une capitale ,.

Nous allons donc étudier les groupes binaires d’ordre fini

a,, 0> dy3 O I 0
) ou ou )
ayy Ay Ayy &y, a b
ou encore les groupes linéaires fractionnaires 4 une variable ¢ des

substitutions
s = |l at+ b [

Tout sera démontré si j’établis que la racine ¢, de I'équation
at+b=t, b(1—a)'=
est la méme pour toutes les s du groupe.
48. s sera désignée sans ambiguité par la notation
s=(a,b) ou [a,b]. ’

Un calcul simple montre que, pour un entier / quelconque,

8‘=([, b)’: (I,l(/).

Journ. de Math. (5 série), tome VIL. — Fasc. IV, 1got. Jo

¢=(a,b)= [a’, M] pour a1,
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Mais s est d’ordre fini; b = o dés que @ =1 ct alors s = 1; href

(r,...)=1.
Soient maintenant deux substitutions quelconques du groupe

s = (a, ), s'=(a\l).
Il viendra
ss=(ad,a'b+0) ss=(aa,al+ D),

(s's)y'ss'=(1,...)=1, ss'=4's,
al +b=ab+ 10,
Vo b
d—1 7 a—=1 c. Q. F.

47. Toule régulicre o laisse fixe chacune des deux capitales non

concourantes A, ct y, dont on vient de prouver I'existence.

La réguli¢re 4 est permutable au groupe X des . ¥ permute, par

conséquent, A, ct .

G admet pour invariant le couple A, et w,. A, et i, sc comportent
comme les deux nodales au n° 43. Les conclusions du n° 43 subsistent
méme quand la quadrique T dégénére en un couple de plans. Nous

n'obtenons aucun groupe nouveau.

J'ai ainsi fini avec 'hypothése |2, 24, car j’ai examiné toutes les si-
tuations possibles, par rapport au complexe capital, des droites d,, ct

d,,, savoir:
d,, et dy, conjuguces (n° 36);
d,, et d,, toutes deux capitales (n* 37 4 41);
Une droite capitale, 'autre non (n° 42);
Aucune ni capilale, ni conjuguée de 'autre (n™ 42 4 47).

On remarquera que G posséde toujours une quadrique invariante.

sauf dans le cas ou d,, et d,, sont conjuguées.
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CHAPITRE VL

GROUPES DECOMPOSABLES )1, 1, 1,1,

48. Avant de construire les groupes réguliers d’ordre fini G qui
sont fournis par I'hypothése {1, 1, 1, 1]du Chapitre IV (n* 33 et 34), il
importe de donner quelques explications sur les réguli¢res canoniques.

Soit s une n — aire d’ordre fini; elle aura pour forme canonique

so=l3; kjz;l  (J=1,2,...,0),

les k étant des racines de 'unité. Si une seconde . — aire ¢ est telle
que ' '
st =s,,

Je dirai que ¢ est une canonisante de s.

49. Tugonime. — Toule régulicre d’ordre fini s peut étre régu-
licrement mise sous forme canonique, c'est-d-dire admet au moins
une canonisante réguliére.

s, mise régulitrement ou non sous forme canonique, est

.S‘—"‘-le ]'_/zjl (jzl,2,3,.1).

s laisse fixes les quatre faces 5;= o du tétra¢dre Z, normal (n° 13)
ou non, ct aussi les six arétes de Z. Parmi les trois arétes issues d'un
sommet de Z, unc au moins n’est pas capitale, puisque ces trois arétes
ne sont point dans un méme plan. Z a une aréte au moins (par
exemple 3,=3,=0, qu'on pcut régulitrement amener sur larcte
£y=x,=0 ou g,, du tétraédre normal de référence) non capitale.

Ainsi s laisse fixes g,, el sa conjuguée g,, et Pon a, en variables régu-
lieres x;,

s = (@ @y — @@y =y by — 0,0, == 1).
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=(au aaz), ‘(:,’:('333 334)
Ggy  Ogy \:r‘.w Bm
les canonisgnlcs, de déterminant un, pour les binaires
(“n aw) "bys by
N/ 2T 22T , ( b ”u)
respectivement. Ces binaires sont d’ordre fini et admettent strement

des canonisanles.
La quaternaire

Soient

“‘| &,z 0 0
%y Oz O Y

’

Y 0 1333 :qnn s

0 o Bm p-zs

sera tout 4 la fois réguliére et canonisante pour s. C. Q. F. D.

50. Soit donc la réguliére canonique
L=l a;z;] (J=1,2,3,4);
la régularité exige encore
1=a,a,= a,a,,
ct cela suffit. On écrira donc sans ambiguité
L=ay a4 ];

a, eta, sont des racines de |'unité.
Si le déterminant d’une quaternaire est ¢gal & un, les quatre coeffi-
cients a sont évidemment les racines de I'¢équation caractéristique ®.

51. Examinons un cas trés particulier, utile pour la suite (n° 57).
C’est celui ou les quatre racines de ® sont 1, 1, 0, 02, avec § = racinc
cubique de I'unité.

Soient u, et u, les deux expressions u; ( uj= 2 b jya, délerminant
\ k
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des constantes b;; non nul) que la réguli¢re ¢ multiplic par un et

soient u; ct u, les deux # que ¢ multiplie par 02 et 0. On vérifie de
suile que tout tétraédre U dont ¢ laisse fixes les quatre faces est con-
struit comme suit : les quatre faces de U sont ;= o, 4, = o ct deux
plans quelconques passant par la droite z, = u, = o.

Prenons maintenant ¢ sous sa forme réguliere canonique, en
variables z;,
¢ =[0°, 0%, 0°,0-].

Parmi les quatre coefficients deux sont ¢gaux & I'unité; on ne peut
avoir o= p (mod 3), car alors

< =[0r,0-¢, 0r, 0-¢]

il n'y aurait plus que deux coefficicnts distincts. De méme on ne peut
faire ¢ + p=o0(mod 3). Donc 0° = 0-?, 2p==0, p=:0 cl

L=[nn00=|z, z, v, », x =z, Hz, 0z

Les seuls plans que ¢ laisse fixessont z; = 0, x, = o ctun plan quel-
conque passant par xr, = z,= o.
Il est donc légitime de poser

u =3z, Uy= L, uy= 3=z,, u,= 3.z,

puisque les « ne sont déterminés qu’a un facteur numérique prés
chacun.
Ce résultat est essentiel pour la suite (n° 7).

82. On ecst maintenant & méme d’aborder la construction du
groupe G défini au n° 34. G contiendra les ® réguliéres

Ao ='l 5; a;3; l
d’un sous-groupe A et ensuile diverses réguliéres
'\!‘0=le [)j:-'kl-

1l y aura, dans G, mw réguliéres, m ¢lant un diviseur de 24.
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G est isomorphe au groupe G’ des déplacements entre les quatre
sommelts, numérolés 1, 2, 3 et 4, du tétraédre Z, des quatre plans 5,=o.
A la substitution unité de G’ correspond dans G le sous-groupe A.

83. Jicarterai, bien entendu, tous les groupes fournis par ’hypo-
thése | 2, 2§ el déja construits, nolamment les groupes qui laissent
fixe un couple de deux droites non concourantes u,= u,=o
eluy=u,=o, uj=2 ¢;xsx Raisonnant sur les « comme aux n** 32

: ]
et 33 sur les z, on voit de suite qu’on retombe sur 'hypothése { 2, 2.

84. Reprenons le tétraédre 7 des quatre sommets 1, 2, 3, 4 ct des
six arétes 12, 314, .... Répartissons les arétes opposées deux & deux en
Lrois couples

A=i2314),  B=131,24, C=l12,341

Les groupes G et G’ sont isomorphes aux groupes G” des dépla-
cements entre A, B, C; G” est transitif; sinon le couple C, par
exemple, resterait fixe pour Loutes les substitutions de G. Cela est
absurde (n° 83).

G” conticnt la substitution (ABC) et il y a dans G au moins unc
réguliére £ qui permute circulairement les trois couples. Les trois
couples ont donc vis-a-vis du complexe capital une structurc analogue.
Nommons £’ = (4)(123) une des substitutions du groupe G’, entre
les quatre sommels 1, 2, 3 et 4, qui correspondent & la réguliére ¢
deG.

Les deux: arétes d’un méme couple ne sont pas conjuguées par
rapport aw complexe capital. Si, en ellet, 12 et 34 sont conjuguées,
7 devient un tétraédre normal, les quatre arétes 13, 24, 23, 14
deviennent capitales et ne sont plus conjuguces cnsemble. Cela est
absurde, car la régulicre £ permute les trois couples.

Aucune aréle de Z n’est capilale. Si 12, par exemple, élait capi-
tale, il en serait de méme pour 23 et 31 que £ améne successivement
sur 12. Les trois arétes 12, 23, 31 capilales ct situ¢es dans un méme
plan, cclui des trois sommets 1, 2, 3, seraient concourantes, ce qui esl
absurde.
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55. Tukonkme., — Le sous-groupe X du n® B2 se réduit aux
deux réguliéres singuliéres.

Prenons, dans G, la régulicre 4 de . & laisse les quatre sommets
fixes ct a pour correspondante, dans G’, la substitution unité.

Amenons régulitrement, sur x, = o, le plan des Lrois sommets 123
en z,=x,=Z;=0, le quatritme sommet 4 de Z. On verra faci-
lement, par les théories géométriques du Chapitre III, que cela est
toujours possible. '

A, laissant fixes 123 et 4 s’éerira

@,y @ @, O

Ay Ay Qyy O . :
A= [en variables z|.

Ay, A3y dyy O

0 0 0 a 45

Le centre 4’ du plan 123 n’est sur aucune des arétes 12, 23, 31, sans
quoi I'aréte scrait capitale. La substitution ternaire

a,, Ay am)

a = ¢ a.’;_‘ a23 aa:,

Ay Q3a Gy,

laisserait done fixes, sur le plan 123, les quatre sommets d'un quadri-
latlre 1234'; « serait une ternaire singuliére et il viendrait

o=|w, X, x; X, ax, ar, at, d'x, |;
par régularité,
-, est singuliére. C. Q. F. D.

36. Le groupe général T' entre quatre lettres peut étre considére
comme provenant des substitutions

Y=(4)(123),  @=(12)(34), ¢=(1)(4)(23).
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Si ¢’ manque, on retombe sur le groupe alternc.
On a vu (n° 84) que &' ne peut manquer dans le groupe G'. Soit

[\ 7]

={3, 2, 5 35, as, bz, es, ds,|

une correspondante & ¢’ dans G.
Le déterminant de ¢ est un et il vient

abed = 1.
&2 est singuliére (n° 88) et

abe = d? d'ou d'=1.

Transformons ¢ par la substitution

A=]z Nzj,
il viendra
3, N'akhs, |
l 3, M'DA s,
\ 3,  A'eh s,
3y AN s,

et 'on peut déterminer les A de fagon & avoir

d=al\'= AN = ch )]

Bref, je prendrai
3, dz,
S| dz; | (d'=10ud=1, i une
3, ds, substitution singuliére prés).
3z, ds,

b7. L’¢quation caractéristique a pour racines 1, 1, ), 02, ) =racinc
cubique de I'unité.
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¢ multiplie

par 7 : U=z, 4+ 2,4+ 3, cl U, =23,
par 0 : U= 3,4+ 02+ 0 3,5
par 0% : Uy=3,+9 z,+ 0%z,

Raisonnant comme au n° 81, on posera

S+ 5+ =3, ‘

S0+ 0 2,4+ 025, =31,
n

S+ 025,40 5,= 374, s

(o) '

F3 = w,
d’ou
S\;=ay+n wy+ToX, )
sy=x,+50e,+ 10 x,

! d'oli S=M|x
' ::l=:1;5+-0 .:L':,+".02,1;4 [ ]’

“
—————

I o % it}

1 o =0* =
M = ! de déterminant = 372(6 — (2).
1 o <0 <2 s ’ ( )

o I (V) 0

Nommons G et G; les deux expressions du groupe G en variables ..
el en variables 5. On a évidemment

Gy=omG.on.

in variables s, I'équation du complexe capital est ¢ =o. Si jo
construis G, de facon & avoir € pour invariant absolu, G, sera régulier
ct sera le groupe G cherché.

Journ. de Math, (5 série),tome VII. — Fasc. IV, wyor, 51
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#8. Nommons respectivement (jk) et (jk) la coordonnée-points
couranle d’une droite, respectivement en coordonnées x et en coordon-
nées 5. Posons, pour abréger,

(23Y =g (31) = g (12) = &3,

(14Y =h,, (24) = b, (34) =4,

Les déplacements d’indices marqués par les substitutions de (5/

d=(12)(34), T=(4)(123), ¢=(1)(4)(23)

transforment les g et les A de la facon marquée par les symboles de
substitutions

( l)(é’zs "/’2)(5’5’—"1)(/‘;, /’s)’
(0) 0" =(g1828s) (i eyhy)
( =(g0 —&) (82 —&s) (Ny) (hyhy)
Iinfin, on vérifie sans peine que [sous le héndéfice des formules (o)

du n°® $7] '
3.(x2) = ly+ hy+ Iy,

9°*.(34) = (02— 0) (g, + &2+ &),
07 [(12) = (34)) =372 (s + Dy + 1)) + (0 —0) (g, + 2.+ &4)-
Déterminons le paramétre < par la condition 372+ 0> — 0 =03 on

pourra prendre pour équation du complexe capital en variables =,
simplement

=g+ g+ g+l +hy,+ hy=o0.
@ est, bien entendu, pour la substitution ¢ construite au n° 86, un
invariant absolu, sous le bénéfice des formules (o) ci-dessus. Cela

donnerait encore (n° 86, in fine), d*=r1ctd=1.

59. Prenons maintenant, dans le groupe G’, la substitution (n° 56 )

o'=(12)(3%)
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et, dans G, une correspondante
e=|3 2 3, 3 as, bz, ez, dsz, ).
2 change @, sous le bénéfice des formules (0) du ne 38, cn
beh, — cal, — aby, + adg, — bdg,— cdh,.
¢ est invariant absolu et
|=l/c=—-ac=——ab=a¢l=-.—bd=—cd,

cest-i-dire e =d, b =c=—d, d*=1, ou simplement

:2 —":'

[ —] .
- -
~3 Ty
TR

On voit que le déterminant de 2z est un et que o® est singuliére,
comme cela devait étre.

60. Passons enfin aux substitutions "= (1) (4)(»3) de G 1

™
I

du groupe G.

¢ transforme, en vertu des formules (0) du n® 58, ¢ cn
—beg, — cagy, — abg,+ had + hyed + b, bd.
¢ esL invariant absolu et

1=—bec=-—c¢u=—ab=ad=cd = bd.
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De la, tout caleul fait,

a=b=c=1i, d=—i,
3, I3,
3, (3, N
£E= 3 y 4+ 1=o.
3 I3,
s, —is,

¢ a son d¢terminant égal & un; e est singuli¢re. C'était prévu.

61. LEn résumé, le seul groupe nouveau que nous ayons & ajouter a
ceux du Chapitre précédent est celui qu’on obtient en transformant
par Virréguliére

o _ 1 o s0® =0 { [dedéterminant
T= 00 0 o 3RO—0)=(0—0r==3],

=]

0

=]
Q

Si S Sy S S sy
35, —3, . |3 s 3, i3
o = , 0= y g = , .
3, —3 3, 5 3, i3,
3. 3, 3, 3, 5, —lis,



