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sun LES DEUX SYSTÈMES DE TRIADES DE TREIZE ÉLÉMENTS. 3θ5 

Sur les deux systèmes de triades de treize éléments; 

PAE H. G. BRIJJVEL, 
Professeur à la Faculté des .Sciences de Bordeaux. 

On appelle système de triades de G/î -4-1 ou de G λ ■+■ 3 éléments un 
ensemble de triades tel que chacune des duades que l'on peut former 
avec les éléments considérés apparaisse dans l'ensemble une fois et 
une fois seulement. 

De tels systèmes existent pour toute valeur de n. Cette proposi-
tion a été établie par Kirkman ('), puis sous une forme identique au 
fond, mais plus explicite, par Rciss (2). 

Les résultats obtenus par M. Netto dans les Malhematische Anna-
ten (*) ne sont pas d'un caractère aussi général, mais fournissent dans 
certains cas des systèmes distincts de ceux que l'on obtient par l'em-
ploi du procédé de Kirkman-Ileiss. M. II. Moore a établi ensuite (4) 
l'existence des systèmes de triades pour toute valeur de η et a montré 
en particulier que lorsque le nombre des éléments est supérieur à i3 
il y a au moins deux systèmes de triades essentiellement distincts. 

Dans le cas de i3 éléments MM. Netto et II. Moorc étaient portés 

(') Camb. and Dabi. ill. «/., t. II; 18.^7. 
(2) J. de Crelie, l. 30; 1859. 
(3) T. XLIl; j8

9
3. 

(4) Math. Ann., 1. XL1II; I893. 
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i) croire qu'il n'existait eiïectivcment qu'un seul système île triades. 
M. Jan de Vrics (') a signalé l'existence d'un système de triades 

de i3 éléments, distinct de celui que M. Netto avait construit. 11 
ajoute qu'il n'est pas en état de prouver que les deux systèmes ainsi 
obtenus sont les seuls possibles. 

Nous nous proposons d'établir ici que le système donné par 
M. Jan de Aries est identique au fond au système fourni parla con-
struction de Kirkman-lleiss. 

Nous montrerons aussi qu'il n'y a en réalité pour i3 éléments que 
deux systèmes distincts. 

Heprésentons par S, le système de triades contenu dans le Tableau 

S, 

j ι 4 ο ο ο ο ο ο ι ·λ 'λ 3 3 ι 

\ 9. ■} ι 'λ 3 8 ιο t'j. , G G 4 4 5 5 

I '·> ; G 'ι 5 6 y ιι 7 j 9 8 ιι ιο η 19. , 

4 ό G 4 3 G ιι κ a 3 3 | 

; y 11 9 8 7 7 8 9 10 11 12 

8 ΙΟ 19. 19. II 10 II ΙΟ 7 12 9 8 

les triades qui figurent dans un des rectangles du Tableau s'échangent 
entre elles parles substitutions suivantes : 

et 
(o) (1,2, 3) (/,,.4, (i) (7,9, n) (8, ίο, i«) 

(ο) (i) (2,3) (4) (5,6; (7,8) (9,10) (11,12). 

11 n'y a donc en réalité que buit types distincts de triades dans le 
Tableau S,, par exemple les triades 

1 4 0 ο ι 4 \ 1 

201867 9 7 

304998 12 11 

(1 ) Cire. Mal. cli Palermo, et I erslagen Zill. K. Ak. Welens., t. Ill, 
p. 64-G7; i8y4· 
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Si I on considère dans le Tableau S, les quatre triades 

1 1 9 9 

2 7 a 3 

1 ii 7 il 

on reconnaît immédiatement que l'on peut écrire quatre triades diffé-
rentes des précédentes et présentant les mêmes duades en substituant 
aux quatre triades les suivantes : 

> 1 9 9 

a 1 » -
7 ii 3 ii 

Par un tel échange le Tableau S, se trouve modifié et nous dédui-
sons de la sorte du premier Tableau S, un nouveau Tableau S2

 que 
l'on peut disposer somme il suit : 

S,, 

G 4 0 Ν 5 ι·λ oii ι 7 ίο 3 2 

4 y S 5 12 οιι ι 710 32 6 
5 12 υ u ι 7 ιο 3 2 6 4 9 8 

ft 4 9 8 5 12 011 1 7103 2 
9 S 5 12 011 1 710 3 26 4 
1 710 3 2 G 4 9 8 5 12 ο 11 

I-es triades qui iigurent dans un des deux rectangles du Tableau 
s échangent entre elles par la substitution cyclique 

(6,4,9,8,5, 12,0, 11, 1,7, 10,3,2). 

H n'y a donc en réalité ici que deux types distincts de triades, par 
exemple les triades 

6 6 

4 9 
5 1 

Journ. de Math. (5· série), tome VII — Faso. Ill, iyoi. 4o 
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Les différents systèmes de triades de i3 éléments qui ont été donnés 
jusqu'ici peuvent être ramenés par une substitution convenable effec-
tuée sur les éléments à coïncider avec le Tableau S, ou avec le 
Tableau S2. 

Prenons le système de Kirkman (') mis sous la forme 

Κ 

Λ A Λ A Λ Λ a, a, α2 a2
 a

n
 αΛ «, a

% 

a, aA
 bt

 b
3 ct e, b{

 b
3
 b2 bh

 b
h b% b2

 b
3 

a., «4
 b

2
 b

fi
 c2

 c., c, c
4 c9 c, r.%

 c., c
A
 c

2 

as
 α

2 a, a2
 b

t b2
 b

t bt c, c2 c, c2 

az aA a% a.t b3 b,
t
 /;, bt e, e3 c3 c4 

b2 b, bk b.A c·., c., c, e, α
Λ
 <is a, a. 

Si l'on remplace respectivement les symboles 

A «, a2 az a., b
t
 b, b3 Λ, c, r3 et 

par les chiffres 
G 9 ι 8 ca 3 ο ίο 7 11 ι λ !\ > 

on retrouve précisément le Tableau S,. Nous pouvons exprimer ce 
l'ail par la relation suivante 

/ Λ ci{ ci2 ci3 u,t bt b2 b3 bA c, c2 c3 cA ν ^ 

\ G 9 ι 8 a 3 ο ι ο 7 π \ ·>. (\ 5 J ' 

11 n'est pas utile d'insister ct d'indiquer les transformations qui per-
mettent de passer des deux autres systèmes de triades que Kirkman 
a donnés dans le même Mémoire ou bien de celui que Uciss a con-
struit (a) au seul système S,. 

Nous nous contenterons de donner les transformations relatives au 

(') Camb. and Dubl. M. JI. VIII, p. 38-45; i853. 
(2) J. de Çrelle, l, 56; 1859. 
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système de Jan de Vries ('). Le système est le suivant : 

(V) 

1 I I I I 1222? 2 33 

2 4 6 8 9 IO 4 ^ 7 8 ίο 4 ft 
3 5 η ιι ΐ2 13 6 τ ι ι3 q ι'Λ ® 12 

3 3 3 4 4 4 ft ft ft 6 6 7 11 

679791067889812 

13 η ιο 12 13 ιι ιο 9 τ 3 ι 2 11 ιο 13 

el si l'on y permute 

ι 234^6789 ι ο 11 12 13 
en 

4 9 12 1 ο 2 5 6 3 8 ο 11 71 

on retrouve encore lc Tableau S,. Nous pouvons donc écrire la rela-
t ion 

(1 2 3 4 ft β 7 8 9 ίο ιι i2 13 \ ^ 

Le système de M. Jan de Vries n'est donc pas distinct de celui de 
kirkman et rien n'est plus facile, avec ce qui précède, que de donner la 
substitution qui transforme l'une des formes dans l'autre. Il suffit de 
taire le produit de la substitution qui conduit de V à S, par l'inverse 
île la substitution qui conduit de Κ à S,. On a 

/ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Ï3 \ 

\ c.t «1 c._, /a, «, c
s
 A b

t
 b.> c, b

%
 a., J 

(') Zitt. A/t. Wetens., t. 111; 1894. 



3 10 G. BHUNEL. 

Kn cc qui concerne le système de Nelto (1 ) 

(S) 

Ο 1 2 3 f\ !i () 7 S Γ) IO 1 I I 2 

ι 2 3 4 5 fi> 7 8 q ίο ii 12 ο 

/\ J () 7 8 l) ΙΟ II 12 Ο I 2 3 

() I 2 3 4 5 () 7 8 9 ΙΟ II 12 

2 3 ) (i 7 8 () ίο ιι ι» ο ι 

8 9 ίο ιι 12 ο ι 2 3 \ > (ι 7 

il ne diflèrc évidemment que par la forme du système S
2

, et l'on a. 
entre ces deux, systèmes, la relation 

ο ι 2 3 (\ 3 G 7 8 ρ ιο ιι 12 

(> f 9 8 5 12 οιι 1 710 3 2 
\:-Sa. 

Nous nous proposons maintenant de montrer quo S, et S
2
 sont 

deux systèmes essentiellement distincts et que les autres systèmes que 
l'on peut construire se réduisent nécessairement à l'une de ces deux 
formes par une substitution convenablement choisie. 

Considérons un système quelconque des triades des 1 3 éléments ο, 1, 
2, 12. Les triades sont au nombre de 26. Primons l'une quel-
conque d'entre elles a, h, c et supprimons dans le Tableau celle triade 
et. toutes celles qui contiennent un de ses éléments, a ou b ou r. 
Comme a figurait dans le système accouplé à tous les autres éléments, 
il existe, en dehors de la triade «, />, c, cinq autres triades contenant a. 
II en est de même pour b cl c. Le nombre total des triades supprimées 
est égal à 1 4- 3.3 = 1 (>. Les triades qui restent sont en nombre égal 
à 10 cl contiennent les éléments au 1res que a, b, c, c'est-à-dire un 
nombre d'éléments aussi égal à 10; enfin, un quelconque des éléments 
qui subsistent apparaît dans trois triades, puisque, dans le système 
initial, cet élément figurait dans six triades et que l'on a supprimé les 
trois triades distinctes où cet élément s'accouplait à a, à b et à c. 

(') Mulh. /l/i/i., t. XLII; 189.3. 
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Les triades qui subsistent, relativement à la triade quelconque 
a

%
 è, c du système, correspondent donc à une configuration (3,3),„ de 

Kanlor. 
D'autre part, les duades que l'on peut former avec 10 éléments sont 

en nombre égal à — ,'p. Sur ces 45 duades, il y en a 3o qui sont 

employées dans les dix triades qui subsistent, ou, cri d'autres ternies, 
dans la configuration (33),0 dont nous connaissons maintenant l'exi-
stence. Les quinze autres se divisent par groupes de cinq; il y a un 
groupe de cinq duades contenant les dix éléments, et chacun d'eux une 
seule fois, formé par les duades qui figurent avec a dans les triades 
supprimées; de nièine, il y a un groupe de cinq duades correspondant 
à b et un groupe de cinq correspondant à c. 

Si l'on représente les dix éléments par dix poinLs dans l'espace et 
une duade de deux éléments par une ligne qui relie les deux sommets 
correspondants, les quinze duades dont il s'est agi en dernier lieu cor-
respondent à un réseau à dix sommets, chacun des sommets étant 1(3 
point de départ de trois lignes ou arêtes. Cinq des arêtes sont relatives 
à un élément extérieur a et constituent ce que nous avons appelé 
ailleurs (') un dtnni-lraj<U. Un autre demi-trajet correspond à b\ nu 
troisième demi-trajet est rclalif à c. 

De ce qui précède il résulte que, pour construire un système de 
triades de i3 éléments, il suffit : ι" de construire un ensemble de dix 
triades pour dix éléments dans lequel chaque élémeuL apparaît 
trois fois, et trois fois seulement; 2" de former le réseau des duades 
non employées dans les dix triades précédentes et de le décomposer eu 
demi-trajets; 3" d'écrire un Tableau contenant les dix triades fournies 
par la première construction, une triade formée avec trois éléments 
distincts de ceux déjà employés et quinze Lriades obtenues eu mettant 
devant chacune des duades qui entrent dans un deini-lrajct un de ces 
trois nouveaux éléments. 

La solution de la première partie de la question est connue. Kanlor, 

Martinelti ont montré qu'il n'existait que dix configurations (3,3),
0 

(D G. IbiixM,, Analysis Situs : Recherches sur les rùseaaw (Mém. Soc. /V/. 
haï. JJorcl., V4, j). 1G0; 1895). 
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distinctes auxquelles on est convenu d'attribuer respectivement les 
symboles suivants : 

ABC 1) Ε F G II J Κ 

Nous aurons donc à examiner successivement ce qui arrive lorsque 
Ton prend, comme point de départ de la construction d'un système de 
Iriades, ces différentes configurations. Relativement aux Tableaux S, 
et S

2
, les configurations (33)

)0
 qui se présentent comme correspon-

dant aux différentes triades qui constituent chacun des Tableaux offrent 
les caractères suivants : 

Système S|. 

Lit triade 

1, 2, 3 

i, 5, G 
ο, ι, !\ 
ο, 8, ο 
ι. G, 9 

tu 7» « 
■u 9» 13 

'» 7. " 

cl, pnr suite, aussi les Iriades qui, dans 
le Tableau S,, sonl dans le môme 
rectangle, fournissent des configu-
rations de symboles respectifs : 

G 
Ι-
Α 
D 
J 
II 
k 
II 

Il va donc, pour le système S,, des triades qui correspondent à des 
configurations (33),,, de symboles 

G F A D J H Κ 

en nombres respectivement égaux à 

ι ι 3 3 (ι ρ 3 

Système S2. 

La triade 

tu », G 

» » β, 9 

et, par suite, aussi les triades qui, dans 
le Tableau §2, sont dans le môme 
rectangle, fournissent des configu-
rations de symboles respectifs : 

J 

L 

Il \ a donc, pour le système S
2

, des triades qui correspondent à des 
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configura lions (3,3)
l0 de symboles 

J Κ 

en nombres respectivement égaux à 

13 13 

Ceci nous montre une différence essentielle dans la constitution des 
systèmes S, et S* qui sont ainsi complètement distincts. 

Les configurations de symbole Β et C n'apparaissent pas dans la 
constitution des systèmes S, et S2; on serait porté à croire que ces 
deux configurations fournissent alors des systèmes nouveaux de 
triades. Nous verrons qu'il n'en est rien et que la seconde partie de la 
question n'admet pas alors de solution. 

CelLe seconde partie de la question consiste a former, pour un 
réseau déterminé, les demi-trajets. Les réseaux que l'on a a considérer 
ici se présentent avec un caractère des plus simples, mais nous savons, 
d'une manière générale, former d'une façon systématique les demi-
Irajels relatifs à un réseau quelconque donné (' ). 

Soient/, A deux sommets quelconques du réseau; considérons un 
carré à η lignes et à η colonnes cl faisons correspondre* la pu'lM' ligne 
cl la pUn,e colonne du carré au sommet p. Dans la /in,,e colonne et dans 
la AUmc ligne, nous conviendrons de mettre ο lorsque les deux som-
mets du réseau i et A ne sont pas reliés par une aréle, et de mettre un 

symbole ^ indiquant la présence de l'arête qui relie i à A lorsque celle 

arête existe. 

Le symbole \ sera considéré comme identique au symbole J » mais 

de signe contraire; cela revient à supposer que, sur chacune des arêtes 
du réseau, on choisit un sens déterminé. 

Nous ne considérons pas les arêtes du réseau qui partent d'un 
sommet pour aboutir à ce même sommet. Nous n'avons pas non plus 
à supposer ici l'existence de plusieurs arêtes reliant les deux mêmes 
sommets. 

(') Mèm. Soc. Ph. ISat. Bord., V4, p. 17G; 1895. 
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Dans ces conditions, a un réseau donne correspond un tableau 
carré parfaitement défini que l'on peut considérer comme un déter-
minant symétrique gauche. 

Inversement, un déterminant symétrique gauche étant donné, il lui 
correspond un réseau parfaitement défini. 

Les réseaux qui nous occupent contiennent un nombre pair de som-
mets. Or on sait qu'un déterminant symétrique gauche d'ordre pair 
est le carré d'une expression qu'il est facile de former. Chacun des 
lermcs (pii figurent dans celte expression correspond à un demi-trajet. 

Le développement de celle expression se simplifie considérablement 
dans un cas tel que celui (pic nous rencontrons ici. Le réseau est alors 
un réseau à sommets Irilalèrcs, et nous nous proposons de former de 
toutes les façons possibles trois demi-Ira jets qui épuisent toutes les 
arêtes. Considérons un de ces demi-trajets et imaginons que, dans le 
réseau, on supprime les arêtes qui figurent dans le dcmi-lrajel; il reste 
un réseau à sommets bilalères qui peut être connexe ou non. Si le 
réseau constitue un seul polygone, ses cotés pairs fournissent un demi-
trajet, ses cotés impairs donnent le troisième demi-trajel. Si le réseau 
est formé de plusieurs polygones, il suffit que l'un de ces polygones ait 
uri nombre impair de cotés pour que l'on ne puisse pas former de 
demi-trajet avec les arêtes qui restent; lorsque tous les polygones ont 
un nombre pair de cotés, on peut, de plusieurs façons, former les 
demi-trajets complémentaires, de 2/_' façons s'il y a l polygones. 

\011s allons considérer successivement les dilïércntcs configura-
tions (33),

0
 de Kantor et étudier les réseaux auxquels conduit 

chacune d'elles. 
Configuration A. 

On peut écrire une configuration A, où les éléments sont 

2 3 ο G 7 8 9 ίο u la, 
sous la forme 

(A) 

ά 3 5 (i :» 6 2 2 3 3 

(î 5 9 π 8 7 9 ίο ιι 12 

8 y ίο is ιι ίο 712 9 8 

qui résulte de la suppression des éléments ο, 1, f\ dans S,. Les duades 
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qui ne figurent pas dans Λ peuvent être representees par le Tableau 
suivant 

2 3 5 6 7 8 9 io 

3 0 (3 9 8 91211 
5 10 12 11 10 

11 12 

correspondant à un réseau à dix sommets trilalères, les arêtes du réseau 
étant des lignes qui joignent un quelconque des points de la première 
ligne aux points de la même colonne : 

2 2 2 3 10 
3 5 11 ϋ ii 

Formons les demi-trajets qui contiennent une des arêtes, * par 

exemple, et écrivons au-dessous de chaque derni-trajet les demi-trajets 
qui complètent avec la première les 15 duades. Lorsqu'un même 
demi-trajet peut être complété de différentes façons nous le répéterons 
avec les différents demi-trajets qui le complètent; lorsqu'un demi-tra-
jet ne peut être complété, nous indiquerons entre crochets un poly-
gone d'un nombre impair de côtés formé avec les duades non employées 
et dont l'existence entraîne l'impossibilité des demi-trajets complé-
mentaires. 

On obtient de la sorte les Tableaux suivants 

0:.) 

2 > 7 9 io 

3 6 8 12 ii 

[a 5 12 7 u] 

25789 

3 6 11 1 ο ι a 

212 8 G ΙΟ 

5 7 9 3 ii 

5 7 9 3 11 

12 8 G 10 2 
Journ. de Malk. (5· série), tome VU. — l'use. Ill, HJOI. 4 * 
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(<h) 

2 5 7 8 io 

3 (3 12 911 

2 12 G 10 7 

5 9 3 811 

5 9 3 811 

12 6 10 7 2 

(a.,) 

2 5 G 7 10 

3 12 9 811 

2 G 10 9 7 

5 3 81211 

5 3 81211 

G 10 9 7 2 

< "·,) 

25678 

3 12 911 10 

2 G 10 7 9 

5 3 11 812 

5 3 π 8 12 

G 10 2 9 7 

(«0 

2 5 0 7 8 

3 12 9 11 ι ο 

2 G 10 7 9 

5 3 11 12 8 

5 3 11 12 8 

6 10 2 9 7 

Remarquons tout d'abord que si l'on forme avec les éléments ο, 1, (\ 
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la suite des triades déduites des demi-trajets a, : 

1 1 1 1 1 iooooo44444 
ο 2 5 G 7 8 2 G 10 7 9 5 3 11 12 8 

4 3 12 9 ii io 5 3 il 12 8 G ίο 2 9 7 

on retrouve toutes les triades qui, avec celles contenues déjà dans A, 
constituent S,. 

Nous pouvons écrire symboliquement cette proposition de cette 
façon 

A -t-(i,o,4)«
<
"=S1. 

Ceci posé remarquons que la substitution cyclique 

*
β
 = (7»'3» I2> ">»5,8, 2,9, 11,G) 

laisse A inaltérable, mais permute entre eux les Tableaux a,, e/2, α
Λ

, 
a„ as ; on a en effet 

— ûoj 'j a Cl 2 — GaQ>n — û.i) G
(l
(l— û{) ; 

les rangées des Tableaux se correspondant dans un certain ordre. 
Nous conclurons de là que, en désignant dans chaque cas par a, 0, c 
les éléments ο, 1, l\ pris dans un ordre convenablement choisi, on 
aura les relations 

7
a

\ \ + (a, b, c)ci.\^=§
{

, 

^[A+0,/;,c)a
(
 J==S<, 

σ*[Λ-+-(«, b, c)«,]r-S,, 

^[A + (a,/>,c)«,]-S„ 

e esl-à-dire que la configuration A fournit un, et un seul, système de 
triades qui n'est autre que S,. 

Configuration B. 

On peut écrire une configuration B, 011 les éléments sont 

ο ι 2 3 4 5 G 7 8 9, 
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sous la forme 

(B) 

Ο ο Ο Ί 2 I I 3 4 y 
ι 3 5 4 6 3 5 5 6 8 

2467979889 

Les duades qui ne figurent pas dans 13 peuvent être représentées 
par le Tableau suivant : 

01 2 3 /} 5 6 

7 4 3 6 5 7 7 
86599 
988 

Formons les demi-trajets qui contiennent une des arêtes, _ par 

exemple, cl essayons de les compléter; nous arrivons aux résultats 
suivants : 

01 a34 
76895 

08 149 
O 1 2 3 \ 

7 8 5 6 9 

o* 8 2 3 9 

c'est-à-dire qu'il n'existe pas de groupes de trois demi-trajets épuisant 
toutes les duades. La configuration 13 ne fournil aucun système de 
triades. 

Le réseau que nous avons ainsi rencontré est intéressant à un autre 
point de vue; il nous ofi'rc 1111 exemple d'un réseau à sommets trilalcres 
tel qu'il n'existe aucun contour fermé ou aucun ensemble de contours 
fermes comprenant chacun un nombre pair d'arêtes qui passe par tous 
les sommets. 

Configuration C. 

On peut écrire une configuration C, ou les éléments sont 

01 234^6789, 
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sous la forme 

(C) 

7774 488926 

4 9 3 2 3 9 3 ι 1 5 

82i6o655 ο ο 

Les duadcs qui ne figurent pas dans C sont précisément les mêmes 
(jue celles que nous avions déduites de l'examen de la configuration B, 
et avec lesquelles on ne peut former de groupes de demi-trajets. 

La configuration C ne fournit aucun système de triades. 

Configuration D. 

On peut écrire une configuration D, où les éléments sont 

1 2 3 4 5 6 7 10 11 12, 
sous la forme 

<L>) 

ι 6 G 6 ι 1 2 2 3 3 

211 4 10 5 710 4 4 5 

3 12 5 7 12 11 12 11 J ο 7 

Les duadcs qui ne figurent pas dans D peuvent être représentées par 
le Tableau suivant : 

1 2 5 i\ a 7 10 

4 5 6 7 10 12 11 
6 6 11 12 11 

10 712 

Formons les demi-trajets qui contiennent une des arêtes, 1 par 

exemple, et écrivons-les avec les demi-trajets qu'ils admettent : 

w 

ι 2 3 7 10 

4 5 61211 

1 2 4 3 5 

6 7 12 11 10 

6 7 12 11 10 

2/j.3 5 1 
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(A) 

ι 2 3 !i 7 

4 G II 10 12 

I 3 4 2 11 

G i2 7 5 ίο 

6 12 7 5 io 

3 /| 2 11 ι 

llemarquons que la substitution 

«M=0)<*)(3)(6)(.., I2)(5, 7)(4, κ») 

laisse D iiia Itéré, mais permute entre eux les Tableaux (d,) et (d2). Or 
la forme que nous avons choisie pour D résulte de la suppression des 
elements ο, 8, 9 dans S,. On voit alors immédiatement que l'on a 

D -l· (o, 9, 8)cf, = S, 
et, d'autre part, 

^[D b) c)d,]==St. 

a, h, c étant les éléments o, 8, 9 placés dans un ordre convenablement 
choisi, c'est-à-dire que la configuration D fournil un, et un seul, sys-
tème de triades qui n'est autre que S,. 

Configuration Κ 

On peut écrire une configuration E, où les éléments sont 

o 1 4 5 G 7 8 10 11 12, 
sous la forme 

(Ό 

G 8 j 12 o 7 4 12 ο 1 

4 5 12 o 11 10 811 I [O 

5 11 1 710 G 7 G 4 d 

Les duades qui ne figurent pas dans Ε peuvent être représentées 
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par le Tableau suivant : 

ο ι l\ η (> η % \o 

5 6 ιο 7 8111212 

6 7 11 10 

81112 

Formons les demi-trajets qui contiennent une des arêtes, '! par 

exemple, cl écrivons-les soit avec un des polygones d'un nombre 
impair de cotés qui empêchent l'existence des demi-trajets complé-
mentaires, soit avec les demi-trajets complémentaires quand ils 
existent : 

W 

01847 

5 C 12 10 11 

[o 6 8] 

ο ι /\ (j ιο 

5 7 11 8 12 

ο ι 7 10 12 

6 11 5 4 β 

G 11 5 4 8 

ι 7 10 12 ο 

La forme que nous avons choisie pour Ε résulte de la suppression 
des cléments 2, 3, 9 dans So. On voit alors immédiatement que l'on a 

Ii + (2,3,9)e = Sa, 

c'est-à-dire que la configuration Ε fournit un seul système de triades 
qui n'est autre que Sa. 

Configuration F. 

On peut écrire une configuration F, ou les éléments sont 

ο 1 2 3 7 8 9 10 11 12, 
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sous la forme 

(F) 

Ο Ο Ο I I 2 3 I 2 3 

7 9 ii 2 ii 7 9 8 ίο i2 

12 8 ίο 3 7 9 II ίο i2 8 

Les duades qui ne figurent pas dans F peuvent être représentées par 
le Tableau suivant : 

ο ι 2 3 7 8 9 j ι 
ι 9 8 7 8 ii ιο 12 
2 12 I I 10 10 12 

3 

Formons les demi-trajets qui contiennent une des arêtes, ^ par 

exemple, et écrivons-les soit avec un des polygones d'un nombre 
impair de cotés qui empêchent l'existence des demi-trajets complé-
mentaires, soit avec les demi-trajets complémentaires quand ils 
existent. 

ο 2 3 ç) 11 

ι 8 7 ίο i2 

[' 9 '2| 

(/) 

ο 2 3 7 9 

1 I I 10 8 12 

ο 8 12 9 7 

2 II I 10 3 

2 II I 10 3 

8 i2 9 7 ο 

La forme que nous avons choisie pour F résulte de la suppression 
des éléments 4, 5, G dans S,. On voit alors immédiatement que l'on a 

F + (4,5,6)/=S„ 

c'est-à-dire que la configuration F fournit un seul système de triades 
qui n'est autre que S,. 
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Configuration G. 

On peut écrire une configuration G, où les éléments sont 

ο 4 5 G 7 8 9 ίο ii i2, 
sous la forme 

Ci) 

0004 4 4^560 

7 8 io 5 7 12 8 9 ii io 

12 911 6 8 9 ii ίο 12 7 

Les duades qui ne figurent pas dans G peuvent être représentées par 
le Tableau suivant : 

04^67 89 10 

4 jo 7 8 9 10 u 12 

5 11 12 9 11 12 
6 

Formons les demi-trajets qui contiennent une des arêtes, °f par 

exemple, et écrivons-les avec les demi-trajets complémentaires qu'ils 
admettent. 

(gl) 

ο 5 6 9 10 

4 7 8 u i2 

O 12 ίο 11 9 

5 8 4
 7

 G 

5 8 4
 7

 6 

12 10 11 9 0 

(.g·) 

05678 

4 12 9 11 10 

ο 7 u ίο 8 

5 9 4 12 6 

5 9 4 12 6 

7 ii ίο 8 ο 
Joum. de Math. (5· série), tome VII. — Fuse. Ill, 1901. 42 
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La forme que nous avons choisie pour G résulte de la suppression 
des éléments i, 2, 3 dans S,. D'autre part, la substitution 

«*= (°)(4)(5)(C)(7. "0(#> 9)('". ") 

laisse inaltérée G, mais permute entre eux les Tableaux et g.
t

. On 
reconnaît donc immédiatement que l'on a 

G + (I,2,3)^
<
-=S

<
, 

et, d'autre part, 
ag\G + (ci, b,c)gt]szS

t
, 

a, b, c étant les éléments 1,2,3 placés dans un ordre convenablement 
choisi, c'est-à-dire que la configuration G fournit un, et un seul, sys-
tème de triades qui n'est autre que S4. 

Configuration II. 

On peut écrire une configuration II, 011 les éléments sont 

ο a 3 4 5 G 8 9 10 12, 
sous la forme 

(H) 
3 5 5 5 4 6 4 6 9 2 

84θ°33ΐ2 8οιο 

12 G ίο 2 10 ο Q 2 8 12 

Les duades qui ne figurent pas dans H peuvent être représentées 
par le Tableau suivant : 

0 2 3 4 5 6 8 

4 3 5 8 8 9 10 
10 4 9 *2 10 
129 r 2 

Formons les demi-trajets qui contiennent une des aretes, ° par 

exemple, et écrivons-les avec les demi-trajets complémentaires qu'ils 
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admettent : 

(A,) 

02 5 6 8 

4 3 12 9 io 

06283 

10 12 4 3 9 

10 12 4 5 9 

6 ο 8 3 2 

(A) 

ο 2 5 6 S 

4 3 12 9 10 

0623 8 

10 12 9 5 4 

10 12 9 5 4 
6 0 3 8 2 

iA
a
) 

0 2 3 6 8 

4 9 5 12 10 

o 6 3 4 5 

10 9 2 8 12 

10 9 2 8 J2 

5 3 4 5 ο 

La forme que nous avons choisie pour II résulte de la suppression 
des éléments i, 7, 11 dans S,. D'autre pari, la substitution 

*a=(3)(5)(8, i2)(2, 9)(O, 10)(4, 6) 

laisse inaltérée H, mais permute entre eux les Tableaux A, et /t2. On 
reconnaît donc immédiatement que l'on a 

H H- ( 1, 11, 7)/a,= S
(

, 



3ίΟ C. BRl'KEL. 

et, d'autre part, 
*A[H-t-(a, b, c)Aa]s=S„ 

a, /y, c étant les cléments i, 7, n placés dans un ordre convenable-
ment choisi. 

Relativement à A', remarquons que, si l'on échange respectivement 

3 5 8 12 2 9 ο ίο 4 0 
en 

ο ι ίο ii 12 ί) 5 Ο 3 a, 
1! devient 

Ch 

ο 1 1 1 3 2 3 2 9 12 

ίο 3 q 5 ο ο ιι ίο 5 (5 

II 2 0 12 0 5 9Ι2,οι/> 

qui est la forme H résultant de la suppression des éléments /j, 7, 8 
dans S,. 

h' devient par cette substitution 

(h) 

3 12 1 2 10 

5 ο 11 Q β 

5 2 12 ο ίο 

β 11 9 ι 3 

6 5 9 ι 3 

211 Ο 10 I? 

et l'on voit immédiatement que l'on a 

H,+ (7, 4, 8)A;ssS,. 

La configuration H fournit donc un seul système de triades qui 
n'est autre que S

4
. 
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Confiffuration l. 

On peut écrire une configuration J, où les éléments sont 

ο 2 3 4 5 7 8 10 II 12, 
sous la forme 

(0 

2 2 2 Ο 5 4 12 '■> 4 '2 
o if ίο ii 8 3 7 3 7 8 

5 4 12 10 11 10 ο 7 8 3 

Les duades qui ne figurent pas dans J peuvent être représentées par 
le Tableau suivant : 

ο 2 3 4 5 7 ® ' ' 
3 3 u 5 10 10 10 12 
47 12 12 II 
8 8 

Formons les demi-trajets qui contiennent une des arêtes, ° par 

exemple, et écrivons-les avec les demi-trajets complémentaires qu'ils 
admettent : 

Ο'ό 

O 2 4 # 1 ι 

3 7 5 10 12 

Ο 12 10 II 2 

4 5 7 3 8 

4 5 7 3 8 

12 10 II 20 

(Λ) 

ο 2 4 7 11 

3 8 5 ίο ΐ2 

Ο 12 10 2 JI 

4 5 8 3-7 

4 5 8 3 7 
12 10 Ο II 2 
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(f) 

024 7 11 

3 8 5 10 12 

Ο 12 10 2 II 

4 5 8
 7

3 

4 5 8
 7

 3 

12 ΙΟ Ο II 2 

(À) 

0 2 4 5 7 

3 8 12 10 11 

ο 5 II 2 ίο 

4 12 3 7 8 

4 12 3 7 8 

5 II 2 ΊΟ Ο 

La forme que nous avons choisie pour J résulte de la suppression 
des éléments 1, 6, 9 dans St. D'autre part, la substitution 

σ]=^(2)(ΐ> 8)(4> 5, 12)(o, 10, 11) 

laisse inaltérée J, mais change y, en y
a

, et y\, en y
3

. On reconnaît donc 
immédiatement que l'on a 

J + (<>» 1» 9)yi=S, 
et, d'autre part, 

ay[J +-(«, c)y]===Sn 

ffJ[J -+-(«, δ, c)y]~S,, 

α, c étant les éléments 1,6, 9 placés dans un ordre convenablement 
choisi. 

Relativement à y', remarquons que la forme que nous avons choisie 
pour J résulte aussi de la suppression des éléments 1, 6, 9 dans S

2
. 

On en conclut la relation 

J' + (G, 1,9)/=S2 
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La configuration J fournit donc deux systèmes de triades, mais ces 
systèmes de triades ne sont autres que S, et S2. 

Configuration K. 

On peut écrire une configuration K, où les éléments sont 

ο ι 2 3 5 6 7 8 ίο H, 

sous la forme 

(K> 

ι ο I ο I I 2 ΙΟ 3 ο I 

7 5 8 G 5 8 6 7 10 ^ 

η 210 3 8 G 7 5 11 3 

Les duades qui ne figurent pas dans K peuvent être représentées 
par le Tableau suivant : 

0123567 

1 57 8 6 11 8 
7 6 10 10 10 

8 11 11 

Formons les demi-trajets qui contiennent une des arêtes, 0 par 

exemple, et écrivons-les soit avec un des polynoines d'un nombre im-
pair de côtés qui empêchent l'existence des demi-trajets complémen-
taires, soit avec les demi-trajets complémentaires, quand ils existent : 

(*.) 

ο 2 3 5 G 

ι 7 8 ίο 11 

[■ 5 6] 

O2735 

ι 10 811 6 

0 2 6 5 3 

7 χι 1 10 8 

7 11 1 10 8 

2 6 5 3 ο 
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(*.) 

0 2 7 3 5 

in 8 10 G 

ο 2 5 6 3 

η ιο in 8 

7 10 ι 11 8 

2 5 6 3 ο 

La forme que nous avons choisie pour Κ résulte de la suppression 
des éléments 4» 9> 12 dans S,. D'autre part, la substitution 

σ*—(ο, i)(a, io,3, n) (5, 8, G, 7) 

laisse inaltérée K, mais change k{ en k2. On reconnaît donc immédia-
tement que l'on a 

Κ +(4, 12, ρ) /f, ΞΞ= S, 
et, d'autre part, 

σ*[Κ -ι-(β, c)/ra] =-.ΞΞΞ S,, 

a, b, c étant les éléments 4> 9» 12 placés dans un ordre convenable-
ment choisi, c'est-à-dire que la configuration Κ fournit un, et un seul, 
système de triades qui n'est autre que S,. 

En résumé, il n'y a que deux systèmes distincts de triades de i3 élé-
ments. Dans la constitution de l'un d'eux nous reconnaissons la 
présence des configurations (33),

0 des symboles A, D, F, G, H, J 
et Κ ; dans la constitution du second n'existent que les configurations Ε 
et J. 

Les configurations Β et C ne donnent naissance à aucun système de 
triades, mais fournissent un réseau à sommets trilatères, curieux au 
point de vue des trajets que l'on peut former avec ses arêtes. 


