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Sur les deux systémes de triades de treize éléments;

Par M. G. BRUNEL,

Professcur 4 la Faculté des Sciences de Bordeaus.

On appelle sysiéme de triades de 6n + 1 oude 61 + 3 éléments un
ensemble de triades tel que chacune des duades que I'on peut former
avec les ¢léments considérés apparaisse dans I'ensemble une fois et
une fois sculement.

De lels systémes existent pour toute valeur de n. Celte proposi-
tion a ¢t¢ établie par Kirkman ('), puis sous une forme identique au
fond, mais plus explicite, par Reiss ().

Les résultats obtenus par M. Netto dans les Mathematische Anna-
len (*) ne sont pas d'un caraclére aussi général, mais fournissent dans
cerlains cas des systémes dislincts de ceux que 'on obtient par I'em-
ploi du procédé de Kirkman-Reiss. M. I1. Moore a ¢tabli ensuite (*)
I'existence des systemes de triades pour toute valeur de 2 et a montré
en particulier que lorsque le nombre des ¢léments est supérieur i 13
il y a au moins deux systémes de triades essenticllement distincts.

Dans le cas de 13 éléments MM. Netto et H. Moore étaient portés

) Camb. and Dubl. M. J., 1L 1847,
(%) J. de Crelle, 1. 56; 1859.

(*) T. XLII; 1893.

(%) Math. Ann., .. XL1I1; 1893,
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4 croire qu’il n'existait effectivement qu’un seul systéme de triades.

M. Jan de Vries (') a signalé Iexistence d’un systéme de trindes
de 13 Cléments, distinet de celui que M. Netto avait construit. Il
ajoute qu'il n’est pas en ¢tat de prouver que les deux systémes ainsi
olitenus sont les seuls possibles.’

Nous nous proposons d’établir ici que le systéme douné par
M. Jan de Vries est identique au fond au systéme fourni par la con-
struction de Kirhman-Reiss.

Nous montrerons aussi qu'il n'y a en réalité pour 13 éléments que
deux systémes distinets.

Représentons par S, le systéme de triades contenu dans le Tableau

P e U U P —— e — o

}l b o o o o o o: 1 a2 a2 3 4 1

2 5. 1 2 3 8 10 92,6 6 4 4 5 3
{ilt’} T 5 6. 9 n ;i 9 8 11 10 7 12
S\ T T _ B
v 5 61 45 5 6| 1 1 a2 a2 3 3|
= 9 11| g 8 5| 7 8 g 40 11 12}

8 10 12 ] 12 11 10|11 10 7 12 g 8

les Lrindes qui fligurent dans un des rectangles du Tableau s'¢changent
cutre clles par les substitutions suivantes :

(0) (1,2,3) (4,5,6) (7,9,11) (8,10,12)
(0) (1) (2,3) (4) (5,6) (7.8) (9,10) (11, 12).

Il n’y a donc en réalité que huit types distincts de triades dans le
Tableau Sy, par exemple les triades

ct

h o o 1 4 4 1

-

(*) Circ. Mat. di Palermo, et Verslagen Zitt. K. Ak, Weteans., t. 11,
p. 64-67; 1894.
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Si I'on considére dans le Tableau S, les quatre triades

119 9
2 7 2 3
71
on reconnait immédiatement que 'on peut éerire quatre triades diffé-
rentes des précédentes el présentant les mémes duades en substituant
aux quatre triades les suivantes :

%ar un tel ¢change le Tableau S, se trouve modifi¢ et nous dédui-
sons de la sorte du premier Tableau S, un nouveau Tableau S, que
I'on peut disposer somme il suit :

6 4 9 8 5 12 o 1 1 = 10 3 2

4 9 8 5 12 o 1 1 7 10 3 2 6

5 12 0o 11 1 7 10 3 2 6 4 g 8
S, / T T .

6 4 9 8 5 12 o 11 1+ 5 103 2

9 8 5 12 o 11t 1 7 10 3 2 A

17 10 3 2 6 4 9 8 5 a2 1

Les triades qui figurent dans un des deux rectangles du Tableau
x ¢échangent entre elles par la substitution cyelique

(6,4.9,8,5,12,0,11,1,7, 10,3, 2).

Il n’y a donc en réalité ici que deux Lypes distincts de triades, par
exemple les triades

6 6
4 9
5 1

Journ. de Math. (5 séric), tome VII — Fasc. I1I, 1gor. 4o
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Les différents systémes de triades de 13 ¢léments qui ont ¢1é donnés
jusqu’ici peuvent étre ramenés par une substitution convenable effec-

tuée sur les éléments & coincider avec le Tableau S, ou avee le
Tableau S,.
Prenons le systéme de Kirkman (') mis sous la forme

A AAAANAG GG a a, 0, 0 ay a, u,
a, ay by by ¢, ey by by by by by by by b,
| @, a, by b, ¢y e, ¢, ¢, ¢, ¢, 03 ¢, ¢ 1,
a, ay a, a, b, by b, b, ¢, c, ¢, ¢,

ay a, a, a, by b, b, b, ¢, ¢, ¢, ¢,

\ by by b, by ¢y ¢, ¢, ¢, ay «, a, a,
5i Von remplace respectivement les symboles

Aa a, aya;, b, b, 0, 0, ¢, ¢, ¢ ¢,

par les chiffres

691823010711 1024
on retrouve précisément le Tableau S,. Nous pouvons exprimer ce
fait par la relation suivante

A' a, a, ay, a, b, b, by b, ¢, ¢, ¢, ¢, K: .3,
6 g1 8 23 0107511712435

1 w'est pas ulile d'insister et d'indiquer les transformations qui per-
mettent de passer des deux autres systémes de triades (ue Kirkman
a donn¢s dans le méme Mémoire ou bien de celui que Reiss a con-
struit (*) au seul systéme S,.

Nous nous conlenterons de donner les transformations relatives au

(') Camb. and Dubl, M. J., t. VIII, p. 38-45; 1853.
(%) J. de Crelle, 1, 86; 1839.
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systéme de Jan de Vries (*). Le systéme est le suivant :

1 1 1 11 2 2 2 9 9 33

2 4 6 8 g10 4 5 5 810 4 5

v 35 72111213 61113 g2 812
) 333 4 4 45 5 5H 6 6 711
6 7 99 9g10 6 7 8 8 ¢9g 8in

‘13 01293 1100 9 13 12 11 10 13

cLsi 'on y permute

12 3 4

($44
(o
3

o o

g 1o 1t 12 13
©n

4 9 12 10 2 5 6 3 8 0o 11 5 1

/

on retrouve cncorg le Tablcau S,. Nous pouvons donc écrire la rela-
tion

(1 2 3 45 6 7 8 9101112 ‘3)VES..

4 g1210 2 5 6 3 8 ot 7 1

Le systtme de M. Jan de Vries n’est donc pas distinct de celui de
Nirkman et rien n’est plus facile, avec ce qui précede, que de donner la
substitution qui transforme P'unc des formes dans 'autre. Il suffit de
faire le produit de la substitution qui conduit de V & S, par linverse
dela substitution qui conduit de K 4 S,. On a

(1 2 3 4 5 6 72 8 9 10 11 12 IS\)V"

G oa, ¢, by a, ¢, A b a, b, ¢ U, a,

(') Ziet, Ak. Wetens., t. 111; 1894,
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En ce qui concerne le systéme de Netto (')

‘o 1 2 3 4 5 6 7 8 911011 12

/
2 3 45 6 52 8 groaraz o
N 45 6 2 8 g o 12 3
Y o 1 23 4 56 5 B girouraz
3 4 5 6 79 8 groar52 o
gt1o1r 12 o 1 2 3 1 5 6 %

il ne differe évidemment que par la forme du systéme S, el Fon a.
entre ces deux systémes, la relation

o 1 2 3 4 35 0 8 1011 12
( o7 ) )V.’T."‘

G 4 9 8 512 ot 1 ~g0 3 2

A\

Nous nons proposons maintenant de montrer que S¢ et S, sont
deux systemes essenticllement distinets et que les autres systémes que
"on peut construire se rédnisent nécessairement a Pune de ces deux
formes par une substitation convenablement choisie,

Considérons un systéme quelconque des triadesdes 13 ¢léments o, 1,
2, ..., 12, Les triades sont au nombre de 26. Prenons P'ane quel-
conque d'entre clles «, b, ¢ et supprimons dans fe Tablean eette triade
et toutes celles qui contiennent un de ses ¢léments, « ou b on e,
Comme a figurait dans le systéme accouplé i tous les autres ¢léments,
il existe, en dehors de la triade @, b, ¢, cing antres triades contenant a.
Il en est de méme pour b et ¢, Le nombre total des trindes supprimées
est ¢gal & 1+ 3.5 =106. Les triades qui restent sont en nombre égal
4 10 ct conliennent les ¢léments aulres que @, b, ¢, ¢’est-a-dire un
nombre d'¢léments aussi ¢gal i 105 enfin, un quelconque des ¢léments
(ui subsistent apparail dans trois triades, puisque, dans le systéme
initial, cet ¢lément figurait dans six wiades et que Pon a supprimé les
trois triades distinctes ot cet ¢lément s'accouplait &, & b el e,

(") Math. Ann., . XLIL; 1893,
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Les triades qui subsistent, relativement & la triade quelconcue
a, b, ¢ du systéme, correspondent done i une conliguration (3,3),, de
Kantor.

D’autre part, les daades que 'on peut former avee 10 ¢léments sont

’ « 1O . .
en nombre ¢gal i ——)——’ = 45. Sur ces 45 duades, il y en a 30 qui sont

employées dans les dix triades qui subsistent, ou, en dautres termes,
dans la configuration (33),, dont nous connaissons maintenant I'exi-
stence. Les quinze autres se divisent par groupes de cing; il v a un
groupe de cing duades contenant les dix éléments, et chacun deux une
seule fois, formé par les duades qui figurent avee « dans les triades
supprimées; de méme, il y a un group: de eing duades correspondant
it b et un groupe de cing corvespondant a c.

Si L'on représente les dix éléments par dix points dans Fespace et
une duade de deux eléments par une ligne qui relie les deux sommets
correspondants, les quinze duades dont il s’est agi en deenier licu cor-
respondent i un réseau a dix sommets, chacun des sommets étant le
point de départ de trois lignes ou arétes, Cing des aréles sont relatives
a un ¢lément extéricur @ el consliluenl ce que nous avons appeld
ailleurs (') un dendi-trajet. Un autre demi-trajet correspond i b; un
troisicme demi-trajel est relatif a c.

De ce qui précede il résulte que, pour construire un systéme de
triades de 13 ¢léments, il suffit : 12 de construire un ensemble de dix
trindes pour dix éléments dans lequel chaque ¢lément apparait
trois fois, el trois fois sculement; 2° de former le véscau des duades
non employées dans les dix triades préeédentes et de le décomposer en
demi-trajets; 3 d’¢erive un Tableau contenant les dix triades fournies
par la premiére construction, une triade formée avee rois ¢léments
distinets de ceux déji employés et quinze triades oblenues en mettant
devant chacune des duades qui entrent dans un demi-trajet un de ces
lrois nouveaux ¢léments.

La solution de la premiére partie de la question est connue. Kantor,
Martinetti ont montré qu'il nexistail que dix configurations (3,3),,

(") G. Buesew, Analysis Situs : Iecherches sur les réseaux (Meém., Soc. Ph.
Nat, Bord., V,, p. 165; 18g5).
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distinetes auxquelles on est convenu d’attribuer respectivement les
symboles suivants :

ABCDETLYGHIJK

Nous aurons donc i examiner successivement ce qui arrive lorsque
I'on prend, comme point de départ de la construction d'un systéme de
trindes, ces différentes configurations. Relativement aux Tableaux S,
el Sy, les conligurations (33),, qqui se présentent comme correspon-
dant aux différentes triades ui constituent chacun des Tableaux offrent
les caracléres suivants :

Systeme S,.

f1, 2, 3 G

i\ 5, 6 :

o, I, } et, par suite, aussi les triades qui, dans A

La teiade @ 8 ol le Tableau §,, sont dans le méme ‘ D
1. 6, 9/ rectangle, fournissent des configu- J

4 5, 8 rations de symboles vespectifs i

b9y 12 h

v Tt I

Il v a donc, pour le systéme S, des triades qui correspondent & des
configurations (33),, de symboles

G F ADJHK

en nombres respectivement ¢gaux &

Systeme S,.

(4, &, 6, et,parsuite,aussiles Lriades qui, dans ‘ J
. ' le Tableau S,, sont dans le méme
La triade ¢ . ‘
reclangle, fournissent des configu- (

1

1, 6, 9 S rations de symboles respectifs :

~
¢
Pl

Ll y a done, pour le systtme S,, des triades qui correspondent & des
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configurations (3,3),, de symbholes

J K
en nombres respectivement égaux a
13 13

Ceci nous montre une différence essenticlle dans la constitution des
systmes S, et S, qhi sont ainsi complitement distinets.

Les configurations de symbole B ¢t C n’:q)lmraissvnl pas duns la
conslitution des systémes S, et 8,5 on serail poité i croire que ces
deux configurations fourm.s»cnt alors des systtmes nouveaux de
triades. Nous verrons qu'il n’en est rien et que la seconde partie de la
qquestion n’admet pas alors de solution.

Cette seconde partic de la question consiste & former, pour un
réscau déterminé, les demi-trajets. Les réscaux que 'on a i considérer
ici s présentent avee un caractire des plus simples, mais nous savons,
d'une manitre générale, former d'une facon systématique les demi-
trajets relatifs & un réscau quelconque donné (*).

Soient i, &k deux sommels quelconques du réseau; considérons un
are¢ & nlignes el @ n colonnes et faisons corvespondre” la pieme ligne
etla p¥me colonne du carré au sommet p. Dans la £m colonne el dans
la Adme ligne, nous conviendrons de mettre o lorsque les deus som-
mets du réscau ¢ et k ne sont pas reliés par une aréte, et de meltre un

s)mbol(, . indiquant la présence de Paréte qui velie £a & lorsque cette
artle existe.

Le symbolc ; sera considéré comme identique au sy mbole /, mitis
de signe contraire; cela revient # supposer (ue, sur chacune des aréles
du réscau, on choisit un sens déterminé.

Nous ne considérons pas les arétes du réscau qui partent d'un
sommet pour aboulir & ce méme sommet. Nous n’avons pas non plus

i supposer ici I'existence de plusieurs arétes reliant les deux mémes
sommels.

—_——

(*) Mém. Soc. Ph. Nat. Bord., V,, p. 176; 1893,
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Dans ces conditions, & un réscau donné correspond un tablean
carré parfaitement défini que T'on peut considérer comme un déter-
minant symétrique gauche.

Inversement, un déterminant symétrique gauche ¢lant donné, il lui
correspond un réseau parfaitement défini.

Les réscaux qui nous occupent contiennent un nombre pair de som-
mets. Or on sait (qu’un déterminant symétrique gauche d'ordre pair
est le carré d'une expression quil est facile de former. Chacun des
termes qqui figurent dans cette expression correspond 4 un demi-trajet.

Le développement de cette expression se simplifie considérablement
dans un cas tel que celui que nous rencontrons ici. Le réscau est alors
un résean i sommets trilutéres, et nous nous proposons de former de
toutes les facons possibles trois demi-trajets qui épuisent toutes les
arcétes. Considérons un de ces demi-trajets et imaginons que, dans le
résean, on supprime les arétes qui figurent dans le demi-trajet; il reste
un résean i sommets hilatéres qui peut étre connexe ou non. Si le
réseau constitue un seul polygone, ses cdtés pairs fournissent un denii-
trajet, ses eotiés impairs donnent le troisitme demi-trajet. Si le résean
est formé de plusieurs polygones, il suffit que I'un de ces polygones ait
un nombre impaiv de ¢dtés pour que 'on ne puisse pas former de
demi-trajet avee les aréles qui restent; lorsque tous les polygones ont
un nombre pair de cdlés, on peut, de plusicurs facons, former les
demi-trajets complémentaires, de 2/=' fagons s'il y a [ polygones.

Nous allons considérer successivement les différentes configura-
tions (33),, de Kantor et c¢tudier les réscaux auxquels conduit
chacune d'elles.

Configuration A,

On peut écrire une configuration A, ol les ¢léments sont

2 3 5 6 7 8 910 11 12
sous la forme
s 2 3 565 6 2 2 33
(A) 6 5 9g11 8 7 91011 12
'871012“1071298

qui résulte de la suppression des ¢léments o, 1, 4 dans S,. Les duades
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qui ne figurent pas dans A peuvent étre représentées par le Tableau
suivant

5 10 12 11 10
1 12

correspondant & un réseaun a dix sommets trilatéres, les arétes du réseau
étant des lignes qui joignent un quelconque des points de la premiire
ligne aux points de la méme colonne :

2 2 92 3 10

35 11 6 1

N . . . . N P
Formons les demi-trajets qui conticnnent une des arétes, , par

exemple, et écrivons au-dessous de chaque demi-trajet les demi-trajets
qui complétent avec la premiére les 15 duades. Lorsqu’un méme
demi-trajet peut étre complété de différentes facons nous le répéterons
avec les différents demi-trajets qui le complétent; lorsqu’un demi-tra-
jet ne peut étre complété, nous indiquerons entre crochets un poly-
gone d’un nombre impair de cdtés formé avee les duades non employées
ct dont l'existence entraine Iimpossibilit¢ des demi-trajets complé-
mentaires.
On obtient de la sorte les Tableaux suivants

2 5 7 910

36 8 12 11

L2 512 5 o]

2 » 7 8 9

3 611 10 92

_ 212 8 610

(a:;)

5 9 9 311

h 7 9 31

12 8 610 2

Journ. de Math. (3 série), tome VII. — Fase, I, 1gor1. ' /l'
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2 5 7 810

3 612 9111

() ) z:u (')10 7
5 9 3 811

5 9 3 8n

v12 610 7 =2

5 6 710

12 9 8 11

() A
5 3 81211

53 81211

610 9 7 2

2 5 6 7 8

312 91110

() 2 610 7 9
' 5 311 812
5 311 812

610 2 9 7

2 56 75 8

312 91110

( 2 610 7 g
“) 5 31112 8
5 31112 8

=3}

102 9 7

Remarquons tout d’abord que si I'on forme avee les éléments o, 1, 4
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la suite des triades déduites des demi-Lrajets a, :

1 I I 1 1 1 0 0 o0 o o 4 4 4 4 4
8

311 12

(513

o256 7 8 2 610 7 9

4 312 gir1o0 H 31112 8 610 2 9 5

on retrouve toutes les triades qui, avee celles contenues déja dans A,
constituent S,.

Nous pouvons écrire symboliquement cette proposition de cetle
facon
A +(1,0,4)a,=:8,.

Ceci posé¢ remarcquons que la substitution cyclique
5a=(7y3,12,10,5,8,2,9,11,06)

laisse A inaltérable, mais permute entre cux les Tableaux «,, «,, «,,
a,, ag3 on aen effet

Tl = Qy, Salls = Qy, Golly = Ay, G, ;= Uy, Tl =y,

les rangées des Tableaux se correspondant dans un certain ordre.
Nous conclurons de lia que, en désignant dans chaque cas par @, b, ¢
les ¢léments o, 1, 4 pris dans un ordre convenablement choisi, on
aura les relations '

oa|A +(a,b,c)a;|=S,,

o:[A +(a,b,c)a,|=S,,
ci[A+(a,b,c)a,]==5,,
si|A+(a,b,c)a,]=8,,
c'esl-b-dire que la configuration A fournit un, et un scul, systime de
triades qui n'cst autre que S,.
Configuration B,

On peut éerire une configuration B, ot les éléments sont

o1 23 4 5 6 7 8 g,
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sous la forme

‘000221(’547
(B) 1 35 4 6 3 5 5 8
?2467979889

Les duades qui ne figurent pas dans BB peuvent étre représentées
par le Tableau suivant :

o 1 2 F 5 6
7 4 365 97
8 6 5 99
9 8 8

N . . . . o o
FFormons les demi-trajets ui conliennent une des arétes, _ par
/

exemple, et essayons de les compléter; nous arrivons aux résultats
suivants :

o 1t 2 3 4
s = 6 8 9 5
' o 8 1+ 4 9
o 1 2 3 4
’ 7 8 5 6 9

’0-89.39

c'est-a-dire (u'il W°existe pas de groupes de trois demi-lrajets épuoisant
toutes les duades. La configuration B3 ne fournit aucun systéme de
triades.

Le réscau que nous avons ainsi rencontré est intéressant i un autre
point de vue; il nous offre un exemple d’un réseau & sommets trilatéres
tel qu'il n'existe aucun contour fermé ou aucun ensemble de contours
fermés comprenant chacun un nombre pair d’arétes qui passe par tous
les sommetls.

Configuration C.

On peut écrire une configuration C, ot les éléments sont

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9,
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sous la forme

(777 4 488926
(C) ’4932393[15
{8210065500

Les duades qui ne figurent pas dans C sont précisément les mémes
qque celles que nous avions déduiles de 'examen de la configuration B,
ct avee lesquelles on ne peut former de groupes de demi-trajets.

La configuration C ne fournit aucun systéme de triades.

Configuration D.
On peut éerire une configuration D, oi les ¢léments sont

1 2 3 4 5 6 71011 12
sous la forme
1t 6 6 6 1 r 2 2 3 3

(D) 2 11 4 10

332 5 71211 121110 7

Cr

710 4 4 5

Lies duades qui ne figurent pas dans D peuvent élre représentées par

le Tableau suivant :

1 3 45 710

4
6

N

5 6 710121
6 11 12 11
7 12

10
Formons les demi-trajets qui conlicnnent une des arétes, ; par
exemple, et écrivons-les avee les demi-trajets qu'ils admettent :
1 2 3 710
4 5 6 12 11
I 2 4 3 5

12 11 10

()

[}
3

e
~3

I2 II 10

2 4 3 5 1
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1 2 3 5 9

4 6 11 10 12

() 1 3 4 211

12 7 5710

6
612 7 510
3

4 211 1

Remarquons que la substitution

7= (1)(2)(3)(6) (r1,12) (5, 7) (4, 10)

laisse D inaltéré, mais permute entre cux les Tableaux (d,) et (d,). Or
la forme quc nous avons choisie pour D résulte de la suppression des
¢léments o, 8, g dans S,. On voit alors immédiatement que I'on a

D +(o0,9,8)d,=S,
ct, d’autre part,

o4|D +(a, b, c)d,]=S,.

a, b, ¢ étant les ¢léments o, 8, g placés dans un ordre convenablement
choisi, c’esl-a-dire (ue la configuration D fournit un, ct un seul, sys-
téme de triades qui n’est autre que S,.

Configuration L.
On pent éerire une configuration I, ou les ¢léments sont

o 1 4 5 6 7 810711 12

-
sous la forme

s’(i 8 512 0 7 412 0 1
() '4 512 or1r110 811 1 10
511t 710 6 7 6 4 8

Les duades qui ne figurent pas dans I peuvent étre représentées
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par le Tableau suivant :

o1 4 5 6 7 810

5 610 7 8111212
6 71110
8 11 12

N . . . . . )
IFormons les demi-trajets qui conticnnenl unc des aréles, ') par

excmple, et Cerivons-les soit avee un des polygones d'un nombre
impair de cotés qui empéchent l'existence des demi-trajets complé-
menlaires, soit avec les demi-trajels complémentaires uand ils
existent :

601847
5 6 12 10 11
| o 6 9
o 1 4 010
5 711 812

0O 1 7 10 12

() 611 5 4
611 5 4 8
I 71012 0O

La forme que nous avons choisic pour E résulte de la suppression
des ¢léments 2, 3, g dans S,. On voit alors immédiatement que Pon a

E+(2,3,9)e=S8,,

c'est-i-dire que la configuration E fournit un scul systéme de triades
qui n’est autre que S,.

Configuration T,

On peut écrire unc configuration I, ot les ¢léments sont

o1 2 3 7 8 gi1oir 12
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sous la forme
50001123123

(F) 7 911 211 7 9 810 12

'12 810 3 7 g111012 8

Les duades qui ne figurent pas dans F peuvent étre représentées par

le Tableau suivant :
o1 2 3 7 8 g1t

1 9 8 7 8111012
212 11 10 10 12
3

- . . ' . ‘ [¢]
Formons les demi-trajets qui conticnnent unc des arétes, = par

exemple, et écrivons-les soit avec un des polygones d’un nombre
impair de cotés qui empéchent P'existence des demi-trajets complé-
mentaires, soit avec les demi-trajets complémentaires uand ils

existent,
o 2 3 9gn

1 8 71012
[t 9 12]
o 23 79

1 11 10 8 12

) J081297

211 110 3

2 11 110 3

12 9 7 o

La forme que nous avons choisic pour IF résulte de la suppression
des ¢léments 4, 5, 6 dans S,. On voit alors immédiatement que I'on a

F+(4,5,6)f=S,,

c'est-4-dire que la configuration F fournit un seul syst¢tme de triades
(ui n’est autre que S,.
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Configuration G.

On peut écrire une configuration G, ou les ¢léments sont

o 4 5 6 7 8 g0 11 12
sous la forme

”~

o 0 4 4 4 5 6 6

o 5
7 810 5 7212 8 911 10
12

(G)

PP —

g1mm 6 8 grri1012 7

Les duades qui ne figurent pas dans G peuvent étre représentées par
te Tablcau suivant :
o 4 5 6 7 8 gio
410 7 8 9101112
D112 911 12
6

. . . . . . o
Formons les demi-trajets qui conticnnent une des arétes, 4 b

excmple, et ¢erivons-les avee les demi-trajets complémentaires qu'ils
admettent.

/o 5 6 910

4 7 81112

_ 012 10 1L ¢

(&) <5 8 4 7 6
58 476

12 10 11 ¢ O

o 5 6 7 8

4 12 9 11 Y0

. o 71110 §
(50) 5 9 412 6
5 9 412 6

71110 8 o

Journ. de Math. (5 séric), tome VII. — Fasc. III, 1go1. 4‘-’-
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La forme que nous avons choisie pour G résulte de la suppression
des éléments 1, 2, 3 dans S,. D’autre part, la substitution

5= (0) (4)(5)(6) (5, 12) (8, 9) (10, 11)

laisse inaltérée G, mais permute entre eux les Tableaux g, et g,. On
reconnait donc immédiatement que I'on a

G+ (1,2,3)g,=8,,
et, d'autre part,

0,[G + (a,b,¢)g,]=35,,

a, b, ¢ étant les éléments 1, 2, 3 placés dans un ordre convenablement
choisi, c'est-a-dire que la configuration G fournit un, et un seul, sys-
teme de triades qui n’est autre que S,.

Configuration .

On peut écrire une configuration 1, ot les ¢léments sont

o 2 3 4 5 6 8 ¢ 1012
sous la forme

»

3 55546 46 9 2
8 4

(H) i 9 o 3 312 8 o010

1

[M)

610 210 0 9 2 812

Les duades qui ne figurent pas dans H peuvent étre représentées
par le Tableau suivant :

4 5 6 8
8

8 gio
12 10
12

3
5
9

[« = =]

1
1

N
W £~ W N

~ . . ' . (¢}
Formons les demi-trajets qui contiennent une des arites, 4 par

exemple, et écrivons-les avec les demi-trajets complémentaires qu'ils
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admettent :

(hy)

()

(h,)

{

o 2 5
4 3 12

o 6

10 12

10 12

Or & & O &W

10 12

O

1012 ¢

=]
N
o W o

=}
O O O
o

10

10 9 2
5 3 4

6

8

9 10

W Qg & W v O

($44

[ S oL O

®x o

(2 4

M O O W

e

10
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La forme que nous avons choisie pour H résulte de la suppression

des ¢léments 1, 9, 11 dans S,. D’autre part, la substitution

7= (3)(5) (8, 12) (2, 9) (0, 10) (4, 6)

laisse inaltérée H, mais permute entre eux les Tableaux /, ct /1, On

reconnait done immédiatement que I'on a

H-i-‘(l, 11, Nh=3,,
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et, d'autre part, '
s[H + (a, b, ¢)h,]=85,,

ay by ¢ étant les éléments 1, 7, 11 placés dans un ordre convenable-
ment choisi.

Relativement a /', remarquons que, si 'on échange respectivement

3 5 812 2 g o10 4 6
()]

o 1101112 g 5 6 3 2
I devient
o1 11 3 23 2 912

()

10 3 9 5 0 o1r10 5 6

i1 2 612 6 5 9121017,

qui est la forme H résultant de la suppression des éléments 4, 7, 8
dans S,.
/" devient par cette substitution

312 1 210

o1r g9 6

Cr

212 O 10

()

5 9 1 3

1T 0 10 12

5
61 g 1 3
6
2

et I'on voit immédiatement que I'on a
H,+ (7, 4, 8)h,=S,.

La configuration H fournit donc un seul syst¢me de triades qui
n'est autre que S,.
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On peut écrire une configuration J, oi Jes éléments sont

o 2 3 45 7 81011 12

sous la forme

 —
~

(1)

o ——

2 2 0 5

o 11 10 1]

Configuration J.

4 12
8 3 73 7 8
5 412105110 0 7 8 3

325

Les duades qui ne figurent pas dans J peuvent étre représentées par

le Tableau suivant :

W E W9

o &N

3 45 7

It 2 10 10 10 12

12 12 11

8 11

- . - o . . [5)
Formons les dcml-trajcts qui conliennent une des arétes, 3 Par

esemple, et écrivons-les avec les demi-trajets complémentaires «pu’ils

admettent :

(J1) {

o
3

=~ QO

EECN

12

©

=

s s

2 4 8
7 510
12 10 11
517 3
5173
10 11 2

2 4 7
8 510

12 10 2
58 3

5 8 3

10 o011

1t
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o 2 4 711
3 8 51012
012 10 2 11
(j
/) 458 7 3
4 5 8 7 3
1210 0 11 2
o 2 4 5 7
3 81210 11
( o 511 210
J2) Gz 3 7 8
412 3 7 8

511 210 o

La forme que nous avons choisie pour J résulte de la suppression
des ¢léments 1, 6, g dans S,. D’autre part, la substitution

a;=(2)(7, 3,8)(4, 5, 12) (0, 10, 11)

laissc inallérée J, mais change j, en j,, et j, en j;. On reconnait done
immédiatement que 'on a

J+ (6, 1,9)j,=8,
et, d’autre part,
o;[J + (a, b, ¢)j]=8,,

c}[.] + (@, b, ¢)j]=8,,

a, b, ¢ étant les éléments 1, 6, g placés dans un ordre convenablement
choisi.

Relativement a j', remarquons que la forme que nous avons choisie
pour J résulte aussi de la suppression des éléments 1, 6, g dans S,.
On cn conclut la relation

J+(6,1,9))'=S,.
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La configuration J fournit donc deux systémes de triades, mais ces
systemes de triades ne sont autres que S, et S,.

Configuration K.
On peut écrire une configuration K, ot les éléments sont

o1 235 6 7 8iour,
sous la forme

s 1 o 1 o1l 210 3 o 1
(K) ' 75 5 8 6 710 2
11 210 3 8 6 7 511 3

Les duades qui ne figurent pas dans K peuvent étre représentées
par le Tableau suivant :
o1 2 35 67
5 7 8 611 8

7 610 10 10
8 o1

Formons les demi-trajets qui conticnnent unc des arétes, c: par
exemple, et écrivons-les soit avec un des polynomes d’un nombre im-
pair de cotés qui empéchent P'existence des demi-trajets complémen-
taires, soit avec les demi-trajets complémentaires, quand ils existent :

o 2 3 5 6
1 7 810 n
[t 5 6]
o 2 7 3 5
110 811 6
(k) [0 2 6 53
711 110 8
711 110 8
2 6 5 3 o
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o 21735

111 810 O

o 2 5 6 3
(k)

710 111 8

710 111 8

2 5 6 3 o

La forme que nous avons choisie pour K résulte de la suppression
des ¢léments 4, 9, 12 dans S,. D’autre part, la substitution

a,==(0,1)(2,10,3, 11)(5,8,6,7)

laisse inaltérée K, mais change k, en &,. On reconnait donc immédia-
tement que I'on a
K + (4, 12,9) k=8,
et, d’autre part,
a[K +(a, b, )k, ]|==8,,

a, b, ¢ ¢tant les éléments 4, 9, 12 placés dans un ordre convenable-
ment choisi, c¢’est-4-dire que la configuration K fournit un, et un seul,
systeme de triades qui n’est autre que S,.

En résumé, il n’y a que deux systémes distinels de triades de 13 él¢-
ments. Dans la constitution de 'un d'eux nous reconnaissons la
présence des configurations (33),, des symboles A, D, F, G, H, J
et K ; dans la constitution du second n’existent que les configurations K
etd.

Les configurations B et C ne donnent naissance &4 aucun systéme de
triades, mais fournissent un réseau & sommets trilatéres, curieux au
point de vue des trajets que I’on peut former avec ses arétes.



