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Le théoréme des tourbillons en Thermodynamique ;

Par M. JOUGUET.

1. Considérons une masse-fluide continue, animée d’'un mouvement
qui n'altére pas sa continuité. Désignons par «, ¢, w les composantes
suivant les trois axes de la vitesse d’'une molécule : ce sont des fonc-
tions continues du temps ¢ ¢t des coordonnées z, y, 5 d’un point géo-
métrique (variables d’Euler). Les molécules qui, au temps £, sont
situées sur une courbe fermée C, forment, i tout instant, une courbe
fermée G, On peut ¢énoncer le théoréme de 1lelmholtz en disant que
l'intégrale curviligne

fudx—i—ody—k wds

conscrve, & tout instant, la méme valeur.

La démonstration de ce théoréme, applicable aux fluides dénuésde
viscosité, est subordonnée en outre aux restrictions suivantes :

a. Les forces, tant intérieures qu'extéricures, qui agissent sur
chaque ¢lément de volume admettent un potenticl.

0. La pression cst fonction de la densité seule.

M. Duhem a montré (') comment la Thermodynamique permet

——

f‘) Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique (Annales
sczfzr}tz:/iques de 'Ecole Normale supérieure, 3 série, t. X ; 1893). Traité d’Elec-
tricité et de Magnétisme, t. 11; 18ga2.

Journ. de Math. (5° séric), tome VII. — Fasc, 111, 1gor. 31
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d’étudier le mouvement de fluides ‘pour lesquels ces restrictions n’ont
aucun sens, Nous nous proposons de rechercher ce que devient, dans
sa théorie, le théoréme de Helmholtz; nous continuerons a supposer
nulle la viscosité.

On apercevra facilement, 4 la lecture de cette Note, tout ce qu’elle
doit 4 M. Duhem. Non sculement la méthade lui est empruntée, mais
bien des pages sont consacrées & reproduire, sans grandes modifica-
lions, ses résultats. Nous prions qu’on nous en excuse, comme il I'a
déja fait lui-méme. 1l nous a paru que cette reproduction était utile
pour bien mettre en lumiére I'insuffisance des énonceés (@) ct (b) en
Hydrodynamique ct la possibilit¢ de leur remplacement par d’autres
plus généraux.

L

2, Dans les fluides habituellement étudiés en Hydrodynamique,
Pétat physique et chimique en un point est completement défini par
la densité ¢ et la température absolue T. Nous supposcrons ici que,
pour cette définition, il faut joindre & ces deux variables un nombre fini
de paramétres algchriques, un par exemple, que nous désignerons par 7.,
et un nombre fini de paramétres géométriques, un par excmple, le
vecteur M dont les projections sur les trois axes seront A, B, C. Les
variables g, A, A, B, C, T seront supposées normales. La Thermody-
namique conduit alors & mettre le potenticl thermodynamique interne
d’une masse fluide sous la forme

(1) sze?(p,‘/\,A,B,C,T)pd:-f-‘lt

Dans cette expression, 3(p, A, A, B, C, T)¢ d~ est le potentiel thermo-
dynamique interne de I'élément de volume d=; le signe f représente

une intégrale triple étendue & tout le volume E du fluide; W est un
terme complémentaire, dépendant de la position relative des divers
¢léments du fluide et des variables fixant I'état de chacun d’cux, al-
straction faite de la température.
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L'hypoth¢se la plus naturelle qu'on puisse faire sur ¥, c'est qu'il
s'écrit sous la forme d'une intégrale sextuple (')

(2) V=3 ff«l'(g,?\/\ B,C,¢, N, A, B, C 1V, Y58 Y 3 )ep pdedz

dont le champ est I'ensemble & 6 dimensions obtenu en associant suc-
cessivement chaque point de E avec tous les autres points du méme
domaine. g, A, A, B, C se rapportent & I'élément de volume d= de
coordonnées x, ¥, 55 &', X'y A’y B, C' 4 I'¢lément d~' de coordon-
nées x'y ¥y 5

A la verité, un fluide ¢tant isotrope, ¢ ne dépend de A, B, C que
par I'intermédiaire de M. De méme, A, B, C, A, B, C, =, y, 3, «/,
¥, 5 n'entrent pas d’une maniére quelconque dans la fonction .
Celle-ci ne dépend que de la grandeur des vecteurs M et M', de 'angle
qu'ils font entre eux, de ccux qu'ils font avec la droite joignant les
¢léments d= et d7y et de la longueur de cette droite. Mais ces
remarques n'ont pas d’inlérét pour ce que nousavons en vue.

Nous supposcrons que I'intégrale W peut se calculer par deux inté-
grales lnplcs successives et nous poscrons

(3) V(z,y,3,0) = f... Ye'd.

Le point 2, y, 5 peut se trouver dans E ou & I'extérieur. Par hypo-
thése, la fonction V existe dans I'un et dans l'autre domaine. Nous
supposons en outre (u’clle est continue dans chacun de ces domaines
et qu'elle y admet, par rapport a z, y, 5, des dérivées particlles du

premier ordre données par la riégle de la dérivation sous le signe f .

Ce sont les hypothéses faites par M. Duhem dans son Mémoire sur le
Potentiel t/cermodynamzque et la pression hydrostatique que nous
avons déja cité. On trouvera dans ce Mémoire leur discussion analy-

() Dunex, Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique,
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tique sur laquelle il n’y a pas & revenir. Elles permettent d’écrire :

AR s B 5’-'3 ﬁ"’d‘c’--i— '—”-’ d—?P'd':’

de — ) dx¥
+ 5% ‘)A,.d + 5 oB"d + 5z d(‘,d
Et si nous posons
0” / / ’ !/ d' ’ /
X, =- -i‘?d‘T, Y,=- 3—;9 v, ZL;=-— f Y d»:,
d al et ay , ’ ’
a=— | sx¢'ds, b,:—fm-‘;pdr, €= — d(,Pd'
(4) ,
l _—— fdf ﬁldt ’
0’;‘ ’ ’
L[ = — a-;: ? d" ,
ov .
la valeur de 5 deviendra
A dp I A, 0B JC
0_.1'—--Xi—ld.c o L‘().z aid.z b’()a’_c"d-.—r'
5) On aura de méme
v _ 9 o A B JC
()}’ Y I()}’ L‘d_7 a; 5— ())' [I‘ dy —C; (‘)‘7’
v _ 9 ) oA B aC
I Z IE’:—L‘a a,'d—s--ll"a—s'—cid-—:-'

Les actions que le reste de la masse exerce sur I'élément d= sc
composent d'une force pd= (X, + Y; + Z)) et d'influences pd<l, pdzL;,
¢d=a;, pdzb; pdic; Les équations (5) montrent que la force ne
dérive pas d’un potenliel c’est en quoi la restriction (&) du para-
graphe 1 ne saurait étre énoncée ici.

On remarquera que I'existence des influences p dra;, pd*:b,, pdrc;
suppose celle d’un couple agissant sur ’élément dr : leur travail vir-
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tuel est, en effet, différent de o quand I'élément d~ tourne sur lui-
méme. On sait que de semblables couples se rencontrent dans I'é¢tude
des corps aimantés et, si 'on adopte les idées de Helmholtz, dans celle
de Paction entre deux courants électriques.

3. Les actions que les corps étrangers au fluide exercent sur lui sont,
les unes des pressions P di appliquées 4 chaque ¢lément do de la sur-
face extérieure, les autres des forces (X, + Y, +Z)d= et des
influences ga,dz, pb,dz, pec.d= appliquées 4 chaque ¢élément de
volume d=. A ces derniéres il faut ajouter les forces d’inertic

— t(Jat+ Jo+ Jo) s,
J ¢tant I'accélération.
Exprimons le travail virtuel de ces actions. Envisageons une modi-
fication virtuelle en laquelle chaque point matériel se déplace de

5~

)
5% + Sy + 93.

Le volume occupé par le fluide est déformé. Avant la modification, il
comprend la partie o ct la partie infiniment petite 1 répartic le long
de la portion £, de la surface primitive. Aprés la modification, il se
compose de o et de I'espace 2 confinant a o le long de la portion Q,

Fig. 1.

de la surface primitive. Convenons de marquer, pour les parametres 2
A A, B, C, T, les variations qu ’ils subissent en chaque point géomé-
mquc par la caractéristique 3, et celles qu'ils subissent en chaque
point matériel par la caractéristique A. Le travail virtuel des actions
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extérieures ct des forces d’inertie est

Ze.+ 2= § [Peos(P,z) 2z + Pcos(P, y) 8y + Peos(P, 5)3s] do
Q,+9,
+ [ #l(X,= )+ (Yo j,) 8y
041
+(Z,— j.) 25 + L AN + a,AA + 0,AB + c.AC| d-.

On a dailleurs évidemment

o ,
A=+ iz + %8}/ + %’;3:,
et 'on peut éerire des relations analogues pour AA, AB, AC. L'ex-
pression de 2¢,+ 2J peut donc se transformer en

e+ 2d = S [P cos(P, x) ¢ + P cos(P, y) Sy + P cos(P, 5) 23] dw
Q,+9Q,
+ [#1Leh+ A + 8,38 +c,3C) d
0
, o 0A aB JdC7 »
(6) ‘i +[ LX J:,-PL, +«a c‘) b‘(—)_.,(: +6¢;)7J sxds
A o A ., B 0Cla
+~ F ;_Y —-j’-i'-Lc }' -i—a,;)‘-; -+ be@ ",'C,D‘—y‘ Oyd'.

e . . oA JIB JdC7 »
+fo,c LL" —J;+L,‘—); +a. - +b,% + e s | osd=.

4. On obtiendra les ¢quations du mouvement en exprimant que

pour toute modification virtuelle en laquelle la température de chaque
molécule reste constante.

Dans ce qui va suivre, les variables A, B, C joucraicnt, comme elles
'ont fait jusqu'ici, un réle identique & celui de A. On simplifiera
heaucoup I'écriture cn supposant dorénavant, pour faire le caleul,
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qu’clics n’existent pas. Il sera facile, 4 la fin, de rétablir dans les for-
mules les termes (u’clles auraient donnés, par analogie avec ceux rue
donnera A,

8. Le calcul de 2 f ppd= se fera en suivant la méthode développée

par M. Duhem, dans son Mémoire Sur l’équilibre et le moucement
des fluides mélangés (*). On poscra

d»
(7) o
ES = -7

S sera I’entropie de I'unité de masse du fluide censée homogéne. La
variation cherchée sera

ff;p(l‘:: f d——fa dr
f [(dH ES ()T) S

+(5 +EST )y + (%8 ~ESS) 3

+ So.,m,Pﬂ %'-:;[Sx cos(n,x)+8y cos(n,y)+ 145 cos(n, 5)|dw,

Q,

2

d~

n désignant la normale intérieure au fluide.

6. Nous insisterons davantage sur le calcul de $W.
W varie pour deux raisons: 1° 4 cause des variations 8p, ¢\, ¢, SN’
en lout point géométrique du champ o3 22 cause de la disparition de

la mati¢re contenue dans 1 ¢t de I'apparition de la matiére contenue
dans 2.

(" Travauzx et Mémoires des Facultés de Lille, t. 111, Mémoire ne 11,
Chap. VI, p. g1; 18g3.
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On écrira

28V = ff“('lz+34f)(p+'39)(9’+39')d-.d:'
"‘f_/o;w(‘l’+3¢)(9+3p)(;’+39’)d:d:’
+ [ 4+ 3+ 3) 5+ 39 e

| ~(f [[s# dsaz+ [ [ g+ [ e s

Le symbole oo représente 'ensemble & six dimensions obtenu en
associant successivement & chaque point de o tous les autres points
dc 0. Le symbole 02,20 représente un ensemble formé de deux par-
lics, la premitre o2 obtenuc en associant successivement a chaque
point de o lous les points de 2, la scconde 20 obtenue en associant 4
chaque point de 2 tous les points de o. Les symboles 22, 11et o1,10
ont des significations analogucs.

Considérons d’abord les deux intégrales relatives au champ oo (ui
ligurent dans (9) par leur différence. Par raison de symétrie, cette
différence est égale &

ff* Yop dr d=' +2ffpp a,d’d’ + ff 3—37“1'(1‘7,
M

ou cncore

(9) 2/0'Vapd1—2f‘clslad-; - QfPL‘,gy\d,:’

(9)

Drailleurs, ¢p peut s’exprimer en fonction de &z, Sy, £3. En effet,

=A% 7 _r‘ . — NBr Ry | d8s
SP‘—‘AV—()xa gy 2; el Az =— (().z+ )/..;_‘)‘)
Dol
s [9(pdz) | 9(pdy) | d(p3a)
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Unc intégration par partics transforme alors la somme (9') en

Bk [ es 4 20—l gy SO 8s ] ds —a L inds

( +2 S (,.V—"l)[3wcos(n,x)+oycos(n,y)+? cos(n, 5)| dw.

(()”)

Prenons maintenant dans (g) les intégrales relatives & or,10cta 1.
On peut les écrire

—[pd‘:f‘;o'{;p’dt’—[pd‘:fo'{/p’d':',
- ~[Vpd‘:.

De méme, celles qui sont prises dans 02, 20 et dans 22 donnent

2fV pdr.

On remarquera, pour ce dernier terme, que, dans la région 2, les dp
et les A ne sont pas infiniment petits. Mais les intégrales qui s'y rap-
portent le sont : on les calcule en donnant & p, A, V les valeurs que
ces quantités avaient, avant la modification, aux points de o infini-
ment voisins de la surface £,.

La différence 2/Vpd’: - 2[V9d~. s'éerit
1 ]

soit

(g") —2 Sa o p V[ ez cos(n, z) + Sy cos(n,y) + 3 cos(n, 3)] do.

On a supposé, dans ce calcul, qu’au sccond ordre pros

f pds qu/p'd-:' et /" o ds ['4‘9'4‘5'

¢laient ¢gales. C'est, en cffet, ce qui arrive en général avec les hypo-
théses énoncées par M. Duhem sur la fonction . Mais cela serait faux
Journ, de Math, (5¢ série), tome VII. — ¥asc, 1L, 1gn1, 32
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si ’on supposait, par exemple, comme on le fait dans la théorie de la
capillarité, que cette fonction n’a une valeur sensible que lorsque les
points (z,y, 3) («',)’, 5') sont trés voisins 1'un de Pautre. Nous lais-
serons cc cas de c6lé en remarcquant simplement que, s'il se rencon-
trait, seules seraient modifi¢es les intégrales doubles de W', & I'exclu-
sion des intégrales triples. Or ces derniéres suffisent pour le but que
nous avons en vue.
Nous ¢crirons donc, en vertu de (9), (97), (9"),

,txr—fo [ 2570+ 2 e gy o 20V 2eD -]d~-fopL,.a‘A¢-.

dy ds ”

- Sg,,,gle [3"” cos(n, x) + Sy cos(n, y)+ 23 cos(n, 3) | do.

7. Les formules (6), (8), (10) donnent SF — 3¢, — ¢J. Cetle
expression se compose d'unc somme d'intégrales de volume et d’inté-
grales de surface. La considération des intégrales de volume donne les
¢quations du mouvement pour l'intérieur de la masse fluide. Nous les
écrirons en rétablissant les termes dus & A, B, C.

Je
;).—l',
g
r))’

(—)i=]Je+IJi’

)'

%_%+%

<I]) E)

ot = be+ by

%—Q+%
oll ()l‘ I(V~—opl . Jdi JA JB
S HESL + ) X o L a2
oH 0T J(V—¢l) JA ub , 7
())’ +ES T——Y—j,-l—Led +a,0y+[l¢0y+’»¢-
I T \ . A JA JB 9
3.‘I+LS() (-)—(——0-.'——)=Le—jz L 0 + e(; +b¢"d—z"+'cpid—:'

Supposons que

X, dx + Y,dy -+ Z,ds + L,d\ + a,dA + b,dB + c.dC — ESdT
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soit 4 chaque instant la différenticlle exacte, par rapport & z, y, 3,
A’une fonction — R(x,y, 3, {). Les équations (12) s’écrivent

(M +V—pl+R)

ox _—j"’

' JH+V—pl+R) .
<l2) dy _'—jy’
OMN+V—pel+R) .

e =—Jn

formules d’oit 'on peut tirer le théoréme de Helmholtz par une voie
connue [voir Poixeant, Théorie des tourbillons, Chap. 1. Les équa-
tions (12) ont la forme des équations (7), p. 10 de cet Ouvrage].

La fonction R existera, en particulier, toutes les fois que seront sa-
tisfaites les conditions suivantes :

«'. Les actions extéricures admetlent un potentiel, c'est-a-dire que
Xedr -+ Y,dy + Z,ds + Lydh + a,dA + b,dB + c,dC est la diffé-
rentielle exacte d'une fonction — Q(«,y, 5,7\, A, B, C);

/. 1l existe & tout instant, dans toule la masse du fluide, une
rclation

(13) K(§,T)=o0

entre la température ct entropie par unité de masse.

Cette derni¢re condition scra & son tour certainement remplie si, &
partir d’un état ot la relation (13) existe, chaque ¢lément de matiére
ne subit que des transformations en lesquelles cette relation ne cesse
pas d’¢tre vérifice; en particulier si, 4 partir d’un instant ol toute la
masse st homogéne, chaque ¢élément matériel ne subit que des trans-
formations isothermes ou adiabatiques.

8. Laconsidération des intégrales doubles de 8F — 8¢, — J donne
les conditions aux limites. Ce sont :

g Peos(P,z) = -pﬁz—z — p'-’I: cos(n, x),

(14) ¢ Peos(P,y)= ‘p’% - p’I1 cos(m,y),

Pcos(P,z) = _p’z—: - p’I_ cos(n, 5).
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Ces équations montrent d’abord que P a la direction de 7 (la pres-
sion doit donc étre normale & la surface); ensuite que I doit avoir

dy
, 2 A2

la valeur g 2~ F L.

Pour définir la pression qui s’exerce sur un élément intérieur ds,
faisons passer par ds une surface Z qui partage le fluide en deux par-

Fig. 2.

s'

ties E' et E”. Enlevons I sans supprimer les actions qu'eclle exerce sur
les ¢éléments de volume de E” et qqui ont pour potentiel

L‘Pd7£¢?ldfl'

Pour maintenir I’ dans 'é¢quilibre fictif de d’Alembert, il faudra alors
appliquer & chaque ¢lément do de X une pression extérieure II. 1T sera,
par définition. la pression & l'intérieur du fluide. Nous allons la cal-
culer.

Le potentiel thermodynamique de E” est

-£ veds+ é f [ w'#?.-’r' drdz.

Sa variation dans une modification virtuelle est, en vertu des for-
mules (8) et (10),

Lp%ﬂd’. +£9[<g—u +Esﬂ) S
~+ <0” + ]‘Sdr) oy + (01[ +ES ()l') B;j 4=

ady Jds
+S 4P 0—? x cos( R, &) + Sy cos(n, ) + 83 cos(n, 5)] dw
N n III o " ” a " " N )
— ‘,L’o'&d"—i-f [_______d(V o ) 3 + d(vd), Z )0)’+ (V(): el )oz- d=.

— Ssu*SFQII/[ox COS(n, x)-i— 8)/ COS(IZ,)’)-}- 82 COS(ﬂ, 5)] do.
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V', 1", L sont les intégrales V, 1, L, prises dans le champ E’ seu-
lement.

Le travail des actions exercées par E' sur E” est, avec un signe
mverse, I'expression

-/r.: [APA/';%% ¢dr + A)\L%ﬁ o'

., d"'{ ) b) ‘)';‘ ! Tt ) ()"{ t At | A
+u/;d—xpd1:+oy/';-a;pd.+ozj;%pd.],d.,

s0it
IV’ OV s IV’ o
f(’()—xa—*-oy by + 23 )pd f(lop-}-L M)pds,
ou enfin
R UV —gl)y  IV—gYs o(v'—»nf)\ .
—fw‘.L‘.Adr-f-f [ ey + ld

- Ss~ Ep“'l’[r?x cos(n,x) + Sy cos(n, y) + oz cos(n, z)] dow,

Vv, I, L; ¢tant les intégrales V, I, L, prises dans le champ E’ seu-
lement.

Enfin le travail virtuel des autres actions cxtérieures est, avec un
signe contraire, 'expression

— [ lXemia) 3o + (Vo= jy) oy + (L= ji) 32 dn
- Ss’P[cos(P, x)8x + cos(P,y) oy + cos(P, 5)35] dw
— SEH[cos(II, z) 8z + cos(Il, ) 8y -+ cos(1l, 3) 33| .

Lin ¢galant & zéro la somme des trois expressions ci-dessus, ct en re-
marquant que
V = V’ -+ V”’
I =1 +1",
L,‘ = IJ: -+ L’E,
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Fon obtient les équations du mouvement de la masse E” sous la
forme (11), (12) et Ja valeur de II sous la forme

-3

r2

(15) || e

Q—I S
ha \)

cL I'on vérifie que II est normal a ds.

La relation (15) montre que la pression sur I'¢élément ds dépend de
I'élat de la masse lotale par I'intermédiaire de I. On voit combien il
serait difficile d’introduire ici la restriction (0) du n°® 4.

9. Nous rappellerons qu'un exemple de fluides auxquels s’ap-
pliquent les considérations précédentes est fourni par ceux dont les
¢léments s'attirent suivant la loi proposée par M. Faye dans ses études
sur la queue des cométes.

{I.

10. Les hypothéses faites au n° 2 sur le terme complémentaire ¥
ne sont pas nécessaires. Les fluides parfaitement doux aimantés
offvent un exemple ot elles ne sont pas vraies. L'action d’une masse
aimantée sur un ¢lément intérieur n’est pas définie. De la I'impossi-
bilité de mettre W sous la forme (2). De la aussi I'impossibilité
d’¢noncer, pour ces corps, la restriction (@) du n° 4. Mais, si I'on
adopte les idées de M. Duhem ('), on peut écrire ainsi qu'il suit le

/2
@

potentiel thermodynamique interne d’un systéme formé par des
aimants permanents et immobiles P et par un fluide parfaitement doux

(') Traité d’Electricité et de Magnétisme, t.11, p. 159 et 405,
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aimanté E ¢
16) F=[ 5(MTpdi—3 [ (Aa+Bj+Cp)d-.

M = yA? + B? + C? est ici le moment magnétique de I'élément o/~.
Quant & a, B, v, ce sont les composantes suivant les trois axes du
champ magnétique a l'intéricur de la masse aimantée.

Nous admettrons d’ailleurs que le travail virtuel des forces d'inertic
ct des actions extéricures qui agissent sur le fluide est de la forme

/ »

- \ e+ 3] = SQHQ’[P cos(P, )2z + P cos(P, )2y + P cos(P, 5)3z] o
l’; 3 b }4 . ~ . ~
| o [ol(Xe=jeVie + (Vo= )y + (Lo ju)3:) s,

qqui n’est qu’un cas particulier de la forme (6).
La variation de f %¢ d~ pourra se calculer par la formule (8) : elle

sera

3 fopds= [ 55 (A%A+B3B + CIC)d=
[}

%y { + o (@ + B2

(3‘1:+E50T)ry+( +ES> )Bz]d:

+ S 792 (8 cos(n, )2y cos(n,y )+ 2z cos(n,3)] do,
o.+0,7 dp

H et S ¢tant toujours définis par lcs égalités (7).
Seule, la variation de ¥ = — (Ae+B§ + Cy)d= ne peut

P+E
pas &tre obtenue par application dcs résultats qui précédent. Elle se

calcule toutefois par une méthode tout 4 fait analogue 4 celle que nous
avons exposée plus haut. C’est M. Liénard qui en a donné le premier
la valeur exacte (). Contentons-nous d’indiquer le résultat de son

(') Pressions & Uintérieur des aimants et des diélectriques (Lumidre élec-
trique, t. LII, p. 7; 1894).
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calcul en renvoyant & son travail pour la marche & suivre.
Y= -f(aaA +83B +v2C)d=
(]
(19) i + Sn,+n,[“A + 8B +yC + 2=M?cos*(M, 2)|
X [ cos(n, x) + 2y cos(n,y) + 2z cos(n, z)] do.

11. L’expression ¢F — Z¢, — 2J est une somme d’intégrales triples
et d'intégrales doubles. La considération des premiéres donne les
équations du mouvement a l'intérieur du fluide.

M
A—a—z—?—a
F oM
—o M
(20) (B=2 "5
¥ oM
M
C=~;'d?
oM
dH .o dT
.l); LS%—X, JZ’
o aT - .
(21) ‘F+ESJ;=\,—J,,
oH

. e ﬂ ’, .
9z TLS‘E =/4,—-J,.

Imaginons que X.dx + Y.dy + Z,ds — ESdT soit i tout ins-
tant la différenticlle exacte, par rapport & x, y, z, d'une fonction
— R(z, y, 5, t). Les équations (21) prendront alors la forme:

: J(M +R)

s or =_j‘"

, d(H+R) .

(2') ——0;-—:—]”
d(H+R)
'_—()';——— 29

qui conduit au théoréme de Helmholtz.
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La fonction R existera en particulier toutes les fois que seront véri-
fiées les conditions (a') et (J') dun° 7,

12. Les conditions aux limites sont données par la considération
des intégrales doubles de SF — 8¢, — 2J. En tenant compte de (20)
pour transformer le terme a A + 3B + yC, et en posant

(22) =p2=L 3? + Mde + 27t M? cos?(M, n),

on aura
P cos(P, z) = cos(n, ),

(23) Pcos(P,y)=Ilcos(n,y),
P cos(P,z) =M cos(n, 3).

On verra, comme au n° 8, que la pression sur un ¢lément ds inté-
rieur au fluide est précisément II, que cette pression est normale a do,
mais qu’elle dépend de son orientation ('), si bien que la pression cn
un point n’est pas définie et que la restriction (b) du n° 1 n'aurait ici
pas plus de sens que la restriction (a).

13. A la vérité, quand un fluide aimanté cst ea mouvement, il se
produit dans sa masse soit des courants de conduction, soit des cou-
rants de déplacement. L’étude de ce mouvement ressortit donc &
I'Elec trodynamique et échappe (M. Duhem a insisté sur ce point)
aux méthodes ordinaires de la Thermodynamique : les méthodes de
Helmholtz permettraient de I'aborder dans toute sa complexité. Le cas
{{uc nous avons Lraité est un cas idéal: celoi d'un fluide fictif quine
serait ni conducteur, ni susceplible de prendre la polarisation di¢lec-
trique. Il présente donc fort peu d'intérét pour la théorie de I'Elec-
tricité. Nous nous plagons ici au point de vue de I'Energétique, ct nous
avons voulu simplement montrer, par cct exemple, la possibilit¢ de
systémes matériels pour lesquels la forme (2) du terme W n'est plus

-

(*) Liexarp, loc. cit.
Journ. de Math. (5¢ séric), tome VII. — Fasc. 111, 1gos. 33
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exacte, pour lesquels la notion de force intérieure, capitale en Méca-
nique classique, tomhe complétement en défaut, mais peut étre effica-
cement remplacée par celle d'Linergie.

1.

14. Nous avons donc donné, des restrictions (), (b), auxquelles
est subordonnée la démonstration du théoréme de Helmholtz, un
nouvel ¢énoncé (a'), (') qui a Pavantage de s’appliquer & des cas on
Iénoncé habituel n'a pas de sens. Les conditions ('), (0") présentent
la plus grande analogic avee celles qu'a trouvées M. Duhem en cher-
chant dans quels cas, pour les systémes dépendant d’un nombre fini
de variables, les équations du mouvement admettaient unc intégrale
des forces vives ('). Micux peut-étre que les développements qui pré-
cédent, la démonstration suivante du théoréme de Helmholtz met en
lumiére les raisons de ce parallé¢lisme.

Pour montrer que f udx + ¢ dy + wds est conslant, il est néces-

¢

saire cl suffisant de montrer que fj,zl,c +Jydy +j,ds est nul

(voir Poixcarg, Théorie des tourbillons, p. 12). Considérons, tout le
long de C, un anncau fluide, de section infiniment petite, que nous

Fig. 4.
Sy,
&
.

%

(S

partagerons par des sections normales & C en éléments 1, 2, ..., n infi-
niment pelits dans leurs trois dimensions et contenant tous la méme

(') L’intégrale des forces vives en Thermodynamigue (Journal de Mathé-
matiques pures et appliquées, 5° série, t. 1V, p. 5; 1898).
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masse dm. Un systéme matériel étant défini par des variables nor-
males, on sait que, dans un déplacement virtuel quelconque, isotherme
ou non, la variation du potenticl thermodynamique interne, diminuée
des termes dus & la variation de température, cst égale au travail
des actions extéricures augmenté du travail des forces d'inertie. Eeri-
vons celte égalité pour I'anneau C et pour la modification par laquelle
chaque ¢lément vient prendre la place et 1’état physique et chimique
du suivant, 1 remplacant 2, ..., n remplacant 1.
Le potentiel thermodynamique de I'anncau est de la forme

2?(9, A TYdm +7,

1

< nc dépendant pas de la température des éléments 1, 2, .. ., net repre-
nant la méme valeur quand la masse totale du fluide revient au méme
¢tal. Le premier membre de notre égalité sera donc

n

;—); 2T dm.

Les actions extérieures comprennent :
D’abord celles qui sont dues aux corps étrangers au fluide. Leur
travail virtuel est, par hypothése, de la forme

n

2 [Xca.z' + Yoy + 725+ 1, (i))i S+ %Ey + (—)l; 3:)] dm.

(/L ()o
1

Puis les actions exercées sur l'anncau par le reste du fluide.
Leur travail 8x est nul parce que toute la masse revient au méme
‘lat.

Enfin les pressions appliquées 4 la surface de 'anncau. Leur travail
est nul parce que, le fluide étant sans viscosité, elles sont normales aux
¢léments pressés, ¢’est-i-dire au chemin parcouru.
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Nous devons donc écrire

¥ 5Tdn = [Xcaw +Y.3y
3 1
-+ /‘e 93+ L, (Q 3.0 -+ 3) ’y :—))i_'a:)] dmn
—X(j,b‘x -+ J, 8y + J.23)dm.
1

On peut évidemment, pour calculer chacun des termes de celte
¢quation, imaginer non plus que chaque élément se substitue au-sui-
vant, mais que I'un d’entre eux, 1 par exemple, fait le tour complet
de C. 1l vient alors

- dld'l_. f(\dm-\ dy + Loz + Lodn)

— [t + jydy + jod).

En exprimant que f (jedx + j,dy + j,dz) cst nul, on retrouve

les conditions suffisantes (a') et (0') des n® 7 cl 44. Sielles sont rem-
plics, on peut dire qu’il existe une intégrale des forces vives dans le
déplacement virtuel que nous avons considér¢ pour I'élément 1.

15. Cette démonstration du théoréme de Helmholtz n'est que la
généralisation d’'une méthode indiquée par Lagrange pour trouver les
conditions d’équilibre des liquides ('). Elle présente deux inconvé-
nicnts. Elle laisse dans une certaine obscurité la modification virtuelle
qu’on y fait subir 4 I'anneau C; c’est seulement cn vertu d’une notion
assez confusc de la nature d'un fluide qu'on en apercoit la possibilité.
Elle suppose de plus, sans explication, que la pression est normale &
I'¢lément pressé. A ces points de vue, clle ne saurait donc remplacer

(}) Mécanique analytique, 17 Partie, section VII, art, 7.
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les développements des n”* 4 & 12 : ceux-ci nous ont montré que la
direction normale de la pression: résulte du fait que le potentiel ther-
modynamique g¢ ds dépend de la-disposition de la matiére autour du
point x, y, z par 'intermédiaire de la densité seule. Mais, par contre,
clle a I'avantage d’étre indépendante de la forme du terme ¥ du n° 2:
les hypothéses que nous y avons faites sur & et 3y (qui remplacent
ici S¥') découlent,. en eflet, si directement des principes de la Ther-
modynamique gp'il paralt difficile de les écarter.

V.

16. Dans 1& mouvement des fluides mélangés, M. Duhem a montré
que le théoréme de Helmholtz s'applique & chaque fluide en particu-
lier, si les actions extéricures admettent un potentiel et si, 4 tout
instant, la température de la'masse est uniforme (). Sa démonstration
supposc que les divers ¢léments de la masse fluide n’exercent aucune
action I'un sur I'autre. Il est facile de s’affranchir de cette restriction.
Prenons, par exemple, deux fluides que nous distinguerons par les
indices 1 et 2. Soient p la densité du mélange, p,, p, les densités par-

ticlles (p = p, + p2), A, et A, deux paramétres quelconques, T la tem-
pérature absolue. Nous écrirons e potenticl thermodynamique

= [4(prsar Mok Tp
+ %‘ff‘l’(ﬁn Pas Moy Koy 01y P2y My Mgy @y Y5 3, &3 % 5') pot dis s
On supposcra le travail virtael des actions extéricures de la'forme
36, = f (Xor 3, + Yo By, + 24,33, + Ly AN, ) p, d
-i—f(X,2 8%, + Yes 8y a + Ly 33, + Loy AN, ) p, d
+ Sl’[cos(n, &) Sz + cos(n, y) 8y + cos(n, 3)85] du,

AN N I 3 o7
ozi,6y, 43, sc rapporlant au fluide 15 85, 8y,, 65, au fluide 2.

(*): Equilibre et mouvement des fluides mélangés, p. 101.
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.

A la surface, I'expression
cos (1, )i + cos(n, y )2y + cos(n, z)es

est la méme pour les deux fluides (*).
Nous poserons

¥ i g
I' = e (—,—;—;p(l‘,’

oY
I, =— [Xodv,
* =) 0,P

X o
14“‘—_-— ‘)){rd':,

Li=— f o, g

Les équations du mouvement s’obtiendront par une méthode tout i
fait analoguc & celle que nous avons appliquée plus haut. On arrivera
ainsi, pour le fluide 1, aux formules suivantes:

J4

;)_)“=Lec+Li|-/
l)llg ()"'J 1y T ()(\ —JI)
= (7 )+ T = X LG
l)“l dv 1 Jf () \Y _i’l ) ()I| .
5 ()G G = Ya L =
0

ol e Jd(V—p¢ ()) ,
"Tsl_<7;"+ >()_+—(——¢)s— 1) l‘e|+14e| - —Jio

ct & des formules analogues pour le fluide 2. w, et w, y désignent des
fonctions qui vérifient I'égalité w, + w, =0 et que la Thermodyna-
mique est impuissante & déterminer.

(') Dungy, Equilibre et mouvement des fluides mélangés, p. 37.
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Si les actions extérieures admettent un potenticl etsi, & tout instant,
I« température est uniforme dans la masse, le théoréme de Helmholtz
. . . . )’5 [ . rg
est vrai. Il U'est encore si, 4 tout instant, ,-');"-. + - est fonetion de 1
1
scul. Il est malheurcusement difficile de voir & quelle réalité physique
correspond cet énoncé. 1l est, en particulier, difficile de trouver ici le
cas qui correspond aux mouvements adiabatiques des fluides isolés. 1
i’y a pas licu d’ailleurs de s’en étonner, la quantité de chaleur dégagéce
par un ¢lément d’un fluide 1 mélangé & un autre fluide 2 n’étant pas
une grandeur définie.



