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SUR LES FONCTIONS ABÉLIENNES SINGULIÈRES. */9 

Sur les fonctions abéliennes singulières ; 

(Deuxième Mémoire) 

PAR M. G. HUMBERT. 

Dans un premier Mémoire, inséré au Tome V (5e série) de ce 
Journal, j'ai commencé l'étude des fonctions abéliennes à deux va-
riables que j'ai nommées singulières : ce sont celles qui admettent 
pour périodes normales les quantités 

L g y b* 
o, 1, />, g'y 

liées par une relation singulière, c'est-à-dire de la forme 

A g -h Β Λ -h C g' 4- D(/r — g g') 4- Ε = ο, 

où A, ..Ε sont des entiers. 
Le présent Mémoire continue la même étude, dans les domaines de 

la transformation et de la multiplication complexe. 
Les fonctions abéliennes singulières admettent des transformations 

qui n'existent pas dans le cas général, et que je nomme singulières, 
par opposition aux transformations ordinaires de M. Hermite; la pre-
mière Partie du Mémoire est consacrée à la recherche de ces trans-
formations, à leur réduction, à la transformation des fonctions thêta 
et des fonctions intermédiaires singulières. 
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28ο G. HUMBERT. 

La seconde Partie s'applique aux transformations singulières du 
premier degré, dont je détermine complètement la forme générale; 
on y voit apparaître ce résultat curieux et inattendu que deux systèmes 
de fonctions abéliennes, liés par une transformation (singulière) de 
degré i, n'ont pas toujours les mêmes modules : sous forme géomé-
trique, c'est dire que deux surfaces hyperelliptiques, ayant des mo-
dules différents, peuvent se correspondre point par point. 

Dans la troisième Partie est posé et résolu le problème de la multi-
plication complexe, considérée comme un cas particulier de la trans-
formation : il s'agit de rechercher les fonctions abéliennes telles qu'une 
transformation convenable leur fasse correspondre des fonctions aux 
mêmes périodes. Nous trouvons ainsi que les fonctions singulières 
possèdent seules une multiplication complexe; à côté des fonctions 
simplement, doublement ou triplement singulières, et de fonctions 
réductibles à des fonctions elliptiques particulières, nous rencontrons 
d'intéressantes fonctions, simplement singulières, dont les périodes 
vérifient, en outre, deux relations quadratiques. 

Ce sont là les seuls cas de multiplication complexe; nous les élu-
dions avec détail, en indiquant toutes les multiplications correspon-
dantes dans les cas les plus intéressants. 

La quatrième et dernière Partie, enfin, traite des multiplications 
de degré i, c'est-à-dire des transformations Irrationnelles des surfaces 
hyperelliptiques en elles-mêmes; nous y démontrons, qu'en dehors des 
correspondances évidentes U = ± « + c, V = ±i' + c', toutes les 
transformations cherchées dérivent de l'existence de relations singu-
lières entre les périodes et se déterminent dès lors aisément; il n'y a 
d'exception que pour les surfaces attachées au radical i, dont 
le Chapitre final énumère complètement les transformations nni-
voques. 

Nota. — Les numéros des paragraphes du présent Travail font 
suite à ceux du précédent; pour indiquer un renvoi à un numéro du 
premier Mémoire, nous ferons précéder le nombre correspondant du 
chiffre romain I. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

TRANSFORMATIONS SINGLE Ι ÈRES. 

156. Le problème général de la transformation des fonctions abé-
liennes, posé et résolu par M. Hermite ( ' ), est le suivant : 

Soil un premier système de fonctions abéliennes à deux va-
riables, U et Y, admettant comme périodes normales (1, 0); (o, 1); 
(G, H); (II, G'); soit, de même, un second système analogue, de 
variables u et v, et de périodes (1,0); (o, 1); (g,h)\ (h, g*) : 
trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que les fonc-
tions abéliennes du premier système s'expriment rationnellement à 
l'aide des fondions abéliennes du second, et cela en établissant 
entre les variables des relations de la forme 

(') υ=λ«+(ΑΡ, Y = 

λ, (A, λ', pt/ désignant des constantes. 

Sous forme géométrique, le problème s'énonce ainsi : 

Soit S une surface hyper elliptique générale, pour laquelle les 
coordonnées d'un point s'expriment en fonction abélienne des va-
riables U et Y du premier système; soit, de même, s une surface 
analogue répondant aux variables u et ν du second système : dans 
quel cas la correspondance (1), établie entre les points des deux 
surfaces, fait-elle, à un point (u, p) de s, répondre UN ET UN SEUL 

point (U, V) cle S? 

Nous dirons que la transformation (1) fait passer des périodes 
G, H, G' aux périodes g, h, g' \ ou des variables U, Y aux variables 
u, p; ou de la surface S à la surface s. 

(') Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. XL; i855. 
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Par point U, V, on entendra géométriquement un point de S; 
analyliquement, un système de valeurs de U, V, défini aux périodes 
pres. 

157. Pour que les conditions du problème de la transformation 
soient vérifiées, il faut et il suffit qu'à un point ( u, P) corresponde un 
seul point U, V; c'est-à-dire que, par les relations (r), U et V aug-
mentent d'une de leurs périodes simultanées, quand «, Ρ augmentent 
d'une des leurs. On a donc, en désignant par ah bh ch dt des entiers, 
conformément aux notations de M. Hermite : 

/ λ — QIQ H— ct
3
 G -H Λ

2
Η, p. — -i- b

3
 G 4- //J 11, 

| λ' = α, asH + a«G', + + 
(2) 

ι λ g 4- ρ Λ — d
0
 4- d

3
 G -|- d% H» λ Λ -f- [Lg' = CQ + c

3
 G ■+- c

2
II, 

| λ'g 4- ρ/Λ = d
{
 4- d

3
 II -+■ d.. G', λ'Λ 4- p.'#' = c, 4- c

3
 II 4- c

2
 (1 

L'élimination de λ, ρ, λ\ ρ', G, Η, G' entre ces huit relations con-
duit, entre g, Λ, g', à l'équation suivante, où l'on pose pour simplifier 
(ab)u = ciibj — α/·Λ<

 : 

(3) 

g [0ca\I +- 0ca) 12 ] -H g' [( foOoa ■+■ ( 12 ] 
-H Λ[(ΟΛ)

03 4- (dtë?)
03

 -f- (e^),
2

-h 2] 

·+· — gg') [(K)o3 -H (ba)
ri

] 4- [(dc)
03

 -h (de),
2

] = o. 

De même, l'élimination* de λ, ρ, λ', ρ', g, Λ, g·'entre les relations (2) 

donnerait, entre G, H, G', l'équation, équivalente à (3) : 

( 3 bis) 
G[(«ÎQ

3
,4-(6C)

3
,] 4- G'[(ao?)

û2
 4-(Λο)

02
) 

-τ- H [(czoQo 3 H" (bc)
0 3

 -f- (ad)», -f- (bc)
2t

 ] 
4-(H2 — GG')[(ad)

23
4-(£c)

23
] 4- [(ÛCGÎ)

0
,-4-(^c)

0
,] = o. 

Quand g, Λ, g' sont quelconques, l'équation (3) ne peut avoir lieu 
que si les coefficients de g, Λ, g', hr — g#' et le terme constant y sont 
nuls : c'est l'hypothèse qu'a faite implicitement M. Hermite, et dont 
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il a déduit la théorie ordinaire de la transformation. Dans ce cas, 
M. Hermite a montré que les coefficients de l'équation (3 bis) sont 
également nuls, et réciproquement si les coefficients de (3 bis) sont 
nuls, ceux de (3) le sont aussi. 

Au contraire, si g, A, gr et h* — gg' satisfont à une relation linéaire 
à coefficients entiers, c'est-à-dire à une relation singulière, il exis-
tera d'autres transformations que celles de M. Hermite; c'est l'étude 
de ces transformations singulières qui va nous occuper maintenant. 

158. Supposons donc que g, A, g/ soient liés par la relation singu-
lière 

(4) A g H- BA -+■ C g' -h D(A2 — gg') + Ε = o, 

où A, Β, ..., Ε sont des entiers sans diviseur commun, et qu'il n'y 
ail, entre g, A, gaucune autre relation analogue. On déduira 
de (3), en désignant par k un entier : 

(5) 

(ac)
a s H- (ac),2 = A k, 

(db)03 -+- (db)n=Ck, 

(ab)
03 -h(ab)ti = D/r, 

(cd)Q3 4- (cd){2
 = LA*, 

(AC)
03

-+-(AC),2— (ad)03- (ΑΊ£),2=Βλ\ 

Dans le cas d'une transformation ordinaire, oud'Hermite, l'entier k 
est nul, et réciproquement. 

Soient alors ah bh ch dt des valeurs des seize entiers a, A, c, d (4) 
vérifiant les relations (5), où /rest un entier, quelconque d'ailleurs; 
les relations (2) donneront linéairement les valeurs de λ, λ', IA, p/, et 
celles de G, H, G', en fonction de g, A, g', de sorte que l'on obtiendra 
ainsi tous les systèmes cherchés de périodes G, H, G', avec les trans-
formations (1) correspondantes. 

Cette méthode conduit sans difficulté aux formules suivantes, ana-

(') Nous les appellerons les entiers caractéristiques de la transformation. 
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logues à celles de M. Hermite pour les transformations ordinaires : 

(β) 

Q „ M )02 -H ( MQ02FF 4- [( )02 4- ( RFA )02]A 4- ( )PA g'4- ( ab )0> ( /T2 — g g' ). 

(J./ __ ( cd)3ï 4- ( AC)3L 4- [( FEE )314- ( RFA )3T 4- (RFÈ)31 g'-\- (Α6)Μ(/*8 — g g'). 

_ H = ^cd^03 + ^ac ^4~ [(bc )»3 4" (da )q3 Ε' 4- ( db )03 g'-h ( ab )0, ( h* - g g' ) , 

π _ (cd)li + (ac)iig-{-[{bc)li + {da)ii]h-+(db)xig'+{ab)it(h* 

fis ΓΓ'= <c°f)oi-t~Cggc)ot^r-^C( («fa )oi]/*-*-Crf6)otg/-t-(^&)(it(/e* tfë'). 

les dénominateurs étant les mêmes dans les cinq formules. 
On obtiendrait de même g, A, £·' en fonction de G, H, G' : 

(7) 

„ _ (^)oi+(^)iiG4-[(rf&)o,-(</&)„]H-K^^^l^WlP-GGQ. 

(ac )oi4- {ac )31 G 4- [( ac )03—(ac )12] 114- {ac )02G'4- (ac )2a( 118—GG') 

» ( bc )3i4-(bc)3iG4- [(bc )Q3"— (bc )[2]H 4~ (bc )Q2G'-)~ (bc )23( 112— GG') _ 

f _ ( ad)0i4- (ad)31 G4- [(ad)n— (qd)12] H 4- (qd)02G'4- (ad)%3( II2—GG') 

/ a __ _ (crf)ot4-(cd)atG4-[(cd)o3—(crf)12]Il4-M)o2G,4-(crf)23(ll2-GG')-

les cinq dénominateurs étant aussi les mêmes. 
En égalant les deux valeurs de H que donnent les relations (6), on 

retrouve, en tenant compte de (5), la relation singulière initiale 

(8) k\Ag 4- Β h 4- C^'4- D(/i2 — gg') 4- Ε] = O. 

De même en égalant les deux valeurs de h données par ( 7), on retrouve 
la relation singulière (3 bis) entre G, H, G'. Celle-ci, comme on l'a 
observé plus haut en invoquant un résultat de M. Hermite, n'est pas 
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une identité, puisque (3) n'en est une, en vertu de (5), que si k est 
nul, c'cst-à-dire si la transformation est ordinaire. Donc : 

Les fonctions abéliennes, initiales et finales, que lie une trans-
formation singulière, sont singulières. 

159. Soit alors 

(9) A'G + ΒΉ + C'G'+ D'(H' - GG') 4- E'= o, 

la relation singulière (3 bis) entre G, H, G', les entiers qui y figurent 
n'ayant pas de diviseur commun; on a, en désignant par k' un entier : 

(ιο) 

(ad)n-l· (bc)
i3
 = A'A', 

(ad).20 + (bc).
20

 = C'A*', 

(ad)j, -h (bc)r2 = D'A-', 

(ad)1
04~ (Ac),0= L k , 

(ad)
r2

 4~ (bc)i
2
 (ad)

93
 (bc)

03
 = β A . 

140. Transformation adjointe. — La transformation définie par 
les équations (i), (2) et (5), et que nous appellerons plus brièvement 
la transformation (A,·, bh ch dj), fait répondre, à un point (M, V) de la 
surface s, un et un seul point (U, V) de la surface S. Inversement, il 
existe une transformation singulière, que nous nommerons adjointe 
de la première, faisant, à un point de S, correspondre un et un seul 
point de s. 

Soit 
α0 $2 
b0 bK b,2 b

3 

c0 c, c2 c3 

d0 d, d2 d'3 

le Tableau des entiers de la première transformation; pour la trans-
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formation adjointe, le Tableau sera (comme dans le cas des transfor-
mations ordinaires) 

Cg Oft ~~ Qj 
D FT C-J — OFT — CL FT 

— D\ ~ C, 0
Χ
 CL Χ 

— CIQ — Cy Oy ciq 

Pour vérifier que celte nouvelle transformation possède bien la pro-
priété indiquée, il suffit d'observer que les équations (5) deviennent les 
équations (10) si l'on y remplace A, B, C, D, Ε par A', B', C, D', E', 
k par het tout nombre ah bh ch dt du premier Tableau par le 
nombre qui occupe la même place dans le second Tableau. 

De même, les équations (6) deviennent les équations (7) si l'on y 
fait la même substitution, en permutant g, h, g' et G, 11, G'. 

141. Degré et indices d'une transformation. — l\ous appelle-
rons degré de la transformation (ah bhchd() la valeur du détermi-
nant 

a0 aK aα3 

b0
 b

x
 b,, bft 

Cj 6*2 C$ 
t 

d„ dt d., 

et nous désignerons cette quantité par δ. Si la transformation est ordi-
naire, on sait que δ est le carré de l'ordre. 

Nous introduirons, avec δ, deux autres entiers / et k que nous 
nommerons indices de la transformation. Le premier, /, sera défini 
par 

(Ό l (ίΖί/) OJ ~t~ (ίϊί/) | Ο , 

le second, k, est l'entier qui figure dans les formules (5). 
Toutefois, pour définir k sans ambiguïté, une convention est né-

cessaire. 
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En effet, dans la relation singulière (4), 

Kg h- Β h 4- D(/ta — gg) 4- E = 0, 

les entiers A, B, C, D, E, qui n'ont, par hypothèse, aucun diviseur 
commun, ne sont définis qu'au signe près, c'est-à-dire que l'on peut 
changer simultanément leurs signes : ce changement, fait dans (5), 
entraîne aussi le changement de signe de k) de sorte que k présente 
une ambiguïté de signe. Pour préciser, nous supposerons que A est 
positif; dans le cas où A serait nul, nous supposerons D > o, et, si D 
était aussi nul, Β > ο. D'ailleurs, A, D, Β ne peuvent être nuls à la 
fois, car l'invariant de la relation singulière, B2— 4A.C — 4DE, serait 
nul, et l'on serait placé dans un cas spécial sans intérêt (I, ηυ 17). 

Grâce à cette convention, les signes de A, B, C, D, Ε sont définis, 
et il en est de même de celui de k. 

On a entre δ, l et k une importante relation. On déduit, en effet, 
de (5): 

1(14- B k) = [(ad)0i 4- (ad){i][(bc)9i, 4- (6c),a], 

/I-(AG4-DE)= [(OC)
03

 -+· (ac)
V2

][(db)
03

-h (db)
{2

] 
4- [(06),,j 4- (ab)

t:i
][(cd)

0i
 4- (ctf?),

2
], 

et l'on vérifie que la somme des deux seconds membres est identique 
au déterminant δ. Donc 

(1a) δ = P-hftkl 4- (AC 4- DE)/r 

ou 
4δ = (2 / 4- Βλ")2 — ΔΑ·2, 

Δ désignant l'invariant Β2 — 4 AC — 4DE de la relation singulière (4). 

142. Degré et indices de la transformation adjointe. — Pour la 
transformation adjointe, le second indice est l'entier k' qui figure 
dans les formules (10), en supposant que l'on fasse sur les signes de 
A', D', B' la même hypothèse que sur A, D, B; soient δ' le degré 
et /' le premier indice. On a, d'après les n08140 et 141 : 

δ'=δ, /'= (ad)
03

4- (6c)
03

. 
Journ. de Math. (5* série), tome VI. — Fasc. Ill, 1900. dfi 
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On a également la relation 

(i3) 2/ π- ΒΑ* = 21 + B7i'; 

car, en vertu de la dernière des équations (5) ou (io), chacun des 
deux membres est égal à la quantité 

(ta)
03

-f-(6c)
l2

4- (ad)oa-+- (acl)ri. 

Enfin, puisque c'= δ : 

/1+ ΒΛ·/π- (AC H- DE)A2= Ρ H- ΒΆ-7 + (À'C' + D'E')*", 

d'où, en tenant compte de (c3), 

/r(B2 - AC - 4DE) = A'2(B'a - 4 A C - 4 D'E'). 

Comme Β2 — 4 AC — 4DE et Β'2 — 4 A'C' — 4 D'E' sont respective-
ment les invariants, Δ et A', des relations singulières (4) et (9), entre 
«·, Λ, g' et G, H, G', on peut écrire 

('4) k'!A = 

L'équation (r4) montre que Δ et Δ' sont de même signe, c'est-à-dire 
que l'invariant d'une relation singulière et celui de la relation singu-
lière transformée ont le même signe : en vertu d'une propriété fonda-
mentale des invariants (I, n° 14), ces deux quantités sont donc posi-
tives. Nous tirons de (14) 

(i4 bis) k' γ/Δ7 = zk γ/Δ, 

ε désignant -hi ou — 1. 
Selon que ε sera égal à H-1 ou à — 1, nous dirons que la transforma-

tion est droite ou gauche : cette dénomination est d'ailleurs purement 
conventionnelle, puisqu'elle dérive des hypothèses faites sur les signes 
des coefficients dans les relations singulières (4) et (9). 

Pour une transformation ordinaire, les indices k et k' sont nuls, 
ε est indéterminé. 
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143. Signification analytique du degré. — La transform a lion 
singulière 

(-) υ = λα.+ [χμ, " V = λ'a-t-p/ρ 

fait correspondre à un point u, Ρ un seul point U, V; inversement, à 
un point U, V, combien correspondent de points M, p? 

Augmentons U et V respectivement d'une période, c'est-à-dire de 

X0 + X,G + X
2
H et X, -4- X

3
H -+- X

2
C, 

les X/ étant entiers; les équations (1) donneront de nouvelles valeurs 
de M, P, auxquelles correspondra un nouveau point u, ν, à moins que 
u et ρ n'aient aussi augmenté d'une période, c'est-à-dire que l'on n'ait, 
en désignant par x

0
, x

n x2, x3 des entiers, 

(i5) 
X„ -J~ X;jG ~t~ X

2
II — X (.2/

0
 -+- x

3
g ■+■ x

2
h^ {^* {χ\ ^ 

X, -f~ XjII X
2
 G A (xq -I- x$g x%Ji) *4- ο. (·£, >v

3
h -t— x2g ) 

Ο11 peut écrire ces équations en tenant compte de (2) : 

X
e
 + X

a
G XoH — XQ (du -f- a

3
 G- -}— a» H ^ -f- χ ι (Jb3 H- b3

 G H— h.·, Il ) 
-f- x>2(c

0
 H- c

;
, G c2H) -f-x^(d

3
-\~ ÛÎ3G -f- cl.,II ), 

X1 -+- X
:
jII -+~ X

2
G = XQ{CI 1 ■+· a

3
H -1- a.,G ) X\(b ̂ -1- b

3
II ·+- b.A.* ) 

-t- a?
2
(c, + C3H + c2 G') +-a7#(flf,-f-d3H-+· d.,(ï'y 

relations qui doivent être des identités en G, H, G'. Elles sont en effet 
de la forme 

N
1
G-hN,H = M

Î
 N,H -h NoG' = M', 

les Ν et M étant des quantités réelles : si donc ces quantités ne sont pas 
toutes nulles, on en conclura, en désignant par G,, H,, G', les parties 
imaginaires de G, H, G', la relation inadmissible 

H;-G,G; = o. 
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Par suite, les équations (i 5) donnent 

(16) 

X. ~~ a0x0 4— b^x, 4~ CqX* *4-

X, — a
xoc04- btx{ 4- c,.ra4· dxxix 

X2
 = O,.

2
XQ 4- 4- 4- doX%<) 

X;, = a3#0 4- ù3#, 4- c3.X'2 4-

En vertu de ce qui précède, au système (U, V) et au système 
(U 4-X94- X3

G 4-X
2
H, V4-X, 4-Χ3Η4-Χ20') correspond le même 

point (M, P), si les équations (16) donnent pour xn a?a, a?3 des 
valeurs entières; il en résulte, pour le nombre des points (M, P) 

qui correspondent à un point (U, V), la conséquence suivante : 
Considérons dans les équations (16) les X/ comme donnés et les xf 

comme des inconnues ; à deux systèmes de valeurs des X,· correspondent 
deux systèmes de valeurs des xh qui seront dits non distincts s'ils dif-
fèrent de nombres entiers, et distincts dans le cas contraire : le nombre 
des points (a, p) correspondant à un point (U, V) est égal au nombre 
des solutions distinctes des équations (16), lorsque les X,· prennent 
toutes les valeurs entières possibles. 

Or on peut, comme on sait, par des substitutions à coefficients 
entiers et de déterminant 1, ramener le système d'équations (16) 
au type 

/ S0 = λ0ξη, 

. 3, = λ,ξ„ 

('7) S -λ * 

1 "â — '4 1 

où les λ; sont des entiers dépendant uniquement des a,·, bh ch dh les ξ,· 
les inconnues nouvelles et les 3/ des entiers pouvant prendre, comme 
les X

t
·, toutes les valeurs entières possibles. Le nombre des points 

(#, P) correspondant à un point (U, Y) sera évidemment encore égal 
au nombre des solutions distinctes des équations (17). 

Or il est clair qu'en donnant à S0 les valeurs o, f,..modA
0

; à S, 
les valeurs ο, 1, ..modX,, etc., on obtient pour les Ε,· des solutions 
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distinctes, c'est-à-dire ne différant pas de nombres entiers; pour 
d'autres valeurs des S/ on obtient des solutions non distinctes des pré-
cédentes : le nombre cherché est donc égal à modX

0
X,X

2
X

8
, c'est-

à-dire, puisque les déterminants des inconnues dans (ιβ) et (17) sont 
les mêmes, à modδ. 

Ainsi : 

A un point (U, V) une transformation singulière fait cor-
respondre un nombre de points (u, 0) égal à son degré en valeur 
absolue. 

1-44. Signe du degré. — Soient toujours g„ h
n

g\ et G,, H,, G', 
les parties imaginaires de g, A, g' et G, H, G'; on vérifie, en partant 
des formules (6) ou (7), la relation suivante : 

(18) = 3KÏ (H? -G. G;), 

où 31L2 est une quantité réelle et positive. Nous donnerons d'ailleurs de 
cette formule une vérification directe très simple, quand nous parlerons 
de la réduction des transformations singulières (n° 161) : elle est ana-
logue à la formule classique de M. Hermite pour les transformations 
ordinaires ; δ remplace le carré de l'ordre. 

On en conclut qu'une transformation singulière ne fera passer d'un 
système (G, H, G') de périodes normales (c'est-à-dire d'un système 
pour lequel H; — G,G '

( estnégalif) à un système (g) h, g') de périodes 
également normales, que si δ est positif. 

C'est l'hypothèse que nous ferons toujours dans ce Mémoire : 
nous étudierons ailleurs les fonctions de u, Ρ aux périodes (1,0); 

(o, 1); (g, A); (A, g'), pour lesquelles A; — g
t
g\ serait positif; mais 

ici nous n'envisagerons que des fonctions abéliennes à périodes nor-
males, ce qui nous oblige à admettre que les transformations singu-
lières sont d'ordre positif, 

('9> δ > ο. 

Il sera aisé de reconnaître, dans les démonstrations qui vont suivre, 
celles qui s'appliquent aussi au cas où δ serait négatif. 
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Composition de deux transformations. 

145. Soit une première transformation Τ 

(Τ) υ = λ«-4-μρ, V = λ'«-h (λ'ρ, 

faisant passer des variables U, V et des périodes G, H, G' aux 
variables w, ρ et aux périodes g, h, g'. Effectuons maintenant une 
seconde transformation T, 

(T.) u = pu'-h (JV, ν = p'u' 4- AV, 

faisant passer des variables «, ν et des périodes g, g' aux variables 
u', v' et aux périodes C;, Je, 

Les deux transformations Τ et TM effectuées successivement, font 
passer de U, V à w', c'est-à-dire qu'à un point w', V' correspond un 
seul point U, V donné par 

(T.) 
j U = λ (pu'+ σΡ') -f- p. (pf u'-\- aV), 

J Y =z\'(pu'-h σρ')4- p'(p'U' 4- œV). 

On définit ainsi une nouvelle transformation, T
2

, produit de Τ par 
T

n
 T2 = TT, ; proposons-nous de trouver ses entiers caractéristiques, 

son degré et ses indices. 

146. Soient ah bh c,·, d, et an b'n ch d!i les entiers caractéristiques 
de Τ et de Τ, ; ceux, an b], c'·, d'n de T

2
 s'obtiennent comme il suit. 

On a par (2) : 

λ = β
0 α, G 4- a2

 H, ρ = b
0 4- bs

 G 4- b2
 H, 

λ' = a
{
 -h a

%
H 4- a2

G , ρ' = Z>, 4- b
a
 H 4- b.± G', 

\g 4- ρ/ί = d
0 4- d3

 G 4- e/
2
H, λ/ι -1- ρ g' = c

0
 4- c

:
, G 4- c

2
 H, 

λ'g +· ρ 'h = c?, 4- cl% H 4~ d% G , λ'/ι 4- ρ g == c
(
 4- c

3
H 4- c

2
G . 

ρ = da + a;g· + α',Λ, "=&;, + + bA 
ρ' = α'

(
 «3/1 + u'=b\ + b',h +b'.,g', 
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On en conclut, exactement comme dans le cas classique des transfor-

mations ordinaires : 

Λp H- [J.p = "Λ#,, 4~ \J.ll, -f- (Λ^' -h [Α Α)β
;1
 -4- Çkh -h [A£"')65., 

— ( 4 Î2
;
, G -|- H ) C5

((
 4 ( A,» -f- A., Gr -H A2

 H ) Cl j 

-1- (tfo -h cA, G 4 i/o H) «i + (c„ -h c., G 4- c2
H)a':,, 

et par suite, en se reportant à (T2), on aura 

α
0
 — α,,α,,-4- Α0α, 4 c0a2 4- d0a.Ai 

a\ = α
Ά
 a'

{)
 h- As a\ 4- cs a[2 4 d3 ά.Λ, 

-f Α2α', 4- c2a\ 4- rfa®i· 

Des calculs analogues fourniraient les autres entiers; on trouve 
ainsi les formules 

(20) 

a] — αιά
{) 4- b{a\ 4- c

4
-a4- ά;άΆ, 

b■ = afA0
 4- Α

4
·Α

( H- 4- d,A„ 

cj= fl/cj, 4- A,c', 4- C/Cj, 4-
îA- = a id' 4- bid\ 4- C/cÇ 

147. De là résulte immédiatement que le déterminant 

. (a", b'nc„ £) 

est le produit des déterminants (ah bhchdi) et (a'n AJ-, c·, d))\ en 
d'autres termes, si l'on désigne par S, 8,, o

2
 les degrés des transfor-

mations Τ, T,, T2, on a 

(21) s2=sa,. 

148. Passons maintenant au calcul des indices. Soient /, k ; /,, A, : 
L

y
 Aa les indices de Τ, T,, T

2
; soient également 

(22) A'G4-B'H +C'G' + D'(H2-GG')4-È' = (), 

(23) A g 4- Β h 4- Cg' + D (/r — g g' ) 4- Ε = υ. 

(24) A, Y 4- Β, Κ 4- G,FJ' + D, (3eJ — $(/ )4-E, = o 
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les relations singulières entre les périodes; enfin, i\, k\ désigneront 
les indices de la transformation adjointe de T,. 

On a, par (5) et (to) : 

(25) 

(ac)
0%

 4- (ac)h2 = A/», 

(</£)<,* 4-(cfô)
12
 = Ck

y 

(a^)
o:1

-f- (ab)
ts

= D/f, 

(cd)
oa
 4-(cd),

2
 = E/f, 

{ad)
(n

-h(ad)
n

=l, 
(bc)^ 4-(fc), 2 = / -t- 13/f ; 

(26) 

(et c )
03

 + (ίί c ),2 — A\k
iy 

(d'b')
oa

 -f- (d'b'){s = C 

(Β'^')03 4" (^ ^ )<2
 =

 1-^T A", , 

(c'd')
03
 +(c'rf'),

a
 = E.fr,, 

(û5 ^ )()3 4" (^^)l2~~^l> 

(^'c')ea 4- (b'c'),
2
 = Ζ, 4- Β, A', ; 

(27) 

(a'dr)
tt

 + (b'c')„ = Ak\, 
(a'd%

0
-h(b'c')n = Ck\

y 

(a'c/')
a2 4- (b'c')

Vi
 = D/r'

t
, 

(α'^)
10

+ (6'c')
l0

=E/t·;, 
{a'd')^ + {b'c')

Q3
 = l

[y 

{a'd')^~+- (b'c')
vî
 = l\ 4- BA',. 

Pour calculer A2, observons que, par définition (5), 

A, /c
2
 = (a"c")

03 4- (a#c"),a ; 

d'où, en remplaçant les a" et c" par leurs valeurs (20), 

A, A
2
 = (a'c% [(afr)oa 4- (α^)(2] 4- (a'c')02[(ac)e# 4- (ac)13] 

4~ ( IÏ C )O3 [( DD^03 4* (ΊΪΊ/)^ |> j + (o c ), Ο [(^c)
TT

3 4~ ( be) ^ 2 j 
4- (eV)„[(W)03 4- 4- (a'c')as[(cd)M4- (cd)ja]; 



SUR LES FONCTIONS ABÉLIENNES SINGULIÈRES. 295 

et, en vertu de (2$), 

(28) 

A, A2 == (ci'c')0)DA4- (ci'c')0,kk H- (o 

H- (a'c'),,(/·+■ BA)h- (a'c')
u

Ck 4- (aV)
n

EA 
= (/ H- Β A') [(aV),,., H-

— BA(a'c')oa 4- DA(aV)
ol 

4- Ak(a'c')
0

.,-+- Ck(a'c')
u

 -t- ΕA(Vc')
23

. 

Par (26), (aV)
0!l

4-(aV)
l2
 = A, A,; si maintenant, dans les autres 

termes, on remplace A, B, C, D, Ε par leurs valeurs tirées de (27), 

il vient, après quelques calculs longs, mais faciles, 

— BA(a'c/)
o;t

 4- DA(a'c')
014- AA(aV)

u2
4- Ck(a'c')

u 4- EA(a'c/).iS 

= p-[0'c% + 0'C)h] [(α'<Π.ι + 4'c')«l = ρ-Α,/f, 1\·, 

d'où 
A,/c

3
 = A, fr, (< + B/c) + £ A, Λ·, ζ, 

c'est-à-dire 
/ Ikk 

Or on a (n° 142) 
il\ 4- Β A', = 24- Β, A,, 

Α'
1

ν/Δ = ε,Α
1

ν/ί", 

en désignant par Δ et Δ, les invariants des relations singulières (28) 

et (24), et par ε, l'unité positive ou négative qui répond à la trans-
formation T,. 

De là résulte l'expression finale de A
a

 : 

(2!)) 2Αγ,= A, (2/+ B/c) + ε, + B, A-, ). 

On pourrait calculer l
z
 par une méthode analogue, en partant de 

A, = (a"cl")03 4- (a"d"){Z ; il sera plus simple d'utiliser la relation (21), 

δ
2
 = δδ,, qui s'écrit, en remplaçant les δ par leurs valeurs en fonction 

Journ. de Math. (5* série), tome VI. — Faso. Ill, 1900. 3() 
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des indices, 

,',(2/
2
 + ΒΛ)-—4M'-

= [(2/ + ΒΑ')2- ΔΑ2] [(2/, h- Β, A,)2 — Δ, A'; ]. 

Substituons à A
2
 sa valeur (29), nous trouvons 

4(2/3 4- Β, A
2
)2 = (2/4- ΒA)2 (2/, 4- Β, A,)2 

4- 2^Δ^ε,ΑΑ4(2/ 4- ΒΑ)(2/,4- Β, Α,) 4-ΔΔ, Α2Α'{; 
d'où 

2(2/3 -η Β,Α
2
) = 4= [(2/4- ΒΑ)(2/, 4- Β, Α,) -μ ε, ΑΑ, >/ΔΔ, ]. 

On doit prendre le signe 4- ; car, si A = A, = o, c'est-à-dire si les 
deux transformations sont ordinaires, /, /,, /2

 sont les ordres de 
Τ, T

n
 T

a
, et l'on sait que L = //,. La méthode de calcul de L signalée 

plus haut donne le même résultat, sans introduire d'ambiguïté de 
signe. Ainsi, 

(3o) 2(2/5,4- Β,/ù) = (2/4- Β A ) ( 2 /, 4- Β, A,) 4- ε,ΑΑ, yfàd,. 

Les formules (29) et (3o) donnent la solution du problème posé, 
en fournissant les expressions des indices Aa et /2. 

149. Remarque I. — Les calculs précédents supposent qucT, est 
une transformation singulière, c'est-à-dire que A, et k\ ne sont pas 
nuls, car on a tiré de (2^) les valeurs de A, B, C, D, E, admettant 
ainsi k\ ξ ο. 

Si Τ, est une transformation ordinaire, l'équation (28) est tou-
jours vraie et donne 

A, A
2 = A, A, (/ 4- ΒΑ) — BA(#'c')

0:î 

4- Dk(a'c')
9l

 4- ΑΑ(αΥ)
02

 4- CA(aV)
3l 4-EA(a'c,)S3. 

Or la transformation T, conduit des périodes g, h, g' qui veriiient 
la relation singulière 

<*3) A g 4- ΒΛ 4-. . .= o, 
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aux périodes ft, œ, ft', vérifiant 

<*4) A,ft H- B,AE -F-... = o. 

D'ailleurs, les relations classiques de M. Hermite pour les transfor-
mations ordinaires donnent sans ambiguïté g, h, g', A2— g g' en fonc-
tion de ft, oc, ft', Je2 — ftft' : si l'on porte ces expressions dans (23), et 
si l'on chasse le dénominateur, on retombe sur (24) à un facteur en-
tier près, 0, ainsi qu'on fa observé au n° 2 du premier Mémoire (où 
ce facteur a été désigné par p). On a trouvé alors 

(3i) Ô2(B; - ί A, C, - /,D, E
f
) = /?(B2 - /, AC - /,DK), 

en désignant par /, l'ordre de Τ,. 
Si l'on compare ensuite les coefficients de ft dans (2/1) et dans la re-

lation déduite de (23) comme on vient de le dire, on trouve 

Α,Ο = A(rt'c')
oa

-h C(e'c'),, — B(aV)
o:

, -+· D(a'c')
ol

 -h E(a'c')
29

 ; 

d'où 
A|A'

2
 = A, A", (/ -t- B/f) H— /τA., 0, 

c'est-à-dire, puisque A, = o, 
k2 = k 0. 

D'ailleurs, par (3i), 

θ=χ/Ι-

z, désignant ± 1. Nous dirons que la transformation ordinaire T, est 
droite ou gauche

y
 par rapport à la relation singulière (23), selon 

que ε, sera +1011 — 1, les conventions d'usage étant faites sur les 
signes de A, D, Β et A,, D

n
 B,. 

Il vient ainsi 

(32) λ*2— 6,/f^/— 

ce qui est la formule (29), où l'on fait A, = o. 
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La formule (3o) subsiste dès lors également et donne 

(33) 2£2 = B,A
2
-h(2/ + BA)/,. 

150. Remarque IL — Si la seconde transformation, T,, est ordi-
naire et du premier ordre, /, est égal à 1 et Δ à Δ, (I, n° 2); on a alors 
A

2
 = ε, A et 2 £2 ·+■ B, A

2
 = 214- Β A. De même, si la première transfor-

mation, T, est ordinaire et du premier ordre, c'est-à-dire si / = r, 
A -- o, on a A2 = A,, 1^=1

Κ
. 

Réduction d'une transformation singulière. 

151. On peut réduire une transformation singulière quelconque à 
un type simple, en la faisant précéder et suivre de transformations 
ordinaires du premier ordre, convenablement choisies. 

Tout d'abord, une transformation ordinaire du premier ordre 
permet de ramener la relation singulière entre les périodes g, h, ni au 

type 

(H) ag + ^h+yg' = o, 

β étant égal à 0 ou à ± 1, et α, γ étant entiers (1, n° 6). De plus, on a 
le droit de supposer α > ο, cl même α = 1 (1, n° 10). 

Avant d'aborder la théorie générale de la réduction, nous ferons 
connaître une transformation singulière simple, dont la considération 
nous sera très utile. 

152. Cette transformation se définit ainsi : Soient u et r deux va-
riables abéliennes, aux périodes (g, Λ, g') liées par la relation singu-
lière (R) ; u' et v' deux autres variables aux périodes (if, 5C, (/) définies 
par les relations suivantes, où l et A désignent deux entiers et δ la 
quantité 

(34) δ = /*-f- β kl -h αγ Jr : 

(jS = ̂ -T M, 
œS = Ut — γ%'= -+-(/-+■ β A) A, 

(/'δ = acA/i -+-(/·+- βΑ) 
(35) 
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Les deux valeurs de 3£δ sont compatibles en vertu de 

α„· + βΛ4-γ«·'=ο. 

On conclut de (35) 

(36) 

(/-h{M)G 4-γΑκ, 

h = (l 4- βΑ )3e 4- γ A G' = — αΑ(ΐ -h /3C, 

g' — — xkx. 4- /ç'; 

d'où, entre (f, 3e, la relation 

oUj 4- βχ 4- γ()" = o. 

Cela posé, établissons entre u et p, w' et p' la correspondance 

(T.) 
\ u = (l 4- β A) a'4- γΑρ', 
4 

j Ρ = — α A M' 4- /P' ; 

à un point u', p' correspondra un et un seul point u, e; car si uc' 
augmentent d'une période, « et ρ augmentent aussi d'une période, 
d'après (36). 

La correspondance (T,) définit donc une trans formation T,, fai-
sant passer de u, ν à u', P'; les nombres caractéristiques de cette 
transformation s'obtiennent sans difficulté et Ton trouve 

iiaiiic CL i 

a\ =— α A, — 
a2= ai= °> = — °) 

d. " = ΊΖ = Ο, C
0
 = c', = c'

a
 = O, 

— 1 » C3 — I . 

Les indices, l
t
 et A

n
 de Ί\ sont donnés par (5) : 

/,= (ard')
0

z 4- (a'd'),
2
= /4- β A·, 

α A, == (a'c')„
;
, 4- (aV)

l2 = — aA, 
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c'est-à-dire 
Af = - k. 

Pour l'indice k\ de la transformation adjointe, on a par (10) : 

α//, — (a'd')VA 4- (ft'c'),, = — α/ν 
ou 

k'( 

Comme d'ailleurs les invariants des relations singulières entre g, h, g' 
et çj, De, ç' sont égaux à β2 — 4αγ, il résulte de là, par (J4 bis), que 
la transformation (T,) est droite. Enfin son degré, /J + β A·, /, 4- γ/ν*, 
est égal à la quantité δ ci-dessus (34). 

153. Cela posé, soit Τ une transformation singulière quelconque, 
d'indices l et k et de degrc £ = l2~h β/rZ 4- αγ&2, faisant passer des 
variables U', V' aux variables u, Ρ et aux périodes g, /<, g' liées 
Ρ»·' (R). 

Faisons-la suivre de la transformation T, définie ci-dessus, où les 
en tiers l et ksont précisément les indices de T; la transformation TT, 
fait passer des variables U', V aux variables usf et aux périodes 
{7, 3C, (j : je dis que TT/est une transformation ordinaire. 

En effet, son second indice h\> est donné par ( 29) 

2/1
2
 = /1,(2/ + (3/r) 4- ε,/ί(2/, 4- βΛτ, ), 

car 13 = Β, — β et Δ = Δ,. Or, d'après le numéro précédent, 

~ — /v, /, = / —f— β Λ* et ε, -— 4" ι, 

puisque T, est droite; donc 
h, = o, 

ce qui établit la proposition. 
La transformation (TT,) est donc ordinaire; faisons-la précéder 

d'une transformation ordinaire du premier ordre T
0

, conduisant des 
variables U, V et des périodes G, H, G', aux variables U', V : la trans-
formation (T

ft
TT,) sera ordinaire et fera passer des variables U, Y et 

des périodes G, H, G', aux variables u', v' et aux périodes (f, DC, tf'. 
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Or, d'après une proposition fondamentale ('), on peut choisir T
0
 de 

telle sorte que les nombres entiers caractéristiques, ah bh c(, de 
T„TT,, vérifient les conditions suivantes : 

(37) 

a{ — a2 = a3 — b
2
 = b3

 — c
;1
 — o, 

h„ b,, c
0

, c,, Co, (/„, d
3
^·ο, 

^0) 

d
{
„ mode?,, mode?o<c?3. 

On aura donc, pour définir T
0
T

2
, d'après (i) et (2) : 

(T„TT,) U = π
η

ιι' + b
a

v'
f
 Y = &,p/, 

* ( -h ft
0

3C = -h d
:l
 G+CÎ

2
H, a

(l
oe-+- b

n
çj = c

0
-t-c

a
H, 

| &, 3C ~ + fiîjH -+* û?a G', 6|Ç=C| + CoG. 

U ordre de (T
0
TT, ) est δ, car son degré est le produit δ2 des degrés 

de Τ et de T,. 
Enfin, cette transformation étant ordinaire et d'ordre δ, on a 

(39) 

— c
0
 d3 H- c2 d{ — c, f/o = o, 

^2 = 0> 

a
3
d

3
~b

l
c

2
 = δ. 

tdl. Remplaçons maintenant dans ces formules M' et P' par leurs 
valeurs en m et c déduites de (T,); il vient, pour la relation entre 
U, Y et u, P, c'est-à-dire pour la transformation Τ,,Τ (2) : 

1 U — b
9
ak\ -l· |[— \- &.(/-t- ?Λ")], 

(T.T) 

(v = |6,aft 

(1) Voir, par exemple, KRÀUSE, Transformation der hyperelliptischen Funk-
tionen (Teubner, 1886), p. 78-79. 

(2) D'après le n° 150, la transformation T0T a les mêmes indices, / et k, -que T, 
puisque T

0
 est ordinaire et d'ordre 1. 
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155. Telle est la forme nécessaire de T
0
T ; mais il reste à exprimer 

que c'est là effectivement une transformation faisant passer cle U, V 
à u

y
 p, c'est-à-dire qu'à un point (M, P) correspond un seul point U, V. 

Or, si l'on augmente M et Ρ de g et Λ, U et V augmentent, en vertu 
de (35), de 3e et 3e, c'est-à-dire d'une période, d'après (38) ; 
même résultat si l'on augmente u et ρ de h et g'. Il reste donc à 
écrire que U et Y augmentent d'une période quand l'une des va-
riables u et ρ augmente de i, l'autre restant inaltérée. Ainsi en dési-
gnant par Xyjy s9 z' des entiers, il faut que 

a,l+b,*k
 =

 .
 +a

,
G H 

^=z- + xa+yG'. 

Les entiers χ et y doivent elre nuls, sinon, en désignant par 
G,, H,, G', les parties imaginaires de G, H, G', la quantit H; — G,r.; 
serait nulle, cas à rejeter. 

On a un résultat analogue en augmentant ρ de i, de sorte que, fina-
lement, les seules conditions auxquelles aient à satisfaire les ah bh ch d, 
sont, avec (37) et (3q), que les quantités 

(Q) (i01 -+- bfftk byd.k (iffk — ( l H- β k ) b 1 ( l -+■ β k ) 

soient entières. 
Pour simplifier la discussion, nous supposerons, comme nous en 

avons le droit, que l'entier α est égal à-fi(n°Iol). 
Les relations (3g) 

a0d3 — b
t
c
2
=o 

montrent que d
2
 et c2 sont des diviseurs de δ; alors 

(4o) a
« = J·

 b
>=7' 

La relation (3q) 
b9d2 = — byd2 
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donne alors 

(4i) rfj Ctd, Cj rfj Cjrfj Cj 

ce qui montre que $d.
2
 doit être divisible par c

2
d

z
. Portant ces valeurs 

de aot
 b,, b0 dans les quantités (Q), on met celles-ci sous la forme 

(Q'> / kdt k γ# + |3£)dj l-\-$k 

Pour qu'elles soient entières, il faut d'abord que c
2
 divise k et 

l 4- β Λ:, c'est-à-dire que 

(42) 
j k — c2 GT ,, 

( /4- β/c = C
2

GT
2

; 

alors, par là même, c
2
 divisera δ, car δ = /(/ 4- β£) 4- γΑ2. 

Remplaçons l et k par ces valeurs dans les quantités (Q'); il foul-
que 

(43) G 5 

soient entiers. Si c'est réalisé, la quantité (/©
a
 4- γΑτ®,), c'est-

à-dire, d'après (42), —77-δ, sera également entière; δ est donc divi-

sible par c
2

c?
3
, et dès lors £>„♦ donné par (4i)> est entier, quel que 

soit ds. 
Ainsi, en laissant provisoirement de côté la première des rela-

tions (39), c
2
 est un diviseur de k et de /4- β k et, par suite, de δ; 

ά.
λ
 est un diviseur de δ, tel que c.

2
d

2
 en soit un autre, et il s'agit de 

reconnaître si les expressions (43) sont entières, c'est-à-dire s'il existe 
des entiers d21

 χ et y vérifiant les relations 

(44) l — Gj,d
2
 — d

3
x = ο, γΛτ 4- ts2d.2 — dzy = o, 

GJ , et GÏ
2
 étant les quotients, par c

2
, de k et 14-

Pour que les équations (44) aient des solutions entières en d2, ÎP 

Journ. de Math. (5· série), tome VI. — Faso. Ill, 1900. 4® 
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et y, il faut et il suffît que le plus grand commun diviseur des déter-
minants de la matrice 

— xs{ — d3 ο 
xs2 ο — d3 

divise les déterminants obtenus en associant une quelconque des 

colonnes de cette matrice à la colonne \ · 

Soit 0 le plus grand commun diviseur (positif) de tu,, ©2, d3 : 

©, = 0^, ©
2
=0 d

3
=ûp; 

q
K
, q2 et ρ étant premiers entre eux. Le plus grand commun diviseur 

des déterminants de la matrice, c'est-à-dire de d3©,, d3
xs

2
, d*, sera 

d
3
0, ou 6ap ; il faut qu'il divise les nombres 

ld3, ^kd3x Ιχΰ
3
 -+- γΖτ©,. 

Donc Θ, qui divise Zr, puisqu'il divise ©,, devra diviser ensuite, 
comme on a, en vertu de (4^), 

lvs
2

 ·+■ ykxs
x
 = £-> 

il faut que d3Ô divise — ; c'est-à-dire que 6ap divise — · 

Si ces conditions sont remplies, les équations (44) auront, en d
21
 χ 

et y des solutions entières, parmi lesquelles figureront évidemment, 
pour d21 et en nombre limité, des valeurs de module inférieur à d

3
. 

Enfin la première des relations (39) 

(45) c3d3 ~i- c2di c, d2 — ο 

donnera pour c0, d
x et c, des solutions entières, parmi lesquelles, 

évidemment, des solutions en nombre limité, telles que c0 et ct
 soient 

positifs et < c2, et que dK soit, en valeur absolue, <^d3. 

156. En résumé, θ est un diviseur commun positif de l et de Zr ; c2, 
en vertu de (4a), un diviseur commun positif de ^ et δ, c'est-
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à-dire l(l-h$k) -+- γ kù, est alors divisible par ca θ
2 ; ρ est un diviseur 

positif de tel que ρ et les nombres "™3™Q™ soient premiers entre 

eux. On prendra = θρ, et l'on pourra trouver un nombre entier da, 
de module inférieur à θρ, vérifiant (44)j c'est-à-dire, tel que 

l — ~ d2=o, γ/c -h ~r~- ^2= ο (mod θρ). 

Les autres entiers ah bh c,·, dt se déterminent ensuite comme on Ta 
expliqué plus haut. 

137. Voici donc le résultat final : 

Soit un système de fonctions abéliennes singulières à deux va-
riables, u, v, dont les périodes vérifient la relation 

g + $h + -ig'= o; 

pour trouver tous les systèmes des fonctions singulières à deux va-
riables U, V, tels qu'on puisse passer de l'un d'eux au système pri-
mitif, par une transformation singulière d'indices l et k èt de 

degré È (δ = l· -+- $kl + γ/τ2), on procédera comme il suit (1 ) : 

Soient 
θ un diviseur commun positif de Ζ et de k ; 

c
â un diviseur commun positif de et 

ρ un diviseur positif de tel que les nombres ρ, ~ soient pre-

miers entre eux. 

On pourra toujours trouver un ou plusieurs entiers, d
a
, en nombre 

limité, de module inférieur à θρ, tels que l'on ait 

l k ? k l + ι / j \ 

(*) Les deux indices letk sont des entiers quelconques, tels seulement que o, 
c'est-à-dire /'·+- β A"/ -t- -γ A:*, soit positif. 
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Les variables U, V sont alors liées à u, Ρ par la transformation 

(4«) 
\T ^ β/»' 

\ = U~ -h Ρ « 

Quant aux périodes G, H, G' des fonctions abéliennes en U et V, 
elles sont liées kg, h, g' par les formules suivantes, déduites de (33) 
et de (35) : 

(47) 

kit + (/ + fU 

H=-1 - û[(~l+irf»)A+(^+ 

G =
 <V^,

 +
 _^_

t/c3
_

A
.
f4

| 

ul +• ß Ä ) d2 

+
 ̂  ['1

kd
'
+ d

^\ ■ 

Dans ces formules, c
0

, c
t
, c?

0
 sont des entiers non négatifs quel-

conques, vérifiant les inégalités 

ci>> C, c.,, d
0
 < ρ0j 

de plus la quantité 

ρ0 CQ H- d*C\ 

doit être entière, et, en valeur absolue, inférieure à pô. 

158. On peut compléter ce résultat, en déterminant les valeurs des 
seize entiers caractéristiques de la transformation ci-dessus : nous 
désignerons ces entiers par mh nh ph qh les lettres ah bh c,·, d( ayant 
été employées tout à l'heure pour une autre transformation. 
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On trouve sans difficulté : 

m,=i' 'n2==0' "ij=o; 

"·=!· fit*» η>=-7Γ' "a=0· n» = 0' 

po ~ L'
0î Pi — Ct> f a = /'a = O» 

dit = P^· 

On ne doit pas perdre de vue la relation (45) : 

— c
0

pQ -h c
s
rf, — ctd2= o, 

qui détermine ; de plus modef, < pO. 

15Î). Vérification. — Les entiers mh nh ph q( doivent satisfaire 
aux relations fondamentales (5) de la transformation singulière d'in-
dices / et/r, où D = Ε = ο, A = ι, Β = β, C = γ, c'est-à-dire : 

(m/>)
03

 H-(/«/?),, = /1, 

{qn)03 -4- {qn)
t2
 = γΑ, 

(ηιη)0.
Λ
 + — ο, 

(PÇ)o* +(/>?) 12 =°» 
(^)

03
+(/Wy)|2=/, 

(^)oa +(λ/>)ι2 = /-+-βλ\ 

La vérification est immédiate. 

160. Remarque. ·— Tous les systèmes de périodes G, H, G' 
obtenus par les formules (47)? pour des valeurs données de g

) A, g', 
sont distincts à une transformation ordinaire près du premier ordre; 
c'est-à-dire que l'on ne peut passer de l'un d'eux à un autre par une 
transformation ordinaire d'ordre un. Cela résulte immédiatement de 
ce que la transformation ordinaire T

0
TT, du n° 155 est réduite, de 

telle sorte que deux transformations réduites ne peuvent être équiva-
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lentes (à une transformation près du premier ordre) que si elles sont 
identiques ('). 

161. Des formules (47) on déduirait sans difficulté la valeur de 
H;-G, G;, en désignant toujours par G

N
 ... les parties imaginaires 

de G,... ; il sera plus rapide d'opérer autrement. 
La transformation T

0
TT, est ordinaire et d'ordre δ; elle fait passer 

de G, H, G' à (j, De, on a donc, d'après M. Hermite, 

*» — ff.β*. = ̂ i<HÎ- G,G',). 

OIL2 étant une quantité positive. 
D'ailleurs les formules (35) donnent 

= η 

Ô3C, = M, - ykg\, 
= <X.hg\ + (/ 

&/, = « kh
{
 + (l+$k)g\, 

d'où, en prenant pour δ2 De* le produit des deux valeurs ci-dessus 
de

 9 

S' (*:■- S, <0 = 8(AÎ-ir./.) 
et finalement 

A 2 

X2 étant positif. 
C'est la formule que nous avions annoncée au n° 144. 

Transformations singulières des fonctions intermédiaires. 

162. Reprenons la transformation générale singulière ( 1 ), d'entiers 
caractéristiques ah biy ch dh d'indices / et &et de degré δ : 

(ι) U = X#-!-{J.P, V = \'U H- |A'P, 

(1) Voir par exemple KHAUSB, loc. cit., p. 79. 
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et considérons une fonction thêta 0(0, V), des variables U et Y, aux 
périodes (G, H, G'). Si m est l'ordre de 0(0, Y), on a 

(48) 

0(u h- 1, v) = ©(u, y + i)=0(u, Y), 

0(U -h G, V + H) = 0(0, V)e-™imu+ccmt'
) 

0(U -t- H, V + G') = 0(O, Υ)€-™<"ιν+«>η«'. 

Pour qu'il existe une telle fonction entière, il est nécessaire et suffi-
sant que H} — G,G, soit négatif (G,,... parties imaginaires de G,...) 
et que l'entier m ait le signe de G, (ou celui de G',, qui est le même). 

Par l'intermédiaire de la transformation (1), 0(U, Y) devient 
line fonction Ψ(«, Ρ) de M, Ρ et l'on a, en vertu de (1) et de (2), 

ψ(κ + ι, ρ) = 0(0 -H λ, V + ji) 
= 0(0 -+- îïq -f- â

3
G -f- Y -+- cfj -f- H + ci2G ), 

et par suite, d'après (48)» 

ψ(«Η- r, ρ) = 0(U, V^-^^i^u+ejVj+const. 

et en revenant aux variables m et ρ 

ψ(ίί -f-1, ρ) = ψ(ίί, p)
e
»-2tml«(>«

l
-4-V«

J
)

+
-f(

l
w,+tt'a

t

)l-Hco,ist.
> 

De même 

ψ(ρ-f- ι ) — ψ(ίί, ρ+Μ·'^)]+eonst · ^ 

Ψ(μ + £", P+ Λ) = ψ(&, ρ^~2ΐΤί,ηΙ|ί(^ι+·λ'ί/.)-»-ί'ίμ<ί
8

+μ'ί/,)]4-οοη8ί·^ 

Ψ(μ Η- Λ, ρ η- g') = ψ(«, ρ)
e

-*Kim[u(\c
t

 +Ve,) +Kiie
i
+|i'e

1
)].H!onst.

# 

Posons 
<p(tt, ρ) = ψ(^, v)e^u>v\ 

Ρ(«, ρ) désignant un polynome du second ordre en κ, ρ : il est aisé de 
voir que l'on peut déterminer les coefficients de P(w, P) de manière 
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que 9(44-1-1, ρ) = φ(«, Ρ), et que 9(44, Ρ +1) reproduise 9(44, P) à un 

facteur exponentiel près de la forme ePK; on trouve ainsi 

9(M + I,P)=Ç(«, V), 

Φ(Ί/, Ρ-+-Ί) = Φ(44, Y^Q-VXIMU[Ό,Λ+Ί,Λ'-Α,ΪΑ-Λ,Μ'] 

ou, en vertu des expressions (2) de λ, p., λ', p/, 

<p(W> ρ
 = e

-2TtimuÎ(ab)
0l

+(ab)„}^ 

On trouve de même 9(u H- g> ρ 4- /4), ç(iî+/î,p + g'), ce qui 
donne finalement, en désignant par ν et v' des constantes : 

?0 + f> <·) = ?(«' (-·), 
f(d, <· + l) = f(U, 

ο ( 44 4- «·
?
 e 4- Λ) = 9(44, ρ^β-2π'",!"[|'"')Μ+('",,ΐί]+''[,ωι««-1-,'"'ι'^£(ι"/'|ο»-,-,"/"Ό]'+·ν

? 

tniin ¡ffri#fr*oa+{ar)|* 

165. Supposons d'abord que g, A, g' soient liés par la relation 
singulière la plus générale 

A g + Β h 4- G g' 4- D (A2 — gg') 4- Ε = ο ; 

les relations auxquelles satisfait 9(44, ρ) sont, en tenant compte de (5), 

(49) 

9(B + i,C) = Ç(Î<, v), 

9(44, Ρ 4- ι) = 9(44, Γ)<?-27Γ'"/Ι,/υ', 

9(44 ·+■ g, ρ 4- A) = 9(4/, 

9(44 4- Λ, ρ 4- ^') = 9(44, p)(?~S7C""[A/"+i/+R/1'+T)'î/'),,i47'. 

Si g·, A, g·' sont liés par la relation singulière ramenée à la forme 

«.g + $h + tg'=o, 
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ces relations deviennent 

(5o) 

Ç(« + I,P) = Ç(«,R + ]) = Ç(W, P), 

+ g, ç H- h) = <p(tf, 

φ(Μ H- Λ, 4. g') = φ(ίί, p)
e

-2U//
W

[Aai
i+

(/4-All,.]
+

const.
( 

Sous cette dernière forme, on reconnaît que Φ (H, P) est une de ces 
fondions intermédiaires singulières, définies et étudiées dans la 
première Partie de ce Mémoire : c'est une fonction d'indices ml et mk 
(I, η» 28). 

Nous dirons aussi que la fonction <ρ(«, ρ), qui vérifie les rela-
tions (49)? est une fonction intermédiaire singulière, d'indices ml 
cl mk. 

Ainsi : 

104. Une transformation singulière d'indices l et k, faisant 
passer des variables U, Y aux variables u, p, transforme une 
fonction thêta, d'ordre m, de U, Y, en une fonction intermédiaire 
singulière de u, p, d'indices ml et mk. 

165. Si l'on suppose m = 1 et si l'on fait subir aux variables u, P 

une nouvelle transformation singulière, d'indices l{
 et k

n la fonction 
thêta initiale se transforme en une fonction intermédiaire singulière, 
dont les indices /

2 et k2 sont évidemment ceux de la transformation qui 
est le produit des deux premières, et sont donnés par les formules (29) 

et (3o). On en conclut, sous une autre forme, que : 

Une transformation singulière, d'indices /, et k
{
, faisant passer 

des variables u, p aux variables u', v', transforme une fonction in-
termédiaire singulière, d'indices l et k, de u, p, en une fonction 
intermédiaire singulière de u', P', dont les indices l2 et k2 s'obtien-
nent par les relations 

2K
2

 — K
I

(2L+ B/r) + Ε,/ΤΓ/~(2/, + Β 

2(2/3+ B,ZL
2
) = (2/-+- B/r) (2/, + Β,/Τ, ) H- Ε,Μ,Γ/ΔΔ,. 

Journ. de Math. (5* série), tome VI. — Fasc. ΙΙΓ, 1900. 4' 
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On suppose que la relation singulière entre les périodes de w, r est 

A g H- B/i 4- C^'4- D(/r — g g') + Ε = o, 

et celle entre les périodes de ιι', ν' : 

A, (j + Β, 3C -h Ct (j' -t- D, ( 5C
2
 — (/{?') ~T" Ε Ι

 = ο î 

A et A, désignent respectivement les invariants B2— 4 AC — 4EE et 
BJ — 4A,C, — 4D, Ε, ; enfin ε, désigne -M ou —Ι selon que la trans-
formation d'indices ln kt est droite ou gauche (nos 142 et 149) ('). 

Ο Remarque.—Reprenons les fonctions intermédiaires singulières, »(«,»·), 
(lu n° 163, qui répondent à la relation singulière générale 

('·) A g 4- Β h -l· Cg' -t- D ( h1 — gg') + Ε — o ; 

si l et k sont les indices de<p( M, r), on a (4g) : 

(4g) 

O(U + !,(') = <?( M, C), 

o(u, (>-{-})= &(ttt 

?(" + E' (' + /0- ?(W> ) <SR~ 2 -RE / [ //' — Ι Γ. — A.· J -+- Ν ^ 

o( U -)- //, V -|- g1 ) — ©( (j)g—2π»[ λΑ»<4- 1/ + IU + Itkh \ l']-+■ 

La théorie de ces fonctions se déduit sans difficulté de celle des fonctions ana-
logues étudiées dans notre premier Mémoire. 

Effectuons en effet une transformation ordinaiee du premier ordre, ramenant 
la relation (/·) au type (de même invariant) : 

ai)' -+- (33C -f- γ fi" — ο;. 

»(«, e) devient une fonction intermédiaire, ψ(«', ν'), répondant à la relation (/·'), 
et dont les indices, et k%, sont donnés par les formules du n° 165, où />, — o, 
/, = (,A,=zd : 

(0 A*2 — Sj A, 2 /j ■+■ β A*2 — 2 / -t— Β k. 

La fonction Ψ(μ', f') n'existe (I, n° 28), que si l\-\- αγΑ'^ est positif, 
et si 2/2+ PA'jest du signe de la partie imaginaire deij. Or ce signe est celui de 
la partie imaginaire de g, d'après M. Hermite ( Théorie des transformations 
ordinaires); d'ailleurs, en vertu des valeurs (s) de k\, et de l'égalité des 
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DEUXIÈME PARTIE. 

TRANSFORMATIONS SINGULIÈRES L)U PREMIER DEGRÉ. 

166. Parmi les transformations singulières, les plus simples et 
celles qui conduiseut aux conséquences analytiques les plus intéres-
santes, sont celles du premier degré, c'est-à-dire celles qui répondent 
à S = ι. 

On les obtient tputes, à une transformation ordinaire près du pre-
mier ordre, par la proposition générale du n° 157. 

invariants B* — 4 AC— 4DE et β* — 4*γ> on a 

l\ + β/2/2 + αγ/2 = /*-+- Β kl +( AC + DE)/·2. 
Donc : 

i° Les fonctions intermédiaires générales répondant à la relation singu-
lière (r)}

 et d'indices l, /, n'existent que si le nombre ll-\- Β kl -4- ( AC -+· DE )/2 

est positif, et si B/ a le signe de la partie imaginaire de la période g. 

Les fonctions ψ(«',0 vérifient les relations (49)> où l'on remplace g, Λ, g' 
par q, 3C, ζ", l et k par et k2, A, B, C, D par α, β, -γ, ο; nous savons (I, n° 28) 
que, pour v et v' donnés, elles s'expriment en fonction linéaire et homogène 
de l\ -4- β /2^ + *γ/"2 d'entre elles; donc : 

2° Les fonctions intermédiaires générales, d'indices l, k, qui répondent à 
des valeurs données des constantes v et v' dans ( 49 )> sont des fonctions linéaires 
et homogènes de l* + Β kl -4- '(AC -4- DE) A'2 d'entre elles. 

De môme, deux fonctions ψ(/Λ c'), d'indices /2, kt et /2,/'2 ont un nombre 
de zéros communs (I, n° 34) égal à 

2 l%l
2
 H- β ( /2 lj ~h /'212 ) -4- 2 αγ Z2 Z'j ; 

en remplaçant dans celte expression /2, /2, l'v k\ par leurs valeurs (s), on recon-
naît que : 

3° Deux fonctions intermédiaires générales, d'indices i, k et lr, k', répon-
dant à la relation singulière (r), ont un nombre de zéros communs égal à : 

2//'-hB(//'-i-//,)+2(AC 4-DE)//'. 

Il s'agit, bien entendu, des zéros distincts à des périodes près. 
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En effet, soient l et k les indices d'une transformation Τ de degré 
un ; on a 

0) P-+- $kl 4- γ/ι'2= ι ; 

/ et k n'ont pas de diviseur commun, de sorte que 0 = c2 = ι ; ρ, divi-

seur positif de est aussi l'unité, et entier de module inférieur 

à Op, est nul. Enfin, c0, c,, d0, entiers positifs inférieurs à c2 ou à Op. 
sont nuls. 

La transformation T, d'indices l et k, est alors: 

(») 
/ U == lu — γλν, 
j Y = ku H- (/ 4- β/f)e. 

Les périodes de «, ρ sont toujours supposées liées par la relation 
singulière g 4- β/« 4- γ g' = o; les périodes de U, V sont 

(3) 

G — Ig-ykh, 

H = Ih — y kg' = kg+ (1 + 

G' — k/i -t-(l+ $k)g' ; 

elles sont liées aussi par 

G 4- β H 4- γΟ' = ο. 

Quant aux entiers caractéristiques de la transformation ah
 b

n 

ch dh ils ont pour valeurs (n° 158) 

ci, — /, a ι — ky a.y — ο, a
2
 — o, 

= — γ/c, b
x
=l 4- β/r, b2

 = o, />3=0; 

C0 — o, C| — O, C.> ■— I , C3 — 0, 

d0
 =0, d

{
 — o, d.> — o, = 1. 

167. Ainsi, les transformations singulières du premier degré sont 
liées aux solutions entières de l'équation (1), qui peut s'écrire, en 
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désignant par Δ l'invariant, β3 — 4 ρ de la relation singulière entre 
g·, Λ) g', 

(2ΐ+μγ-^~ί,. 

C'est une équation de Pell, du type classique 

χ· — lk* = σ*, 

4Δ étant ou divisible par 4<ra ou congru à σa suivant le module 4 ο·2 : 
car ici σ2 = 4, et l'invariant Δ est de l'une des formes 4 Ν ou 4Ν + ι. 
Le fait que χ — i /-t- β/c ne diminue pas la généralité, car si β est 
pair, Δ est de la forme 4Ν et a? est pair; si β est impair, Δ est de la 
forme 4Ν -H ι et χ est pair ou impair en même temps que k. 

Ainsi, à toute solution entière de l'équation de Pcll 

(4) *'-4*· = 4 

répond une transformation singulière et réciproquement, / étant 
donné par 

il + $k = x. 

Cette équation (4) admet les solutions évidentes k = ο, χ = ± 2, 
donnant l = ± 1. Il leur correspond les transformations évidentes et 
sans intérêt 

(5) U'= u, V = P, G = g, H = h, G'- g, 
(6) U = — u, V = -P, G = -g, H = -/«, G 

qui, d'ailleurs, sont ordinaires, puisque k = o. 

168. L'équation (4) n'admet de solutions entières, autres que les 
précédentes, que si Δ n'est pas carré parfait, c'est-à-dire dans les cas 
non elliptiques (I, n° 15). Donc : 

Les fonctions abéhennes du cas elliptique n'admettent pas de 
transformations singulières du premier degré. 

166. Au contraire, si Δ n'est pas carré, on sait que l'équation (4) 
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admet une infinité de solutions entières, qui peuvent être considérées 
comme des puissances d'une même solution; elles sont comprises dans 
la formule ( ' ) 

-4- *,y/^ & + Ay/Â ^ 

n désignant un entier positif ou négatif, et (a;,, A,) la plus petite so-
lution positive de l'équation de Pell. 

On en déduit que toutes les transformations singulières du premier 
degré sont des puissances de celle qui répond aux nombres a?n k„ 
c'est-à-dire à η = ι. Soient, en effet, T„ la transformation qui répond 
au nombre n\ x

n
 et k

n
 les valeurs correspondantes de χ et A; il suffit 

d'établir que T
n+

, = Τ
Λ
Ί\ et que T_, est l'inverse de T,. 

En premier lieu, si l'on se reporte aux formules du n° 160 qui 
donnent les valeurs de ah bh ch dt et aux formules du n° 50 qui 
donnent celles de a], ... pour le produit de deux transforma lions, il 
s'agit de vérifier les relations 

a — À β^ιι) γΑ«Α,, 

k
H
+\ — ik

n
(x

t
 — βλ*, ) ■+· (x

n
 -h $k„)k

t
, 

Y A «4-1 ~ 2 ("^'Λ β 1 2 Y^1'/ ι )» 
2 (®ΛΉ β^Λ+l) = ΥΜ. Λ 

les huit autres étant satisfaites d'elles-mêmes. 
Or l'équation (E) donne 

ftn+l λ',ι+1 vA __ .R, ~r* /ÛV7! 

d'où 
."257^4-, = X\ Xn Ι- A , k„ Δ, 

2À-
e+

, = x,k,
t
-h k,x

n
, 

et, à l'aide de ces valeurs de x
n
+

n
 A

ft+<
, la vérification est immédiate. 

(!) Voir, par exemple, DIRICHLET, Vorlesungen fiber Zahlentheorie, 3° édi-
tion de M. Dedekind, page 120. 
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En second lieu, pour « = -i,ona 

x=zjcn k — — Ar„ 

et l'on reconnaît sans difficulté que le produit de la transforma-
tion (x

n
k

{
) par la transformation (x

t
, — /c, ) se réduit identiquement 

à la transformation unité. Ainsi : 

Toutes les transformations singulières du premier degré sont 
les puissances, positives ou négatives, d'une même transformation 
de ce degré, Τ,. 

170. Bien entendu on ne regarde pas comme distinctes deux trans-
formations singulières qu'on peut ramener l'une à l'autre par une 
transformation ordinaire du premier degré : c'est ainsi que la transfor-
mation (2) et celle où l'on change simultanément les signes de / et 
de k ne sont pas distinctes, caria seconde s'obtient en faisant suivre 
la première de la transformation (G). 

171. Ici se pose un problème très intéressant, qu'il sera plus simple 
d'énoncer en empruntant le langage géométrique : 

Considérons deux surfaces hyperelliptiques, s et S, pour lesquelles 
les coordonnées d'un point s'expriment respectivement par des fonc-
tions abéliennes aux périodes g, h, g' et G, H, G' : si l'on peut passer 
de G, H, G' à g, h, g' par une transformation singulière du premier 
degré, à un point de s correspond un et un seul point de S, et récipro-
quement, d'après la signification du degré. C'est précisément la trans-
formation (2) qui établit cette correspondance univoque entre les 
points des deux surfaces. 

La question qui intervient naturellement est la suivante : 

Les deux surfaces s et S, qui se correspondent point par point, 
ont-elles les mêmes modules, en appelant modules d'une surface 
hyperelliptique ceux de la courbe de genre deux qui donne naissance 
aux fonctions abéliennes correspondant à la surface? 

172. Précisons celte notion de modules. Supposons que les coor-
données homogènes d'un point de S soient proportionnelles à quatre 
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fondions ihéla, des variables U, V, formées avec les périodes G, 
H, G', et n'ayant aucun facleur, fonction de G, V, commun; admet-
tons de plus qu'à un point de S réponde, aux périodes près, un et un 
seul système U, Y. Une pareille représentation paramétrique n'esl 
possible que d'une manière, à une transformation ordinaire près d'ordre 
un : car si les quatre coordonnées sont aussi proportionnelles à quatre 
fonctions thêta, sans facteur commun, de U', Y', la transformation qui 
fait passer de U, Y à U', Y' est ordinaire, puisqu'elle change une fonc-
tion thêta en une fonction thêta; elle est du premier ordre, puisque 
à un système U, Y (ouU',Y') répond un seul point de la surface, 
et par suite un seul système U', V' (ou U, V). Nous dirons que les 
modules de S sont ceux des fonctions abéliennes de la représentation 
ainsi définie, ou ceux de la courbe de genre deux génératrice de ces 
fonctions. 

173. Sur la surface S, si l'on désigne par S(U,V) une fonction 
thêta du premier ordre, aux périodes G, H, G', les courbes repré-
sentées par l'équation 

&(U + a,V + (i) = o, 

où α et β sont deux constantes quelconques, sont de genre deux et de 
mêmes modules ('); ces modules sont ceux de la surface S (a). 

Effectuons maintenant la transformation singulière du premier 
degré, d'indices l et k, qui fait passer de S as : la fonction thêta du 
premier ordre ^(U-ha,Y + P)se transforme en une fonction inter-
médiaire singulière (n° 16i), d'indices l et k, qui est évidemment de 

la forme 
Ç (u -f- λ, V -h p.), 

λ et p. dépendant linéairement de α et β. 

(*) Voir notre Mémoire Sur les surfaces hypereUipliques, 4° série, t. IX de 
ce Journal, p. 422. 

(2) En effet, sur une surface de Kummer, pour laquelle les coordonnées homo-
gènes d'un point sont proportionnelles à quatre fonctions thêta normales paires, 
du second ordre et à caractéristique nulle, des variables U et V, les courbes 
Sr(U + «, V+p) = o ont pour modules les rapports enharmoniques quatre à 
quatre des six points doubles situés sur une même conique (Ibid., p. n4)> c'est-
à-dire les modules des fonctions abéliennes de la représentation. 
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Cela posé, si les deux surfaces s et S ont les mêmes modules, c'est 
qu'on peut passer de l'une à l'autre par une transformation ordinaire 
du premier ordre ; une telle transformation, comme on le sait depuis 
M. Hermite, et comme cela résulte aussi du théorème plus général du 
n° 164, change une fonction thêta d'ordre un de U et V, en une 
fonction thêta d'ordre un de α, P. Dès lors, soient U, Y un point quel-
conque de S; M, Ρ et w', Ρλ les points de s qui lui correspondent respec-
tivement parla transformation singulière et par la transformation or-
dinaire qu'on vient de définir : la transformation qui fait passer, sur 

du point u', p' au point u, Ρ est univoque et birationnelle, puisque 
les deux précédentes le sont, et elle transforme une fonction thêta 
d'ordre un, a', P'h- β'), en une fonction intermédiaire singu-
lière d'indices l et k, φ (u + λ, ρ -b p.), λ et p. dépendant linéairement 
de a'et β'. 

Réciproquement, si la surface s admet une transformation biration-
nelle en elle-même, transformant α', ρ' + β'^ηφ^+λ, p-f- p.), 
les deux surfaces s et S ont les mêmes modules. En effet, la transfor-
mation singulière du premier degré, qui mène de S à 5, fait cor-
respondre point par point les courbes 

â(U 4- α, Y 4- β) = ο et 0(11 4- λ, Ρ 4- p.) = ο, 

de sorte que les courbes 

S(U4-a, Y -h β) = ο et 0(«,H- a, r'4- β) = ο 

se correspondent également point par point et ont dès lors les mêmes 
modules : ces modules étant respectivement ceux des surfaces S et 
la proposition est établie. 

Donc, en résumé, la condition nécessaire et suffisante pour que S et 
s aient les mêmes modules est que s admette une transformation bira-
tionnelle en elle-même faisant correspondre à la courbe 

θ(« 4- α', ρ 4- β') = ο, 

où 0 est une fonction thêta d'ordre un, une courbe 

φ(α 4- λ, P-+- μι) = ο, 

Journ. de Math. (δ· série), loi«e VI. — Fa sc. Ill, 1900. 42 
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où φ est une fonction intermédiaire singulière, ayant pour indices 
ceux de la transformation singulière du premier degré qui fait passer 
de S à s. 

174. Nous verrons plus loin, dans le Chapitre de la Multiplication 
singulière, que les transformations biralionnclles d'une surface hy-
pcrelliptique simplement singulière en elle-même sont comprises 
dans les formules ( n° 195) 

( u' = pu — γσν, 
(8) 

( ç' = vu 4- (ρ 4- βσ)ν, 

en supposant toujours que les périodes g, h, g' soient liées par la 
seule relation g 4- (3/i 4- y g' — o, et en désignant par ρ et σ deux 
entiers, lois que 

ρ- -f- βρσ 4- γσ2 = ± F. 

Soit maintenant posé 

0(«'4- a', c'4- β') = ψ(«, r); 

il s'agit d'exprimer que ψ(«,ν) est une fonction intermédiaire singu-
lière d'indices l et k. On a évidemment 

ψ(η -h ι, r) = ψΟ, e 4-1) = ψ(η, r), 

car auginenlcr u ou ν de l'unité revient à augmenter u' et c' de nombres 
entiers, ce qui ne change pas la fonction 0(//'-4- »', e'4- β'). On a en-
suite 

ΨΟ -μ g, c H- h) = 0(u'-h a' H- ρ g — γσ//, C'h- β' H- σ»· -h (p -4- jfo)//) 

— 0 (u' -h a' 4- ρ g — γτΛ, c' 4- β' 4- ρΛ — 

en tenant compte de g 4- β Λ 4- γ#' = ο, et, par suite, en vertu des 
propriétés fondamentales des fonctions thêta, 

Ψ0 4- "·, ç 4- h) = 0(V 4-a, 

= ψ(&, ,.·.)
ί
?-2π'[ρ2-γι-)«-γτ(2ρ + |ΐσ)<·]+·οοη8Ν

> 
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On trouverait de même 

Ψ(Η4-Λ,Ρ4-#') = Ψ(Ι/, 

et les conditions nécessaires et suffisantes pour que ψ(«, Ρ) soit une 
fonction intermédiaire singulière d'indices /, £sont 

(9) 
l / — s2 — va2 

I k = <7(2ρ 4- βσ). 

Cela revient à dire que la substitution linéaire à coefficients entiers 

(io) 
IJ = lu — ykv, 

1 (Ρ+βΑ/ + γΛ·=ι) 
. V = *« + (*+β/c)" K " 1 

doit être le carré d'une substitution, également à coefficients entiers, 

( U = pu — γσρ, 
(H) \ 

| V = <su 4- (p 4- βσ)ρ, 
où l'on a 

(12) ρ- 4- βρσ 4- γσ- == ± ι. 

175. Deux cas sont maintenant à distinguer, selon que la forme 
ρ2 -h βρσ H- γσ2 ne peut ou peut représenter le nombre — ι. 

176. Dans le premier cas, on a nécessairement dans (12) 

ρ2 4- βρσ + γσ2 = ι ; 

et. il résulte du n° 169 que toutes les substitutions des formes (10) 
et (11) sont des puissances d'une substitution du même type, T,, 
où l et /1 seraient remplacés par la plus petite solution, /4, de 
l'équation /2 4-β/τ/4-y/f2 = ι. Si donc la substitution (10) est une 
puissance de T, paire, Τ;Ϋ, les entiers ρ et σ seront les coefficients 
de la substitution TJ, et les équations (9) seront satisfaites pour ces 
valeurs de ρ et σ, c'est-à-dire que les deux surfaces S et s auront les 
mêmes modules. 

Si, au contraire, la substitution (10) est une puissance impaire. 
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T2'/+l, elle ne peut être le carré (Tunc substitution de même forme, 
puisque celle-ci serait également une puissance de T, : on ne peut 
donc trouver des entiers ρ et σ vérifiant les équations (9), c'est-à-dire 
que les deux surfaces S et s n'ont pas les mêmes modules. 

Soit alors s, la surface transformée de S par la transformation Τ, ; 
il est clair que la transformée de S par la transformation T;'/+l a les 
mêmes modules que sn car on l'obtient en effectuant sur st

 la trans-
formation Τ;Ϋ, laquelle est le carré de TJ. Ainsi, les surfaces obtenues 
en effectuant sur S les transformations T^+l n'ont pas les mêmes 
modules que S, mais ont entre elles les mêmes modules. 

177. Plaçons-nous maintenant dam le second cas, où la forme 
p24- βρσ-Ί-γσ2 peut représenter — 1. Soit p

0
, σβ

 une solution de l'équa-
tion ρ;; 4- βρ

0
σ

0
 4- yaj = — 1, et désignons par Σ

0
 la substitution (11), 

où ρ et σ sont remplacés par p
0
 et σ

0
. 

11 estclair que la substitution SJ est du type (1 o); on a en effet pour 
cette substitution 

l = /> = σ
0
(2ρ

0
+ βσ

0
), 

et l'on vérifie que 
/2 4- β hi 4- y h ' = 4- 1. 

Par suite 
^2 ηρκ 

η désignant un entier et T, ayant la même signification que ci-dessus. 
Je dis que cet entier est nécessairement impair. Si, en effet, il était 
pair, n = nq, on aurait 

S:=(tï>«, 

c'est-à-dire que les carrés des deux substitutions Σ, et T* seraient les 
mêmes. Or TJ est de la forme (10), soient 11 et k' les valeurs correspon-
dantes de ses coefficients; en écrivant que Sjj est la même substitution 
que (TJ)2, on a 

,3. j PÎ — Τσ0= 

( σ«(2(3„ + βθ
0
) = Κ(ΐΐ+ β/0· 
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En éliminant p0, on obtient l'équation bicarrée en σ0 : 

σ,', ( β2 — 4γ) — 2 (2 /" — 2 γ/τ'3 Η- a ββ8 /τ'3) 4- &'3(2 β/l' )3=ο, 

dont les racines sont 

σ'~ Ρ*—4τ 

d'où 

_3_4^H-4 W'I'+Pk". 

c'est-à-dire 
σ«=±-7Γ~' 

en désignant toujours par Δ l'invariant, β8 — 4γ> de la relation entre 
les périodes. Or, le cas elliptique étant exclu, puisqu'il n'y a pas alors 
de transformations singulières du premier ordre, Δ n'est pas un carré 
parfait, de sorte que les valeurs ci-dessus de σβ ne sont pas entières, et 
sont dès lors inadmissibles. 

2° σο=Λ î 

c'est-à-dire 
Wifí^ri03+ 

z désignant ± 1. On en conclut par ( 13 ) 

?·,= !■'h 
de sorte que 

?l -f- βρο ■+■ γσ« = 1" γ Λ'3 = ι, 

ce qui est inadmissible, puisque pj -t- βρ
0

σ-^-4- yarj a été supposé égal 
à — ι. 

Donc enfin η ne peut être pair, c'est-à-dire que 

Σ;5 = Τ" = T3'/+l, 
d'où 

Τ, = Σ2Τ;27. 
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Or Σ0 et T79 sont des substitutions de la forme (11), et l'on vérifie 
sans difficulté que si Λ et Β sont deux substitutions de cette nature, 
on a ΛΒ = ΒΑ, c'est-à-dire 

A8Ba=(AB)2; 
donc 

(W)2, 

c'est-à-dire que Τ,, et toutes ses puissances, sont des puissances paires 
d'une même substitution; donc, d'après ce qui précède, les surfaces S 
et s ont les mêmes modules. 

178. Voici le résumé de cette théorie : 

Soit une sur/ace hyperellipiique pour laquelle les périodes 
des fonctions abéliennes correspondantes (n° \.Ί*1)$οηΙ liées par la 
relation 

«• 4- 3 /¿ + ï 

Si la forme x2 -h β xy 4- y y2 peut représenter le nombre — 1, 
toutes les surfaces que l'on déduit de la première par une trans-
formation singulière du premier degré ont les mêmes modules 
qu'elle. 

Si la forme χ- 4- fyxy 4- γ/2 ne peut représenter — ι, les trans-
formations singulières du premier degr é étant, comme toujours, 
des puissances d'une même transformation Τ,, les surfaces déduites 
de la surface primitive par les transformations Ύ\'1 ont les mêmes 
modules qu'elle; les sur faces déduites par les Iransfor mat ions TJ'/+1 

ont entre elles les mêmes modules, mais n'ont pas les modules de la 
surface primitive. 

Les périodes G, II, G', qui répondent à une des surfaces transfor-
mées de la première et de modules différents, sont données par les for-
mules (n° 166) : 

I G= l,g - ykjt, 

(Ό < H= l,h -γ/ι,£·\ 

(& = M+ (/, + ?*,)*'! 

/», désignent toujours la plus petite solution en nombres entiers 
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(autre que ι, o) de l'équation 

/; + βΜ. + γ*ϊ=i(')· 

179. Remarque L — La propriété, pour la forme x- -t- fixy 4- γ/2, 
de représenter — ι, ne dépend (comme cela doit être) que du discri-
minant β2 — 4 γ, c'est-à-dire de l'invariant A. En ellet, la relation 
χ- ■+■ $xy -h γ/2 =— ι peut s'écrire 

(ι>χ·4-β/)2-Δ72 = -4, 

ce qui revient exactement à dire que la forme X2 — AY- peut repré-
senter — 4 (n° 107). 

180. Remarque II. — Dans le cas où la forme a,2H-β-ry + γ/2 

peut représenter —ι, toutes les substitutions (ι ι) : 

U = pu — γσρ, 

Y = vu ·+- (p -h β<τ)ρ, 
où 

ρ2 4- βρσ H- γj2 = zt ι 

sont des puissances d'une seule d'entre elles (ainsi que cela a été 
démontré pour le cas où la forme ne peut représenter — i). Pour sim-
plifier, disons que la substitution est droite ou gauche selon qu'elle 
correspond à + ι ou à — i. On a vu que les substitutions droites sont 
des puissances de T,, et l'on a trouvé(n° 177) 

rp _
 v2 

étant gauche (car c'est le produit d'une substitution gauche, Σ„, par 
une droite, T79). Soit alors Σ une substitution gauche quelconque; 

(') Soit une surface de Kummer, s, pour laquelle les coordonnées homogènes 
d'un point sont proportionnelles à quatre fonctions thêta normales, paires, du 
second ordre et à caractéristique nulle, des variables u et e, formées avec les 
périodes £·, h, g7; soit de même S une surface analogue répondant aux. variables U 
et V et aux périodes G, H, G'; il est clair que la transformation U = /, u — γΑν; 
V = Α\ιι est birationnelle entre les points des deux surfaces : on 
voit ainsi que deux surfaces de Kummer peuvent se correspondre point par point 
sans que les rapports anharmoniques, quatre à quatre, des six points doubles 
situés sur une même conique soient les mêmes pour les deux surfaces. 
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ΣΣ, est droite, donc 
ΣΣ, = Τ'; = ΣΓ, 

d'où 
Σ = ΣΐΓΛ 

Les substitutions droites sont donc des puissances paires, les 
substitutions gauches des puissances impaires d'une même substitu-
tion Σ<. 

De plus : toute substitution droite est le carré d'une autre substi -
tution, droite ou gauche. 

181. Nous sommes arrivés au n° 178 à la notion de surfaces (hyper-
elliptiques) se correspondant point par point sans avoir les mêmes mo-
dules; ce résultat, assez inattendu si l'on s'en tient à l'analogie avec le 
cas des courbes, peut recevoir une autre forme géométrique. 

Une surface hypcrelliptique générale S est une surface qui cor-
respond point par couple à une courbe C, de genre deux(<), c'est-
à-dire qu'à un couple de points pris sur C répond un et un seul point 
de S, et réciproquement : dès lors le fait que deux surfaces hypcrellip-
tiques peuvent se correspondre point par point sans avoir les mêmes 
modules montre que deux courbes de genre deux peuvent se 
correspondre couple par couple sans avoir les mêmes modules. 
Ces courbes de genre deux donnent naissance, d'après tout ce qui pré-
cède, à des fonctions abéliennes singulières; il serait intéressant de 
poursuivre des recherches analogues sur deux courbes de genre quel-
conque. 

182. Le théorème général du n° 178 résout, au point de vue des 
périodes, le problème de la détermination des couples de surfaces 
hyperclliptiques se correspondan t point par point, sans avoir les mêmes 
modules : les formules (i4) donnent, en effet, les valeurs des périodes 
G, H, G', répondant à l'une des surfaces, en fonction des périodes 
g

) hy
 g'y qui répondent à l'autre. 

Il resterait à compléter ce résultat au point de vue des modules y 

(*) Voir, par exemple, notre Mémoire Sur une surface du sixième ordre liée 
aux fonctions abéliennes de genre trois (ce Journal, 5° série, t. II, p. 263). 
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c'est-à-dire à déterminer tousles systèmes de modules différents tels 
que les surfaces hyperelliptiques correspondantes soient représen-
tables point par point l'une sur l'autre ('). 

TROISIÈME PARTIE. 

MULTIPLICATION COMPLEXE. 

185. Le problème de la multiplication complexe, extension directe 
du problème analogue pour les fonctions elliptiques, peut se poser 
ainsi : 

Soit un système de fonctions abéliennes à deux variables U, V aux 
périodes G, H, G', on opère sur ces périodes une transformation quel-
conque, ordinaire ou singulière : il s'agit de reconnaître dans quel cas 
les périodes transformées (g, h, g') seront identiques aux périodes 
primitives (G, H, G'). 

Au point de vue géométrique, étant donnée une surface hyperellip-
tique, liée aux paramètres u et p, si l'on pose 

(0 U = \u 4- [AP, Y = Vu [AP, 

peut-on déterminer les constantes λ et p. de manière qu'à un point 
(w, P) de la surface réponde un et un seul point (U, V) de la même 
surface ? 

Ce problème comprend celui de la recherche des transformations 
biralionnelles d'une surface hyperelliptique en elle-même. 

184. Remarque. — La multiplication complexe n'a pas été jus-
qu'ici, à notre connaissance du moins, traitée avec la généralité qu'elle 
comporte par les divers auteurs qui s'en sont occupés. C'est ainsi que 
MM. Frobenius, Weber, Wiltheiss (*-) se sont bornés au cas où la 

(1) Voir à ce sujet une Note que nous avons publiée aux Comptes rendus 
(2° semestre 1899). 

(2) Frobenius, Journal de Crelle, t. XCV, p. 264.—WEBER. Antiali di Mate-
matica, 2e série, t. IX. — Wiltheiss, Math. Annalen, t. XXI, p. 385-398. 

Journ. de Alatk. (5· série), tome VI. — Fasc. III. 1900. 4^ 
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transformation qui fait passer des variables U, V aux variables w, p, 
est une transformation ordinaire d' Her mite, sans prendre garde aux 
transformations singulières qui conduisent précisément aux multipli-
cations les plus intéressantes. 

Il y aura, d'après cela, deux espèces de multiplications complexes : 
i° les multiplications ordinaires, qui dérivent d'une transformation 
d'Hcrmite ; i° les multiplications singulières, qui dérivent d'une de 
nos transformations singulières. 

185. Les relations entre les périodes g, A, g' de multiplication 
complexe s'obtiennent immédiatement en faisant, dans les relations ( 2 ) 
de la première Partie, G = H = A, G' = g'; ce qui donne 

| \ = aQ-ha3g-hciah, \*> — b0-{-b3g + bJi, 
\ λ' = 0, -t-a9h + aag', p/ = A,4- b.

x
h-+ b.

2
g', 

(2) I 
J λ g 4- [xh = d

Q
 4- d

3
g 4- d

2
 h, + = c

0
 4- c

3
g 4- c

3
 A, 

! Vg 4- ρι'Α = d
x
 4- d

a
 A -f- d.

2
g\ λ'Α 4- p.'g' = c, -h c, A -h c,#'. 

L'élimination de λ, p., λ', p.' conduit aux quatre équations fon-
damentales 

(Α) g-a
3 4- £//(«2 4- A3) 4- A2A24- g{a

0
—d

;)
)-t- h(b

0
 —d.

2
) — d

Q
= ο, 

(Β) 4- g g'' a.
2
 4- A2 A3

 -h A^ 4- gax
 4- h(b

x
~ d

3
) — g'd, — d

x
 = o, 

(C) gha9 4- g g' b3
 4- h* a.

2 4- A#7a, — gc
3
 4- Α(α

β
 — c

a
) 4- A„ - c„ = o, 

(D) /ra,4- hg'(a
2
 + bt) 4-g-'2Aa4- Α(α, — c

3
) 4- ^'(A, — c,) — c, = o 

Les α,, A,·, c
t
·, c?,· sont toujours des entiers, caractéristiques de la 

transformation employée (1). 

186. Les relations (A), (B), (C), (D) ne sont des identités que 
si ax —— a2 ·"— flj — b2 — b

3
 —■ A„ — c

3
 —— c, — c

3
 — olj — d

x
 — d

2
 —■ o, et 

«0 — A, = cf3 = ca ; la transformation (1) est alors 

L = a
0
u, V= a

u
p, 

et se réduit à la multiplication ordinaire par un nombre entier. 
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187. Désignons par A, B, C, D les premiers membres des quatre 
relations çi-dessus; on a identiquement 

.0^ ( Α(α
}
/ί + + fl|) - Β(α

3
/? + «

2
/i + fl

0
) 

[ -+- Cà(b%h ·+■ b%g -+-/>1) — D(b^g H- b%h -h ,, 

(A\ ( A (α, A-h b^g' — c
(î

) -h B(«
2
/a 4- big' — c

2
) 

( — C(a8^-l· bji — άΛ) — D(a9g + bji —rf2)==F2, 

étant posé 

( Fi = (A5 — gg') [(«<*)« + (Ac)
33

| 

(5) +g'[(arf)i
1
+(&c)

3
,]4-g-'[('arf)

0!
 + (Ac)

os
] 

' + h[(ad)^ + {bc\,-{ad)„ —(Ae),a] + [(arf).i + (Ac)„], 

I F2 = (/ts - gg'[(ba)„ + (Aa),,] 

(ft) j +i?[(ca)
0S
 + (ca),

2
]+^'[(W)„, + (Arf)

la

] 
I + /i[(c£>)oa + (cft)ij — (da),, — (rfa),2] +- [(î/c) 0, -f- (c/f), a|. 

On observera que les relations F, = ο et F
2
 = ο sont les relations 

singulières (3 bis) et (3) de la première Partie entre les périodes ini-
tiales et finales de la transformation; elles ne sont identiquement 
nulles que si la transformation considérée est ordinaire, et, d'ailleurs, 
si l'une d'elles est une identité, l'autre l'est également ( n° 157). 

ÎSTous dirons que la multiplication complexe considérée conduit de 
la relation F, = ο à la relation F

2
 = o. 

188. Le problème est maintenant de trouver a priori les périodes 
g

y
 A, g' telles que les relations A = o, B = o, C = o, D=o puissent 

avoir lieu, par un choix convenable des entiers ah bi) ch d 

181). Remarque. — Les termes du second degré en g, A, gdans 
les premiers membres des équations (À), (B), (C), (D), peuvent se 
mettre respectivement sous la forme remarquable suivante : 

I + g [«.£ +'(«.+ 6.)A + b,g\, 
) - α2(/ί2 - gg') + h \a3g + (a,+ b,)h + b.,g'\, 

{V J - b,(A' - gg') + h \a,g + (e,+ b,)h + b,g·}, 

' α>(Α! - gg') + g'\a,g + (aa + b,)h -h b^g']. 
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On en conclut que, si l'on regarde#, Λ, g' comme des coordonnées 
courantes, les quatre quadriques représentées par les équations A = o, 
B = o, C = o, D = o ont en commun, dans le plan de l'infini, les 
deux points 

(«) h· —g g' - o, a
2
g ·+- b

z
)h + b^g'— ο. 

On reconnaît sans difficulté qu'elles n'ont pas, dans ce plan, d'autre 
point commun, à moins qu'on n'ait simultanément 

a% = a2 H- = bi = o. 

Dans ce cas, les quatre équations (A), (B), (C), (D) sont singu-
lières : les périodes g, Λ, g' ne sont alors liées que par des relations 
singulières. 

190. THÉORÈME. — Il γ a, entre les périodes de multiplication 
complexe, au moins une relation singulière (à coefficients entiers). 

Car les relations F, = o, Fa = ο, Β — C = o sont singulières; le 
seul cas d'exception possible serait donc celui où ces trois relations 
seraient des identités. 

Or l'identité Β — C = o donne, en particulier, a
2
 = a

K
 = — c

3
; 

et, en faisant B = C dans (4), il vient 

(9) I h^a"Ah+a'i^~c^ 

( -H B( — a3g-h b2g'-\- d2—ο7) — D(a2# H- b21i — GL)==O. 

Considérons toujours g
)
 Λ, g' comme les coordonnées d'un point 

dans l'espace ; les trois plans 

(.0) 

aji -h a
2
g' — c

;
, = o, 

— a
3
g + b

2
g' + d

3
 — c

2
=o, 

a2g + b
2
h — d

2
=z o 

se coupent suivant une même droite, caries déterminants du troisième 
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ordre compris dans la matrice 

Ο et «j Ct *2 Cjj 

— αΛ ο b.â — c2 

α.2 b.2 ο — d2 

sont nuls, comme on le reconnaît aisément, en tenant compte de 
a

a
= 6

3
, et (afif)2J-t-(£>c)23 = 0; cette dernière relation tirée de F^o. 

Dès lors, l'identité (9) montre que le plan 

a»g -h bji — di ·= ο . 

coupe la quadrique A = 0 suivant une conique située sur la qua-
drique Β = ο : les quadriques A = ο et Β = ο se coupent alors suivant 
une deuxième conique située sur D = o. 

Le plan, aag + bji — dt = o, de la première conique commune à 
A = 0 et Β = ο, ayant ses coefficients rationnels en fonction des coef-
ficients des quadriques A et B, il en sera de même du plan de la 
seconde ; c'est-à-dire qu'il existera entre g, h et g' une relation 

<*.g -t- §h -+- γ g'— ω = o, 

où les coefficients sont rationnels par rapport aux a,·, bh cif d,·, c'est-
à-dire sont des fractions : c'est là une relation singulière entre les 
périodes, et le théorème est établi. 

191. Remarque. — On a supposé dans ce raisonnement que les 
trois plans (10) existent, c'est-à-dire que l'équation d'aucun d'eux 
n'est une identité. S'il en est autrement, du second par exemple, on 
aura a

3
 = 0, b

2
 = 0; et comme a.2 = ù3, si a.2 était nul, on serait dans 

le cas signalé au n° 189 et où les périodes ne sont liées que par des 
relations singulières. Supposons alors a2<°; l'identité (9) devient : 

A(a.
2
g'~ c>) — D(a»g — d.,)~o, 

d'où l'on conclut, en se reportant à l'expression de A, que A est de la 
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forme 
A =z(mh -t- ri){a%g — da) = o, 

m et η étant entiers, et m^o. 
On ne saurait avoir a2g — d2~ o, sinon g serait réel et h'( — g

t
g\ 

ne serait pas négatif ; on a donc 

mh -h η ί= ο, 

relation singulière. Un raisonnement analogue s'applique au cas où 
l'équation d'un des autres plans (10) serait une identité. 

Mêmes conclusions, si deux ou trois de ces équations sont des 
identités. 

192. Avant de discuter plus complètement les relations fondamen-
tales (A), (B), (C), (D) entre les périodes de multiplication complexe, 
nous étudierons les multiplications dans quelques cas particuliers. 

Multiplication dans le cas d'une relation singulière. 

195. Cette relation pouvant se mettre sous la forme 

(R) g +■ 4- 1g' = O, 

et étant supposée la seule relation entre g, h, gil faut que les équa-
tions (A), (B), (C), (D) en soient des conséquences, c'est-à-dire, 
comme on le reconnaît de suite, qu'elles soient du premier degré en 
g, Λ, g' et de la forme g -h β Λ h- yg\ à un facteur entier près. 

Donc 
α3 = «2 = bz = b> = o ; 

puis : 
β(α

0
 - d

3
) = b

6 — d
2) 

γ(α
0
—r/

3
) = o, 

βα, 

γα, = — d.j, d
0
 = d, ~ c

0
= = o, 

' ββ
3
 ûîj, — c3, 

- yc
3
 = b

9
, 

a, — c3 =b{ — Co =' o. 
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On en conclut 

γ(α, - c
a
) = h - d

2
= β(α

0
 - d

3
) 

et en comparant avec γ(α
0
 — d

3
) = o, on voit que nécessairement 

a
0
 — d

3
 = o, car β et γ ne peuvent être nuls en même temps. 

On a ainsi pour les ah bif c,·, d
t
 les valeurs 

<») 

a φ —; Ojj , ba — γ c
3
 , Cq — o, d(y — o y 

~ C3j by = (Xq + β^3} C\ — d'y —■ O, 

et 2 — o, b% — o, Cj — ci (y ~~I- β c
3

, rfj ■—■ γο
3

, 

^3 —— O, b<l = 0, C
3
 — C

3
y d

3
 = Ctyy 

et la transformation de multiplication complexe est, en remplaçant 
par ρ et σ les entiers, restés arbitraires, a

0
 et c

3
 : 

(12) 
' U = pu — γσρ, 

V = au ■+■ (ρ -h βσ)ρ. 

Il est aisé de trouver les indices L et Κ de cette transformation. 
On a, par les formules (5) de la première Partie, 

AK = (ac)oj ·+- (ac),a = σ(2ρ -+- βσ) 

d'où, puisque A, coefficient de g dans la relation singulière (R). est 
égal à i, 

Κ = <x(2p H- βσ). 
Ensuite 

L = {ad)Q 3 + (ad){% = ρ2 — γσ2. 

A un point Uy ρ correspond, par (12), un seul point U, Y, et à un 
point U, V correspondent δ' points w, p, étant posé, comme au n° 141, 

δ' = L2 4- β KL -+-γΚ2. 

En faisant le calcul, on trouve pour le degré de la multiplication 
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considérée 
δ' = (ρ2-4- βρσ + γ<72)2. 

194. Remarque. — La transformation (12) n'est ordinaire que si 
K = o, c'est-à-dire si σ = ο, ce qui correspond à la multiplication 
ordinaire par un nombre entier; ou si 2 ρ -h βσ = ο, ce qui donne 

U = — + 2γρ], V = iff[2M H-βρ]; 

er désignant un entier tel que βσ soit pair. C'est là la seule multiplica-
tion complexe ordinaire dans le cas d'une relation singulière. 

Multiplication dans le cas de deux relations singulières. 

195. Si les périodes g, A, g' sont liées seulement par deux rela-
tions singulières, on peut, en combinant celles-ci linéairement, en dé-
duire une relation, également singulière, ou le terme en A ait disparu : 

A g + C g' D (h* — gg') + Ε = ο. 

L'invariant de cette relation Δ(= — 4 AÇ — 4DE) est divisible par 4; 
on peut donc (I, n° 15), par une transformation ordinaire du premier 
ordre, la ramener au type de même invariant 

(Δ) A2 — <*"' = -· 

La transformation employée change une quelconque des relations sin-
gulières primitives en une relation singulière, où l'on peut, en tenant 
compte de (Δ), faire disparaître le terme en A2 — gg'. Finalement, on 
a le droit de supposer que les périodes g, A, g' sont liées par deux 
relations de la forme 

(.3) 
h--gg'=d, 

xg + βΛ + yg' = ω, 

d, a, β, ω ctanl entiers; de plus α, β, γ et ω peuvent être supposés 
premiers entre eux. 
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196. Remarque. — Cherchons à quelles conditions doivent satis-
faire d

) α, β, ω pour que l'inégalité 

/i2 — rr rr' π 

puisse être vérifiée; g{) Λ,, g, désignant toujours les parties imagi-
naires de g, Λ, g' : 

04) g = g
a

->rig„ h — h„ + ill,, g'=g',+ ig',· 

En premier lieu, les invariants 4d et β2 — 4 «γ ^
cs

 ^
cux rela^ons (*3) 

doivent être positifs (I, n° 14). Remplaçons g
)
 Λ, par leurs va-

leurs (r4) dans les relations (i3) et séparons le réel de l'imaginaire, 
il vient : 

| «#.+ p/i. + Y£',-<0 =0, 

! «*ι + βΛ.+ ?<?'. =o, 
(i5) 

2 h,h,-g,g\-g',g, =o, 

' ΛΪ - gTig\ -(hl ~g»g.)+ <* = »· 

Tirons des deux relations intermédiaires les valeurs proportion-
nelles de g{, Λ,, g·', et écrivons que h* — g\g\ est négatif : 

ω» - (β2 - 4«γ)(Α
8
, - g,g',) < ο· 

La quatrième relation donne 

K-g>g'„ — d<°> 

d'où, puisque β2 — 4«Y est > o, 

d>K-g»g>pzrfc> 
on a en outre 

α,?» + βΑ
0
 + γ^-ω = ο. 

Pour qu'on puisse trouver g0) h0
, g

0
 vérifiant cette égalité et les 

deux inégalités qui précèdent, il faut que c est
 P^

us 

Journ. de Math. (5* série), tome VI. — Fasc. Ill, 1900. 44 
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suffisant, car si l'on regarde g<>, hoy
 g\ comme les coordonnées d'un 

point dans l'espace, le plan α$·„ -h βΛ
0
 ■+· yg\> — ω = ο coupe toujours 

en des points réels la quadrique Aj|— g\>#'0 = λ2, qui est un hyper-
boloïde à une nappe. 

Finalement, pour que fi\ — g
s
g\ puisse être négatif, il est néces-

saire qu'on ait 

(.β) d > ο, β3 — 4«Y > °) ω'2 — — 4 αγ) < ο. 

Sous une autre forme, cela revient à dire que la relation singulière 

- gg' -d) + σ(α g + β/ι + y g' - o>) = o, 

ou ρ et σ sont des entiers quelconques, a son invariant positif, quels 
que soient ρ et σ; cet invariant est, en effet, 

σ2(β3 — 4αγ) -l· /ιρσω ■+■ ί\p-d; 

et cette condition était évidente a priori. 

197. D'une manière générale, soient 

F, = A g h- Β h -h C g' 4- D (Λ3 — gg') -h Ε = ο, 

F
2
 = A 'g h- Β 'Λ -h C'g' -f- D '(h2 — g g') Ε' = o, 

deux relations singulières entre g, h
)
 gpour qu'il existe des périodes 

vérifiant ces relations et l'inégalité h\ — g
{ g\<i o, il est nécessaire 

que l'invariant de la relation 

pF, + aFo = o 

soit positif. Géométriquement, si l'on regarde g, h, g' comme des 
coordonnées courantes, cela revient à dire que le discriminant de la 
quadrique pF, -+- σΓ

2
= o n'est jamais nul pour des valeurs réelles de 

ρ et σ; cette quadrique ne peut donc appartenir à la variété cône, à 
moins qu'elle ne se réduise à un plan, c'est-à-dire à moins que les 
termes en h2 — g g' ne disparaissent. 



SUR LES FONCTIONS ABÉLIENNES SINGULIÈRES. 33y 

Si le terme en Λ*— gg' manque dans F, et existe dans F2
, on voit 

de même que le plan F, = 0 ne peut toucher la quadrique F
2
 = o. 

198. Cela posé, reprenons les relations (A), (B), (C), (D) de la 
multiplication complexe; elles doivent être des conséquences des deux 
relations 

(.3) h* — gg' — d, α g+$h + yg'=at. 

En regardant toujours g, Λ, g' comme des coordonnées courantes, 
cela revient à écrire que les quadriques A = ο, Β = ο, C = o, D = υ, 
passent par la conique représentée par les équations (i3); par suite, 
en désignant par 0', α', β', γ', ω', des constantes, on a d'abord, pour 
la quadrique A = ο : 

K(h* ~ gg') + g[<**g + O* + K)b + Kg' 1 
-h g(a

0
 - ά

Λ
) + /*(&„ - d

2
) ~ €/

o
 = 0'(A.a - gg' - d) 

+ (a g -h βΛ -h γ g' - ω) (a 'g -+- β'/i γ g' - ω'), 

ce qui donne de suite, en supposant γ Jo, 

γ'=ο, β'—ο, 0'=^2) ω'=ο, 
et il reste 

, A gia2g+(a
2

+-l'
3
)h-hb

3
g'\ + g(a

ll
-d

a
) + h(b„-(L)-d„ 

! ==-b
a
d + (%g-h$h + *(g'-o>)ct,g\ 

d'où, en identifiant, 

α
3
 = αα', a» h- bs — βα', b« = γα', 

_ω α', b0 — dr, = o, dtt = b2d. 

Les quatre premières de ces relations montrent que a' est un entier, 

car si c'était une fraction-> réduite à sa plus simple expression, q de-

vrait diviser α, β, γ et ω, qui sont supposés sans autre diviseur commun 



338 G. HUMBERT. 

qiie l'unité. On peut donc écrire, en remplaçant α' par σ, 

0») 

a3 - ασ, 

a2-hb.
A
= βσ, 

b.
2
 = γσ, 

('9) 

α
0

— ί£;ι4- σω — ο, 

&o - = ο, 

dq—dbt = o. 

Maintenant, en tenant compte de (i3) et de (18), l'équation (13) 
s'écrit 

— a
2
 cl 4- Λσω 4- ga

t 4- h{b
t
 — f/

3
) — g'd

2
 — — o, 

ce qui doit évidemment être une conséquence de 

α g 4- (3/i 4- γ g' — ω — o. 

Donc, en désignant par ρ un entier 

(20) 

a, = ap, 

b, — d,-h <τω — Jîp, 

— Λ = γρ, 

+ = ωρ. 

En opérant de même pour les équations (C) et(D), et en désignant 
par ν un entier, il vient : 

O) 

- c, - αν, 

a
0
 — c., 4- σω — βν, 

b. = γν, 

c„ 4- = ων, 

(22) 

α, ~ c;, = o, 

bx — c
2
 4- σω — o, 

c, — α3ί/ = o. 
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La relation a
{
 = c

3
 donne ν = — ρ; remplaçant ν par cette valeur et 

résolvant les équations (18), (19), (20), (21) et (22) par rapport aux 
ah b[) Ci, dh on trouve que ces seize entiers s'expriment comme il suit 
en fonction des entiers ρ, σ et de et ù3, que nous désignerons par 0 
et τ : 

| «0 — —■ VP' — ~ eL, γi/o*, 

( 3) ~
 α,

°'
 ù, — 0 H- βρ, c, = a<fc, = ωρ — $dc 4-

|α2=βσ —τ, Α, = γσ, c2 = 0 -Η ωσ + βρ, = -— γρ, 

| α, = ασ, b
3
 — τ, c

3
=ap, rf

s
 = 0-h ωσ. 

199. Remarque. — On a supposé, pour obtenir ces relations, γ > ο ; 
dans le cas contraire, on verrait sans difficulté qu'elles subsistent 
encore, à condition que les inégalités nécessaires du n° 196 soient 
vérifiées. 

200. Les formules (23) où ρ, σ, 0 et τ désignent des entiers quel-
conques résolvent le problème en donnant les nombres caractéristiques 
des multiplications complexes cherchées; les transformations corres-
pondantes sont données par les formules (i) et (2) : 

( U — (a0-f- α.
λ
g-h aji )u + (b0+- b

;t
g + bji )v, 

(24) 
( V =(a, ■+■ aji -+■ a.,g')u -h (ù, ·+■ bji -+- b«g')v. 

201. La multiplication n'est qu'une transformation qui conduit des 
périodes g, h, g' aux mêmes périodes g, h, gd'après la théorie 
générale de la transformation et le n° 187, g, h et g', considérées 
comme périodes finales, vérifient la relation ( 6), F2 = ο de ce numéro, 
laquelle est de la forme 

(20) À g ■+■ B/i + C g' -h D(/r — gg') -h Ε = ο. 

De mème^·, Λ, et#*', considérées comme périodes initiales, vérifient 
la relation analogue (5), F, = ο : 

(a6) A' g H- Β'Λ H- C 'g' + D' (Λ2 — gg' ) 4- F/ = o. 
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Calculons A, Β, C, D, Ε pour la multiplication (23). On a, en dé-
signant par Κ l'indice de cette multiplication, 

AK == (ac)n84- («c)ia = α(2θρ 4- acfcrc 4- 2ωρσ 4- βρ2 — β^σ2), 

DK = (ab)
08

 >f- (ab)r, = αθτ 4- (2αγ β2) ρσ 4- βρτ — βσΟ. 

Il est inutile de calculer BK, CK, EK, car la relation (25 ) est néces-
sairement de la forme 

m(h2 — g g' — d) 4- n(oLg 4- β Λ 4- γ g' — ω) = ο 

où m et η désignent des entiers; on voit ainsi que la relation finale. 
F

a
 = o, entre g, hf g' est 

( > ( (*' ~ gg'~ d) [ϋβτ -t- (2αγ - (32)ρσ + β,οτ - βσθ] 

( ·+■ (ag + $h-+-*;g'— ω)[2(li:^-2ί?r:+2ωpσ+βp, — $dv'\ —ο. 

On trouverait de même pour la relation initiale, F, = o, 

( (^2 " vo ~ d) 0*6τ — 2 αγρσ 4- 2 ωστ — βσΟ — βωσ2 4- βρτ) (2$) ° 
( 4- (α^·4- βΛ 4- y g' — ω)(2θρ — 2*/στ 4- βρ2 4- */βσ2) — ο. 

202. Degré. — Le degré de la transformation, c'est-à-dire le 
nombre des points «, ρ qui répondent à un point U, V est égal (n° 141 ) 
au déterminant des nombres ah bh ch d,·; on trouve, pour sa valeur, 

[Q2 4- θ(βρ 4- ωσ) 4- αγρ3 4- (βσ — τ) (ωρ 4- dx) — οίαγσ3]3. 

203. Remarque. — La multiplication considérée ne sera ordinaire 
(n° 184) que si la relation (27) est une identité; en ce cas, la rela-
tion ( 28) en sera une également. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que 

(29) 
j 2θτ 4- (2αγ — β'")σρ h- βρτ — βσΟ == ο, 

( 2Op 4- 2«?στ4- 2ωρσ 4- βρ2 — 6?βσ2 = ο. 
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Tirons τ de la première de ces relations et portons dans la seconde; 
il vient, en supposant 2O -h βρ<ο, 

p|(aO -+- βρ Η- ωσ)2-+· σ2[ί/(β2 — ί\αγ) — ω2]| = ο. 

D'après les inégalités du n° 196, la quantité entre crochets est une 
somme de carrés; elle ne peut dès lors être nulle que βίσ — ο, 

-ι- βρ = ο, cas écarté : on a donc ρ = ο, ce qui donne ensuite, 
par (29), 

0(2τ~βσ) = ο, άσ(2τ — βσ) = ο; 
d'où 

2Τ — βσ=ο ou ô = ο* — ο. 

Enfin, si 2O -+- βρ = ο, les relations ( 29) donnent 

ρσ(β2 — 4*7") = °> cx(2di -+- 2ωρ — β*£σ) — ο; 

d'où les solutions 

σ = ο ou ρ = 2T — βσ = ο. 

Finalement
y
 pour que la multiplication définie par les entiers (23) 

soit ordinaire, il faut et il suffit que soit vérifiée une des hypothèses 
suivantes : 

ιυ ρ = 2T — βσ = ο, 

2° σ = 2Û βρ = ο. 

La multiplication ordinaire par un nombre entier, Θ, correspond à 
ρ == σ = τ = ο (η° 186). 

204. Conformément au langage que nous avons adopté (n° 187), 
nous disons que la multiplication complexe définie parles entiers (23) 
ah bh C/, di conduit de la relation singulière (28) à la relation sin-
gulière (27). Proposons-nous de rechercher les multiplications qui 
conduisent d'une relation à la même. 

Soit 

(3o) m(Id — gg' — d) H- n(<xg + βΑ + γ g·' — ω) = ο 
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cette relation, m cl η désignant des entiers quelconques; pour que 
les relations initiale et finale (28) et (27) soient identiques à (3o), il 
faut et il suffit que 

m 2θτ4- (2*7 — β2)ρσ-(- βρτ — (iaO 

2θτ — 2αγρσ 4- 2ωστ — βϋΟ — βωσ2 βρτ 

On met aisément ces équations sous la forme : 

(2Ô 4- βρ 4- ωσ)[/*(2τ — βσ) — awp] = ο, 

σ\(ιτ — βσ) (aw d 4- ηω) 4- ρ[/*(β
2
 4

α
ϊ) "+* 2(ow]j = ο. 

On y satisfait de quatre manières : 

ι" cr = o, 2O 4- βρ = ο; 

a" σ — ο, «τ —wp = ο; 

3° (27 βσ) (aw d 4- ηω) 4- ρ['ΐ(β2 — 4αγ) 4- 2ω///] = ο, 

η(ιτ — βσ) — imp = ο; 

4° (2τ — βσ)(2Η*d 4- η(ύ) -hρ[^(β2— 4*7 ) -Η acuw] — ο, 

aO 4- βρ 4- ωσ = ο. 

205. Examinons successivement ces quatre hypolhèses : 
ι° σ = o et 2O 4- βρ = ο donne (n° 205) une transformation ordi-

naire qu'on devait évidemment rencontrer, puisqu'on ce cas les pre-
miers membres des relations initiale et finale, étant identiquement 
nuls, sont identiques entre eux. 

20 σ = ο et m — m ρ = ο donne une transformation singulière : on 
reconnaît aisément qu'on trouve ainsi les multiplications singulières 
répondant au cas ou g, h et g' seraient liées uniquement par la rela-
tion m(h- — gg' — d) 4- n(a.g 4- βΛ 4- "(g' — ω) = o. 

3° Des deux équations 

(2τ — βσ) (2W d 4- /ιω) 4- ρ[Λ(β* — 4*7) H- 2<*>w] — ο, 

(2τ — βσ)« — ρ.2 m ' — ο, 
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on déduit 
2τ — βσ = ο, ρ = ο, 

transformation ordinaire (n° 203). Cela suppose toutefois que le dé-
terminant 

— 2m(2md-\- ηω) — rc2((3a — 4<*γ) — ζωηιιι 

n'est pas nul. Cette quantité s'écrit, en changeant le signe, 

/ϊ2(β2— 4αγ) 4- 4ωτηη 4- l\rr^d\ 

elle ne peut s'annuler pour aucun système de valeurs de m et η (autre 
que o,o), car ω2 — d($2 — 4αγ) est négatif (n° 196). 

4° C'est ce cas qui donne des multiplications singulières nouvelles, 
conduisant d'une relation singulière à la même relation ; il est carac-
térisé par la condition 

2Θ 4- βρ 4- ωσ = ο, 

σ étant ^ ο, et aussi ρ et 2τ— βσ n'étant pas nuls simultanément. Si 
ρ, σ, θ et τ sont des entiers quelconques satisfaisant à ces conditions, 
la multiplication dont les entiers caractéristiques sont donnés par les 
formules (23) conduira de la relation 

m (h2 — g g'—d) 4- n(&g 4- β 4 4- ")'g' — ω) = ο 

à la même relation; m et λ étant définis par l'équation 

(2T — βσ)(2md 4- ηω)4- ρ[Λ(β3 — 4*γ) acorn] = ο, 

qui s'écrit 

(β2— 4*γ)ρ4-ω(2τ — βσ) — 2ωρ — 2ci(lr— βτ) 

206. Corollaire. — Étant donnée une relation initiale (3o), on 
peut toujours trouver une multiplication conduisant de cette relation 
à une relation différente; car il suffit que ρ, σ, G, τ soient choisis de 
manière à vérifier 

m 2 θτ — 2 αγρσ 2 ω<π — βσθ — βω<72 4- βρτ 

Jo urn, de Math. (5* scrie), tome VI. — Fasc. Ill, 1900. 43 
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et de telle sorte que ni σ, ni ρ, ni 2 θ 4- βρ 4- ώσηβ soient nuls : ce choix 
est évidemment possible. 

207. .Composition de deux multiplications. — Si nous effectuons 
successivement deux multiplications, définies respectivement par les 
valeurs ρ, σ, G, τ et ρ', σ', θ', τ' des entiers qui figurent dans les for-
mules (23), nous obtenons une multiplication du même type (23), 
pour laquelle les entiers correspondants seront ρ", σ", G", τ". On ob-
tient leurs valeurs sans difficulté en partant des formules du n° 146 
relatives à la composition de deux transformations; on trouve ainsi 

p" = pO' 4- Gp'4- βρρ' — ί£(στ' — σ'τ) 4- ωρσ', 

σ" = crG' 4- Gœ' 4- τρ' — ρτ' 4- βρσ' 4- ωσσ', 

G" = OG' — αγρρ' 4- αγ ίίσσ' — (άτ 4- ωρ) (βσ' — τ'), 

τ" = Οτ' 4- τθ'4- αγ(ρσ'—σρ') 4- βτρ'4- ωστ'. 

208. On déduit de ces formules une conséquence arithmétique in-
téressante. 

Posons, pour simplifier, 

ξ = 2Û 4- βρ 4- ωσ, 

η = — βσ; 

les entiers ξ et η remplaçant G et τ. On trouve, en appelant ξ" et η" les 
quantités 2 G" 4- βρ" + ωσ" et a τ" — βσ", 

(3.) 

2 ξ" = ξ Χ' 4- άψί 4- Δρρ' 4- ( Οι)2 — d\) στ' 4- ω ( ρη' 4- ρ' η ), 

2η"= ξη'4- ξ'η — ω(σ'η — ση') 4- Δ(σρ' — σ'ρ), 

2ρ" = ρξ' 4- ρ'ξ 4- ω(ρσ'~ σρ')4- ώ(σ'η — ση'), 

2σ" = σξ' 4- σ'ξ 4- ρ'η — ρη', 

en écrivant β* — 4αγ = Δ. 
Maintenant observons que le degré de la transformation composée 

est le produit des degrés des transformations composantes; ce degré, 
pour la transformation ξ, η, ρ, σ, s'écrit, en vertu de la formule du 
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n° 202, 

■^[ξ2 — ch)2 — 2ωρη — Δρ2 -+- (dk — ω2)σ2]2. 

On aura donc 

(32) 

[ξ2 — drf —2ωρη — Δρ2 -h(c?A — ω2)σ2 ] 

χ [ξ'2 — dr{2 — 2ωρ'η' — Δρ'2 -+· (ύ?Δ — ω2) σ'2 ] 

= 4[$"2 — df\"2 — 2ωρ"η" — Δρ'/2 -f- (β?Δ — ω2)σ"2], 

en désignant par ξ, η, ρ, σ; ξ', η', ρ', σ' des entiers quelconques, et ξ", 
η", ρ", σ" étant définis par les formules (3i). On aurait dû écrire ± 
devant le second membre de (32), mais on reconnaît de suite que 
l'identité des deux membres exige le signe h- . On a ainsi une pro-
priété curieuse de la forme quaternaire 

ξ2 — drf — 2ωρη — Δρ2+ (ί£Δ — ω2)σ2. 

209. Carré dfune multiplication, — Si l'on fait dans les formules 
précédentes ρ' = ρ, σ' = σ, θ' = θ, τ'= τ, il vient 

ρ" = ρ(20 Η- βρ Η- ωσ), 

<τ" = σ(2 0 ·+- βρ -Η ωσ), 

τ" = τ(2θ -μ βρ -+- ωσ), 

G" = Ο2 — αγρ2 ■+■ αγΰ?σ2 — (<£τ -h ωρ)(βσ — τ). 

Comme conséquence, on voit que si la multiplication considérée 
est une de celles du type 4° du n° 20d, conduisant d'une relation sin-
gulière à ïa même relation, ρ", σ" et τ" sont nuls, puisque 

2 ô +· βρ -h Off = O. 

Le carré d'une telle multiplication est donc une multiplication or-
dinaire par un nombre entier (n° 203) ; cet entier est Θ". 

Si l'on désigne par D2 le degré de la multiplication considérée 
(n° 202) 

D = Q2-h 0(βρ H- ωσ) -f- αγρ2(βσ — τ)(ωρ -f- άτ) — αγαίσ2, 
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on a 
D 4- 0" = ( 2 6 -H βρ -+- ωσ) 0 = ο. 

Ainsi 
Θ'^-D. 

Multiplication dans le cas elliptique. 

210. Supposons les périodes g, Λ, g' liées par une relation singu-
lière d invariant carré parfait et par une ou deux autres relations. 
Si la relation singulière était la seule liant les périodes, on rentrerait 
dans un cas examiné (n° 195). 

On peut ramener la relation singulière à la forme nh — ι = ο 

(I, n° 15) ; remplaçons h par ̂  dans les quatre équations fondamentales 

de la multiplication complexe, celles-ci deviennent : 

(A) n2a
3
g2 b

3
-\-n(a

0
 — ds)]g + + — d

2
)—n2d

t)
 = o, 

(B) n2a.>gg' -+- n\a
z
 + na

i ]g-l· n\b
2
 — nd^g' -b b9-l· //(&, — </,) —«a</, = o, 

(C) n*b
t
gg' + n[a

3
 — nc^g 4- η[ΰ.

2
 ~hnb

0
\gf -h a

2
-h n(a

0
 — c

2
) — /rt'

0
 = o, 

(D) n2b2g'2 -hn[a2~h b
3
 -h n(b

t
 — c2)]^' -ha

3
-i-n(a

i
—c

3
)-/rc, = o. 

En tenant compte de h2 = les équations (B)et(C) sont singu-

lières, car gg'= (ggh2) -H si donc (A) et (D) sont des iden-

tités, on retombe dans le cas où g, Λ, g' ne sont liées que par des 
relations singulières. 

Si (A), par exemple, n'est pas une identité, et si (B) ou (C) n'en 
est pas une, les périodes sont encore liées par trois relations singu-
lières; car(B) donne 

e=z Ml±I, 

les ρ et σ étant entiers, et si nous portons cette valeur dans (A), nous 
trouvons 

n'a>ë$JTÏ7 + % + p = ». 
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relation de la forme 

N,#-t-P.g-'H-Q, = o, 

c'est-à-dire singulière, en raison de h2 = ̂ . 

Donc, pour échapper au cas de relations uniquement singulières, il 
faut que (B) et (C) soient des identités, et que (A) ou (D) n'en soit 
pas une. Or (A), par exemple, est de la forme 

M#5 -+- Ng h- Ρ = o, 

M, Ν, Ρ étant entiers : si l'on se reporte au tableau des périodes : 

g, i, 

rr\o y 

on voit que le couple (^g, ̂  est un couple de périodes elliptiques de 

multiplication complexe, c'est-à-dire que l'un des deux systèmes de 
fonctions elliptiques auxquelles se réduisent les fonctions abéliennes 
considérées possède une multiplication complexe. 

Même conclusion si (D) n'est pas une identité. 
Il est aisé de trouver les multiplications relatives à ces cas. 

211. Supposons d'abord que (A) n'est pas une identité et que (D) 
en est une; en écrivant que (D)~=(B)~(C)~o, on a : 

b
3
 = o, a

s
 -+· £3-i- n(bx — c2) = 0, a3 n(a{ — c8)— nac, = o, 

a2— ο,. a
3
-\-na

{
 = o, b

2
—nd

2
 = o, b

a
 ·+■ n(b

{
 — d3) — n*d{ == o, 

b
3
~ o, a

3
 — nc

3
 = o, b2-\-nb0=zo, a2 h- n(a

0
 — c2) — n2c9 = o, 

ce qui donne 

(33) 
&2—b2—63—bq—d2— o, ci3 — /i2c,, ^1 —- c*, 

C3 —— wc ι, c,— c, -f~ /ic,, (/, — Co — /id ι. 
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La période g vérifie (A), c'est-à-dire une relation quadratique de 
la forme 

(34) η2mg2 h- npg ·+■ q ~ o, 

m, q étant entiers sans diviseur commun. 
Ecrivons que (A) est identique à (34), à un facteur près, il vient, 

en tenant compte de (33), 

c, = — pm, Ce-f-rf, = pp, d
0
~ — pq, 

ρ désignant un entier ; et finalement les entiers caractéristiques de la 
multiplication complexe cherchée sont donnés par les formules : 

(35) 

— Cj -4- WCq, by — Ο, C
0
 — CQ, d^ — ρq, 

α, = — wp/rc, b{ = C2l C, = —p772, cf, = — c0 4- pp, 

β, — ο, b>2 — ο, Cjj — c3, cio — o, 

#,, =/22p/W, Ù3 = 0, Ca = np/71, d% = c2-l· rcc0 — npjU^ 

ρ, c0, c3 sont des entiers arbitraires. 
Le de cette multiplication complexe, égal au déterminant 

des α
4
·, ù

{
·, ch dt (n° 141), est 

c2Κc«~l~ η°οΥ ~ nc
0
) -h n2mqp2\ 

quantité toujours positive, car ρ2 — f\mq doit être < o, pour que g, 
donné par (34), soit imaginaire. 

Remarque. — En vertu de ce qui précède, si les équations (A), (13), 
(C), (D) établissent entre les périodes une relation singulière d'inva-
riant carré parfait et deux autres relations, une de celles-ci ne pourra 
être singulière sans que l'autre le soit également. 

212. On trouverait de même sans difficulté les formules qui répon-
dent au cas où (D) seul ne serait pas une identité, et à celui où (A) 
et (D) ne seraient pas simultanément des identités. 
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Multiplication dans le cas de trois relations singulières. 

213. Les trois relations peuvent (n° 193) être réduites aux formes 

ft'-gê>=d> «■g + $h = ">, β'Λ+/£·' = ω'; 

les deux dernières ont leur invariant carré parfait. 
On peut alors ramener l'une d'elles au type nh — ι = o; les deux 

autres seront des formes 

A gg + Β g + C g'+ D = o, 

A, + Β, # + C, g·'+ D = o. 

En tirant g' de la dernière pour porter dans la précédente, on voit 
que g vérifie une relation quadratique Mg,2-hN#-4-P = o à coeffi-
cients entiers, et il en est de même de g'. 

On retombe donc sur le cas elliptique où les deux systèmes de fonc-
tions elliptiques correspondantes ont une multiplication complexe; 
mais, outre les relations quadratiques que vérifient g et g', il y a de 
plus une relation Bg*-+- Cg'-h D = o, qui n'existe pas en 
général dans le cas précédent. 

Nous n'indiquerons pas les formules de multiplication complexe 
relatives au cas de trois relations singulières; on les obtiendrait sans 
difficulté en imitant la marche déjà suivie. 

Multiplication complexe, en général. 

214. Revenons au cas général de la multiplication complexe, c'est-
à-dire à la discussion des équations fondamentales (A), (B), (C), (D) 
dun°183: 

(A) g^a^-hgl^a. ·+·&,). +g(a
0
-d.

i
) +h (bQ—d2)~ d0 = o, 

(B) gha
3
+gg'a

2
 -+· h* b

3
-l· h g'b

2
-h- ga^ + h(b% — d^ - g'da — dx =o, 

(C) gha^gg'b., + hia.1-{-hg'b.1-gcz-irh(a0-c^+g'bQ o, 

(D) h^a.-hhg'Ça^b,) -f-g'*b2 -hh(ai - c3) -hg'(b{ - c2)-c, =o. 
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Nous avons établi (n° 190) que ces relations entraînent au moins 
une relation singulière entre g) h et g. 

Distinguons maintenant plusieurs cas. 

215. I. Les quatre relations (A), ( Β ), (G), (D) se réduisent à une 
seule, laquelle, par ce qui vient d'être dit, est nécessairement une rela-
tion singulière; nous avons appris à former (n08195-194) les multi-
plications complexes correspondantes. 

216. II. Les quatre relations (A), (B), (C), (D) se réduisent à 
deux : géométriquement, c'est dire que, en regardant g, Λ, g' comme 
des coordonnées courantes, les quatre quadriques A = ο, Β = ο, G = ο, 
D = ο ont une ligne commune. On peut supposer que cette ligne est 
une droite ou une conique (véritable ou décomposée) : les relations 
(A), (B), (C), (D) entraînent en effet entre g, A, g' au moins une 
relation singulière qui, par une transformation du premier ordre, 
peut être ramenée à la forme linéaire en g, A, g'. 

Si la ligne commune aux quatre quadriques est une droite, celle-ci 
a deux équations du type 

«g + β/( + -;g'~ ω = o, a,g + β,/ί -+- 11 g'~ ω, = ο, 

les α, β, γ, ω étant rationnels par rapport aux coefficients des surfaces, 
c'est-à-dire étant des entiers : les périodes g, A, g' sont alors uni-
quement liées par deux relations singulières. 

Si la ligne commune aux quatre quadriques est une conique, elle ne 
peut avoir comme points à l'infini que les deux points 

a*g + (a2 + b9)h+ b.g'^o. 

En effet, en dehors du cas signalé au n° 189 et où toutes les relations 
entre les périodes sont encore singulières, ces points sont les seuls 
communs à l'infini aux quatre quadriques (n° 189 ). 

Deux cas sont alors à distinguer selon que la conique passe par ces 
deux points, ou qu'elle passe par un seul en y touchant alors le plan 
de l'infini. Dans le premier cas, le plan de la conique a une équation 
de la forme 

a*g + (β2 ■+■ b
3
) h ■+■ b^g' = ω, 
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u> étant une fraction, et en tenant compte de cette relation entre les pé-
riodes, les quatre relations (A), (B), (C), (D) deviennent singulières, 
comme le montrent les formes (7) des termes du plus haut degré dans 
ces équations. 

Par suite, dans ce premier cas, g
y
 h et g\ qui sont, par hypothèse, 

simplement indéterminés, sont liés uniquement par deux relations sin-
gulières. 

Dans le second cas, soit 

et g -t- βΑ 4- y g' — ω = ο, 

le plan de la conique; α, β, γ, ω étant des fractions ou, si Ton veut, 
des entiers. Il faut, en vertu de l'hypothèse, que, dans le plan de l'in-
fini, les droites α g 4- β A 4- YG'= o, A^G 4- («*4- &,) h -h b

2
g'= ο 

se coupent sur la conique h~ — gg' = ο ; l'un des points où la première 
droite coupe la conique ayant ainsi ses coordonnées fractionnaires, il 
on est de même du second, ce qui exige que la quantité β2 — soit 
un carré. En d'autres termes, il existe entre les périodes une relation 
singulière d'invariant carré parfait, qu'on peut ramener au type 
nli — 1—0, et l'on retombe ( n° 210) soit sur le cas d'une seconde 
relation singulière, examiné aux nws 105-209, soit sur le cas ou g (oug') 
vérifie une relation du deuxième ordre à coefficients entiers; c'est le 
cas de multiplication elliptique complexe étudié au n° 211. 

217. III. Les quatre quadriques A — 0, Β = 0, C = 0, D = ο ont 
un nombre fini de points communs, c'est-à-dire que g, h, g' sont liés 
par trois relations. 

Je dis que, dans ce cas, il existe entre les périodes une ou trois rela-
tions singulières ; ou encore, puisqu'il y a une relation singulière au 
moins, je dis que les équations (A), (B), (C), (D) ne peuvent en-
traîner deux relations singulières sans en entraîner une troisième, 
distincte des deux premières. 

Le théorème est vrai si l'une des relations singulières de l'hypothèse 
a un invariant carré parfait (^n0 211, Remarque); nous aurons donc, 
dans ce qui suit, le droit de supposer qu'on est en dehors du cas ellip-
tique. 
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Distinguons maintenant trois cas : 

218. i° La transformation de multiplication complexe considérée 
est singulière eteonduit d'une relation singulière entre A, g' à une 
relation singulière différente : cela revient à dire que les expressions 
F, et F

a
 du n° 187 ne sont pas identiquement nulles et sont linéaire-

ment distinctes. 
Fffcctuons une transformation ordinaire du premier ordre, de ma-

nière à faire disparaître le terme en /r — g g' dans la relation F
a
 — o; 

je dis que le terme analogue ne disparaîtra pas dans F, = o. Sinon, 
en éliminant g' entre F, = ο et F

2
=o, on trouverait une relation 

singulière du type M# 4- ΝΑ 4- Ρ = o, d'invariant carré parfait Y-, 
ce qui est contraire à l'hypothèse (n° 217). 

Considérons maintenant les identités (3) et (4) du n° 187 : 

O) 
Λ (α.,Λ 4- a2g' 4- a{) — 11 (a

:)
g -h a,It -h «„) 

-+- C ( b
A
 h -H b.

2
 g' 4- b, ) — I) ( b

9
 g -h b., h 4- />,, ) : ·, F,, 

Cl) 
A (α.

Λ
Ιι 4— b

3
g' — c

;)
 ) 4- F (ci.,h 4— b., g — c., ) 

— C(a3g 4- b.
A
h — (ί.

Λ
) — D(a.,g 4- b., b, — cL)F,. 

Filtre ces deux identités, éliminons D; il vient une relation de la 
forme 

<3«) 
AP, + BP, + CP, 

=ξ F, (ft-tg 4- b.yb — d.,) — 1' a( b:i
 g 4- b.,b H- b

0
) 

avec 
Ρ, — ( a

3
 h 4- a., g' ·4- a, ) ( a3

 g 4- b., h — d, ) 

- ( a, h 4- b3
 g' -Ci)(b3 g 4- b% h 4- b0 ), 

P
3
 = — {a*g4- aji 4- a

0
) {a-ig 4- bji — d., ) 

— ( a., h 4- b
3
 g' — c3 ) ( b;]

 g 4- b., h 4- bn
 ), 

Ρ a = ( Κ b 4- b
3
 g' -h A, ) (a.

2
 g h- b

2
 h — d

2
) 

4-(>,£' 4- b.Ji - d,)(b,g 4- bji 4- b0
). 
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lin développant les calculs, on trouve 

P, = C— Ba24- fi[(ba)
iKi

 -h (ba)
Vi

 4- (ac?)
39

H- (bc)
:ii

 \ 

4" (c£> )„;, 4~ (#if) 

Ρ
a
 = Aiî

2
 -H C/*., -4- ~H (bc ̂ s] "4" 4- (£*C )am 

— P
3
 — Ab.

A
 4- B/Ag H- © [(^)oî *+· (to)

Ia
J 4- (db)|

2
H- (db)

o:iy 

(le sorte cjue l'identité (36) prend la forme 

(:*7) 
J a \ <//t d/( / dg' dg 

( ee=F,(«
2
g + bjt — d^) — F

a
(&

3
# ■+■ bjl 4- &

0
). 

Cela posé, observons que Β — C = ο est une relation singulière 
entre «·, Λ, g'y dont le premier membre est une combinaison linéaire 
de F, et de F

a
; sinon les périodes seraient liées paF trois relations sin-

gulières et le théorème à démontrer serait établi. On peut alors, en 
posant pour abréger 

nF 
écrire 1 identité (37) 

(38) ΙΑΦΙ-ΟΦ^Ρ,Η, + Ρ,Κ,, 

Β, et R
2
 étant linéaires en g, h, g'. 

Fn éliminant A au lieu de D entre les identités (3) et (4), on trouve 
de même 

(39) ΙΟΦ;,-ΟΦ: = Κ,Κ>Κ
2
Κ;. 

Comme F, contient un terme en h'- — gg' et que F; n'en contient pas, 
ç[>(=F

2
— F,) n'est pas identiquement nul, et même Φ^, Φ),, Φ!, ne 

sont pas des constantes. 
Les surfaces (quadrique et plan) F, = 0 et F

2
 = ο se coupent sui-

vant une conique qui rencontre en deux points, à distance finie, le 
plan Φ), = ο. En effet : i° le ρΕιηΦ), = ο ne peut coïncider avec le 
plan F, = ο de la conique, car Φ,< ne contient que Λ, tandis que F

2 

doit contenir des ternies en g et g'y pour que l'invariant de la relation 
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singulière F
2
 = ο ne soit pas carré parfait; 2° la conique ne rencontre 

pas le plan Φ^= ο à l'infini, c'est-à-dire qu'aucun des points à l'infini 
A=o, n'est sur le plan F2=o, car il faudrait pour 

cela que F2 ne contint pas de termes en g (ou en #'), et l'invariant 
correspondant serait encore carré parfait. 

Je dis maintenant que les deux points où la conique F, = o, F
a
 = ο 

coupe le plan = ο sont situés sur la quadrique C — o. Si l'un d'eux, 
en effet, n'était pas sur C, il serait, en vertu des identités (38) cl (3Q), 
sur les plans Φ!, = o et Φ^ = o. En d'autres termes, le point 

Φ;=Φ:=Φ',= Ο, 

qui est le centre de Φ = o, serait sur la conique commune à F, — o cl 
F

s
 = o, donc sur Φ = ο. Or cela est impossible, car la quadrique 

Φ ~o, contenant des termes du second ordre dans son équation, ne 
peut appartenir à la variété cone (n° 197). 

Donc les deux points où la conique F, — o, F
a
 = o coupe le plan 

Φ^= o sont sur la quadrique C = o; donc les deux autres points où 
cette conique coupe C = o sont, d'après (38) et (3g), sur A = o et 
sur D = o. En d'autres termes (puisque 13 — C — λ, F, H- A

a
Fa), 

les quadriques F, = o, Fa = o, A — o, 13 = o, C = o, D — o n'ont à 
distance finie que deux points communs ( ■), c'est-à-dire [en vertu de 
(3) et (4)] que les quadriques (A), (II), (C), (D) se coupent, à dis-
tance finie, en deux points, situés sur la quadrique proprement dite 
F, = o. La droite qui joint ces deux points a les coefficients de ses 
équations rationnels en fonction de ceux des équations (A), (II), 
(C), (D), c'est-à-dire entiers, cl il y a entre les périodes, outre la 
relation singulière, du second ordre F, = o, deux autres relations 
singulières (puisque linéaires). 

On complète ce raisonnement en observant que la droite dont on 
vient de parler ne saurait être sur la quadrique F, =o; elle est en 

(1 ) A moins que la conique F
t
 — o, F2 = o ne soil tout entière située sur A = o, 

13 = o, C = o, D=ro; en ce cas, contrairement à l'hypothèse, les quatre der-
nières quadriques auraient une courbe commune. 
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effet dans le plan F
a
 = ο qui contient les deux points communs à 

(A), (B), (C), (D) à distance finie, et l'on a vu (n°197) que le plan 
F, = ο ne peut toucher la quadrique F, == o. 

219. 2° La transformation de multiplication complexe considérée 
est singulière et conduit d'une relation singulière à la même relation, 
F, = o. 

Soit 

CI·») U = Xw-t-JAP, V = X'M H-p.'P, 

cette multiplication. 
Par hypothèse, il y a entre les périodes deux relations singulières, 

qui peuvent être supposées (n° 195) de la forme 

h'-gg' = d, a. g + [3 Λ + y g' == ω. 

Parmi les multiplications complexes déduites de ces deux relations, 
considérons-en une qui conduise de la relation singulière F, = o à une 
relation singulière différente F

2
 — o (n° 206) : 

(fro bis) u = λ, u' H- JA,P', Ρ = X
2

M' + ;A
2

P'. 

Il est clair que la transformation composée de (4o) et (4o bis) 

(4«) 
j U = λ (λ, U' -f fJL, Pf) H- {A (Xa U' -h (Aο P'), 

» Y = A'(X, II' -+- U,p') -+- {Α'(Χ
2
«'Η- |A

2
P'), 

sera encore une multiplication complexe, et qu'elle conduira de la 
relation F, = o à la relation F

2
 = o. 

En vertu de ce qui précède, si l'existence de cette nouvelle multi-
plication détermine complètement g, h et g', il y a entre ces périodes 
une troisième relation singulière et le théorème est établi; si g, h cl g' 
ne sont pas déterminés, c'est que la multiplication nouvelle est une de 
celles formées aux n08 195-209 et qui se déduisent de l'existence de 
deux relations singulières entre les périodes. 
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On a ainsi, pour la transformation (4o bis), d'après les formules 
ordinaires de la transformation : 

^ = + αι Κ Κ = «'» 4- Λ H" dg'? 

h = + ''âg + b'Ji, μ., = b\ + b'Ji + b'.g··, 

les a\ et h\ étant donnes par les formules (a3) où l'on écrit ρ', 0', τ' 
à la place de ρ, σ, 0, τ. De même pour la transformation (4>) *· 

(4> bis) 

XX, -+- pX = α
{) 4- a^g -h ciji, 

Χμ, 4- μρ^ = b
n
+ b

3
g-hbji, 

XX, 4~ p. Xo — CL\ 4- Ct.^Jl 4- ct$g j 

X'p., 4- pé p.» — b, 4- b$ίι + b.
2
g'; 

les a( et bi étant donnés par les formules (23). En portant dans ces 
équations les valeurs ci-dessus de Χ,, Χ*, p.,, p.

a
, on en déduit les valeurs 

de X, p., X', p.'; or, à l'aide des relations 

A* - g g' = ̂  «n + β A ■+- To'' = ω> 

et des expressions des a,·, b,·, an b] en fonction des ρ, σ, 0, τ; ρ', ..., τ', 
on trouve 

Χ = m g 4- nil 4- ρ, 
p. = m'g 4- ri h 4- p\ 

m, n
f
 ρ

 y
 ni y ri y p' étant fractionnaires; on a des expressions analogues 

pour X' et p.'. 
Les deux premières relations (4i bis), mises alors sous la forme 

d^Çkg 4- ρ h) 4- a'.Çkh 4- u.g') = mfg 4- /4 h 4- p
n 

W^g + !*A) + Κ,(λΑ + α g·) = m\g + n\ h +p\, 

donnent aussi, pour \g 4- ρ.Λ en ΧΛ 4- p.g', des expressions linéaires, 
à coefficients fractionnaires, en g et Λ; et l'on obtient un résultat 
semblable pour X'g 4- ρ/Λ et \'h 4- g'. 
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Il faut maintenant écrire, pour que (4o) soit une multiplication 

complexe, que λ et λ7; p. et μ'; λ g 4- ρ,Λ et λ7 g 4- μ/Λ;, λ/i 4- pg' 
et λ7h 4- μ.'g'7 sont des périodes : d'après ce qui précède, on n'est con-
duit ainsi à écrire que des relations linéaires entre g, h et g'. Si ce 
sont des identités ou des conséquences de a.g 4- βΛ 4- γ g·' = ω, la 
multiplication complexe considérée (/jo) ne suppose entre g, h et g' 
que les deux relations singulières de l'hypothèse; si l'une, au moins, 
n'est pas une identité, ou une conséquence de α g· 4- βΑ4-γ#'= ω, c'est 
qu'il y a, entre les périodes, trois relations singulières. c. Q. F. D. 

220. 3" La transformation de multiplication complexe considérée 
est ordinaire : il suffit de la faire suivre d'une multiplication singulière 
du premier degré, déduite de l'existence des deux relations singulières 
admises, pour rentrer dans lin des cas précédents. 

221. Ainsi, dans le cas où les périodes g·, Λ, g' sont déterminées 
complètement par les équations fondamentales de la multiplication 
complexe, il y a entre elles une ou trois relations singulières. 

S'il n'y en a qu'une et si son invariant est carré parfait, il résulte 
du n° 210 que g et g' vérifient chacun une relation quadratique à 
coefficients entiers, c'est-à-dire que les deux systèmes de fonctions 
elliptiques par lesquelles s'expriment les fonctions abéliennes consi-
dérées possèdent chacun une multiplication complexe. 

Si l'invariant n'est pas carré parfait, on a un cas nouveau qui sera 
examiné plus loin. 

222. Conclusion. — En résumé, cette discussion prouve qu'il ne 
peut y avoir de multiplication complexe que dans les cinq cas suivants : 

i° Les périodes g, Λ, g' sont liées uniquement par une relation sin-
gulière ; 

'2° et 3° Elles sont liées uniquement par deux ou trois relations 
singulières; 

4" Elles sont liées par une relaLion singulière d'invariant carré par-
fait, et les deux systèmes de fonctions elliptiques auxquelles se ra-
mènent alors les fonctions abéliennes possèdent l'un ou l'autre, ou 
tous deux, une multiplication elliptique complexe; 
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5° Elles sont liées par une relation singulière d'invariant non carré 
parfait et par deux autres relations non singulières. 

Les quatre premiers cas ont été étudiés précédemment; il ne nous 
reste à examiner que le cinquième. 

Dernier cas de multiplication abèlienne complexe. 

223. Nous ferons deux hypothèses, selon que l'invariant de la rela-
tion singulière qui lie les périodes est pair ou impair. 

PREMIÈRE HYPOTHÈSE. — Invariant pair. 

224. La relation singulière entre les périodes peut se ramener à la 
forme 

or ; η (>'' 

c étant un entier positif, puisque l'invariant l\c doit être > o. Repre-
nons maintenant les équations fondamentales (A), (13), (C), (D) 
de la multiplication complexe, et faisons-y g = cg'. Les résultats 
obtenus dans Β et C doivent être identiques, car Β -- C = ο étant une 
relation singulière est, soit une identité, soit une conséquence de 
g-cg'=o. 

Voici ce que deviennent les quatre équations, quand on y fait la 
substitution indiquée : 

(A) a9c*g'* -+- (a>i -H b^) eg'Λ-t- Z>
2
//- C( a

n
 — d

2
)g'-h^b^— d.i)h—dn= o, 

(B) a»c g'*g'h-*-b.Ji2-t- (ce, — ΰί3)»'Η-(^, — rf
3
)/i —rf, = o, 

(C) /'je f+(«,c+/>
a
) g'h-h a.

2
 h- ( bQ — cc9)g'+(a0 — ca)A—c

()
= o, 

(D) b2g'- 4-(a2 -+~^a) gfh-+-ajr -h ( b
{
 — cs)#'-+-(«, — c

;(
)h - c, = o. 

Écrivons que les deux expressions intermédiaires sont identiques; il 
vient 

(42) 
a, = b

;)
, ca{ — d.2 = b0 — cc;, ; 

b | cl.
t
 — a

t
) Cj, c

()
 — d\. 
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Observons encore que (A) et (D) doivent être identiques à un facteur 
près; en multipliant en effet (D) par — c et ajoutant à (A), on obtient 
la relation 

ο = — a3c)-l·- cg,2(a*c — b^-h g'c[^a
0
 —— b

{ H- ca
] 

-H h[bc — c?
2
 — ca

K
 ·+· cc

3
] — d

Q
 -h ce,. 

Comme cg'2 = gg', on voit que c'est une relation singulière, et puis-
que g = cg' est la seule relation possible de cette nature, il faut que 
Ton ait 

(43) 
bq —· Û5

3
 C, 6Ïq — RFJ — b | CJ J 

b
9
 d%== eÇdf £;j)> d

0
 = cc

t
. 

Ces équations, combinées avec les équations (42), donnent l'ensemble 
des relations entre les ah bh ch d( : 

(44) 
j o>2 — b§ , O50 — h,, b§ — cci\, c0 — d\ ; 

| —— Λ;| C, FIL] — CJJ, D* — CC], —■ CC] · 

225. Cela posé, il ne subsiste, entre h et g', que les équations (D) 
et (C), qui, en tenant compte des relations (44 )o s'écrivent 

(45) cazg'2-h zb%g'h + azh2-+- {b, — c
2
)g,/H-(a

1
 — c

3
)/i — c, =0, 

(46) c^
3
 #'2 -h 2ca

3
 g·'h + b

s
 h2 -t- c(a, — c

3
 )#' 4- (- c

%
) h — c

0
 = 0. 

On peut donc dire que g' et h sont définis par deux équations à coeffi-
cients entiers de la forme 

(47) cpg'2 -+■ 2 ng'h 4- ph8 -t- qg' -+- rh -+- s = o, 

(48) cng'2 ■+■ 2 cpg' h -h nh2 -t- erg·' -4- qh -+- 5' = ο ; 

η et ρ ne peuvent être nuls à la fois, sinon ces équations seraient sin-
gulières. 

Pour trouver toutes les multiplications complexes correspondantes, 
il faut écrire que les équations (45) et (46) sont des conséquences 

Journ. de Math. (5·série), tome VI. — Faso. Ill, 1900. 47 
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de (47) et (48); ce qui donne, en désignant par X4, (A«, Xa, [A2 des 
constantes : 

#3 = ρ 4- p., λ, b
9
 = X

2
p + 

6
3
 = λ, η -μ (λ, cp) c«3= λ2«-ι-(Aacp, 

b
{
 — = λ, q 4- (A, cr, c(a. - c3 ) = λ2 q + (a

2
 C/·, 

- c
3
 = λ, r 4· μ,6, — c

2
 = λ

2
 r 4- (λ

2
y, 

— C, = λ, 5 -h [X
4
y, — c0= λ2 S -|- |Aai'. 

On en tire 
CP(\— (A

A
)= Λ(Λ

2
~ C|A,), 

/l(X
4
 [X

2
) = pÇ^a 

D'ailleurs, le déterminant c/>2 — η2 ne peut s'annuler;jo et Λ, en effet, 
ne sont pas nuls et c n'est pas un carré parfait, car on retomberait 
(n° 210) sur le cas elliptique de multiplication elliptique complexe; 
donc X

4
 = μ,, λ

2
= cp,, et l'on en conclut, pour les ab bh ch dit les 

-valeurs suivantes : 

(49) 

a
0
 = c2 4- λ, y H- [A

4
 cr, 

a, = c8 4·Χ
4
Γ + |Α

4
$Τ, 

A
2
= (A, cp, 

«3 = X| Ρ 4- {A, Λ, 

— c
e
=X

l
^.H-^

<
cs, . 

— C
4
 = X,S 4- (A

4
y, 

c3 — c2, 

^3 ~ ^3 5 

b
0
 = cCjH- X,e/'4- μ, cy, 
= c2 4* A, q —[x4 c/*, 

b2—\
%
cp 4* {JLf Ç/2, 

ft
3
 = X4n 4-f^cp, 

— d0 = X
t
cs -f- a, cî', 

— d
t
 — X

t
s' + |JL| CS, 

Î/2 ~ CC3, 

d2 — c
2

. 

Dans ces formules, c2
 et c8 désignent des entiers arbitraires ; λ, et (A, , 

également arbitraires, sont des nombres entiers ou même fraction-
naires, mais tels alors que les ah bh ch dt soient entiers : on voit im-
médiatement, dans ce dernier cas, que les facteurs qui peuvent figurer 
au dénominateur de X, et [A, sont connus a priori et sont en nombre 
limité. 
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226. Il faut maintenant rechercher dans quels cas les équations (47) 
et (48), jointes à g = cg', donnent pour g, A, g' des valeurs telles 
que AJ — g

 y
 g\ soit négatif. 

A cet effet, observons que les équations (47) et (48), si l'on y 
regarde h et g' comme des coordonnées courantes, représentent deux 
coniques concentriques ; pour simplifier les calculs, transportons l'ori-
gine au centre commun dans le plan des kg' ; cela ne changera pas 
les parties imaginaires de g, A, g )

 et les deux équations deviennent 

(5o) 
cpg'2 -t- 2ng'h -+- ph2 + ta = o, 

cng'2 -+- a cpg'h -h nh2 H- ta' = o, 

ta et ta' désignant des constantes qu'il est inutile d'expliciter. 
On en déduit, en appelant g,, A,, g, et g0, A0, g0 les parties ima-

ginaires et réelles de g, A, g1 

(5') , rs'n — rsp ι , vt'n — τπρ ht 

L'élimination de g' entre les deux équations (5o) donne l'équation 
en h : 

(5a) h' +■ M h2 + cN2 = o ; 

étant posé 

Μ^'Γ'Λ 

m'η — τΰ ρ 

En remplaçant h par A0 4- iht et séparant le réel de l'imaginaire, 
on trouve 

AJ -h h\ - 6A0
2 h\ + M (A2 -h\) + cΝ2 = o, 
2— 2h\ 4- M) = 0. 

Si A
0

A, est ^o, on aura — 2(A2 — A2) = M; substituons à M cette 
valeur dans la première des deux équations précédentes, nous trou-
vons 

(53) (/*;-+-A;>*-cNa = 0. 
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Or la condition /i3 — g,g't<^ ο s'écrit, en y remplaçant g\ par sa 
valeur (51) et par cg\, 

(54) (Α; + Α;)*-ΟΝ·<0| 

ce qui est en contradiction avec (53). Il faut donc que Αβ A, = o, et 
comme A, ne peut être nul, puisque g

t
 et g\ le seraient aussi (51), 

on a 
A,= o, 

et l'équation (5a) donne 

(55) h\ — cNs= o. 

Cette équation doit avoir au -moins une racine réelle, telle que 
h\ — cN2 soit négatif (54)i d en résulte que 1 ''équation (55) en h,'\ 
doit avoir ses deux racines réelles et positives (car leur produit est 
positif) ; cela implique 

(56) M>o, M2 — 4cNa>o. 

S'il en est ainsi, la plus petite racine de l'équation en est positive 
et inférieure à fieN2, puisque le produit des deux racines est cN2; donc, 
si h\ est cette plus petite racine, h\ — cN2 sera < o. 

Inversement, on reconnaît que les conditions (56), qui sont néces-
saires, sont suffisantes, et voici le résultat final, traduit géométri-
quement : 

227. Les périodes de multiplication complexe, dans le cas où elles 
vérifient une relation singulière d'invariant pair, non carré parfait, cl 
deux autres relations non singulières, sont déterminées par des équa-
tions réductibles aux formes 

<>' = c<r>. 

cpg'- 4- 2n g'h 4- ph- -i- q g' ·+■ r/ι 4- s = o, 

eng'3 4- 2 cpg'h 4- nh- 4- erg' 4- qh 4- s' = o ; 

les n, /?, q, r, s, s' sont des entiers; c est un entier positif. Les deux 
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dernières équations représentent, en h et g', deux coniques concen-
triques; il faut que ces coniques se coupent en quatre points imagi-
naires et que les deux cordes communes qui passent par le centre 
soient réelles. 

S'il en est ainsi, l'élimination de g' entre les deux dernières équa-
tions donne pour h une équation du quatrième ordre; les deux racines 
imaginaires conjuguées pour lesquelles la partie imaginaire est la plus 
petite, en valeur absolue, conviennent et conviennent seules au pro-
blème; g' et g se déterminent ensuite sans ambiguïté en fonction 
de h. 

Quant aux multiplications complexes qui correspondent à ces pé-
riodes, leurs entiers caractéristiques sont définis par les formules (4q)· 

DEUXIÈME HYPOTHÈSE. — Invariant impair. 

228. La relation singulière entre g) he l g' peut être supposée de 
la forme 

g = h + cg' (c > o), 

c étant > ο pour que l'invariant IH- l\c soit supérieur à i. 
Remplaçons g par cette valeur dans les quatre équations fonda-

mentales (A), (B), (C),(D) de la multiplication complexe; celles-ci 
deviennent 

(A) J \2a*c ca
2

-+- cb
3

\hg'4- (a
3

4- b
3

-h a
2

 4- b^h1 

( -h c(a0 — d3)g' 4- (b0 — d2 4- αα — dz)h — d0 = o, 
c a.} a'2 +■ I ca, a., 

| -H (ca
{
 — d

2
 )g' 4- (b

{
 — d

2 4- a, )h - d{ — o, 
(C) C * + bi\hg' + (a, + a2)h% 

-h (b
0
-cc

2
)g'-+- (a

0
— ca— c

3
)/t - c0= o, 

h b, 1 hsr' 

| 4-(b,- c
2
)£'4-(a, — c

3
)/i - c, = o. 

Comme dans le cas précédent, les premiers membres de (B) et 



364 G. HUMBERT. 

de (C) doivent être identiques, ce qui donne 

(*7) 
«a = b

0
 -+■ d

a
 = c(a

t
 -h c

3
), 

b
t
-h ca-\- c3 = a0 — ai-\- c0 = dr 

Maintenant, en multipliant les premiers membres de (A), (C), (D) 
par des constantes indéterminées et ajoutant à (A), on peut toujours 
faire en sorte que les termes du second ordre dans le résultat soient de 
la forme h2 — hg' — cg'2, à un facteur prés ; comme 

Λ3 - hg' - cg'2 = h2 - gg'\ 

la relation qu'on obtient ainsi entre h et g' est singulière, et elle doit 
être, dès lors, une identité; cela revient à dire que les premiers 
membres de (A), (C), (D) ne sont pas linéairement distincts, ce qui 
exige l'évanouissement des déterminants du troisième ordre compris 
dans la matrice 

ba ci
3
 by c.j (i

t
 c

3
 c,, 

cra
3
 2c(a

3
 + b

3
) a

3
+2b

9
-hb

3
 c(a

0
—d

3
) b0—d

9
+a

9
 — d9

 e?
0

, 
cb3 ca3-srba + b3 a3-hb3

 ca
%
 — d9 bt~d9-{-at d{. 

Or, le premier de ces déterminants développé donne 

(ca
3
—b

2
— b

3
) [( b

2
-+- ca

3
)a-l· ( b

2-h ca
3
) (a

3
 +2 b

3
)-c (a.

A
 4- 2 6

3
)a] = ο. 

La quantité entre crochets ne peut être nulle, à moins que b
3
 -f- ca

3 

et a
3
4-2Ô

3
 ne soient nuls à la fois : le discriminant 14- 4 c n'est pas en 

effet un carré parfait, puisqu'on a exclu le cas elliptique. 
Mais si b3 H- ca

3
 = λ

3
 H- 2 &

3
 ·= o, on reconnaît de suite que dans 

les relations (A), (B) et (D) les termes du plus haut degré sont 
2cb

3
(ha— hg' - cg'2), - b

3
 (h2 - hg'-cg'2) et - 2b, (h2 - kg'— cg'2), 

c'est-à-dire que ces relations seraient singulières, ce qui est contraire à 
l'hypothèse. Il faut donc que 

(58) ca3=zb3+b3. 
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En tenant compte de cette relation, la matrice devient 

cct3 — b9 b3 6, —— c<, o>\c3 c,, 

c*as c(a9-+-b9) c(a9 — dz) b0-d2 + a
0
-d3

 d
0

, 
cb3 ca3 ca{ — d2 bi-d3-\-ai dxi 

ce qui donne d'abord 

(b
t
 - c2)c*[cal-^ï] + c*(a9—d3)[-ca\+>a3b3+b\\ 

H- (ca, — d
2
) c[ca

3
 — a

t
b

3
 — b\\ = o. 

Le facteur ca
3
 — α

3
δ

3
 — &

3
 ne peut s'annuler, puisque ι +1\ c n'est 

pas carré parfait et que d'ailleurs si a3
,a

31
b.„ b

3
 étaient nuls à la fois, 

les équations (A), (B), (C), (D) seraient singulières; il reste donc 

c(b
t
 - c

3
 — a

0
-hd

3
) -l- ca

x
 — d

2
= o. 

On trouve de même 

c(#, — c
3
) — b

0
 ·+- d

2
 — ci

9
 H- b

x
 + d

x
 = o, 

cc, — d9 ·+■ d{
 = o. 

En utilisant (5η) et (58), on obtient toutes les relations entre les 
ah bh ch disous k forme : 

(59) 

b2 H- b3
 — CO,, b

9
 — ca,, d

2
 — cc

3
, 

a2 = &3, bx = a0 ~ α,, d3 = c3 -4~ c3, 

4 ~ C05 
d9 — c0 ■+· cc,. 

229. Il ne subsiste maintenant, entre h et gque les équations (C) 
et (D), qui s'écrivent en tenant compte de (5q), 

(6o) 
cb

3
g'2 + 2ca

9
hg'(a

3
-l· b9)h2 

-h c(a
A
 — c3)g' + (λ0

 - c
2

— c3)h — c
0
= o, 

(6i) 
(ca3 — b

3
)g'%-\~ a^

3
%'+a

3
/ia 

Η-(α0 —α, - — c
3
)A — c, = o. 
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On peut donc dire que h et g' sont définis par deux équations 
à coefficients entiers de la forme 

(62) cng'%
 4- 2 cphg' +(n + 4 erg' H- (y -H r)h + 5 = 0, 

(63) (cp — n) g'2
 4 2 nlig' 4 ph2 4- y#' 4- ΓΛ +-î'=O; 

/i et ρ ne peuvent être nuls à là fois, sinon ces équations seraient sin-
gulières. 

Pour trouver toutes les multiplications complexes correspondantes, 
il faut écrire que les équations (60) et (61) sont des conséquences de 
(62) et(63); on obtient ainsi les valeurs des ah ft

f
, c,·, d( sous la forme 

(64) 

= c-j 4* C
3
 4 (Ç 4- /' 4- cr) H- [λ

2
 (^ 4- /'), 

<X
K
 = Cj 4" λ2(^ 4- r) ~r Uo'S 

a2 = λ2 cp 4- t*2 η, 

α
3
 = λ

2
(/ΐ4-/?) + ρ.

2
/?, 

= cc3 4- x
a
c(£ 4- /·) 4- [A

2
W, 

ft, = C2 4 λ2C/' 4-

ft
2
 = X2cn 4" (JT

A
(CP — Λ), 

ftg = λ20/> 4- p-2^, 

— c„ = λ
2
($ 4 CS'X4- |a

2
s, 

— C, — λ25 4~ ν 
C2 = C2, 

C3 — C3, 

— c/
0
 = λ2 (s 4- C5 4-.es') 4- (JU (s 4- es), 

— C/, = X
2
(S 4 ES') 4 P

2
I, 

c?2 = cc3, 

dt = c2 4-

Dans ces formules c
2
 et c

3
 sont deux entiers arbitraires; λ

2
 et (x2> 

également arbitraires, sont des entiers, ou des fractions choisies de telle 
sorte que les a,·, bit ch d( soient entiers. 
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Enfin, on établit, comme dans le cas précédent, les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que h'1 — g

t
g\ soit négatif, et le résultai 

est celui-ci : 

250. Les périodes de multiplication complexe, dans le cas où elles 
vérifient une relation singulière d'invariant impair non carré parfait, 
et deux autres relations non singulières, sont déterminées par des 
équations réductibles aux formes 

g = h + cg\ 
cng" + 2 cpbo' -+" (n p)h* "1" cr£ -+- (^ + *%)h -4-5 = 0, 

(cp — n)g'- 4- 'inhg' 4- pli1 4- qg' 4- rh 4- s' = ο ; 

les w, p, q,..., s' sont des entiers ; c est un entier positif. Les deux der-
nières équations représentent, en h et g', deux coniques concentriques; 
il faut que ces coniques se coupent en quatre points imaginaires et que 
les deux cordes communes qui passent par le centre soient réelles. 

S'il en est ainsi, l'élimination de g' entre les deux dernières équa-
tions donne pour h une équation du quatrième ordre; les deux racines 
imaginaires conjuguées pour lesquelles la partie imaginaire est la plus 
petite en valeur absolue conviennent et conviennent seules au problème ; 
g et g' se déterminent ensuite sans ambiguïté en fonction de h. 

Quant aux multiplications complexes qui correspondent à ces 
périodes, leurs entiers caractéristiques sont définis par les for-
mules (64). 

QUATRIÈME PARTIE. 

TRANSFORMATIONS IRRATIONNELLES DES SURFACES IIYPKRELLIPTIQTES ES ELLES-MÊMES. 

231. Le problème de déterminer, parmi toutes les surfaces hyper-
elliptiques dont chaque point répond à un seul couple d'arguments aux 
périodes près, celles qui possèdent des transformations birationnelles 
en elles-mêmes, et de former toutes ces transformations, revient 
à chercher les multiplications complexes de degré un. 

Journ. de Math. (5· série), tome VI. — Fasc. III, 1900. 4® 
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Désignons, en effet, par U, V le point qui répond, dans une telle 
transformation au point u) P; comme du, dp, dU, dV sont des diffé-
rentielles de première espèce et qu'il n'existe que deux différentielles 
de cette nature, dU et dV sont linéaires en dw, dp, c'est-k-dire que 

U = λ u-\- p. ρ ■+- const., 
Y = λ' u p.'ρ ■+■ const. 

Négligeons les constantes, que nous réintroduirons ensuite; on voit 
bien que l'on est ramené à chercher toutes les multiplications com-
plexes qui font correspondre à un point U, V un seul point u, P. 

Distinguons maintenant deux cas, selon que la transformation en 
question est ordinaire ou non. 

232. Transformations ordinaires. — Si (u, v) et (U, V) dé-
signent les deux points de la surface transformés l'un de l'autre et 
si p) est une fonction thêta paire du premier ordre, lorsque le 
point M, Ρ décrira une courbe -H α, Ρ -h β) = ο, le point U, V 
décrira une courbe analogue S(U + a', V-l· β') = °» unc transforma-
tion ordinaire du premier ordre change, en effet, une fonction thêta 
d'ordre un en une fonction semblable. En augmentant U et V de 
constantes convenables on peut faire en sorte que les deux courbes 
coïncident, et par suite la courbe S(« + «, ρ 4- β) = ο admettra une 
transformation birationnelle en elle-même. 

Or, cette courbe est une courbe de genre deux, donc hyperelliptique; 
elle a les modules de la surface et n'admet, en général, que deux 
transformations birationnelles, à savoir la transformation unité et celle 
qui fait correspondre à un point son conjugué hyperelliptique ; sur la 
surface ces transformations sont ( 1 ) : 

U = u, V = ρ 
et 

U =— 2 0L— I/, V = — 2(3 — P. 

(') Voir par exemple à ce sujet notre Mémoire : Sur les surfaces hyperellip-
liques, t. IX de ce Journal, 4e série, p. 422. 
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Elles sont comprises dans les formules 

(0 U = H- const., V = se-h const. (ε == ± ι) 

qui donnent les transformations birationnelles évidentes de la surface 
en elle-même. 

Mais il peut se faire que la courbe de genre deux possède d'autres 
transformations unwoques que les précédentes; pour les trouver, 
prenons cette courbe sous la forme 

— at)(x — a2)...(a? — a0). 

Soit X, Y le point transformé de x, y : les intégrales abéliennes de 
première espèce appartenant à la courbe se transformeront évidemment 
les unes dans les autres, de sorte que l'on aura 

ω V/(X — «ι)·- .(X —e«) — «ι)· · .(« — α,) ' 

\/(X— «i).. .(X — ae) sj(x — ai)...(x — cts) ' 

α, β, a', β' étant des constantes. On en tire 

α a? -H β (aa?-t- β)* 

et en portant ces valeurs de X et dX dans (2), il vient 

\/[x'x-jr β' — ax{xx-\- β)].. . —α,). . ,(x — a6) 

En d'autres termes, la forme sextique (X — α,Ζ).. .(X — α0Ζ) se 
réduit, à un facteur constant près, à la forme (x — a

{
 s)... (x — a^z) 

par la substitution 

X = a'x-bfi'z, Ζ = α 

Le problème revient donc à chercher toutes les formes binaires 
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sextiques admettant une transformation linéaire en elles-mêmes autre 
que X = ± χ, Ζ = ± ζ : la solution en est connue ('), les formes cor-
respondantes sont au nombre de six : 

1° Aa?° 4- Β x*z*-\-Cx*zK 4- D-°. 

La surface de Kummer correspondant à cette forme est le të-
lraédroïde de Cayley. 

2° χ ζ(Axs B#ss3 4- C 

La surface de Kummer correspondante est deux fois tëlraédroïde. 

3° Aa?e4- Βχ* ζ3 4- C^°. 

La surface de Kummer correspondante est trois fois tëlraédroïde. 

4° »°4-:6. 

La surface de Kummer correspondante est quatre fois tëlraé-
droïde. 

5° xz(x* zk). 

La surface de Kummer correspondante est six fois tëlraé-
droïde (f*). 

6* z(x* -h s5). 

L'expression des périodes correspondant aux cinq premiers cas est 
bien connue; on a : dans le premier cas, 

- ■+* 
dans le deuxième cas, 

h = b g = g''-
l 

(») Voir, par exemple, un Mémoire de M. O. Bolza dans Y American Journal 
of Mathematics, t. X, p. 5o. 

(*) Voiry à ce sujet, un travail de M. Hutchinson. 
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clans le troisième cas, 
g = g'=2h·, 

dans le quatrième cas, 

g = g' = 2 A = ~ ; 

dans le cinquième cas, 

g = g"=k^+^\ Α = ϊ· 

Dans les trois premiers cas, il n'y a entre les périodes que des re-
lations singulières; dans les deux autres, on peut définir les périodes 
respectivement par les équations 

g = g'=2/l, hi-gg'=I, 

g —g1, 2/t = I, h'-gg' + g — i = o, 

qui sont encore des relations singulières. 
On en déduira toutes les transformations univoques cherchées par 

les formules qui vont être données (n08 235, 237, 240). 
Le sixième cas est plus intéressant et compliqué; nous le traiterons 

complètement à la fin de ce travail. 

233. Ainsi, les surfaces kypcrelliptiques possédant des trans-
formations birationnelles ordinaires en elles-mêmes (autres que 
les transformations évidentes) sont celles qui dérivent des radicaux-
portant sur les polynoiiics 

A#8 4- Β α;4 H- Co?2 4- D, x(Ax* G), 

Αχ·' H- ΒΛ·3 -+- G, a?(a?4-M), x,5-+-r. 

234. Transformations singulières. — Il reste à faire la même 
étude pour les transformations singulières t ce qui revient à la re-
cherche des multiplications complexes singulières de degré un; nous 
examinerons successivement les cinq cas de multiplication. 

235. Surfaces simplement singulières. — Les périodes étant 
liées uniquement par une relation singulière, 

g + &h + yg' = o, 
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les multiplications complexes, singulières ou non, sont, à une con-
stante additive près, données par les formules (n° 495) 

(3) U = fM — γσρ, V = œu -+· (p -h βσ)ί\ 

Le degré δ' étant 
δ' = (ρ2 + βρσ-μγσ2)2, 

la transformation (3) sera birationnelie si les entiers ρ etc sont tels 
que 

p2 ~h βρσ -f- γσ- = dt j. 

Dans le cas non elliptique, c'est-à-dire si β2 — 4 γ n'est pas carré, 
cette équation, avec le second membre -h i, a toujours des solutions 
autres que p = =t ι, σ = ο; pour qu'elle en ait si l'on prend — i, il 
faut et il suffit que la forme X2—(β2— 4γ) Y2 puisse représenter — 4 
(n° 179). Dans les deux cas, il résulte des nos 169 et 480 que toutes 
les transformations (3) sont des puissances d'une seule d'entre elles, 
combinées avec la transformation U =— u, Y = — v. 

Donc, toutes les transformations biralionnelles, ordinaires ou 
singulières, d'une surface hyperelliplique simplement singulière, 
en elle-même, s'obtiennent en combinant une même transformation 
du type (3), et ses puissances, avec les transformations 

U = ew -f- const., Y = εν -h const. (ε = ±ι). 

Si la surface est une surface de Rummer à un point de laquelle 
correspondent les deux couples d'arguments u, ν et — u, — v, les 
transformations birationnelles précédentes se réduisent aux puissances 
d'une seule d'entre elles et forment un groupe évidemment infini. 
C'est là le premier exemple qui ait été donné de surface admettant un 
groupe infini et discontinu de transformations birationnelles sans ad-
mettre de transformations continues; je l'ai indiqué incidemment dans 
les Comptes rendus de VAcadémie des Sciences du premier semestre 
de 1898; M. Painlevé a fait connaître ensuite, dans le même Recueil, 
un exemple encore plus simple, qui correspond à un cas de dégéné-
rescence des fonctions abéliennes en fonctions elliptiques. 
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256. Remarque. — Les transformations (3) sont, en général, sin-
gulières, car l'indice correspondant, K, est (n° 195) σ(2ρ -h β'σ) et 
ne peut être nul que pour σ = ο et 2 ρ -4- βσ = q. 

Si σ = o, la relation ρ2 H- βρσ ■+- γσ8 = ± ι donne ρ = dz \, et l'on 
retombe sur la transformation U = ± α, V = ± Ρ ; si 2 ρ 4- βσ = o, la 
même relation, écrite (2p 4- βσ)2 — (Β*— 4Τ)

Σ2 = =·= montre que 
l'invariant, β2 — 4y> qui est essentiellement positif et supérieur à ι, 
doit être égal à 4, ce qui répond au cas elliptique du tétraédroïde. 

En supposant, par exemple, comme on en a le droit, que la relation 
singulière correspondante soit g — g' = o, on trouve la transforma-
tion ordinaire 

U = P. V=u. 

On devait effectivement rencontrer une telle transformation (n° 252). 
En dehors de l'invariant 4> les surfaces simplement elliptiques n'ont 
pas de transformations birationnelles en elles-mêmes autres que les 
transformations évidentes : car, si β2 — 4y est carré parfait, la forme 
p2 -+- βρσ -μ γσ* ne peut représenter 4-1 que pour σ = ο, ρ = ± ι, et elle 
ne peut représenter —ι que si β2—4y=4> avec 2ρ4-βσ = ο; σ = ±ι. 

257. Surfaces doublement singulières. — Les périodes étant 
liées uniquement par deux relations singulières réductibles (n° 195) 
aux formes 

h- — gg' = d, α£ + βλ + γ/=ω. 

les transformations birationnelles en elles-mêmes, ordinaires ou sin-
gulières, de la surface correspondante sont données par les formules 
du n° 200 

( U = w[0 4- cceg -f- (βσ — τ)Λ] 4- P[ — γρ 4-τ# 4-γσΛ], f/i) I 
( Y = w[ap -+- ασΛ 4· (βσ — τ) g'] 4- P[0 -4- βρ 4- τΛ 4- γσ#'], 

où 0, σ, ρ, τ sont des entiers arbitraires, tels seulement que le degré de 
la multiplication soit l'unité, c'est-à-dire (n° 202) que 

024- θ(βρ -h ωσ) 4- αγρ2 — αγο?σ24 (βσ — τ)(ωρ 4- άτ) = zfc ι. 
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Cette équation, si l'on pose, comme au n° 208 : 

(5) ξ == 20 ■+■ βρ -h ωσ, η = 2τ — βσ, Δ==β2—4αγ> 

s'écrit 

(6) ξ2 — dr* — 2ωρη — Δρ24- (άΑ — ω2)σ8 = ± /j. 

On est ainsi ramené à la résolution en nombres entiers d'une équa-
tion évidemment satisfaite pour une infinité de valeurs de ξ, η, ρ, σ; 
car, par exemple, elle se réduit à une équation de Pell pour η = σ = ο, 
si l'on prend H- 4 au second membre. 

Nous n'en connaissons pas. la solution générale; les résultats du 
n" 208 montrent que, si l'on en a deux solutions, ξ, η, ρ, σ et ξ', 
η', ρ', σ·', on en obtiendra une troisième, ξ", η", ρ", σ", par les for-
mules (3i) de ce numéro. 

238. Remarque 1. — Parmi les transformations précédentes, celles 
qui sont ordinaires rentrent dans l'un des deux cas (n° 203), 

ρ = η — 0 Ct ξ = σ = O; 

on reconnaît aisément qu'elles correspondent à des cas elliptiques de 
tétraédro'ide, comme cela doit être (n° 252). 

239. Remarque IL — Les multiplications qui répondent à 

2 Φ 4- βρ -+■ ωσ = ο, 

c'est-à-dire à ξ = ο, ont été rencontrées au n° 205. Pour qu'il en 
existe de degré un, il faut que l'équation 

(7) — dtf— 2ωρη — Δρ2 H- (dA — ω2)σ2 = =fc 4 

ait des solutions entières en η, ρ, σ, telles que η -+- βσ soit pair; alors 
on voit de suite que βρ -+- ωσ est également pair, et les équations (5), 
où ζ = ο, donnent des valeurs entières pour θ et τ. 

Le carré d'une de ces multiplications (n° 209) est la multiplication 
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ordinaire 
U = tu, Y = ερ, 

ε étant ± 1 selon que le second membre de (7) a été ηζ 
Il en résulte que si l'équation (7) a des solutions entières de la 

nature indiquée, le second membre étant égal à — 4, le carré de la 
transformation birationnelle correspondante (4) sera la transformation 
unité, c'est-à-dire que la transformation birationnelle est involutive. 

Sur la surface de Kummer, où un même point répond aux argu-
ments #, Ρ et — M, — p, on a aussi des transformations involutives en 
prenant le second membre de (7) égal à 4- 4« 

240. Surfaces triplement singulières. — Elles possèdent égale-
ment des transformations birationnelles qu'il serait aisé de trouver 
toutes, en suivant la même marche que dans le cas précédent. 

241. Autres surfaces possédant des multiplications complexes. 
— Ce sont celles qui correspondent au quatrième et au cinquième cas 
de multiplication complexe; il n'y a entre les périodes qui une seule 
relation singulière, et une ou deux autres non singulières; nous trai-
terons simultanément tous ces cas par une méthode différente de celle 
qui précède. 

Soit g H- β A 4- γ#'= ο la relation singulière unique qui lie les 
périodes; considérons une transformation birationnelle de la surface 
en elle-même 

(T) U = Xw-|-[JlP, V = Λ' Μ 4-[λ'Ρ, 

c'est-à-dire une transformation de degré un, conduisant des périodes 
g, A, g aux mêmes périodes. Si l et k sont ses deux indices, on aura 

(8) l*-h β/τ/4-γ&2 = 4-1. 

Effectuons maintenant deux fois de suite la transformation Τ ; nous 
obtenons une transformation T2, et pour ses indices L et K, les for-
mules (29) et (3o) du n° 148, où l'on fait 

h = l, k< = k, Β, = Β = β, Δ = Δ, = β2-4γ, 
Journ. de Math. (5e série), tome VI. — Fasc. Ill, 1900. 49 
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donnent 
2Κ = Α·(2/+β*) +ε,Α·(2/+(Μ), 

2(2L 4- βΚ)= (2/4- β A)3 4- ε, Α2(β3 — 4γ)> 

ε, étant =fc ι, selon que Τ est droite ou gauche. 
On trouve ainsi, pour ε = 4- 1 : 

Κ*=*(2/4-ΒΛ·), 

L = /a — γ/f2 ; 
pour ε = — ι : 

Κ, = ο, 

L, = ι, 

en tenant compte de (8). On vérifie également que 

<9) L2+PKL + YK'- = h-I. 

242. Plaçons-nous d'abord dans le cas de ε = 4- j, et supposons, 
pour fixer les idées, que la partie imaginaire, g·,, de g soit positive; 
les fonctions intermédiaires singulières d'indices L et Κ sont celles 
qui vérifient : 

φ(κΗ-ι,ρ) =?(«, f+i) = ?<«, <·')> 
<?(u 4- g, Ρ 4- A) = 9(m, ν) β^'Ί-ΐ-κ+γ^ΐ+ν^ 

9(m 4- A, ρ 4- £'') = 9(w, p^swi-kw-îih-pk^+v^ 

En vertu de (9), pour ν et v' donnés, elles se réduisent (1, n° 28) à 
une seule d'entre elles, 9(«, P), à un facteur constant près. Pour 
d'autres valeurs de ν et ν', les fonctions intermédiaires d'indices L et Κ 
se réduisent évidemment (à un facteur près) à y(u 4- c, ρ 4- c'), les 
constantes c etc' étant convenablement choisies. 

Cela posé, soit %(u, p) une fonction thêta, d'ordre un, paire ; lorsque 
U, V décrit, sur la surface considérée, la courbe £(U 4- c,\ + c') = o, 
le point u, v, qui lui correspondunivoquemenlpar T2, décrit (n° 164) 
la courbe <p(w4-c0

 t>4-c'
4
)= o; et réciproquement, si u, ρ décrit 

(p(«4-c,,P4-o'
)
) = o,c

(
 et c\ étant des constantes quelconques, U, V 

décrit &(U 4- c, V 4- c') = o. 
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Considérons maintenant la transformation de la surface en elle-
même 

( U' = lu — 

v J \ V'= *££ + (/H-β*)ρ. 

Elle est birationnelle (n° 255) en vertu de (8), et ses indices, cal-
culés au n° 195, sont précisément L et Κ ; d'après ce qui précède, si u, ν 
décrit <p(u -+- cn ρ -+- c\ ) = o, le point U', V', qui lui correspond par S, 
décrira &(U'+ ca, Y' + c^) = ο. 

Par suite la transformation T2S-1 fait correspondre point par point 
les deux courbes 

(10) .w (U -h C, V H- c') -■= o, £r(U' -t- C'a, V -h c'
2
) = 0; 

elle est donc ordinaire et d'ordre 1, puisqu'elle fait correspondre, 
à une fonction thêta une fonction thêta de même ordre (n° 164). 

En d'autres termes, en dehors des six cas spéciaux signalés au 
/10 252, la transformation T2S~' doit se réduire soit à la substitu-
tion unité, soit à la substitution qui ne fait que changer les signes des 
variables('). 

Sous une autre forme, la substitution T2 doit être identique à la 
substitution 

| U = lu - γλ·ρ, 

[\ = ku + (l + $k)v, 

ou à cette même substitution dans laquelle les signes de l et k seraient 
simultanément changés. 

245. Supposons maintenant ε = — ι; la transformation T2, qui a 
pour indices L, = 1 etK, = o, est ordinaire; si donc l'on exclut encore 
les six cas dun° 252, T2 devra se réduire à la substitution unité ou 
à la substitution U = — w, V = — ν (2). 

(1) Si l'on est dans un des six cas spéciaux, T2S-1 devra se réduire à une des 
transformations univoques ordinaires de la surface en elle-même. 

(2) Dans les six cas spéciaux, Tâ devra se réduire à une des transformations 
univoques ordinaires de la surface en elle-même. 
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244. Exprimons d'abord que Tâ est identique à (i i); on a, en par-
tant de (Τ) : 

| l = X2 + [/.X , k — λ'(λ -t- {//), 

^ ^ I — "(k = (A(X H- [A'), l-h$k=p'2
 -ΜΜΛ'. 

La quantité k est^o, sinon la transformation (T) serait ordinaire, 
et l'on retomberait dans un des six cas exclus; alors λ' est aussi ξo, et 
les équations (12) donnent 

. k — βλ'» 

ι* =-Υλ'> 

, Α + βλ" 

Quant à λ', il satisfait à l'équation bicarrée 

(.3) λΑί(β3 — 4γ) — 2X'a(2/ -+- β/f) + k'1 = ο, 

qui donne, à cause de (8), 

(Λ/Λ va — 2* + β£±2 

La transformation (T) est ainsi 

(T) 
U = JP Κ — γλ P, 

ν = λ<« 

λ' étant défini par (i4)· 
Écrivons que c'est une transformation faisant correspondre à u, v 

un seul point U, V ; nous avons en particulier (n° 137), les a, étant 
des entiers, 

, J, =a
0
 + a,g + aji, 

( λ' = a
t
 -+- aji -f- a.

2
g\ 

d'où 

k — βλ" __ <r0-t- aig + aih 
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Comme λ'8 est une fraction (14)» c'est là une relation singulière 

entre g*, Λ, g', qui doit être une conséquence de ^ + ̂ /14-7^ = 0, 
ce qui donne en particulier 

«a (βΧ/2 — h) = α
3
2γλ'2, 

a2 2 λ'8 = α
3
(βλ'2 4- k). 

On en conclut que a
2
 = a

t
 = o, carie déterminant λ'4 (β8 — ήγ) — k* 

ne peut être nul. 
S'il était nul en effet, on aurait par (i3) 

λ'2(2ί+β*)=/Γ8, 
et en écrivant que 

λ"(β2-4γ) = *2, 
on trouverait 

/8 -t- $kl -h γ/c2 = o, 

résultat contradictoire avec l'hypothèse (8). 
Alors, a2

 et az étant nuls, les équations (i5) montrent que λ' et 

-^7(Λ: — βλ'2) sont entiers; en appelant ρ cette dernière quantité, la 

transformation (T) s'écrit 

U = pu — γλ'ρ, 

V = Vu + (p ■+■ βλ')ρ, 

V et ρ étant entiers. On vérifie déplus, en tenant compte de (8) et (i4), 
que 

ρ2-h βλ'ρ Η- γλ'2 = =t ι. 

Dans ces conditions, (T) est une des transformations connues qui 
dérivent de l'existence de la relation singulière g-t-β/ι yg' = o 
(n° 235), et la surface considérée n'admet pas d'autres transformations 
univoques. 

245. Il reste maintenant à reconnaître si T8 peut être identique à 
la substitution U = ε H, Y = ερ, (ε = ± ι) ; il faut pour cela que 

ε = λ2 -t- μλ', ο = λ'(λ ·+- p.'), 

ο = |χ(λ -Η μ/), ε = μ/2 μ.λ'. 
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De là deux hypothèses : 

i" p. = λ' = o ; d'où λ2 = ρ'2 = ε ; 

la transformation (T) serait alors 

U = dt il, y —zt vy 
011 

U = ±: iu, V = ± h\ 

Dans ce dernier cas, il faut, pour qu'à un point u9 ν corresponde un 
seul point U, V, que 

ι = a
0
 + flj^' + a2/i, ο = as -h α.Λh 4- aag', 

les a étant entiers ; comme il n'y a pas de relation singulière entre h 
et g' seuls, α, = a

3
 = a.

2
 = ο et a

0
, égal à f, ne peut être entier. On ne 

trouve donc, dans cette hypothèse, que les transformations évidentes 
U = =fc«, V = ±e. 

2" λ 4- tx — ο, /4 4— p.A = ε. 

Alors les relations 

λ = a
0
 h- a-ig + a,h, p. = bitb9g 4-bji, 

λ' = α, 4- A 4- aag'y — λ = A, -4 bji 4- b.,gJ, 

donnent 
Uq 4- b

t
 4- Q>-.\g 4- A(a

a
 4- A.,) 4- b.,g' — o. 

Il suffit maintenant de se reporter aux équations (A), (II), (C), (D) 
de la multiplication complexe et aux formes (7) du n° 189, pour re-
connaître que, grâce à cette relation, (A), (B), (C), (D) deviennent 
singulières; en d'autres termes, la transformation considérée n'im-
plique entre les périodes que des relations singulières, et comme g, Z, 
g' ne sont supposées liées que par une relation de cette nature, la trans-
formation (T) en dérive. 
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246. La conclusion de toute cette analyse est la suivante : 

Dans le cas de multiplication complexe où les périodes sont liées 
par une relation singulière et une ou deux autres non singulières, 
les surfaces hyperellipliques correspondantes ne possèdent pas 
(Vautres transformations univoques en elles-mêmes que celles déri-
vant de la relation singulière et étudiées au n° 255. 

Il faut y joindre naturellement les transformations habituelles 

U = =L tt -h c, V = ± ν H- c'. 

Les seuls cas d'exception possibles sont les six cas du n°232, qui ont 
été explicitement réservés aux n08 242, 245 et 244; les cinq premiers 
n'impliquent entre les périodes que des relations singulières et sont 
compris dans les formules générales des nos255, 257 et 240; il reste 
seulement à examiner le sixième, et tout d'abord à reconnaître quelles 
relations il suppose entre les périodes. 

Étude du cas hyperelliptique dérivé du radical y/a·5 4-1. 

247. On trouve aisément pour les périodes, en posant 

ω = e 5 , 

les valeurs 

»· = ω2-ω», /ι = -(ι + ω2), g'=~b)', U" — g g'= — ω"; 

d'où la relation singulière d'invariant cinq 

V-gg'-g-h-i=o. 
9 
Faisons sur les périodes la transformation ordinaire du premier 

ordre définie par 
β, — b ^ —— c, — d q — 1, 

tous les autres ah bh ciy dj étant nuls ; on trouve, en appelant G, 11, (»' 
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les périodes nouvelles 

G = — H = — G'= — h'~ggl, 

liées par la relation 
G + H-G'-I=O, 

Prenons pour périodes les quantités G, H, G'-l· ι que nous dési-
gnerons par g\ h, g) — ces lettres n'ayant pas la même signification 
que plus haut, — il vient 

g — —2 21 il — —; > g — — -, 

avec 
g = h + g'. 

On vérifie ensuite que h et g' sont liés par les deux équations 
à coefficients entiers 

(.6) 
l ig'Ιι -H h2 — g' — h = o, 
ί g'- -+· h- — h H- ι = ο ; 

elles sont du type du n° 250, où l'on aurait posé (puisque c = ι) 

n = o, p = i, 7· = — i, Ç = o, s=o, s'= i. 

Nous sommes donc placés dans le dernier cas de multiplication 
complexe, l'invariant de la relation singulière (ici 5) étant impair 
(et non carré). 

248. Pour rechercher toutes les transformations univoques de la 
surface correspondante, on peut raisonner comme il suit : 

Soit Τ l'une quelconque d'entre elles, d'indices l et k. Je dis que l'on 
peut trouver deux entiers ρ et σ, tels que 

(17) k = 2j> + p<0, ..., (β = γ = -ι). 



SUE LES FONCTIONS ÀBÉLIENNES SINGULIÈRES. 383 

Cela revient, en effet, â dire que la substitution 

U = lu — γ/cp, 

ν = λ·Μ + (/+βλ·)Γ, 
où 

l2 4- β kl h- γ/ι2 == 4- ι, 

est le carré d'une substitution de même forme 

U = ou — γσ<\ 
(S) . * ' ' 

Υ = eu 4- (ρ 4- βσ)ρ, 
où 

pa 4- βρσ 4- γσ2 = ύζι. 

Comme la forme x2-f· β#/4-γ/2, ici χ2 — xy — y2, peut repré-
senter — i, la proposition a été établie au n° 180. 

La transformation Τ change une fonction thêta d'ordre un, 

&(U + c, V 4- c'), 

en une fonction intermédiaire singulière <p(« 4- c,, ρ 4- c',), d'indices 
l et /î; la transformation (S) produit, en raison de (17), un change-
ment analogue (n° 242). On en conclut, comme au n° 242, que TS"~* 
est une des transformations ordinaires de la surface en elle-même (en 
comprenant dans celles-ci U = ± M, V = DT P). En d'autres termes Τ 
est le produit d'une transformation univoque ordinaire par S ; d'ailleurs 
S, qui est, d'après sa forme même, une des transformations univoques 
dérivant de l'existence de la relation singulière g — h — g' = o, est une 
puissance d'une certaine transformation Σ, (n° 255), de sorte que 
l'on obtient toutes les transformations birationnelles de la surface en 
elle-même en faisant suivre une transformation univoque ordinaire 
d'une puissance de Σ,. 

Cette transformation Σ, se trouve aisément, c'est 

(ï.) 
U = P, 

V = u — P. 

Journ. de Math. (5e série), tome VI. — Fasc. III, 1900. ^O 
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249. Cherchons maintenant les transformations ordinaires de 
degré un. A cet effet, reportons-nous au n° 229 qui donne les entiers 
caractéristiques des multiplications complexes dans le cas qui nous 
occupe ; nous devons faire dans ces formules 

u = o, p = i, /' =— i, 9 = o, s = o, s'= i, c = i; 

d'où 
= c3 c:, 2Xa p>2, = c3 

Cl, = c
3 X2

 p,
3

, h, ~ C2 X2, 

^3 = X
a
, = p

2
, 

a$ = Xa H— ù3 = Xa. 
— C(,= X

2
, f/0 = X2 4~ JAa, 

C| = cl, = X2, 
C* = C2 J ffa ~ ^3) 
C3 = C3J i^3 = c2 4~ Cj. 

Les c2, c3, Xa, [/.2 sont des entiers arbitraires; il faut exprimer main-
tenant que la multiplication est ordinaire et de degré un; c'est-à-dire 
que ses indices l et k sont respectivement ± 1 et 0. Or, d'après la 
théorie générale de la transformation, 

l = (ad)
03 4- (ad)k = (ac)

03
 4- («cj),a. 

On a ainsi 

(.8) 
± 1 = 2 c\ 4- 2 câ

 c
3
 -f- cl — c

3
 ( 3 X24- 2 |JL2 ) — c

a
 ( 2 X2 4- jjit) 4- 2 Χ2 4- 2 Xa ρ a 4- jjlJ , 

0= c\ 4-2C
2

C3 — β3(2λ24-2(JLa) —Ca( λ24- p.2) 4- X^4" 2X3 y.·.. 

Posons 2c3 — Xa — = Xy 2c
a
 — X

a
 ~y, retranchons les deux équa-

tions (18) membre à membre et conservons la seconde, il vient, ε dési-
gnant =fc 1 : 

4 ε = #2 4-^4-2 Xi; — 2Xap.a4- 3 μ*, 

ο = X'2 4-2£Ç/4-Xi; 4-4X3 P-â — P-2-
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L'élimination de/donne, en a?, l'équation bicarrée 

5#* 4- 2iCa[5Xj4- 5fJL® — 8ε] 4- ("λ® P-a — °· 

L'équation en x% doit avoir ses racines réelles ; leur produit étant > o, 
la somme doit être > ο pour qu'il y en ait au moins une positive; donc 

5λ*4- - 8ε <o, 

ce qui exige ε = -t- ι, de plus λ2 et fxa
 ne pourront prendre que les 

valeurs o et ±i, et de telle sorte que 5 (λ" 4- (a*) soit <o. On a donc 
à envisager les hypothèses suivantes : 

i° \,x = |A
a
 = o; ce qui donne χ = ο, / = ± 2, c, = o, c2

 =± 1 cl 
la transformation correspondante est 

U = dtz u, V = ± p; 

20 λ2 = o, [Aa = ε, d'où χ = yj, y = o, en posant t = =fc ι, η = ± 1, 
et par suite 2C3 = ε + η, c2 = o. La transformation correspondante est 

υ=[2_i +««■]«+[-V^
+εΑ

]"' 

V = + ei] u + eg'v, 

3° λ, = ε, |Aa = o, d'où as = η, / = — η, 2c3=£4-r], 2Ca = £ — η, 
et la transformation correspondante est 

U = [ -ε +ε£· + ε/ί]« + [^ î—i + ig-jp, 

V = ^ + eg·']B+ 2.4 + ε/jjp. 

280. On vérifie sans difficulté que toutes ces équations donnent des 
transformations univoques, qui sont des puissances de la transfor-
mation 

(T) 
— U = gu -4- h p, 
— V = hu 4- g' p, 
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combinées avec U = — u, V = — ν. D'ailleurs la cinquième puissance 
de cette transformation est l'unité, comme on le reconnaît aisément : 
toutes ces vérifications se font en tenant compte des relations (16) 
entre g' et h et de g = h 4- g 

En d'autres termes, les transformations ordinaires se réduisent à une 
transformation T, de période cinq, et à ses puissances Τ2, Τ3, T', com-
binées avec U = — u, V = — e; et finalement, en vertu du n° 248, si 
l'on désigne toujours par Σ, la substitution U = ρ, V = u — e, toutes 
les transformations birationnelles de la surface considérée en elle-
même sont, au signe près, et à des constantes additives près, comprises 
dans la formule ^ Ρ 

Τ my" / ·<λν% 

m et η étant entiers et m positif et plus petil que 5. 


