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Dans un premier Mémoire, inséré au Tome V (5¢ série) de ce
Journal, j’ai commencé ’étude des fonctions abéliennes & deux va-
riables que j'ai nommées singuliéres : ce sont celles qui admettent
pour périodes normales les quantités

1, o, g5 &I

o, 1, h, g,
lices par unc relation singuliére, c’est-i-dire de la forme
! 2 - S o
Ag+Bh+Cg' +D(h—gg' )+ E=o,

ol A, ..., 5 sont des entiers.

Le présent Mémoire continue la méme ¢tude, dans les domaines de
la transformation et de la multiplication complexe.

Les fonctions abéliennes singuliéres admettent des transformations
qui n'existent pas dans le cas général, et que je nomme singuliéres,
par opposition aux transformations ordinaires de M. Hermite; la pre-
miére Partie du Mémoire est consacrée & la recherche de ces trans-
formations, & leur réduction, 4 la transformation des fonctions théta
et des fonctions intermédiaires singuliéres.

Journ. de Matl. (5 série), tome VI, — Fasc. III, rgco. 37



280 G. HUMBERT.

La seconde Partic s'applique aux transformations singuliéres du
premier degré, dont je détermine complétement la forme générale;
on y voit apparaitre ce résultat curieux et inattendu que deux systémes
de fonctions ‘abéliennes, liés par une transformation (singuliére) de
degré 1, n’ont pas toujours les mémes modules : sous forme géomé-
trique, c’est dire que deux surfaces hyperelliptiques, ayant des mo-
dules différents, peuvent se correspondre point par point.

Dans la troisiéme Partie est posé et résolu le probléme de la multi-
plication complexe, considérée comme un cas particulier de la trans-
formation : il s’agit de rechercher les fonctions abélicnnes telles qu’une
transformation convenable leur fasse correspondre des fonctions aux
mémes périodes. Nous trouvons ainsi que les fonctions singuli¢res
possédent seules une multiplication complexe; & cété des fonctions
simplement, doublement ou triplement singuli¢res, et de fonctions
réductibles & des fonctions elliptiques particulitres, nous rencontrons
d'intéressantes fonctions, simplement singuli¢res, dont les périodes
vérifient, en outre, deux relations quadratiques.

Ce sont la les seuls cas de multiplication complexe; nous les étu-
dions avec détail, en indiquant toutes les multiplications correspon-
dantes dans les cas les plus intéressants.

La quatriéme et derniére Partie, enfin, traite des multiplications
de degré 1, c'est-d-dire des transformations birationnelles des surfaces
hyperelliptiques en elles-mémes; nous y démontrons, qu'en dehors des
correspondances ¢évidentes U=+ u+ ¢, V==2v + ¢, toutes les
transformations cherchées dérivent de Iexistence de relations singu-
liéres entre les périodes ct se d¢terminent dés lors aisément; il n’y a
d’exception que pour les surfaces attachées au radical y* + 1, dont
le Chapitre final énumére complétement les transformations uni-
voques.

Nota. — Les numéros des paragraphes du présent Travail font
suite & ceux du précédent; pour indiquer un renvoi 4 un numéro du
premier Mémoire, nous ferons précéder le nombre correspondant du
chiffre romain I.
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PREMIERE PARTIE.

TRANSFORMATIONS SINGULIERES,

136. Le probléme général de la transformation des fonctions abé-
liennes, posé et résolu par M. Hermite ('), est le suivant :

Soit un premier systéme de fonctions abélicnnes a deux va-
riables, U et V, admettant comme périodes normales (1, 0); (0, 1);
(G, H); (H, G"); soit, de méme, un second systéme analogue, de
variables u et v, et de périodes (1,0); (0,1); (g,h); (h, &) :
trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que les fonc-
tions abélicnnes du premier systéme s’expriment rationnellement a
Uaide des fonctions abéliennes du second, et cela en établissant
enire les variables des relations de la forme

(1) U=2u+ po, Ve=2Nu+ u'e;
A, 1y N, ' désignant des constantes.

Sous forme géométrique, le probléme s'énonce aiusi :

Soit S une surface hyperelliptique générale, pour laquelle les
coordonnées d’un point §’expriment en fonction abdlienne des va-
riables U et V du premier systéme; soit, de méme, s une surface
analogue répondant aux variables u et v du second systéme : dans
quel cas la correspondance (1), établic entre les points des deur
surfaces, fait-elle, @ un point (u,v) de s, répondre vy ¥t U~ sEuL

potnt (U, V) de S?

Nous dirons que la transformation (1) fait passer des périodes

G, H, G’ aux périodes g, h, g'; ou des variables U, V aux variables
u,v; ou de la surface S 4 la surface s.

(') Comptes rendus de ' Académie des Sciences, t. XI.; 1853.
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Par point U, V, on entendra géoméiriquement un point de S;
analytiquement, un systétme de valeurs de U, V, défini aux périodes
prés.

137. Pour que les conditions du probléme de la transformation
soient vérifices, il faut et il suffit qu’a un point («, ¢) corresponde un
seul point U, V; c'est-a-dire que, par les relations (1), Uet V ang-
mentent d’une dc leurs périodes simullanées, quand #, ¢ augmentenl
d"une des leurs. On a donc, en désignant par a;, b;, ¢;, d; des entiers,
conformément aux notations de M. Hermite :

A=a,+a,G+a,H, n=Dby+0,G+ b,1l,
N=a,+a,H+a,G, w=0b,+0,11+0,0,

(2)

Ag+ph=d +d,G+d,H, N+ pg =c,+c,G+ ]l
Ng+ph=d +d,H+d,G, NVh+ug' =c +cH+e,G

L'’élimination de A, g, X', ', G, H, G’ entre ces huit relations con-
duit, entre g, h, g’, 4 I'équation suivante, ol I’on pose pour simplificr
(ab),-j = a,~1)j - ajb, :

S'é’[(ca)or*- (ca)is] + &'[(bd)os + (b)), ]
(3) {4+ Ah[(ch)os+ (ad)y, + (cb)2+ (ad),, ]
+ (h* — gg') [(ba)os + (ba)..] + [(de)os + (de),o] = o.

De méme, I'élimination de A, i, N, i/, g, &, g’ entre les relations (2)
donnerait, entre G, H, G', I'¢quation, équivalente & (3) :

g G[(ad)s+ (be)y ] + G'[(ad)ys + (bC)o: |

(3 bis) +H[(ad)os + (b)os + (ad),,+ (be),, |

| (B GG){(ad)os - (Be)ur] + [(ad)or+ (Be)o] = o.
Quand g, %, g’ sont quelconques, 1'équation (3) ne peut avoir lien

que si les coefficients de g, &, g', h* — gg’ et le terme constant y sont

nuls : c'est hypothése qu'a faite implicitement M. Hermite, et donl
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il a déduit la théorie ordinaire de la transformation. Dans ce cas,
M. Hermite a montré que les coefficients de 1'équation (3 bis) sont
¢galement nuls, et réciproquement si les coefficients de (3 bis) sont
nuls, ceux de (3) le sont aussi.

Au contraire, si g, &, g’ et h*— gg' satisfont & une relation linéaire
a coefficients entiers, c'est-d-dire & une relation singuliére, il exis-
tera d’autres transformations que celles de M. Hermite; c'est I’étude
de ces transformations singuliéres qui va nous occuper maintenant.

138. Supposons donc que g, %, g’ soient liés par la relation singu-

liére
4) Ag+Bh+Cg +D(h—gg)+E=o,
ou A, B, ..., E sont des entiers sans diviseur commun, et gu’il 'y
att, entre g, h, g', aucune autre relation analogue. On déduira
de (3), en désignant par k& un entier :

(ac)ys +(ac),» = Ak,

(db)y; + (db),, = Ck,

(ab)os +(ab),, =Dk,

(cd)os + (cd),, = ER,
(be)os + (be)yy — (ad)ys — (ad),, = Bk.

(5)

~

Dans le cas d’une transformation ordinaire, ou d’'Hermite, l'entier &
est nul, et réciproguement.

Soient alors @;, b, c;, d; des valeurs des seize entiers a, b, ¢, d (*)
vérifiant les relations (5), ot & est un entier, quelconque d'ailleurs;
les relations (2) donneront linéairement les valeurs de A, X', u, W, et
celles de G, H, G, en fonction de g, %, g', de sorte que I'on obtiendra
ainsi tous les systémes eherchés de périodes G, H, G/, avec les trans-
formations (1) correspondantes.

Cette méthode conduit sans difficulté aux formules suivantes, ana-

(') Nous les appellerons les entiers caractéristiques de la transformation.
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logues & celles de M. Hermite pour les transformations ordinaires :

! G = (c@)os +(aC)or g +[(be)os+ (da)pa ]t + (Ab)gs 8'+ (@b)oa (N2 —g8') .
(cd)ay+(ac)as g+ [(be)gs +(da)es Jo + (db)s; 8"+ ( ab)aa(hz—é’g')’
G = (cd)y +(ac)s g +[(be)y + (da)g 1o+ (db)y g'4- (ab)s (A2 —gg')
(cd)ga—+(ac)as g~ [(6€) gy + (da )a 1+ (d)es g'+ (@b)sy (M2 — g g")’
h —~H= (c‘l)oa"‘(ac)osé"*"[([/c)oa‘*"(da)oa]h"*‘(db)oaé'/‘*'(ab)oa(""é'é");
(cd )3+ (ac)asg +[(0¢)ss~+ (da)ss Vo4 (db) gy &'+ (ab)ey (B> —gg")
H= (cd)ig+(ac)s g +[(be)ys+(da)y ]+ (db)y2 g'+ (ab) s (K2 —gg') .
(€d)as +(ac)ys g+ [(be)gs + (da)ss Vo +(db)as g+ (ab)ps (M1 —g8")’

H: - GG = (cd)o+(ac)o g +[(b)o1 + (da)o1 1o+ (dD) g’ +(ab)ar (At — £8') |
(ed)yy+(ac)ay § +[(bC)es + (da)gs ]+ (A0)as g' -+ (ab)y (2 —g5")’

les dénominateurs étant les mémes dans les cinq formules.
On obtiendrait de méme g, %, g’ en fonction de G, H, G’ :

oy (aD)oy+(ad)s G+ [(dD)os—(db) s ]H +(db)os G'+ (db)ga (11— GG') |
® 7 (ab)g+1(abd)3 G+ [(ad)sz— (ab)1a] H +(@d)es G'+ (ad),; (12— GG')?

,_ (ae)g+(ae )y G +[(ac)p—(ac ] H 4 (ac Yoo G'+ (ac )ou (1) — GG)

g = (“b)01+(('b):nG'*‘[(“b)oz—(“b)tz]"‘*'(ab)oaG'+(“b)zs(lp"GG')’
b= (bc)or+ (D )3y G+ [(be )g3— (be Yis]H + (e )oa G'+ (b )oa (12— GG')

T (ab)oy+(ab)s G+ [(ab)ys— (ab ) JH + (@b )oy G'+ (@ )oa (12— GG')’

f = (ad)or+ (ad)5, G +[(ad)yy— (ad),2] H 4 (ad)e, G'+ (ad)sq (12— GG')
(ab)oy+(ab)yy G+ [(@b)yy— (@b )12] H+ (ab)os G'+- (@b )os (H3*— GG')’

L2 e o’ = (cd)or=+(cd )ar G +[(cd Jos—(cd )so] 11 -+-(cd Yoo G'+ (cd )y, (12— GG) |
85 (@b )o1~+(ad)3;G-+[(ab )os— (ab )y} H4~(ab)s G'+(ad )y3 (2 = GG')’

les cinq dénominateurs étant aussi les mémes.
En égalant les deux valeurs de H que donnent les relations (6), on
retrouve, en tenant compte de (5), la relation singuli¢re initiale

(8) k[Ag+Bh+Cg'+D(*—gg)+E]l=o.
De méme en égalant les deux valeurs de £ données par (7), onretrouve

la relation singuliére (3 bis) entre G, H, G'. Celle-ci, comme on l'a
observé plus haut en invoquant un résultat de M. Hermite, n’est pas
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une identité, puisque (3) n’en est une, en vertu de (5), que si k est
nul, c’cst-&-dire si la transformation est ordinaire. Donc :

Les fonctions abéliennes, initiales et finales, que lie une trans-
Sormation singuliére, sont singuli¢res.

139. Soit alors
(9)  AG+BH+CG+D(H - GG)+F=o,

la relation singuliére (3 bis) entre G, H, G, les entiers qui y figurent
n’ayant pas de diviseur commun; on a, en désignant par k' un entier :

(ad),,+ (be),, = A'K,
(ad)y, + (be)yy=C'K,
(10) ‘ (ad)ys + (be)y, =Dk,
(ad),o+ (be),o= L'k,
L (ad)y,+ (bc)y — (ad)yy — (be)y, = B'K.

140. Transformation adjointe. — La transformation définie par
les équations (1), (2) et (3), et que nous appellerons plus bri¢vement
la transformation (a;, b, ¢;, d;), fait répondre, & unpoint (u, v) de la
surface s, un et un seul point (U, V) de la surface S. Inversement, il
existc une transformation singuli¢re, que nous nommerons adjoinic
de la premicre, faisant, a un point de S, correspondre un et un seul

point de s.

Soit
a a a a
by b, b, b,
Co C C2 Cy
dy, d, d, d,

le Tableau des entiers de la premiére transformation; pour la trans-
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formation adjointe, le Tableau scra (comme dans le cas des transfor-
malions ordinaires)

dy ¢ —b, —a
d, ¢y —b, —a,
—-d, —e, b, a,
~d, —c¢, b, a,

Pour vérifier que cette nouvelle transformation posséde bien la pro-
priété indiquée, il suffit d’observer queles équations (5) deviennent les
¢équations (10) si I'on y remplace A, B, C, D, E par A’, B, C, D', I,
k par ¥, et tout nombre a;, b;, ¢;, d; du premier Tableau par le
nombre qui occupe la méme place dans le second Tableau.

De méme, les équations (6) deviennent les équations (7) si ony
fait la méme substitution, en permutant g, 4, g’ et G, l, G'.

14A. Degré et indices d’une transformation. — Nous appelle-
rons degré de la transformation (a;, b;, ¢;, d;) la valeur du détermi-

nant
a, a, «, a,

by b, b, 0,
€ € € €
‘ d, d, d, d,

ct nous désignerons cette quantité pard. Si la transformation est ordi-
naire, on sait que o est le carré de Uordre.

Nous introduirons, avec 8, deux autres entiers / et k que nous
nommerons indices de la transformation. Le premier, /, sera défini
par

(11) ‘ l=(ad)o3+‘<ad)m;

le second, £, est 'entier qui figure dans les formules (5).
Toutefois, pour définir k sans ambiguité, unc convention est né-
cessatre.
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En effet, dans la relation singuliére (4),
Ag+Bh+Cg'+D(h*—gg')+E=o,

les entiers A, B, C, D, E, qui n'ont, par hypothése, aucun diviseur
commun, ne sont définis qu'au signe prés, c’est-d-dire que 1'on peut
changer simultanément leurs signes : ce changement, fait dans (5),
entraine aussi le changement de signe de k, de sorte que k présente
une ambiguité de signe. Pour préciser, nous supposerons que A est
positif; dans le cas ol A serait nul, nous supposerons D > o, et,si D
était aussi nul, B > o. D’ailleurs, A, D, B ne peuvent étre nuls & la
fois, car l'invariant de la relation singuliére, B2— 4AC — 4DE, serait
nul, et I'on serait placé dans un cas spécial sans intérét (I, n® 17).
Grice 4 cette convention, les signes de A, B, C, D, E sont définis,
et il en est de méme de celui de k.
On a entre ¢, ! et & une importante relation. On déduit, en effet,
de (5): ,
( I(l+Bk)=[(ad)ey;+ (ad),][(bc)es + (bE)a]s
K*(AC+DE) = [(ac)s + (@c)2][(dD)os + (db),,]
+ [(@b)os + (ab),2][(ed)os + (ed)12 ],

et I'on vérifie que la somme des deux seconds membres est identique
au déterminant §. Donc

(12) ¢ =+ Bkl + (AC + DE)k*

ou

48 = (2l +Bk)* — Ak,

Adésignant l'invariant B* — 4 AC — 4DE de la relation singuliére (4).

142. Degré et indices de la transformation adjointe. — Pour la
transformation adjointe, le second indice est V'entier &’ qui figure
dans les formules (10), en supposant que 'on fasse sur les signes de
A’, D', B’ la méme hypothése que sur A, D, B; soient & le degré
et ' le premier indice. On a, d’aprés les n° 140 et 141 :

8'=3, U= (ad )y; + (be)y,-

Journ, de Math. (5° série), tome VI. — Fasc. III, 1goo. 38
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On a également la relation
(13) al+Bhk =2l + Bk

car, en vertu de la dernitre des équations (5) ou (10), chacun des
deux membres cst ¢gal & la quantit¢

- (be)oa+ () + (ad)y, + (ad),,.
Enfin, puisque ¢'=28 : o : o
£+ Bhl+ (AC+ DEYR*= 1"+ Bkl 4+ (A'C + DIk,
d’ot, en tenant compte de (13),
k(B2 — 4AC — 4DE) = k*(B* — 4A’'C — 4D'E").

Comme B? = 4AC — 4DE et B* — 4A’C’ — 4 D’E’ sont respective-
ment les invariants, A et A", des relations singuli¢res (4) et (g), entre
gy hy g et G, H, G, on peut écrire

(14) . kA = KA.

I’¢quation (r4) montre que A ct A" sont de méme signe, c’est-d-dire
(que V'invariant d’une relation singuli¢re et celui de la relation singu-
liére transformée ont le méme signe : en vertu d’une propricté fonda-
mentale. des invariants (I, n° 14), ces deux quantités sont donc posi-
teves. Nous tirons de (14)

(14 bis) kN — kA,

¢ désignant +-1 ou —1.

Selon que ¢ sera égal & +1 ou & —1, nous dirons que la transforma-
tion est droite ou gauche : cette dénomination est d’ailleurs purement
conventionnelle, puisqu’elle dérive des hypotheéses faites sur les signes
des coefficients dans les relations singuliéres (4) et (9).

Pour une transformation ordinaire, les indices & et A’ sont nuls,
¢ est indéterminé. '
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143. Signification analytique du degréd. — La transformation
singuliére

(1) U=hu+pv, " V=Nu+ o

fait correspondre & un point u, ¢ un seul point U, V; inversement, i
un point U, V, combien correspondent de points u, ¢?
Augmentons U et V respectivement d'une période, c'est-a-dire de

X+ X,6+X,H et X +X,H+X,6,

les X; étant entiers; les équations (1) donneront de nouvelles valeurs
de u, v, auxquelles correspondra un nouveau poinf u, ¢, & moins que
u et v n'aient aussi augmenté d'une période, c’est-a-dire que I'on n'ait,
en désignant par x,, «,, Z,, =, des entiers,

. N =N, G+ X,H =\ (g + 2,8 +200) + v (@) + wyh 4+, 8"
U)X, 4 XoH 2 X, 6= K (@ -+ 2 g+ alh) - /(s -+ ik g

On peut écrire ces équations en tenant comple de (2):

o+ NG+ Xy H= zy(ay+a, G+ a,H) + 2,(0,+ 0,G + H,11)
+ z,(co+ ¢, G + ¢, H) + 2, (dy+ d,G + d, 1),

N+ N+ X,6'=  z(a,+ aH+a,G)+2,(0,+ 0, H + ,G)
‘ + xy(c, + e, H+¢,G) + 2, (d, + d, H + )3

relations qui doivent étre des identités en G, H, G'. Elles sont en effet
de la forme

N,G+N,H=M, NH+N,G=M,
les N et M étant des quantités réelles : si donc ces quantités ne sont pas
toutes nulles, on en conclura, en désignant par G, H,, G, les parties

imaginaires de G, H, G, la relation inadmissible

H: - G,G,=
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Par suite, les équations (15) donnent

Xo= @&y + byx, + ¢, 23+ dy,,
X\=axy+ bz, + c,z,+ d,zy,

(16)

Xo=a,z,+ b2, + ¢,x, + dyx,,

Xo= a2+ byx, + ¢y, + d,x,.

En vertu de ce qui précéde, au systtme (U, V) et au systéme
(U+X,+ X,;G+ X,H, V+- X, +X,H+X,G’) correspond le méme
point (u, ¢), si les équations (16) donnent pour z,, Z,, Z,, ®, des
valeurs entiéres; il en résulte, pour le nombre des points (u, ¢)
qui correspondent & un point (U, V), la conséquence suivante :

Considérons dans les équations (16) les X; comme donnés et les a;
comme des inconnues ; 4 deux systémes de valeurs des X, correspondent
deux syst¢mes de valeurs des x;, qui seront dits ron distincts s'ils dif-
farent de nombres entiers, et distincts dans le cas contraire : le nombre
des points (z, ) correspondant & un point (U, V) est égal au nombre
des solutions distincies des équations (10), lorsque les X; prennent
toutes les valeurs entiéres possibles.

Or on peut, comme on sait, par des substitutions a coefficients
entiers et de déterminant 1, ramencr le systtme d’équations (16)
au type

b oI n e[xI

i
> >
A3 ..3\1 ayd sl\’{

es

-
-

(17)

>3
e
-

ou les A, sont des entiers dépendant uniquement des a;, b, ¢;,d;, les &,
les inconnues nouvelles et les E; des entiers pouvant prendre, comme
les X;, toutes les valeurs entiéres possibles. Le nombre des points
(u, ¢) correspondant 4 un point (U, V) sera évidemment encore égal
au nombre des solutions distinctes des équations (17).

Or il est clair qu’en donnant & E, les valeurs o, 1, ..., mod2,; a &,
les valeurs o, 1, ..., mod},, etc., on obtient pour les &; des solutions
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distinctes, c'est-d-dire ne différant pas de nombres entiers; pour
d’autres valeurs des E; on obtient des solutions non distinctes des pré-
cédentes : le nombre cherché est donc égal & modA, A, 4,2, clest-

a-dire, puisque les déterminants des inconnues dans (16) et (17) sont
les mémes, 4 mod¢.
Ainsi ¢

A un point (U, V) une transformation singuliére fail cor-
respondre un nombre de points (u, v) égal & son degré en valeur
absolue.

144. Signe du degré. — Soient toujours g,, k,, g, ¢t G, H,, G,
les parties imaginaires de g, 4, g’ et G, H, G’; on vérifie, en partant
des formules (6) ou (7), la relation suivante :

(18) h—g.8,= g (= 6,G,)

ol 92 est une quantité réelle et positive. Nous donnerons d’ailleurs de
cette formule une vérification directe trés simple, quand nous parlerons
de la réduction des transformations singuliéres (n° 464) : elle est ana-
logue 4 la formule classique de M. Hermite pour les transformations
ordinaires ; § remplace le carré de 'ordre.

On en conclut qu'une transformation singuliére ne fera passer d'un
systeme (G, H, G") de périodes normales (c’est-a-dire d'un systéme
pour lequel H; — G, G| est négalif) 4 un systeme (g, &, g') de périodes
également normales, que si ¢ est positif.

C’est U'hypothése que nous ferons toujours dans ce Mémoire :
nous étudierons ailleurs les fonctions de z, ¢ aux périodes (1, 0);
(0, 1)5(8y k)5 (h, g"), pour lesquelles A} — g, g serait positif; mais
ici nous n’envisagerons que des fonctions abéliennes & périodes nor-

males, ce qui nous oblige & admettre que les transformations singu-
liéres sont d’ordre positif,

(19) $>o.

Il sera aisé de reconnaitre, dans les démonstrations qui vont suivre,
celles qui s’appliquent aussi au cas ou ¢ serait négatif.
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Composition de deux transformations.
145. Soit une premiére transformation T
(T) U=dAu+pe, V=Nu+py,

faisant passer des variables U, V et des périodes G, H, G’ aux
variables u, ¢ et aux périodes g, &, g'. Effectuons maintenant unc
seconde transformation T,

(T)) u=pu+ov, v=pu+dV,
faisant passer des variables #, o et des périodes g, &, g’ aux variables
u', ¢' et aux périodes g, ¥, ¢'. .

Les deux transformations T et T,, effectuées successivement, font
passer de U, Vau/, ¢, c’est-d-dire qu'a un point «', ¢’ correspond un
seul point U, V donné par

U=A(pu'+o¢)+u (p'u'+0a'v),

(T.)

V=N(pu'+ov)+u(pu+av).

On définit ainsi une nouvelle transformation, T,, produit de T par
T,, T, =TT, ; proposons-nous de trouver ses entiers caractéristiques,
son degré et ses indices.

146. Soient a,, b;, ¢;, d; et a), U}, c;, d; les entiers caractéristiques
de T et de T,; ceux, a}, &;, ¢, d;, de T, s’obtiennent comme il suit.
On apar(2):

A=a,+a,G+a,H, ="y + 0,G + b, H,
N=a,+aH+ a,G, w=b +0,H+ 0,0,
Ag +ph =d, +d;G+ d,H, M+ pg =c¢y +¢,G + ¢, H,
Ng+pwh=d +d,H+d,G, Nh+wpg'=c +c¢,H+c,G,
p=a,+a,g +a,h, c=10,+ b,g + b,h,
f=a, +ah +a,g, d=b+bh +0,g,
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On en conclut, exactement comme dans le cas classique des transfor-
mations ordinaires :
Mo+ = M+, + (Ag + wh)dy+ (M + pg')
= (a,+a,G+a,H)a,+ (0,+ 0,G + b,H)a,
+ (dy+ d,G +d,H)a; + (¢, + ¢,G + ¢,H)a;,
ct par suite, en se reportant a (T,), on aura
a,=a,a,+ bya, + c,a,+ dya,,
a, = a,a,+ bya, + cya,+ d,a,,

(t: = a,a:, -+ b:’.a’q -+ cza; -+ dgd;.

Des calculs analogues fourniraient les autres entiers; on trouve
ainsi les formules

a;’: aia;, —+ b,a', -+ Cia.’_. -+ dialx’

(0) b;= a;b, + b;b, - ¢;b, + d;b,,
20 "

, c;=a;c, + b;c, + ¢;ic, +d;c,,

d; = a;d,+ bid, + c;d, + d;d,.

147. De la résulte immédiatement que le déterminant
(@, by e d)

est le produit des déterminants (a;, b,,c,,d ) et (a;, b;yc;,d); en |
d’autres termes, si I'on désigne par 3, 3, 0, les degrés des transfor-
mations T, T,, Tq, ona

('21) 82=88..

-

148. Passons maintenant au calcul des indices. Soient [, k; I, k,:
ls, k4 les indices de T, T, T,; solent également

(22) AG+BH +CG+D(H -GG+ = o,
(23) Ag +Bh +Cg" +D (* —gg' )+ L =o,
(24) Ag+Bre+Cg +D (3 -0 Y+ E =
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les relations singuliéres entre les périodes; enfin, [, k désigneront
les indices de la transformation adjointe de T,.
On a, par (5) et (10):
(ac)y + (ac),, = Ak,
(db)y; + (db),, = Ck,
(ab)y,+ (ab),. = Dk,
(ed)yy + (cd),. = Ek,
(ad)yy+ (ad),, =1,
(be)gy + (bC) 2 =1+ Bhk;
(@' ¢ Noy +(d'¢)a=A Ky,
(d'b)ey+ (V)= Cky,
(@'0)oy +(a'V),,=D\k\,

(25) {

(20) (Cd)os + (¢ d)y =Lk,
(@d')y,+ (a¢d),,=1,
(V¢ D)oy +(U'¢)a =1+ Bk
(@d),+ (Uc),= AR,
(a’d')ao + (b'c’>2o = C’t",
(@d)yy+ (U'¢)y,= DK,

(37) (@d) o+ (V' ¢)eo= B,
(@'d Yoy + (b'¢)os=1,,

| (@d)+ (V) =1+ BE,.

Pour calculer k,, observons que, par définition (5),
A‘ ]‘.2 — (allcll)os + (a//c//>|2 ;
d’ou1, en remplacant les @’ et ¢” par leurs valeurs (20),

Aky=(a'c)y[(ab)es+ (ab),, ] + (@' ¢ )ga[(ac)es + (ac),,]
+ (@' ¢ )ps[(ad)os + (ad) o | + (@' ¢),o[(bC)ss + (be),4]
+ (@' ) [(bd)oy + (bd),n] + (@ ¢ )as|(cd)ns + (cd) . ];
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ct, en vertu de (25),

Aky=(ac )y D+ (a'c ) Ak + (a'c )yl
+ (@¢),(I-+Bk)y+ (a'¢),, Ck + (a'¢')y, Bk
(28) ¢ =+ BE)[(@¢)ey+ (a'¢ )]
—Bk(a'c')ys+ Dh(a'c),,
+ Ak(a'¢)yy+ Ch(a'c’),, + Ek(a’'c’),,.

Par (26), (@'¢')e; + (a'¢’),»= A, k,; si maintenant, dans les autres
termes, on remplace A, B, C, D, E par leurs valcurs tirées de (27),
il vient, aprés quelques calculs longs, mais faciles,

- Bk(alc,)"“ + Dk(a,c’)‘“ + A/r(a’c’)n =+ Ck(a’cl):n -+ Ek(d'c’)az
= (@ @)l (@ (V)] = AR

d’out
Aky= Ak, (I+ Bk) + ,f—JlA,k.z;,
c'est-a-dire
ky=k,(l+Bk)+ oy,
Or ona (n° 142) !
2l + Bk, = 20,+ B,k,,

k,;\/3= F—cki\/K;a

en désignant par A et A, les invariants des relations singuliéres (23)
et (24), et par ¢, 'unité positive ou négative qui répond & la trans-
formation T,. ‘

De la résulte I’expression finale de k, :

(20)  2ka=h,(2+BE)+ e k\ /5 (2l + Bk,

On pourrait calculer /, par une méthode analogue, en partant de
[,=(a"d")oy + (a"d"),,; il sera plus simple d’utiliser la relation (21),
8, = 83,, qui s'écrit, en remplacant les ¢ par leurs valeurs en fonction

Journ.. de Math. (5° série), tome VI. — Fasc. III, 1g00. 39
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des indices,

§(2ly+ B, ky)? — 44,k
= [(al+ By — AR [(a, + By, = A, ).

Substituons & &, sa valeur (2¢), nous trouvons

4(2l,+ B k) = (2l + Bk)* (21, + B, k, )?

~+ 2M£,k/f,(2l + Bk) (21, B,k,) + A, K2k
d’otl /

a(al,+ B k,) = = [(20+ Bk) (24, + B, k,) + ¢, kk, yA4, .

On doit prendre le signe —+ 3 car, si k =k, =0, cest-d-dirc si les
deux transformations sont ordinaires, I, {,, {, sont les ordres de
T, T,, T,, et I'on sait que £, = U/,. La méthode de caleul de 4, signalée
plus haut donne le méme résullat, sans introduire d’ambiguit¢ de
signe. Ainsi,

(30) 2(20,+ B,k,) = (20 + Bk) (21, + B, k) + ¢, kk, yAA,.

Les formules (29) et (30) donnent la solution du probleme posé,
en fournissant les expressions des indices &, ct /,.

149. Remarque I. — Les calculs précédents supposent que T, est
une transformation singuli¢re, c’est-a-dire que k, et k) ne sont pas
nuls, car on a tiré de (27) les valeurs de A, B, C, D, E, admettant
ainsi k2 o.

Si T, cst une transformation ordinaire, I'équation (28) est tou-
jours vraic et donne

Ako=Ak,(I+Bk)— Bk(a'c ),
+ Dk(a'c' Yo+ Ak(a'c )g+ Ch(a'e)y, +Ek(a' ¢ )yy.

Or la transformation T, conduit des périodes g, %, g’ qui vérifient
la relation singuli¢re

(23) Ag+Bh+...=o,
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aux périodes G, e, ¢, vérifiant

(24) AG+B,x+...=o0.

D’ailleurs, les relations classiques de M. Hermite pour les transfor-
mations ordinaires donnent sans ambiguité g, £, g, h*— gg’ en fonc-
lion de G, 3¢, ¢, 2 — (G si I'on porte ces expressions dans (23), et
si 'on chasse le dénominateur, on retombe sur (24) & un facteur en-
tier prés, 0, ainsi qu'on I'a observé au n® 2 du premier Mémoire (ot
ce facteur a été désigné par p). On a trouve alors

(31)  03(B2— 4A,C, — 4D,E,) = £(B* — 4AC — 4DE),

cn désignant par [, l'ordrede T,.
Sil'on compare ensuite les coefficients de ¢ dans (24) et dans la re-
lation déduite de (23) comme on vient de le dire, on trouve

A=A(ac)y+ Cla'c),, — B(a'c)y,+D(a’c), + E(a'¢ )

d’oi

Ako=Ak (l+Bk)+EkA,0,

c'est-d-dire, puisque k, = o,
ko = k 0.

Drailleurs, par (31),

. 6:5.‘1.\/?—[,

¢, désignant == 1. Nous dirons que la transformation ordinaire T, est
drotte ou gauche, par rapport a la relation singuliére (23), selon
que ¢, sera +710u — I, les conventions d’usage étant faites sur les
signesde A, D, Bet A, D,, B,.

Il vient ainsi
(32) lt2=e.k\/£: l,,

ce qui est Ja formule (29), ot Pon fait k, = o.
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L formule (30) subsiste dés lors ¢galement et donne
(33) 2l, =Bk, + (20 + Bk)l,.

150. Remarque Il. — Sila seconde transformation, T, est ordi-
naire et du premier ordre, /, est égal 4 1 et Aa A, (I, n° 2); on a alors
ky=¢/ketal,+ Bk, =20+ Bk. De méme, sila premiére transfor-
mation, T, est ordinaire et du premier ordre, c’est-a-dire si /=1,
k=o,onak,=k,[l,=I,.

Réduction d’une transformation singuliére.

151. On peut ré¢duire une transformation singuliére quelconque a
un type simple, en la faisant précéder et suivee de transformations
ordinaires du premier ordre, convenablement choisics.

Tout d’abord, une transformation ordinaire du premier ordre
permet de ramencr la relation singuli¢re entre les périodes g, 7, ¢', au
type

® ag +Bh+yg =o,

8 ctant égal & o ou & =1, et &, y ¢tant entiers (1, n° 6). De plus, on a
le droit de supposer & > o, ‘et méme « =1 (I, n° 10).

Avant d’aborder la théoric générale de la réduction, nous ferons
connaitre une transformation singuliére simple, dont la considération
nous sera tres utile.

182. Cette transformation se définit ainsi : Soient « ct ¢ deux va-
riables abéliennes, aux périodes (g, &, g') liécs par la relation singu-
liere (R); &' et ¢’ deux autres variables aux périodes (¢, 3¢, §') définies
par les relations suivantes, ou [ et & désignent deux entiers ct 3 la
cquantité

(35 d=B+ Bkl+ ayk*:
-G8 = lg — ykh, |
(33) ¢ 38 = lh — ykg' = akg + (I+ 8h)h,

¢S =akh + (I+3k)g.

.
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Les deux valeurs de 7e$ sont compatibles en vertu de
g +Bh+yg =o0.

On conclut de (35)

s g = (l+Bk)§ + vk,

h=(1+Bk)se +vkG' = — ak§ + lic,
g =—oakik+1¢;

(36)

d’ol, entre G, 3¢, ¢’, la relation
o+ @JC + G =o.

Cela pos¢, établissons entre u et v, u’ ct ¢ la correspondance
T,) \u——(l+Bk)u + vke',

1

[ —ak W+ Ul

a un point #, ¢’ correspondra un et un scul point u, ¢; car si &/, ¢’
augmentent d'unc période, u et ¢ augmentent aussi d’unc période,
d’apres (36).

La correspondance (T,) définit donc une transformation T,, fai-

sant passer de u, ¢ a u', o'y les nombres caractéristiques de cette
transformation s'obtiennent sans difficulté et I'on trouve

ay= (L +Bk), b=k,
a,=—ak, b, =1,
a,=a,=o, b,=b,=o,
‘=d,=d,=o, ¢, =¢ =c,=o,
d,=1, c,=1.

Les indices, I, et k,, de T, sont donnés par (5):

Li=(ad )+ (a'd'),, =+ Bk,
ak,=(a'¢ )+ (@¢), =—ah,
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c'est-a-dire

]f‘ = I“O
Pour l'indice /' de 1 i joi
ur I'mdice A de la transformation adjointe, on a par (10) :

ak,=(a'd),+V¢c),=—ak
ou
k,=Fk,.

Comme d’ailleursles invariants des relations singuli¢res entre g, I, s
ct G, 3¢, ¢’ sont égaux & B — 4ay, il résulte de la, par (14 bis), que
la transformation (T, ) est droite. Enfin son degré, I3+ Bk, 1, + A3,
est ¢gal & la quantité ¢ ci-dessus (34).

153. Cela post, soit T une transformation singuliére quelconque,
d'indices / et & et de degré ¢ = £+ Bkl + avk?, faisant passer des
variables U’, V' aux variables u, ¢ ct aux périodes g, h, g’ lices
par (R).

Faisons-la suivre de la transformation T, définie ci-dessus, odl les
entiers etk sont précisément les indices de T’ la transformation 1T,
fait passer des variables U’, V' aux variables «', ¢ et aux périodes
G, 3¢, ¢ : je dis que TT, cst une transformation ordinatre.

En effet, son second indice &, est donné par (29)

2k, = k(20 + Bk) + e,k (2L, + Bk)),
. car B=B,=8 et A=A4,. Or, d’aprés le numéro précédent,
k, = —k, L=1+8k et g =1,

puisque T, est droite; donc
k,=o,
ce qui établit la proposition.

La transformation (TT,) est donc ordinaire; faisons-la précéder
d’une transformation ordinaire du premier ordre T,, conduisant des
variables U, V et des périodes G, H, G’, aux variables U’, V: la trans-
formation (T,TT,) sera ordinaire et fera passer des variables U, V et
des périodes G, H, G, aux variables v/, ¢’ et aux périodes ¢, %, ¢".
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Or, d’aprés une proposition fondamentale (*), on peut choisir T, de
telle sorte que les nombres entiers caractéristiques, a,, biy civ d; de
T,TT,, vérificnt les condilions suivantes :

a=a=ay=by=b,=¢,=o,
ayy, byy by €4 Ciy Cay d,, d,>o,

' 0, < b3 Coy €1 < Cay
d,, modd,, modd, < d,.

(37)

On aura donc, pour définir T, T,, d’aprés (1) et (2):
(T, TT)) U=a,u+ b, V=10bv,

«

(3%)

a,§ + by3c =d,+d,G + d,H, a,3 + b,§ = ¢, + ¢, H,
bse=d +dH+d,G&, b,G =c +e¢G.

L'ordre de (T, TT,) est g, car son degré est le produit 8* des degrés
de TetdeT,.

Enfin, cette transformation étant ordinaire et d’ordre ¢, on a

( —cody+c,d,—¢,d,=o,
(39) «  b,dy+b,d, = o,

aod3= b,c._. =8

154. Remplacons maintenant dans ces formules ' et ¢’ par leurs

valeurs cn u et ¢ déduites de (T,); il vient, pour la relation entre
U, V et u, ¢, c’cst-d-dire pour la transformation T, T (?):

| (U— slal+ byak] + 5[— ayyk + by (L + BK)],
(T,T) y .
V= bk + 50, (L+ Bk).

(') Voir, par exemple, Krausg, Transformation der hyperelliptischen Funk-
tionen (Teubner, 1886), p. 78-79.

(%) D’aprés le n° 150, la transformation T, T a les mémes indices, Z et £, que T,
puisque T, est ordinaire et d’ordre 1.
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155. Telle estla forme nécessaire de T,'T'; maisil reste & exprimer
que c'est 1a effectivement une transformation faisant passer de U, V
A u, ¢, c'est-a-dire qu'a un point («, ¢) correspond unseul point U, V.,
Or, si I'on augmente « et ¢ de g et £, U et V augmentent, cn vertu
de(35), de a,§+0b, 3¢ et b, 3¢, c’est-a-dire d’une période, d’aprés (38);
méme résultat si I'on augmente « ¢t ¢ de & et g'. 1l reste donc &
éerire que U et V augmentent d’une période quand I'une des va-
riables « et ¢ augmente de 1, I'autre restant inaltérée. Ainsien dosi-
gnant par x, y, 3, 5’ des entiers, il faut que

ﬂi——'%i"—al—/f=: +xG + yH,
bdk B ‘
=5 +zH+yG\

Les entiers z et y doivent &ire nuls, sinon, en désignant par
G,, H,, G| les parties imaginaires de G, H, G’, la quantit H; - G, G,
serait nulle, cas & rejeter.

On a un résultat analogue cn anugmentant ¢ de 1, de sorte que, fina-
lement, les seules conditions auxquelles aient & satisfaire les a;, b;, ¢;, /;
sont, avec (37) et (39), que les quantités

ol +byzk  Byak  aypk—bo(l-+BA) by (l+BA)
(Q) ~ ~ ) N ’ ~

’
o ] o 9 -

solent entiéres.

Pour simplifier la discussion, nous supposerons, comme nous cn
avons le droit, que I'entier « est égal & + 1 (n° 151).

Les relations (39)

a,d,=b,c,=2¢

montrent que d, et ¢, sont des diviseurs de ¢; alors
(40) a, = 5 b,= 3.
da H

C

»

La relation (39)
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donne alors

8
(41) by=—

Cady

da

ce qui montre que dd, doit étre divisible par ¢,d,. Portant ces valeurs
de a,, b,, b, dans les quantités (Q), on met celles-ci sous la forme

, [ kdy k k. (I+Bk)dy I+Bk
Q) g W 4T ed 0 4
Pour qu'elles soient entiéres, il faut d’abord que ¢, divise k et
I + Bk, c’est-d-dire que
k= c¢,w,,

(42)

{{+ Bk = cym,;

alors, par i méme, c, divisera ¢, car § = [({ + Bk) + yA*.
Remplagons / et k par ces valeurs dans les quantités (Q'); il faut
que :

| —~wd, vk + w,d
4 — 12 S 1
(43) A et A .

soicnt cntiers. Si c’est réalisé, la quantité di(lwz—l—ylfm'.‘), c'est-
3

a-dire, d’apreés (42), 0—:7;8, sera également entiére; o est donc divi-
sible par c,d,, et dés lors b,, donné par (41), est entier, quel que
soit d,.

Ainsi, en laissant provisoirement de cAté la premiére des rela-
lions (39), ¢, est un diviseur de k et de !+ Bk et, par suite, de ¢;
d, est un diviseur de 8, tel que ¢,d, en soit un autre, et il s'agit de
reconnaitre si les expressions (43) sont entiéres, c'est-a-dire s'il existe
des entiers d,, x et y vérifiant les relations

- (44) l—wd,—dx =0, th+w,d,— dy = o,

@, et @, étant les quotients, par c,, de ket [ + 4.
Pour que les équations (44) aient des solutions entiéres en d,, =
Journ. de Math. (5° série), tome VI. — Fasc. 111, 1goo. 40
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et y, il faut et il suffit que le plus grand commun diviseur des déter-
minants de la matrice
—w, -—d, o

wz 0 - d"

divise les déterminants obtenus en associant une quelconque des
colonnes de cette matrice & la colonne ylk'
Soit 0 le plus grand commun diviseur (positif) de @,, @,, d, :

,=fgq, @, = O¢,, dy = fp;

¢y ¢» et p étant premiers entre eux. Le plus grand commun diviseur
des déterminants de la matrice, c’est-a-dire de d,w,, d;®@,, d;, sera
dy0, ou 6%p; il faut qu'il divise les nombres

ldy, ykd;, l®,+vkw,.

Donc 0, qui divise k, puisqu’il divise @,, devra diviser /; ensuite,
comme on a, en vertu de (42),

S

. lm‘g"-*{kw‘:z_’
2

il faut que d,0 divise —8-; c'est-a-dire que 62p divise -
Cs Cy

Si ces conditions sont remplies, les équations (44) auront, en d,, =
et y des solutions entiéres, parmi lesquelles figureront évidemment,
pour d,, et en nombre limité, des valeurs de module inférieur a d,.

Enfin la premiére des relations (39)

(45) — Cody + Cod, — ¢, dy =0

donnera pour c,, d, et ¢, des solutions entiéres, parmi lesquelles,
¢videmment, des solutions en nombre limité, telles que c, et ¢, soient
positifs et < ¢,, et que 4, soit, en valeur absolue, < d,.

156. En résumé, 0 est un diviseur commun positif de letde k; c,,

en vertu de (42), un diviseur commun positif de & et —— +[3 ; 6, Clest-
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a-dire I(! + Bk) + yk?*, est alors divisible par c,8?; p est un diviseur
positif de —s» tel que p et lesnombres ke l':’g k soient premiers entre
eux. On prendra dy = 0p, et 'on pourra trouver un nombre entier ,,
de module inférieur a Op, vérifiant (44), c’est-a-dire, tel que

- fd=o, yhk+ZMa=0 (modip).

Les autres entiers a;, b;, ¢;, d; se déterminent ensuite comme on I’a
expliqué plus haut.

1587. Voici donc le résultat final :

Soit un systéme de fonctions abéliennes singuliéres a deux va-
riables, u, v, dont les périodes vérifient la relation

g+Ph+vyg=

pour trouver tous les systémes des fonctions singuliéres a deux va-
riables U, V, tels qu’on puisse passer de ’un d’eux au systéme pri-
mitif, par une transformation singulicre d’indices ! et k et de
degré 8 (8 = I + Bkl+ yk?), on procédera comme il suit('):

Soient

9 un diviseur commun positif de / et de k;

. . Ld l
¢, un diviseur commun positif de ,f et 53
8 k!
p un diviseur positif de - ik tel que les nombres p, —.» ] soient pre-
miers entre eux.

On pourra toujours trouver un ou plusieurs entiers, d,, en nombre
limité, de module inférieur a 8p, tels que 'on ait

l k ; k l+Bk,
6—0_6 9 =0, "{'6"*"'?2'6“ 2 == (mOdP)o

(*) Les deux indices {et & sont des entiers quelconques, tels seulement que 3,
c’est-a-dire 22+ Bkl + yk?, soit positif,
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Les variables U, V sont alors liées & «, ¢ par la transformation

R L R N )

Quant aux périodes G, H, G’ des fonctions abéliennes en U et V,

elles sont lides & g, A, g’ par les formules suivantes, déduites de (33)
et de (35):

G'=— ’f‘, + Lf—g[kh + (L+Bk)g'),

H=- 5'3 - —'—[(—-/—{— -—(l)/z —1—(*{/: + -i-s—/' ¢ ._,)g'—l,
wdy— ¢y, g R

(47) (G == 4 slle—kdi]

——-[ the,— (2l + Bk)dy+ <1|

o vk + ]

Dans ces formules, ¢,, c,, d, sont des entiers non négatifs qucl-
conques, vérifiant les inégalités

ey <6y d,< 03
de plus la quantité
e+ drcy
€3

doit étre entiére, et, en valeur absolue, inférieure & 0.

158. On peut compléter ce résultat, en déterminant les valeurs des
seize entiers caractéristiques de la transformation ci-dessus : nous
désignerons ces entiers par m;, n;, p;, ¢;, les lettres a;, b;, ¢;, d; ayant
¢té employées tout 4 'heure pour une autre transformation.
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On trouve sans difficulté :

k A

My =5 — Mclg, m = my,=o0, my=o0;

—yk 1+ Bk L+ Bk .
Ity = ?){“ - ohc, (lm | = o ) n,=o, n; =0,
Po = Coy Pi=Cy Pa= Cas Ps=0;
qozd(,, 94=dn 92=dzy 4= Pﬂ-

On ne doit pas perdre de vue la relation (45) :

— ¢op0 +c,d, — ¢,d, =0,
(ui détermine d, ; de plus mod d, < e

189. Vérification. — Les entiers m;, n;, p;, q; doivent satisfaire
aux relations fondamentales (5) de la transformation singuliére d’in-
dices lethk,ou D =E =0,A=1,B=§, C=4, c'est-a-dire:

(mp)os + (mp) .=k,
(gn)os + (gn)is =Yk,
(mn)y, + (mn),,= o,
(P@)os + (P12 =0,
(mq)os+ (mg)1a= 1,
(Ap)os +(np)i» =1+ k.

La vérification est immédiate.

160. Remarque. — Tous les systémes de périodes G, H, G’
obtenus par les formules (47), pour des valeurs données de g, 4, &,
sont distinets 4 une transformation ordinaire prés du premier ordre;
c’est-a-dire que 1'on ne peut passer de I'un d’eux a un autre par une
transformation ordinaire d’ordre un. Cela résulte immédiatement de
ce que la transformation ordinaire T,TT, du n° 183 est réduite, de
telle sorte que deux transformations réduites ne peuvent étre équiva-
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lentes (4 une transformation prés du premier ordre) que si elles sont
identiques (*).

161. Des formules (47) on déduirait sans difficulte la valeur de
H? — G, G, en désignant toujours par G, ... les parties imaginaires
de G, ...; il sera plus rapide d’opérer autrement.

La transformation T, TT, est ordinaire et d’ordre ¢&; elle fait passer
de G,H, G’ a g, 3, ¢'; on a donc, d'aprés M. Hermite,

o2

2 '
B, =64 = 50

(H} - G,G)),

on? étant une quantité positive.
Dailleurs les formules (35) donnent
8G, = lg, — vkh,,
oxe, = lh, — vkg,,
=akg,+ (I+Bk)h,,
8¢, = akh,+ (I +Bk)g,,

d’ou, en prenant pour 82J¢} le produit des deux valeurs ci-dessus
de 83619

(=66 =8kl - 515)
et finalement .
(K —g:8)) = 5a(Hi - GG,
62 étant positif.
C’est la formule que nous avions annoncée au n° 144.

Transformations singuliéres des fonctions intermédiaires.

162. Reprenons la transformation générale singuliére (1), d’entiers
caractéristiques a;, b;, ¢;, d;, d’indices /et & et de degré ¢ :

(1) U=hu+ps, V=Nu+ o,

(1) Voir par exemple Krausg, loc. cit., p. 79.
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ct considérons une fonction théta @(U, V), des variables U et V, aux
périodes (G, H, G’). Si m est l'ordre de ®(U, V), on a

‘ O(U~+1,V)=0(U, V+1)=0(U, V),

(48) ¢ O(U+ G,V +H)=0(U, V)eg2rimu+cons.,
O(U+H,V+G)=0(U, V)e-2rimonst.,
Pour qu'il existe une telle fonction entiére, il est nécessaire et sufti-
sant que H} — G, G, soit négatif (G, ... parties imaginaires de G, ...)
et que I'entier m ait le signe de G, (ou celui de G, qui est le méme).

Par l'intermédiaire de la transformation (1), ®(U, V) devient
une fonction §(u, ¢) de u, ¢ et ’on a, en vertude (1) et de (2),

Y(u+1,0)=0(U+\V+p)
=0(U+ay+a,G+a,H,V +a,+a,H+ a,G'),

et par suite, d'aprés (48), -
Y(u+ 1, 0) = O(U, V)etmimiau+ayyconst.
et en revenant aux variables u et ¢
\ll(l& +1, ()) = q;(u ) p) e—2mimlua,+Na) +o(uawa,)) +const.
De méme

4,( u, v+ I) — 4,( u, L,)e---ﬁ'ﬂ:im[u()l),-4»).'1),)-'-v(p.b.+p.’l:,)]-4-cm'|st-,
v,!,(u +g,v+ [),) — gl,(u, 9) e-2ﬂimlu(1d,+k’d,)+v(p-d,+p.'d,)]+const-,

Y(u+h, 0+ g')={(u, p)etmimlude, s¥e) e syle ) +oonst.

Posons

o(u, v) = $(u, p) ettt

P (u, v) désignant un polynome du second ordre en z, ¢ : il est aisé de
voir que I'on peut déterminer les coefficients de P (u, ¢) de maniére
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que ¢(@+1,90)=09(z, ¢), et que ¢(u, v + 1) reproduise p(», ¢) & un
facteur exponentiel prés de la forme ef*; on trouve ainsi

e(u+1,0)= qpku, 0),

o (uy 9 + 1) = @(u, v) e 3mmb b ) -a )
ou, cn vertu des expressions (2) de &, @, N/,

? (u’ P -+ I) —_ e—mimu[(ab)“-i-(ab)u].

On trouve de méme ¢(u+ g, v+ 1), ¢(e+h, o+ g'), ce qui
donne finalement, en désignant par v et v’ des constantes :

g(u—+1,0)=9(u ),
’f(lt, -+ ,) = ?(u, p) e—21rimu[(ab)u.f(az.)u]’
?(lt + &Y + h) = ? (u'7 ‘,)c_zmm""[m’hn-’-‘llll)"]+"[‘l'"’v!'*"[‘"h-r"g('(lbma+(nll|.z)];+"7

?(u + h 0 -+ gl) —_ ?(u U) c—?‘m‘m:n[mc:o,+(m').,]+v[clrc\oa+(lm,:+h(mln“,+ ill’l)|=)]:+"'
3 6 = ) )

163. Supposons d’abord que g, %, g’ soient liés par la relation
singuliére la plus yénérale

Ag+Bh+Cg' +D(*—gg')+E=0;
les relations auxquelles satisfait ¢ (z, ) sont, en tenant compte de (3),

oo+ 1,0) = 51,0,
?(l(, = ]) — {?(u, “)(3—‘2‘m'mllﬁ'u’
q/(ll, + g,9+ ]I) = f(u, p)e—-mim[Iu—((:—l)g)k.:].,.\,’

?<u -+ h, © 4 g’) — ?<u’ ()) e~ Tim[ Ak BEEDE A ]
Si g, h, g’ sont liés par la relation singuliére ramenée & la forme

ag +Bh+yg'=o,
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ces relations deviennent

7(a+1,0) =9(u, e +1) =5(4,0),
(50) ) ?<u+g, €‘+h — f(ua 0)e-Z'ﬂim((ll—/rY")-l»const.,

( cp(u + /&, ¢ 4 g:) — ?(u’ 0)e—'mim[lfau+(l+l:{s;v]+const..

Sous cette derniére forme, on reconnait que ¢(, ¢) est une de ces
fonctions intermédiaires singuliéres, définies et étudiées dans la
premiére Partie de ce Mémoire : ¢’est une fonction d'indices mi et mik
(I, n* 28).

Nous dirons aussi que la fonction ¢(u, ¢), qui vérifie les rela-
tions (49), est une fonction intermédiaire singuliére, d’indices ml
el mk.

Ainsi :

164. Une transformation singuliére d’indices 1 et k, faisant
passer des variables U, V aux variables u, ¢, transforme une
fonction théta, d’ordre m,de U, V, en une fonction intermédiaire
singuliére de u, v, d’indices ml et mk:.

165. Sil'on suppose m =1 et si 'on fait subir aux variables «, v
une nouvelle transformation singuliére, d’indices [, et &, la fonction
théta initiale se transforme en une fonction intermédiaire singuliére,
dont les indices /, et k, sont évidemment ceux de la transformation qui
est le produit des deux premicres, et sont donnés par les formules (29)
et (30). On en conclut, sous une autre forme, que :

Une transformation singuliére, d’indices I, et k,, faisant passer
des variables u, v aux variables u', v', transforme une fonction in-
termédiaire singuliére, d’indices l el k, de u, ¢, en une fonction
intermdédiaire singuliére de v', ¢, dont les indices 1, et k, s'obtien-
nent par les relations

2ky= k, (2l + Bk) + e,k\/Aﬁl(zz, +B,k,),
2(2ly+ B ky) = (20 + BK) (20, -+ B, k,) + ¢, kk, AR,

Journ. de Math. (5 série),tome VI. — Fasc. III, 1g00. 4
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On suppose que la relation singuliere entre les périodes de u, ¢ est
Ag+Bh+Cg'+D(h*—gg)+E=o,
ct celle entre les périodes de «', ¢
A ¢+ B,se+ C,§ + D (52— ¢G) + E, = o;
A et A, désignent respectivement les invariants B*— 4AC — 4DE et

Bi —4A,C, - 4D,E,; enfine, désigne +1 ou —-1 sclon que la trans-
formation d’indices /,, k, est droite ou gauche (n* 142 et 149) (').

(') Remarque.—Reprencns les fonctions intermédiaires singuliéres, o (u, ¢),
du ne 163, qui répondent & la relation singuliére générale

(r) Ag+Bh+Cg'+D(h—gg"y+E=o0;

si I et & sont les indices de ¢ (u, ), on a (49) :

g+, 0)=o(u, ),
4o) o(u, v+1)=wo(u,¢)e 3%,
( 9 ' ?(“—l_g) "4‘/l):?(u’ p)e*ﬁ'lti”ll—(('.-l)g]/nr].;_y’

L o(u Ry o+ g') =0 (u, p)emtTilAKuE UL B DEI ey

La théorie de ces fonclions se déduit sans difficulté de celle des fonctions ana-
logues éludides dans notre premier Mémoive.

Effectuons en elfet une transformation ordinaise du premier ordre, ramenant
la relation () au type (de méme invariant) :

(r" 2G4+ BIC + v (' =o0;.

¢(u, ¢) devient une fonction intermédiaire, (¢, ¢'), répondant i la relation ('),
et dont les indices, /; et ky, sont donnés par les formules du n° 163, ot ;= o,
L=1,A=4:

(.5‘) /{2:8,/{, ng+§/"g=2[+Bk'

La fonction ¢ (', ¢') n'existe (I, n° 28), que si I3+ Bkyly+ vk} est positil,
et si 2/,+ Bk, est du signe de la partie imaginaire de (. Or ce signe est celui de
la partie imaginaire de g, d'aprés M. Hermite (Théorie des transformations
ordinaires); d'ailleurs, en vertu des valeurs (s) de A, /, et de I'égalité des
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DEUXIEME PARTIE.

TRANSFORMATIONS SINGULIERES LU PREMIER DEGRE.

166. Parmi les transformations singuliéres, les plus simples ct
celles qui conduiseut aux conséquences analytiques les plus intéres-
santes, sont celles du premier degré, c'est-a-dire celles qui répondent
ad=1.

On les obtient toutes, & une transformation ordinaire prés du pre-
micr ordre, par la proposition générale du n° 157.

invariants B*— 4 AC — 4DE et 82— 42y, on a

02+ Bhyly+ayh2 =12+ Bhl+(AC + DE)A2
Donc :

1° Les fonctions intermédiaires générales répondant a la relation singu-
liére (r), et d'indices l, k, n’existent que si le nombre [*+ Bkl + (AC + DE )42
est positif, et si 21+ Bk a le signe de la partie imaginaire de la période g.

Les fonctions ¢(«’,¢") vérifient les relations (49), o l'on remplace g, A, g'
par G, K, ¢, Let k par I, et &y, A, B, G, D par «, B, v, 0; nous savons (I, n° 28)
que, pour v et v donnés, elles s'expriment en fonclion linéaire et homogéne
de 2 + B kyly+ xyk? d'entre elles; donc :

2 Les fonctions intermédiaires générales, d’indices l, k, qui répondent d
des valeurs données des constantes v et v' dans (49), sont des fonctions linéaires
et homogénes de I*+ Bkl +(AC + DE)k* d’entre elles.

De méme, deux fonctions ¢(«/, ¢'), d’indices /;, &, et {3, &, ont un nombre
de zéros communs (I, n° 3%) égal &

2l + Bk ly -+ Ry b)) + 20y ko A

en remplagant dans celte expression l,, ks, [, A}, par leurs valeurs (s), on recon-
nait que :

3o Deux fonctions intermédiaires générales, d’indices i, k et I', k', répon-
dant d la relation singuliére (r), ont un nombre de séros communs égal a :

2l +B(lk' + kl'y+2(AC + DE)kK'.

1 s’agit, hien entendu, des zéros distingts & des périodes prés.
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En effet, soient [ et k les indices d’une transformation T de degré
un;on a '

(1) U Bkl 4+ ykr=1;

l et k n’ont pas de diviseur commun, de sorte que 0 = ¢, =1, p, divi-
- ) . ., . « pes
seur positif de —» est aussi 'unitc, et d,, entier de module inférieur
2

a 0p, est nul. Enfin, ¢,, ¢, d,, entiers positifs inférieurs i ¢, ou & 0,
sont nuls.
La transformation T, d’indices / et k, cst alors (46) :

U=lu—hv,
(2) v
V=rhu+ ({+Bk)e.
Les périodes de u, ¢ sont toujours supposées liées par la relation
singuli¢re g + B + yg' = o; les périodes de U, V sont
G =g —- ykh,
(3) « H=1lh —yhkg' = kg + ({+ 3kA,
[ 6= ks + 1+ Bh) g,

elles sont lides aussi par

G+ BH +yG' =o.

Quant aux entiers caractéristiques de la transformation a;, b,
Ciy dyy ils ont pour valeurs (n° 158)

a, = l, a, = ’1‘, a, = Q, a, = o;
l)o=-—-71f, 1). =l+ﬂ/€, b, =0, ])3:':0;
Cp = O, ¢, =0, C, = 1, C; =0,
d,= o, d,=o, d,=o, dy,=1.

167. Ainsi, les transformations singuliéres du premier degré sont
. lides aux solutions entié¢res de I'¢quation (1), qui peut s’écrire, en
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désignant par A l'invariant, 3* — 4, de la relation singuliére entre
gl g

(20 + Bk)*— Ak*=4.
Clest unc équation de Pell, du type classique
= A= G’,

4A étant ou divisible par 4o® ou congru & ¢? suivant le module 4¢* :
car ici o® = 4, et I'invariant A est de I'une des formes 4N ou 4N + 1.
Le fait que z = 2/ + Bk ne diminue pas la généralité, car si § est
pair, A est de la forme 4N et x est pair; si § est impair, A est de la
forme 4N + 1 et z est pair ou impair en méme temps que &.

Ainsi, & toute solution entiére de I'équation de Pell

(4) z?— Ak =

répond unc transformation singuliére et réciproquement, [ étant
donné par
2l +Bk=ux.

Cette équation (4) admet les solutions évidentes k = 0, x = = 2,
donnant /= =1. Il leur correspond les transformations évidentes ct
sans intérét

b)) U= u, V= o, G= g
6y U=—-u, V=—9¢, G=-¢g
qui, d'ailleurs, sont ordinaires, puisque k = o.

168. L’équation (4) n'admet de solutions entiéres, autres que les
précédentes, que si A n’est pas carré parfait, c¢’est-a-dire dans les cas
non elliptiques (I, n° 415). Donc:

Les fonctions abéliennes du cas elliptique n’admetient pas de
transformations singuliéres du premier degré.

169. Au contraire, si A n’cst pas carré, on sait que 'équation (4)
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admet une infinit¢ de solutions entiéres, qui peuvent étre considérées
comme des puissances d’une méme solution; elles sont comprises dans
la formule (')

(F) (xi *h \/K )’h = TV + A\/Z :

/]
2 2

n désignant un entier positif ou négatif, et (z, k,) la plus petite so-
lution positive de I'¢quation de Pell.

On en déduit que toutes les transformations singuliéres du premicr
degré sont des puissances de celle qui répond aux nombres x,, k,,
c'est-i-dire & » = 1. Soient, en effet, T, la transformation qui répond
au nombre n; x, et k, les valeurs correspondantes de « ct k; il suflit
d’établir que T,,,=T,T, et que T_, est 'inverse de T,.

En premier lieu, si I'on se reporte aux formules du n° 166 qui
donnent les valeurs de &, b;, ¢;, d; et aux formules du n® 30 qui
donnent celles de a;, ... pour le produit de deux transformations, il
s’agit de vérifier les relations

§ (@ — Bh) = 3(wn—Bhy) (22— Bh() ~ yhohy,
kpeo = Yho(m,—Bk)) + 3w, + Bl

—vhyy =—3(w,—Bh)vk, = 3yk, (e, +B1)),
@y + Blpry) = — Yhoky+ F (a0, + 3K, (2, + 3Ky 5

les huit autres étant satisfaites d’elles-mémes.
Or I'équation (E) donne

Tpyy + A‘11+1\/A O - /‘.l\/A ,

2

) L+ /;,,\/S -

2pey = Xy L+ ".l Ifn A’

2kn+| =k, -+ Iil‘,‘l'.ll’

et, a l'aide de ces valeurs de x,.,, k4, la vérification est immédiate.

(') Voir, par exemple, DiricaLer, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 3° édi-
tion de M. Dedekind, page 120.
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Iln second lieu, pour 2 =—1, 0n a
&L=, k=~—k,

¢t on reconnait sans difficulté que le produit de la transforma-
tion (x,, k,) par la transformation (z,, — k, ) seréduit identiquement
i la transformation unité. Ainsi:

Toutes les transformations singuliéres du premier degré sont
les puissances, positives ou négalives, d’une méme transformation
de cedegré,T,.

170. Bien cntendu on ne regarde pas comme distinctes deux trans-
formations singuliéres qu’on peut ramener Pune i l'autre par unc
transformation ordinaire du premier degé : c’estainsi que la transfor-
mation (2) et celle ou 'on change simultanément les signes de ¢ et
de k ne sont pas distinctes, car la seconde s’obtient en faisant suivre
la premiére de la transformation (6).

171. lci se pose un probléme trés intéressant, qu'il sera plus simple
d’¢noncer cn empruntant le langage géométrique :

Considérons deux surfaces hyperelliptiques, s et S, pour lesquelles
les coordonnées d’un point s’expriment respectivement par des fonc-
tions abéliennes aux périodes g, 4, g’ et G, H, G': si I'on peut passer
de G, H,G" a g, h, g’ par une transformation singuli¢re du premier
degré, & un point de s correspond un et un scul point de S, et récipro-
quement, d’aprés la signification du degré. C'est précisément la trans-
formation (2) qui établit cette correspondance unicogue entre les
points des deux surfaces.

La question qui intervient naturellement est la suivante :

Les deux surfaces s et S, qui se correspondent point par point,
ont-clles les mémes modules, en appelant modules d'une surface
hyperelliptique ceux de la courbe de genre deux qui donne naissance
aux fonctions abéliennes correspondant 4 la surface?

172. Précisons celte notion de modules. Supposons que les coor-
données homogénes d'un point de S soient proportionnelles a quatre
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Jonctions théla, des variables U, V, formées avec les périodes G,
H, G, et n'ayant aucun facteur, fonction de U, V, commun; admet~
tons de plus qu'a un point de S réponde, aux périodes prés, un et un
seul systtme U, V. Une pareille représentation paramétrique n’est
possible que d’une maniére, 4 une transformation ordinaire prés d’ordre
un : car si les quatre coordonnées sont aussi proportionnelles 4 quatre
fonctions théta, sans facteur commun, de U’, V, la transformation qui
fait passer de U, V a4 U’, V' est ordinaire, puisqu'elle change une fonc-
tion théta en une fonction théta; clle est du premier ordre, puisque
A un systéme U, V (ouU’, V') répond un seul point de la surface,
et par suite un seul systéme U’, V' (ou U, V). Nous dirons que les
modules de S sont ceux des fonctions abéliennes de la représentation
ainsi définie, ou ceux de la courbe de genre deux génératrice de ces
fonctions.

173. Sur la surface S, si I'on désigne par $(U, V) une fonction
théta du premier ordre, aux périodes G, H, G', les courbes repré-
sentées par I'équation

3(U+a,V+f)=o,
ot o et f sont deux constantes quelconques, sont de genre deux et de
mémes modules ('); ces modules sont ceux de la surface S (*).

Effectuons maintenant la transformation singulicre du premier
degré, d'indices I et k, qui fait passer de 5 4 s: la fonction théta du
premier ordre $(U + «, V <+ {8) se transforme en une fonction inter-
médiaire singuliere (n° 4161), d'indices [ et £, qui cst évidemment de

la forme
g(u~+ A o+ p),

A et u dépendant linéaircment de « ct B.

(*) Voir notre Mémoire Sur les surfaces hyperelliptiques, 4° série, t. 1X de
ce Journal, p. 422.

(?) En effet, sur une surface de Kummer, pour laquelle les coordonnées homo-
génes d'un point sont proportionnelles 3 quatre fonctions théta normales paires,
du second ordre et & caractéristique nulle, des variables U et V, les courbes
(U +a, V4 B)=o0 ont pour modules les rapports anharmoniques quatre &
quatre des six points doubles situés sur une méme conique (/bid., p. 114), c’est-
a-dire les modules des fonctions abéliennes de la représentation.
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Cela posé, si les deux surfaces s et S ont les mémes modules, c'est
qu’on peut passer de I'une & I'autre par une transformation ordinaire
du premier ordre; une telle transformation, comme on le sait depuis
M. Hermite, et comme cela résulle aussi du théoréme plus général du
n° 164, change une fonction théta d’ordre un de U et V, en une
fonction théta d’ordre un de u, ¢. Dés lors, soient U, V un point quel-
conque de S; u, v et «, ' les points de s qui lui correspondent respec-
livement par la transformation singuli¢re et par la transformation or-
dinaire qu'on vient de définir : la transformation qui fait passer, sur
$, du point u', ¢ au point &, ¢ est univoque et birationnelle, puisque
les deux précédentes le sont, et elle transforme une fonction théta
d’ordre un, (z'+ o', '+ {3’), en une fonction intermédiaire singu-
liére d'indices { et k, o(u + A, v + ), A et i dépendant linéairement
dea’ct B

Réciproquement, si la surface s admet une transformation biration-
nelle en elle-méme, transformant 6(u'+ o', '+ ') eng(u—+ A, 0+ 1),
les deux surfaces s et S ont les mémes modules. En effet, la transfor-
mation singuliére du premicr degré, qul méne de S & s, fait cor-
respondre point par pointles courbes

S(U+a, V+B)=0 et g(u+Nv+p)=o,
de sorte gue les courbes
SU+o,V+B)=0 et W+, ¢+B)=0

sc correspondent ¢galement point par point et ont dés lors les mémes
modules : ces modules étant respectivement ceux des surfaces S et s,
la proposition est établie.

Donc, en résumd, la condition nécessaire ct suffisante pour que S et
s aient les mémes modules est que s admette une transformation bira-
tionnelle en elle-méme faisant correspondre 4 la courbe

0(u+a,r+B)=o,
ot 0 est une fonction théta d’ordre un, unc courbe

e(e+ A o+ p)=o,
Journ. de Math. (5 série), lowe VI. — Fasc. I1I, tgoo, 42
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ol ¢ est unc fonction intermédiaire singuliére, ayant pour indices
ceux de la transformation singuliére du premier degré qui fait passer
de S as.

174. Nous verrons plus loin, dans le Chapitre de la Multiplication
singuliére, que les transformations birationnelles d’une surface hy-
perelliptique simplement singuliére en clle-méme sont comprises
dans les formules (n° 193)

(8) w'=pu—yor,
' ¢ =gu+(p+fBa)e,

en supposant loujours cue les périodes g, L, g* soient lices par la
- ; e LA . 3 + 5 .
seule relation g+ fh +yg' =0, ct en désignant par ¢ ct 5 deux
entiers, lels que
g+ Bos+yt=%1.

Soit mainlenant pos¢
D(w +a, ¢ +8) =$(u,v);

il s'agit d’exprimer que ¢(u,v) est une fonction intermédiaire singu-
liere d’indices £ et k. On a ¢videmment

Yu+1,0)=9(u, v +1)={(u,v),

car augnienter « ou ¢ de l'unité revient & augmenter ¢’ et o’ de nombres
enticrs, ce qui ne change pas la fonction 0(&' + 2/, v+ ). Onaen-
suite

Y(u+ g v+ h)y=0+a+pg —yoh, '+ 8 +0g + (¢ + 85
=0+ +pg—sh, ¢+ 3+ oh—ysg),

en tenant comple de g+ Bh + vg'= o, cl, par suite, en vertu des
propric¢iés fondamentales des fonctions théta,

'J((It + gy IL) = 0((&’ + Ot', ¢ 3/)6..27;1[9,/_ Y3| + const.
= ‘!’(u’ p) e 27 L= Y0~ Y5(20 + fo)e] + comst.
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On trouverait de méme

4&(“ + h, o -4 gr) — ¢(u, ¢,>e— ami (20 +foju +(92—yoﬂ+299f+@?c’)u']+const.,

ct les conditions nécessaires et suffisantes pour que ¢ (u,¢) soit une
fonction intermédiaire singuli¢re d’indices /, % sont

l =2z
|

— e’

(9)

k=c(2p+ Bo).
Cela revient & dire que la substitution linéaire a coefficients entiers

1 U=1lu — ke,

(10) V = ku + (I+ Bk)o

(B +Bkl+yk*=1)

doit é&tre le carré d’une substitution, également & coefficients entiers,
!

U =pu— yov,

(17)

oulona

V=0u+(g+ fo)e,

(12) p*—i—@paq—yc‘-’:::il.

175. Deux cas sont maintenant a distinguer, selon que la forme
5%+ Bps + Y5 ne peut ou peut représenter le nombre — 1.

176. Dans le premier cas, on a nécessairement dans (12)
p*+ oo+ ot =1

et il résulte du n® 169 que toutes les substitutions des formes (10)
et (11) sont des puissances d’une substitution du méme type, T,
ol [ et k seraient remplacés par la plus petite solution, [, k,, de
I'équation {2 + Bkl + yk*=1. Si donc la substitution (10) est unc
puissance de T, paire, T}?, les entiers p et o seront les coefficients
de la substitution T9, et les équations (9) seront satisfaites pour ces
valeurs de p et o, c’est-i-dire que les deux surfaces S et s auront les
mémes modules. .

Si, au contraire, la substitution (10) est une puissance impaire.
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T1%*', elle ne peut étre le carré d'une substitution de méme forme,
puisque celle-ci serait également une puissance de T, : on ne peut
donc trouver des entiers g et ¢ vérifiant les équations (g), c’est-d-dire
que les deux surfaces S et s n'ont pas les mémes modules.

Soit alors s, la surface transformée de S par la transformation T, ;
il est clair que la transformée de S par la transformation T;7*' a les
mémes modules que s,, car on l'obtient en effectuant sur s, la trans-
formation T}, laquelle est le carré de T?. Ainsi, les surfaces obtenues
cn cffectuant sur S les transformations T37*' n’ont pas les mémes
modules que S, mais ont cntre elles les mémes modules.

177. Placons-nous maintenant dans le second cas, ou la forme
P+ ch + y5? peut représenter — 1. Soit p,, 6, unc solution de I'¢qua-
tion p} + Bp, 7, + Y5, = — 1, ct désignons par X, la substttutlon (11),
oll p et ¢ sont remplacés par p, et a,.

11 est clair que la substitution 2 est du typc (10); on a en effet pour
cetle substitution

l""?ﬁ""u’“ia If=c°(290+{30'0),

et 'on vérifie que
Pt BRl+ vk =41,

Par suite
b

a
0 (R

n désignant un cntier et T, ayant la méme signification que ci-dessus.
Je dis que cet entier est nécessairement impair. Si, en cffet, il était
pair, n = 24, on aurait

x=(T),

c’est-a-dire que les carrés des deux substitutions X, et T seraicnt les
mémes. Or T? est de la forme (10), soient /' et k' les valeurs correspon-
dantes de ses coefficients; en écrivant que Zj est la méme substitution
que (T?)*,on a

po— Y= " —Yk",

13
(t9) go(2pe+ Bog) =& (20 + BE).
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En éliminant p,, on obtient'équation bicarrée en g, :
o, (B —4y) — 205 (202 — 2y K+ 2 BUK + B2 K'?) + k3 (al + Bk ) =0,
dont les racines sont

s alt— 2y aBR T BA o a (U2 B U yA)

g
0 Br—ay
d’ou
1° ot = AU ARKE+ B
0 32_44{ 3
c’est-d-dire
G, =+ g_l_'_-_f-_ﬁ_/f:)
0 \/1;

en désignant toujours par A l'invariant, 32 — 4y, de la relation entre
les périodes. Or, le cas elliptique étant exclu, puisqu'il n’y a pas alors
de transformations singuliéres du premier ordre, A n’est pas un carré
parfait, de sorte que les valeurs ci-dessus de g, ne sont pas entiéres, et
sont dés lors inadmissibles.

2v c

¢'est-a-dire
g, = k',

¢ désignant == 1. On en conclut par (13)

eo=1lc¢,
de sorte que
Po+Bposy+yo, =12+ BRI+ vk* =1,

ce qqui est inadmissible, puisque o} + Bp,a,+ Y37 a été supposé égal
a—1.
Donc enfin 7 ne peut étre pair, c'est-a-dire que
2 ___ W 2+t
20 - T« - Tc’{ ’

d’ou
T, =Z;T;*.
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Or %, et T;? sont des substitutions de la forme (11), et 'on vérific
sans difficulté que si A ct B sont deux substitutions de cette nature,
ona AB=BA, c'est-i-dire

A*B= (ABY;
T, = (Zo T—'-q)a,

done

c'est-d-direque T ,, ct toutes ses puissances, sont des puissances paires
d’unc méme substitution; donc, d’aprcs ce qui précede, les surfaces S
et s ont les mémes modules.

178. Voici le résumée de cette théorie :

Soit une surface hyperelliptique pour laquelle les périodes
des fonctions abéliennes correspondantes (n° 172) sont lides par la
relation

g+Bh+vg =o.

Si la forme z*+ Bxy +yy* peut représenter le nombre — 1,
loutes les surfaces que Uon déduil de la premiére par une trans-
Sormation singuliére du premier degré ont les mémes modules

qu’elle.

Si-la forme x*+ Bxy + vy* ne peut représenter — 1, les trans-
Jormations singuliéres du premicr degré étant, comme toujours,
des puissances d’une méme transformation T, les surfaces deduites
de la surface primitice par les transformations T3 ont les mémes
modules qu’elle; les surfaces déducites par les ll'ans/ ormations 137!
ont entre-clles les mémes modules, mais n’ont pas les modules ¢l(' la
surface primitice.

Les périodes G, I, G', qui répondent & une des surfaces transfor-
mées de la premicre et de modules différents, sont données parles for-
mules (n° 166) :

" G=1lg —vk,
¢ H=4Lh — vk, g,

{(; ‘=koh+ (L +Bk)g

l,, &, désignent toujours la plus petite solution en nombres enticrs

(r4)
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(aulre que 1, o) de 'équation
2 2
048k + k=1 (").

179. RemarqueI. — La propriété, pour la forme 22 + Bay +vy?,
de représenter — 1, ne dépend (comme cela doit ¢tre) que du diseri-
minant §2 — 4y, c'cst-d-dire de Pinvariant A. En effet, la rclation
22+ Bry + yyt=—1 peut s'écrire

(22 +By)— Ay*=— 4,

ce qui revient exaclement i dire que la forme X2 — AY* peut repre-
senler — 4 (n° 167).

180. Remarque II. — Dans lc cas ou la forme 2+ Buy + vy
peut représenter —1, toutes les substitutions (11) :

-

=pu — Y70,
‘ V=cu+ (p+ f)r,
ol
2 2
'+ Bpr +yst=1

sont des puissances d'unc scule d'entre elles (ainsi que cela a ¢té
d¢montré pour le cas ot la forme ne peut représenter — 1). Pour sim-
plifier, disons que la substitution est droite ou gauche sclon qu'elle
correspond & + 1 ou it — 1. On a vu ue les substitutions droites sont
des puissances de T, ¢t I'on a trouvé (n° 177)

I, étant gauche (car ¢’est le produit d’unc substitution gauche, T, par
une droite, T;?). Soit alors X unc substitution gauche quelconquce;

(') Soit une surface de Kummer, s, pour laquelle les coordonnées homogénes
(un point sont proportionnelles & quatre fonctions théta normales, paires, du
second ordre el & caractéristique nulle, des variables u et ¢, formées avec les
périodes g, &, g’; soit de méme S une surface analogue répondant aux variables U
et Vet aux périodes G, H, G'; il est clair que la transformation U =/, — v/4,¢;
V=4Ayu+(l+ Bk)v est birationnelle entre les points des deux surfaces : on
voit ainsi que deux surfaces de Kummer peuvent se correspondre point par point
sans que les rapports anharmoniques, quatre & quatre, des six points doubles
situés sur une méme conique soient les mémes pour les deux surfaces.
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I3, est droite, donc
— ro__ 2r
L D) - T‘ - 2‘ ’
d’ot
o yar-y
I=X""

Les substitutions droites sont donc des puissances paires, les
substitutions gauches des puissances impaires d’une méme substitu-
tion X,.

De plus : toute substitution droite est le carré d’une autre substi-
tution, droile ou gauche.

181. Noussommes arrivésaun®178 i la notion de surfaces (hyper-
elliptiques) se correspondant point par point sans avoir les mémes mo-
dules; ce résultat, assez inattendu si l'on s’en tient 4 'analogic avec le
cas des courbes, peut recevoir une autre forme géométrique.

Une surface hypcrelliptique générale S est une surface qui cor-
respond point par couple 4 une courbe C, de genre deux ('), c’est-
d-dire qu'a un couple de points pris sur C répond un et un seul point
de S, et réciproquement : dés lors le fait que deux surfaces hyperellip-
liques peuvent se correspondre point par point sans avoir les mémes
modules montre que deux courbes de genre deux peuvent sc
correspondre couple par couple sans avoir les mémes modules.
Ces courbes de genre deux donnent naissance, d’aprés tout ce qui pré-
céde, & des fonclions abéliennes singuli¢res; il scrait intéressant de
poursuivre des recherches analogues sur deux courbes de genre quel-
conque.

182. Le théoréme général du n° 178 résout, au point de vue des
périodes, le probleme de la détermination des couples de surfaces
hypereclliptiques se correspondant point par point, sans avoir les mémes
modules : les formules (14) donnent, en cffet, les valeurs des périodes
G, H, G, repondant a4 l'une des surfaces, en fonction dcs périodes

g, by gy qui repondent a l'autre.

Il resterait & compléter ce résultat au point de vue des modules,

(Y) Voir, par exemple, notre Mémoire Sur une surface du sixiéme ordre lide
auz fonctions abéliennes de genre trois (ce Journal, 3¢ série, t. 11, p. 263).
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c'est-i-dire & déterminer tous les systémes de modules différents tels
que les surfaces hyperelliptiques correspondantes soient représen-
tables point par point l'une sur I'autre (*).

TROISIEME PARTIE.

MULTIPLICATION COMPLEXE,

183. Le probltme de la multiplication complexe, extension directe
du probléme analogue pour les fonctions elliptiques, peut se poser
ainsi :

Soit un systéme de fonctions abéliennes & deux variables U, V aux
périodes G, H, G’, on opére sur ces périodes une transformation quel-
conque, ordinaire ou singuliére : il s’agit de reconnaitre dans quel cas
les périodes transformées (g, %, g') seront identiques aux périodes
primitives (G, H, G").

Au point de vue géométrique, étant donnée une surface hyperellip-
tique, liée aux paramétres u et o, si 'on pose

(1) U=2Au+ o, V=Nu+uo,

peut-on déterminer les constantes A et . de maniére qu'a un point
(u, ©) de la surface réponde un et ur seul point (U, V) de la méme
surface ?

Ce probleme comprend celui de la recherche des transformations
birationnelles d’une surface hyperelliptique en elle-méme.

184. Remarque. — La multiplication complexe n'a pas été jus-
qu'ici, & notre connaissance du moins, traitée avec la généralité qu’elle
comporte par les divers auteurs qui s'en sont occupés. C'est ainsi que
MM. Frobenius, Weber, Wiltheiss (*) se sont bornés au cas ot la

() Voir & ce sujet une Note que nous avons publi¢e aux Comptes rendus
(2° semestre 189g).

(?) Frosentws, Journal de Crelle, t. XCV, p. 264.—Weser. Annali di Mate-
matica, 2° série, t. IX. — Witariss, Math. Annalen, t. XXI, p. 383-398.

Journ, de Math. (5° série), tome VI. — Fasc. IIL, 1goo, L’ﬁ
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transformation qui fait passer des variables U, V aux variables , v,
¢st une transformation ordinaire d’'Hermite, sans prendre garde aux
transformations singuliéres qui conduisent précisément aux multipli-
cations les plus intéressantes.

Il y aura, d’aprés cela, deux espéces de multiplications complexes :
1° les multiplications ordinaires, qui dérivent d’une transformation -
d’Hermite; 2° les multiplications singuliéres, qui dérivent d’une de
nos transformations singuliéres.

185. Les relations entre les périodes g, A, g’ de multiplication
complexe s’obtiennent immédiatement en faisant, dans les relations (2)
de la premiére Partie, G = g, H = %, G’'= g’; ce qui donne

i A=a,+a,g+ah, =0+ b5+ b,h,
(2) \ N=a,+ah+a,g, W=b+bh+0,yg,
2 {

( rg o+ ph=dytdig+diby Mo+ pg' =co+cy g+ e,
\Ng+uwh=d,+d,h+d,g, Nh+pg=c+c,h+e,8.

<

L'élimination de A, «, A, &' conduit aux quatre équations fon-
damentales

(A) g‘*a3+ glc(a2+ b,,) -+ hzb2+ g(ao—- d;,)—i- /L(bo—d2)—~d0:(),

(B) gha,+ gga,+Nb,+hgby+ga, + h(b,—dy)— g'd, —d,= o,
(C) gha,+ gg'bs+ hra,+ hg'b,— ge,+ ha,—c;) + g'b, — o= 0,
(D) APa,+ hg'(a,+ b)) + g%b,+ h(a,—c;)+ g (by—c,) — ¢, =0.

Les a;, b;y c;, d; sont toujours des entiers, caractéristiques de la
transformation employée (1).

186. Les relations (A), (B), (C), (D) ne sont des identités que
sig,=ay=a;=by=by=b,=¢cy=c¢,=c;=d,=d,= d,=o, et
a,= b,=d, = c,; la transformation (1) est alors

U=au, V=a,,

et se réduit & la multiplication ordinaire par un nombre entier.



SUR LES FONCTIONS ABELIENNES SINGULIERES. 329
187. Désignons par A, B, C, D les premiers membres des quatre
relations ci-dessus; on a ldenthuement
(3) Ala,h +a, g +a,)—B(a,g +a, b+ a,)
+ C(byh+ b8 + b)) —D(byg + byl + by)=F,

(4) A(ah+byg —¢,) +B(a,h+ b, 8" — c,)
— C(ayg +byh—d,)) = D(a,g + b,k —d,)=F,,

étant posé

Fi=(I* = gg')[(ad)ss + (bc)ss]
+ g[(ad),, +(be)s ] + g'[(ad)er + (D). ]
+ I [(ad)yy + (bC)yy — (ad) iy —(be),a] + [(ad)y, +~ (bE),, ],
F,=(h*— gg'[(ba),, + (ba),,}
(6) ? + g[(ca)es + (¢a)i2] + &' [(bd)gy + (b))}
+h [(Cb)o3 + (Cb)| R (da)oa — (da)m] + [(dc)os -+ (dc_‘)aa.l-

On observera que les relations IF, = o et F, = o sont les relations
singuliéres (3 bis) et (3) de la premi¢re Partie entre les périodes ini-
tiales et finales de la transformation; elles ne sont identiquement
nulles que si la transformation considérée est ordinaire, et, d'aillcurs,

si l'une d’elles est une identité, 'autre est également (n° 107)

"~ Nous dirons que la multiplication complexe considérée conduit de
la relation F, = o 4 la relation F, = o.

(5)

188. Le probléme est maintenant de trouver a priori les périodes
gy hy g’ telles que les relations A =0, B =0, C =0, D = o puissent
avoir lieu, par un choix convenable des entiers a;, ;, ¢;, d;.

189. Remarque. — Les termes du second degré en g, £, &', dans
les premiers membres des équations (A), (B), (C), (D), peuvent se
mettre respectivement sous la forme remarquable suivante :

]

by(h*— gg'y+ gla,g + (ay+ b)Y+ byg'
s —a,(h*—ggy+h|a,g+ (a,+ b, )/¢+b 21,
—b,(—gg)+ha,g+ (a,+b)h+,g],
a,(h*— gg) + g'la, g + (as+ b)) h + byg').

(7)
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On en conclut que, sil'on regarde g, %, g’ comme des coordonnées
courantes, les quatre quadrigues représentées par les équations A = o,
B=0, C=o0, D=0 ont en commun, dans le plan de l'infini, les
deux points

/

(8) h—gg' =o, a, g+ (ay+ b))+ b,g"=o.

On reconnait sans difficulté qu’elles n’ont pas, dans ce plan, d’autre
point commun, & moins qu’on n'ait simultanément

a3=a._,+l)3=b,=0.

Dans ce cas, les quatre équations (A), (B), (C), (D) sont singu-
litres : les périodes g, %, g’ ne sont alors liées que par des relations
singuliéres.

190. Tutorime. — Il y a, entre les périodes de multiplication
complexe, au moins une relation singuliere (@ coefficients entiers).

Car les relations F, =0, F,= 0, B — C = o sont singuliéres; lc
seul cas d’exception possible serait donc celui ol ces trois relations
seraient des identités.

Or l'identité B — C==o0 donne, en particulier, a,= b;, a, = — ¢,;
et, en faisant B==C dans (4), il vient

(9) %

A(a,h + a,8'—¢y)
+B(—a,g+ b8+ ds—c,) —D(a.g + by — d,)=o0.

Considérons toujours g, A, g’ comme les coordonnées d’un point
dans I'espace;; les trois plans

ah+a,g' — ¢,=o,

(10)

—a:'g"i"'bf_)g"" d3-62=0,
a8+ b,h— dy=o0

se coupent suivant une méme droite, car les déterminants du troisiéme
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ordre compris dans la matrice

0 aa (12 -— C:‘
- (13 ()] b:) d:l — 02

a2 b2 o - dﬁ

sont nuls, comme on le rcconnait aisément, en tenant compte de
a,= by, et (ad)s,+(be)y;=0; cette derniére relation tirce de F,=o.
Dés lors, l'identité (9) montre que le plan

a2g+b2,l—d9200

coupe la quadrique A = o suivant une conique située sur la qua-
drique B = o les quadriques A = o et B = o se coupent alors suivant
une deuxiéme conique située sur D = o.

Le plan, a,g + b,h — d,= o, de la premiére conique commune i
A =oet B = o, ayant ses coefficients rationnels en fonction des coef-
ficients des quadriques A et B, il en sera de méme du plan de la
seconde; c’est-a-dire qu'il existera entre g, & et g’ une relation

xg +Bh+yg—w=o,

ot les coefficients sont rationnels par rapport aux a;, b;, c;, d;, c’est-
a-dire sont des fractions : c’est 1 une relation singuliére entre les
périodes, et le théoréme est établi.

194. Remarque. — On a supposé dans ce raisonnement que les
trois plans (10) existent, c'est-i-dire que I'équation d’aucun d’eux
n’est une identité. S'il en est autrement, du second par exemple,.on
aura ¢, = 0, b, = o; et comme a, = b,, si @, était nul, on serait dans
le cas signalé au n° 189 et ou les perlodes ne sont liées que par des
relations singuliéres. Supposons alors a,20; Iidentité (9) devient :

A(a;g’ —¢;) —D(a,g —d,)=o,

d’et1 'on conclut, en se reportant & l'expression de A, que A est de la
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forme
A=(mh+ n)(a,g — d,)=o,

m et n étant entiers, et m2o.
On ne saurait avoir @, g — d, = o, sinon g serait réel et 4} — g, g
ne serait pas négatif; on a donc

mh+n = o,

relation singuliére. Un raisonnement analogue s’applique au cas ol
I'équation d’un des autres plans (10) serait une identité.

Mémes concluswns, si deux ou trois de ces équations sont des
identités.

192. Avant de discuter plus complétement les relations fondamen-
tales (A), (B), (G), (D) entre les périodes de multiplication complexe,
nous étudierons les multiplications dans quelques cas particuliers.

Multiplication dans le cas d’une relation singuliére.

193. Cette relation pouvant se mettre sous la forme
(R) g+Bh+yg'=o

et étant supposée la seule relation entre g, &, g', il faut que les équa-
tions (A), (B), (C), (D) en soient des conséquences, c¢'est-a-dire,
comme on le reconnait de suite, qu’elles soient du premier degré en
g, h, g’ etdela forme g+ A+ yg’, a un facteur entier pros.

Donc

a3=a.,;—_—1)3=b2=o;
B(a, — dy) =by ~ ds,
v(a,—d;)=o,

puis :

pa’ == b' - (ls,

Ya, =—d,, dy=d, =c,= ¢, =o,
—~ Be, =a,—¢
— YCs =b,,

U, — Cy =b,—c,=o.
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On en conclut
Y(a, —¢)=by— dy=B(a,—dy)

et en comparant avec y(a, — d;) =0, on voit que nécessairement
@, — d,= o, car § et y ne peuvent &tre nuls en méme temps.
On a ainsi pourles a;, b;, ¢;, d; les valeurs

ay=ay by=—7cy, ¢, =0, dy=o0,
(1) S a=¢, b=a,+pc; ¢ =0, d,=o,

a,=0, b,= o, e;=a,+Be, dy=—1vcy,

a,=o0, by=o, cy=¢; d,= a,,

et la transformation de multiplication complexe est, en remplacant
par p et a les entiers, restés arbitraires, a, et c, :

U=pu— yoo,
(12) |
V=ou+ (p+fo)r.
Il est aisé de trouver les indices L et K de cette transformation.
On a, par les formules (5) de la premiére Partie,

AK = (ac)y; + (ac),,=a(2p + fo)
d’ol, puisque A, coefficient de g dans la relation singuliére (R), est
égalai, |
K =ga(2p+ fo).
Ensuite

L = (ad),+ (ad),, = p* — yo®.

A un point u, ¢ correspond, par (12), un seul point U, V, et & un
point U, V correspondent ¢ points u, ¢, étant posé, comme aun® 141,

&=L+ BKL +yK2.

En faisant le calcul, on trouve pour le degré de la multiplication
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considérée
&= (p* + fpo + y9°)*.

194. Remarque. — La transformation (12) n’est ordinaire que si
K = o, c'est-d-dire si o=0, ce qui correspond a la multiplication
ordinaire par un nombre entier; ou si 2p + ¢ = o, ce qui donne

U=—3o[Bu+2ye], V=jo[2u+f¢];

¢ désignant un entier tel que Bo soit pair. C'est la la seule multiplica-
tion complexe ordinatre dans le cas d’une relation singuliére.

Multiplicatioh dans le cas de deux relations singuliéres.

195. Si les périodes g, &, g’ sont lides seulement par deux rela-
tions singuliéres, on peut, en combinant celles-ci linéairement, en dé-
duire une relation, également singuli¢re, ou le terme en / ait disparu :

Ag+Cg+D(h*—gg)+E=o.

L’invariant de cette relation A(= — 4 AC — 4DE) est divisible par 4;
on peut donc (I, n°® 13), par une transformation ordinaire du premier
ordre, la ramener au type de méme invariant

., , A
(8) h—gg'=y

La transformation employée change une quelconque des relations sin-
guliéres primitives en une relation singulitre, ot I'on peut, en tenant
compte de (A), faire disparaitre le terme en 4 — gg’. Finalement, on
a le droit de supposer que les périodes g, &, g’ sont lices par deux
relations de la forme

he— oo’ =
(IB) ¢ L2 d’

/
ag +Bh+vg =0,

d, o, B, » étant entiers; de plus «, 3, y et @ peuvent étre supposés
premiers entre eux.
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196. Remargue. — Cherchons & quelles conditions doivent satis-
faire d, a, B, © pour que I'inégalité :

2 '
/ll—gigl<0

puisse étre vérifiée; g, h,, g, désignant toujours les parties imagi-
naires de g, 1, g’

(14) g=g+ig, h = h,+ ih,, g=g,+1ig.

En premier lieu, les invariants 4d et 5> — 4ay des deux relations (13)
doivent ¢tre positifs (I, n° 14). Remplagons g, &, g’ par leurs va-
leurs (14) dans les relations (13) et séparons le réel de I'imaginaire,
il vient:

ago+ Phy+yg,— o =0,

(15) s g, +Bh+vg =o,
| 20k — 2.8 — g8, =o,

' e — g8 —(hi —g,8,)+d=o.

Tirons des deux relations intermédiaires les valeurs proportion-
nclles de g, &y, g, et écrivons que L} — g, g est négatif :

0 — (B — 4ay) (A — 8o g,) <o
La quatri¢me relation donne
hy—g.g—d<o;

d’oul, puisque B* — 4ay est > o,

2 ’ w?
A>hi— 808> g
on a en outre ‘
go+Bhy+v8, —w=o0.
Pour qu'on puisse trouver g,, k,, g, vérifiant cette égalité et les
2
deux inégalités qui précédent, il faut que d > r—, c’est de plus

Journ. de Math, (5 série), tome VI. — Fasc. IIT, 1g0o. /ltl
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suffisant, car si l'on regarde g,, 4,, g, comme les coordonnées d’un
poiat dans I'espace, le plan ag, + B4, + 2, — = o coupe toujours
en des points réels la quadrique A — g,g, =\, qui est un hyper-
boloide ¢ une nappe.

Finalement, pour que A} — g, g puisse &tre négatif, il est néces-
saire qu’on ait

(10) d>o0, B'--gay>o0, o*—d(B—4ay)<o.
Sous une autre forme, cela revient a dire que la relation singuliére
e(l*—gg' —d)+a(ag+Bh+vg —w)=o,

ol p el o sont des entiers quclconqucs, a son invariant positif, quclq
que somnt peta;cet invariant est, en cffet,

a*(f* — fay) + 4pow + 45°d

et cette condition ¢tait ¢vidente a priort.

197. D’unc maniére générale, soient

Fi=Ag+Bh+Cg+D(—gg)+E=o,
Fo=Ag+Bh+Cg+D(h—gg)+E=o,

deux relations singuli¢res entre g, £, g'; pour qu 'il existe des pcnodc\
vérifiant ces relatlons ct I'inégalité /a — 2,4, < o, il cst nécessaire
que V'invariant de la relation

oF, +oF,=o0

soit positif. Géomélriquement, si 'on regarde g, A, g’ comme des
coordonnées courantes, cela revient & dire que le discriminant de la
quadrique pIFF, + ¢F,= o n’est jamais nul pour des valeurs réelles de
o ct ¢ cette quadrique ne peut donc appartcnir a la variété cone, &
moins qu'elle ne se réduise a un plan, c’est-a-dire 4 moins que les
termes en 4* - gg’ ne disparaissent.
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Si le terme en A* — gg’ manque dans F, et existe dans F,, on voit
de méme que le plan F = o nc peut toucher la quadrlque F,=o.

198. Cela posé, reprenons les relations (A), (B), (C), (D) de la
multiplication complexe; clles doivent étre des conséquences des deux
relations

(13) ht— gg'=d, hg—l—ﬁh—i—yg':m.

En regardant toujours g, &, g’ comme des coordonnées courantes,
cela revient & écrire que les quadriques A =o0,B=0, C=0,D =0,
passent par la conique représentée par les équations (13); par suite,
en désignant par ¢, o, B’, ¥/, @', des constantes, on a d’abord, pour
la quadrique A =o:

b,(h*— gg")+ gla,g +(a,+ b))k +b,g']
+g(a,—dy) +h(bg—dy) — dy=0(h*—- gg ——cl)
+(ag+ Bl g — ) (dg+ B+ g — ),

ce qui donne de suite, en supposant y 2o,

Y=o, 8= o, 0'=b,, w' =o0,
et il reste ‘

( ); glasg+ (ay +b)h+b,g'| +g(a, = d,)+ h(b,—d,)—d,
1
V1 = b (g B yg - 0)agy

d’ol, en identifiant,

a,= oa', a,+ by, =o', by=na,
a,— d,= — we', by — dy= 0, d, = b,d.

Les quatre premiéres de ces relations montrent que « est un entier,
car sl c’était une fractiong, réduite 4 sa plus simple expression, ¢ de-

vrait diviser a, 8, y et ®, quisont supposés sans autre diviseur commun
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que I'unité. On peut donc écrire, en remplacant ' par o,

a, == ag,
(18) < ay+ b, = Ba,
b,=~a,

‘ a,— d,+ ow = o,
b, — d, =o,
! do'—dbt.) = 0.

(19)

Maintenant, en tenant compte de (13) et de (8), 'équation (B)
’ p [ 3
s'écrit

— Q d + haw + ga, + ,l(ba - ds) - g,(lg - (l| = 0,
ce qui doit ¢videmment étre une conséquence de
vg+Bh+vyg —w=o.

Done, en désignant par p un cntier

a, = ap,

| by — dy-+ 50 =B,

() ’ —d, = ¢
L d\+a,d = op.

En opérant de méme pour les équations (C) et (D), et en désignant
par v un enticr, il vient :

—¢ = av,

ay— ¢, + 50 = By,
(21)

b() ——~~/y’

¢+ 0,d = wv,

(22)
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La relation @, = ¢, donne v = — p; remplagant v par cette valeur ct
résolvant les équations (18), (19), (20), (21) et (22) par rapport aux
a;, b;, ¢;, d;, on trouve que ces scize entiers s’expriment comme il suit
en fonction des entiers ¢, @ et de a, et b, que nous-désignerons par 0
eln:

[ @, =0, by=—1vp, co=—wp—dz, d,=xydo,
, = b,=0+8p, c,=uads, d,=wp - Bdo +d=,
(23)
a,=f8c—=, b,=ys, c,=0+ws+ 35, d,=—7p,
b

I

T cy = ap, d, =0 4 wo.

199. Remarque. — On a supposé, pour obtenir ces relations, vy 2 0;
dans le cas contraire, on verrait sans difficulté qu'elles subsistent
encore, & condilion que les inégalités nécessaires du n° 196 soient
vérifiées.

200. Les formules (23) o p, g, 0 et v désignent des entiers quel-
conques résolvent le probléme en donnant les nombres caractéristiques
des multiplications complexes cherchées; les transformations corres-
pondantes sont données par les formules (1) et (2) :

U=(a,+d,g+ah Yu+ (by+ b,g+ b, )e,
' V=(a,+ah+a,g)u+ (b,+bh +b,8")e.

(24)

201. La multiplication n’est qu'une transformation qui conduit des
périodes g, &, g’ aux mémes périodes g, &, g’; d’aprés la théoric
géncérale de la transformation ct le n° 187, g, h ct g, considérées
comme périodes finales, verlﬁentla relation (6), F', = o de ce numéro,

laquelle est de la forme
(23) Ag+Bh+Cg' +D(h*— gg)+E=o.

De méme g, 4, et g, considérées comme périodes iritiales, vérifient
la relation analogue (5), F,=o:

(26) Ag+Bh+Cg+D(h—gg)+E=o.
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Calculons A, B, C, D, E pour la multiplication (23). On a, en dé-
signant par K l'indice de cette multiplication,

AK = (ac)y, + (ac) = a(20p + adot + 2050 + B — Bds?),
DK = (ab),, -+ (ab),, = 207 + (201 - §*) g5 + Bgz — fBal.

11 est inutile de calculer BK, CK, EK, car la relation (25) est néces-
sairement de la forme

m(h*—gg'—d)+n(ag+Bh+vyg—w)=o0

ou m et n désignent des entiers; on voit ainsi que la relation finale.
F,=o,entre g, &, g’ est

(| (= 88 = D35+ (20 — 62 g s — o)
7( +@g+Bh+vg —w) 20+ 2dat+2ws0+ B0 -~ Bds?|=0.

On trouverait dc méme pour la relation initiale, ¥, = o,

(28) { (h* - gg' — d) (267 — 2050 + 2037 — ol — Bwa® + fez)
2 .
U +(eg+Bh+ g — 0)(20p — 2dot + B3*+ dBs*) = o.
202. Degré. — Le degré de la transformation, c'est-d-dire le

nombre des points , ¢ qui répondent a un point U, V est égal (n° 141)
au déterminant des nombres a;, b;, ¢;, d;; on trouve, pour sa valeur,

3

[0+ (B + 09) + ayg* + (B — ) (wp + ) — dayo*

203. Remarque. — La multiplication considérée ne sera ordinaire
(n° 184) que si la relation (27) est unc identité; en ce cas, la rela-
tion (28) en sera une également.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que

(295 s 207 + (2ay — §*)0p + Ppr — Pob =o,

{ 20p + 2dot + 20p0 + Pp? — dfs? = o.
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Tirons < de la premiére de ces relations et portons dans la seconde;
il vient, en supposant 20 + Bp 2o,

p|(20 + Bp + wo)*+ o*[d(f* — bay) —*]j =o.

D’aprés les inégalités du n° 496, la quantité entre crochets est une
somme de carrés; elle ne peut dés lors étre nulle que sioc=o,
20 + Bp = o, cas écarté : on a donc p = o, ce qui donne ensuite,
par (29);

0(27—Bo)=0, do(27—fs)=0;y
d’ot ’
27—fBo=0 ou O=o=o0.

Enfin, si 20 + Bp = o, les relations (29) donnent
eo(B* — hay)y =o, a(2dr + 20p — fds) = o3
d’ou les solutions

c=0 ou p=21—fc=o.

Finalement, pour que la multiplication définie par les entiers (23)
soit ordinaire, il faut et il suffit que soit vérifiée une des hypothéses
suivantes :

10 p=127—fBe=o,

2° O'=20-+-Bp:0.

La multiplication ordinaire par un nombre enticr, 8, correspond &
c=c=1=0(n°186).

204. Conformément au langage que nous avons adopté (n° 187),
nous disons que la multiplication complexe définie par les entiers (23)
@iy by €iy d; conduit de la relation singuliére (28) & la relation sin-
guli¢re (27). Proposons-nous de rechercher les multiplications qui
conduisent d'une relation & la méme.

Soit '

(30) m(h?—gg' —d)+n(ag+pBh+yg —w)=o0
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cette relation, m et n désignant des entiers quelconques; pour que
les relations initiale et finale (28) ct (27) soient identiques & (30), il
faut et il suffit que

mo__ 20t + (227 — B*)pa+ Boz — Pab

n 20p -+ 2 dot + 2wpo +- 2% — B do?
20t — 20ayps + 200t — B30 — Bwe® 4 Bic
20p — 2 dos + 852 + B do?

fl

On met aisément ces ¢quations sous la forme :

(20 + Bp + wo)[n(27 — fo) —.Qlll»‘s] =0,
ai(2t — Bo)(2md + nw) + [P — 4ay) + 20m]| = o.

On y satisfait de qualre manicres :

i

1 ¢ =o0, 20 + 82 =o;
2" ¢ =0, nT—Mmg =0,

3 (27 —fPo)(2md + nw) +¢[n(f2— 4ay) + 20m] = o,
n(2t —fBo) — 2mp = o;
4o (22 —=fo)(2md + nw) +s[n(f*—boy) +20m] = o,
20+ fBo +ws=o.

205. lixaminons successivement ces quatre hypotheses :

1° ¢ = o'et 20 + Bp = o donne (n° 203) une transformation ordi-
naire qu’on devait évidemment rencontrer, puisqu’en ce cas les pre-
micrs membres des relalions initiale et finale, étant identiquement
nuls, sont identiques entre eux.

2° ¢ = o0 et nT — mp = o donne une transformation singuliére : on
reconnait aistment qu'on trouve ainsi les multiplicalions singuli¢res
répondant au cas ol g, A et g’ seraient lides uniquement par la rela-
on m(h*— gg'—d) +n(ag+Bh+yg —w)=o0.

3° Des deux équations

(27— Bo)(2md + no)+[n(B® - foay) + 20m] = o,

(27 — Ba)n — p.2m ‘=0,
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on déduit
21 —fe=0, p=o,

transformation ordinaire (n° 203). Cela suppose toutefois que le dé-
terminant
—am(amd+ nw) — n?(f? — 4ay) — 20mn

n’est pas nul. Cette quantité s’écrit, en changeant le signe,
n*(B2—4ay) + homn + fm* d;

clle ne peut s’annuler pour aucun systéme de valeurs de m et r (autre
que 0,0), car w* — d(f%— fay) est négatif (n° 196).
4° Clest ce cas qui donne des multiplications singuli¢res nouvelles,
conduisant d'une relation singuliére 4 la méme relation; il est carac-
térisé par la condition
20 + Bp + wo = o,

g étant 2o, et aussi p et 27— o n’étant pas nuls simultanément. Si
¢, 0, 0 et T sont des entiers quelconques satisfaisant & ces conditions,
la multiplication dont les entiers caractéristiques sont donnés par les
formules (23) conduira de la relation

m(h*—gg'—d)+n(ag+Bh+yg' —w)=o0
i la méme relation; m et n étant définis par I'équation
(27 — Bo)(2md + nw)+ p[n(B*— 4ay) + 20m] = o,
qui s’écrit

m . n .
(B~ dw)p +ow(2t—fo) T —2mp —2d(at— o)

206. Corollaire. — Etant donnée une relation initiale (30), on
peut toujours trouver une multiplication conduisant de cette relation
a une relation différente; car il suffit que p, o, 8, 7 soient choisis de
maniére a vérifier

m __ 26t — 2ayps 4 awes — fo — Buwe? 4 ot
n 2083 — adot + Bp2+ B do?
Journ, de Math. (5* série), tome VI. — Fasc. IlI, 1go0. 45
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et de telle sorte que ni o, ni p, ni26 + Bp -+ wone soient nuls : ce choix
est évidemment possible.

207. Composition de deux muliiplications. — Si nous effectuons
successivement deux multiplications, définies respectivement par les
valeurs p, o, 0, 7 et ¢/, o', 0, 7' des entiers qui figurent dans les for-
mules (23), nous obtenons une multiplication du méme type (23),
pour laquelle les entiers correspondants seront p”, ¢”, 0", 2”. On ob-=
tient leurs valeurs sans difficulté¢ en partant des formules du n° 146
relatives 4 la composition de deux transformations; on trouve ainsi

p" = plV + 00"+ Bpp' — d(o7' — o't) + wpe,

¢” = 60’ + 00’ + 1p’ —p7’ + B0’ + wae’,

0 = 00 — aypp’ + ay doa’ — (dv + wp) (B’ — 7'),
7= 0t + 0’ + ay(po'—op") + Brp’ + wor'.

208. On déduit de ces formules une conséquence arithméltique in-
téressante.
Posons, pour simplifier,

§ =20+ Bz + wg,

=27 — fo;
les entiers £ et v remplacant 9 et . On trouve, en appelant &” et 0" les
quantités 20"+ Bp” + wa” et 21" — Bo”,
28 =8 +dny'+ App + (0° — dA)os’ + w(pn' + p'1),
2’ =&+ 80— o(e'n—on) + Al — o'p),
2¢" = p§' + p'€ + 0(po’ ~ op') + d(a'n — '),
20" = of' + a'E + ¢’y — 1,

(31)

en écrivant B? — fay = A.

Maintenant observons que le degré de la transformation composée
est le produit des degrés des transformations composantes; ce degr¢,
pour la transformation &, , p, g, s’écrit, en vertu de la formule du
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n° 202,
-11—6['&2 — dn*— 2wpn — Ap? + (dA — w?)a*]%.

On aura donc
[ — dvi’ —2mp —Ap? + (dA —w?)a? |
(32) X [§7 — dn® — 20py — Ap™ + (dA — w?) 6]
— 4[202 — d,nzla _ 2mpl/.f]// — APM -+ (dA . 0)2)0'”2],
en désignant par &, v, p, a3 &, v, ¢, ¢ des entiers quelconques, et §”, .
'y ¢", o” étant définis par les formules (31). On aurait dii écrire =
devant le second membre de (32), mais on reconnait de suite que

I'identité des deux membres exige le signe +. On a ainsi une pro-
priété curicuse de la forme quaternaire

82— dn? — 20pn — Ap* + (dA — w?)e?.

209. Carré d’une multiplication. — Sil'onfait dans les formules
précédentes p'=p, ¢’ =0, 0'=10, 7' =1, il vient
o' =p(20+fp + wa),
¢’ =0a(20 + Bp + wo),
v’ =1(20 + Bp + wo),
0" = 0% — ayp? + aydo® — (dr + wp)(Bo — 7).
Comme conséquence, on voit que si la multiplication considérée

est une de celles du type 4° du n° 203, conduisant d’une relation sin-
gulitre 4 la méme relation, p’, ¢” et t” sont nuls, puisque

20 + fp + wo =o.

Le carré d'une telle multiplication est donc une multiplication or-
dinaire par un nombre entier (n° 203); cet entier est 6".

Si 'on désigne par D? le degré de la multiplication considérée

(n° 202)
D =02+ 0(Bp + wo) + ayp* + (fo — ©)(wp + dr) — ayds?,
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ona

D+ "= (20 +Bp + ws)d=o.
Ainsi
e// — D.
Multiplication dans le cas elliptique.

210. Supposons les périodes g, &, g’ liées par unc relation singu-

.liére d'invariant carré parfait n?, et par une ou dcux autres relations.

(A)
(B)
(C)
(D)

Si la relation singuliére était la seule liant les périodes, on rentrerait
dans un cas examiné (n° 193).
On peut ramener la relation singuliére a la forme nh—1=0

(I,n°15); remplacons % par % dans les quatre équations fondamentales

de la multiplication complexe, celles-ci deviennent :

nta,g* +nla,+ b;+n(a,—d,)]g +b,+n(by—d,)—n*d,=o,
n*a,gg + nla,+na,lg+n[b,—nd,| g’ + by+n(b,—d,)—1*d,= o,
n*bygg +nla,— ne, ]| g + n|by+nby | g + ay+ n(a,—c,)—n*c, = o,
n*byg® +nla,+  by+n(b —e)]g +a,+n(a—c,)—nic, =o.

En tenant compte de h*= -3;, les équations (B) et (C) sont singu-

liéres, car gg'= (g8"— k*) + -3; si donc (A) et (D) sont des iden-

tités, on retombe dans le cas ou g, h, g ne sont liées que par des
relations singuliéres.

Si (A), par exemple, n’est pas une identité, et si (B) ou (C) n’en
est pas une, les périodes sont encore liées par trois relations singu-
liéres; car(B) donne
pg+o
P+

g."_‘

les p et & étant entiers, et si nous portons cette valeur dans (A ), nous
trouvons :
’ P 6’

nla, g
28 g ¥
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relation de la forme
Migg'+Nig+P g +Q =0,

) . . *s . 1
c’est-d-dire singuliére, en raison de A= .

Donc, pour échapper au cas de relations uniquement singuliéres, il
faut que (B) et (C) soient des identités, et que (A) ou (D) n’en soit
pas une. Or (A), par exemple, est de la forme

Mg*+Ng+P=o,
M, N, P étant entiers : si 'on se reporte au tableau des périodes :
! ) O’ g’

0, I, 7’ &)
on voit que le couple (g, ﬁ) est un couple de périodes elliptiques de

multiplication complexe, c'est-i-dire que l'an des deux systémes de
fonctions elliptiques auxquelles se réduisent les fonctions abéliennes
considérées posséde une multiplication complexe.

Méme conclusion si (D) n'est pas une identité.

Il est aisé de trouver les multiplications relatives & ces cas.

211. Supposons d'abord que (A) n'est pas une identité et que (D)
en est une; en écrivant que (D)=(B)=(C)=o0, ona:
b,=o, a,+by+n(b,~c,)=0, a,+n(a,—c,)—n'c,=o,
@y=0,. @y+na,=o0, b,—nd;=o0, b,+n(b —d,)—n*d =o,
b,=o0, a;—nc,=o0, b,+nb,=o, a,+ n(a,—c,)—n*c,=o,
ce qui donne

a,=b,=b=b,=d,=o0, a,=-—n’,, b =c,, a,=nc,,

(33)

C3=—NC,, @y=Cy+nc,, dy=c,—nd,.
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La période g vérifie (A), c’est-a-dire une relation quadratique de
la forme

(34) n*mg’+ npg 4+ q = o,

m,g, g étant entiers sans diviseur commun.
crivons que (A) est identique 4 (34), & un facteur prés, il vient,
en tenant compte de (33),

Cy=—pm, co+dx=PP’ do=—99',

¢ désignant un entier; et finalement les entiers caractéristiques de la
multiplication complexe cherchée sont donnés par les formules :

@y =Cy+nc,, by=o0, c,=c¢, dy=—1pg,
(35) a,=—npm, b =c¢, c,=—pm, d,=—c,+pp,
a,=o0, by=0, ¢,=c, d,= o,

a, = n*pm, by=o0, e¢y=npm, dy=cy+nc,—npp;

Py Coy Cy SONt des entiers arbitraires.
Le degré de cette multiplication complexe, égal au déterminant
des Q;,y b,‘, Ciy d" (n" 141), est

c3[(ca+ ney)? — npp(ca+ ney) + n*mgpt|
P

quantité toujours positive, car p? — 4jmg doit étre < o, pour que g,
donné par (34), soit imaginaire.

Remarque. — En vertu de ce qui précéde, siles équations (A), (B),
(C), (D) établissent entre les périodes une relation singuliére d'inva-
riant carré parfait et deuz autres relations, une de celles-ci ne pourra
étre singuliére sans que l'autre le soit également.

242. On trouverait de méme sans difficulté les formules qui répon-
dent au cas ot (D) seul ne serait pas une identité, et d celui ot (A)
et (D) ne seraient pas simultanément des identités.



(A) glay+gh(a, +b;) +h*b, +g(a,—d,)
(B) ghas+gg'a, +h*by+hg'by+ga,+ h(b,—d,) - g'd,
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Multiplication dans le cas de trois relations singuliéres.

213. Les trois relations peuvent (n° 198) étre réduites aux formes
W—gg'=d, ag+Bh=0w, [fFh+yg=0w;

les deux derniéres ont leur invariant carré parfait.
On peut alors ramener I'une d’elles au type nh — 1 = o} les deux
autres seront des formes

Agg+Bg+Cg+D=o,
A.gg,+B|g+C|gl+D=O~

En tirant g’ de la derniére pour porter dans la précédente, on voit
que g vérifie une relation quadratique Mg*+ Ng -+ P = o & coeffi-
cients entiers, et il en est de méme de g'.

On retornbe donc sur le cas elliptique ou les deux systémes de fonc-
tions elliptiques correspondantes ont une multiplication complexe;
mais, outre les relations quadratiques que vérifient g et g’,il yade
plus une relation Agg’+ Bg + Cg'+ D =0, qui n’existe pas en
général dans le cas précédent.

Nous n’indiquerons pas les formules de multiplication complexe
relatives au cas de trois relations singuliéres; on les obtiendrait sans
difficulté en imitant la marche déja suivie.

Multiplication complexe, en général.

214. Revenons au cas général de la multiplication complexe, c'est-
a-dire & la discussion des équations fondamentales (A ), (B), (C), (D)
dun°185:

(C) gha,+gg'b, +ha,+hg'b,—ge,+h(a,—¢,)+ g b, — ¢y == 0,
(D) h*ay+hg'(ay+b;) + 820, +h(a,—c,)

+h (by—d,)— dy=o0,

—d, =o,

+8(by—¢;)—c¢c, =o0.
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Nous avons établi (n° 190) que ces relations entrainent au moins
une relation singuliére entre g, /2 et g
Distinguons maintenant plusieurs cas.

245. I. Les quatre relations (A ), (B), (C), (D) se réduisent & unc
seule, laquelle, par ce qui vient d’étre dit, est nécessairement une rela-
tion singuliére ; nous avons appris a former (n° 193-194) les multi-
plications complexes correspondantes.

216. I1. Les quatre relations (A), (B), (C), (D) se réduisent a
deux : géométriquement, c’est dire que, en regardant g, &, g’ comme
des coordonnées courantes, les quatre quadriques A =o, B=0, C=o,
D = o ont une ligne commune. On peut supposer que cette ligne est
une droite ou une conique (véritable ou décomposée) : les relations
(A), (B), (C), (D) entrainent en effet entre g, L, g’ au moins une
relation singuliére qui, par une transformation du premicr ordre,
peut étre ramenée a la forme linéaire en g, %, g".

Si la ligne commune aux quatre quadriqucs est une droite, celle-ci
a deux équations du type

ag+Bh+yvg~w=0, @g+fh+yg—0 =o,

les a, 8, ¥, ® ¢tant rationnels par rapport aux cocfficients des surfaces,
c'est-d-dire étant des entiers : les périodes g, 4, g’ sont alors uni-
quement li¢es par deux relations singuliéres.

Si la ligne commune aux quatre quadriques est une conique, clle ne
peut avoir comme points & I'infini que les deux points

h—gg'=0, a,g+(a,+b)h+bg=o.

En cffet, en dehors du cas signalé au n° 189 et ou toutes les relations
entre les périodes sont encore singuliéres, ces points sont les seuls
communs a l'infini aux quatre quadriques (n° 189 ). ‘

Deux cas sont alors a distinguer selon que la conique passe par ces
deux points, ou qu’elle passe par un seul en y touchant alors le plan
de I'infini. Dans le premier cas, le plan de la conique a une équation

de la forme
asg +(a,+ b))k + b8 = v,
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 élant une fraction, ct en tenant compte de cette relation entre les pé-
riodes, les quatre relations (A), (B), (C), (D) deviennent singuliéres,
comme le montrent les formes (7) des termes du plus haut degre dans
ces équations.

Par suite, dans ce premier cas, g, 4 et g7, qui sont par hy pothcsc,
simplement indéterminds, sont li¢s uniquement par deux relations sin-
guliéres.

Dans le second cas, soit

ag+Bh+yg —w=o,

le plan de la conique; «, 8, v, @ étant des fractions ou, si I'on veut,
des cntiers. Il faut, en vertu de 'hypothése, que, dans le plan de I'in-
fini, les droites ag +Bh +vg =0, a,g + (@+ ) h+ b,g’'=0
se coupent sur la conique 2* — gg’ = o; I'un des points ou la premiére
droite coupe la conique ayant ainsi ses coordonnées fractionnaires, il
cn est de méme du second, ce qui exige que la quantité B2 — jay soit
un carré. Iin d’autres termes, il existe entre les périodes une relation
singuli¢re d’invariant carré parhit (u'on peut ramener au type
al — v ==0, ct 'on rclombe (n° 210) soit sur le cas d'unc scconde
relation smgulwrc, examiné aux n° 195-209, soit surlc cas ou g (oug’)
vérifie une relation du deuxi¢me ordre a coefficients entliers; c’est le
cas de multiplication elliptique complexe ¢tudié au n° 211.

217. TI. Les quatre quadriques A =0, B=0,C=0,D =0 ont
un nombre fini de points communs, c’est-a-dirve que g, £, g’ sont li¢s
par {rots relations.

Je dis que, dans ce cas, il existe entre les périodes une ou trofs rela-
tions singuliéres; ou encore, puisqu’il y a une relation singuli¢re au
moins, je dis que les ¢quations (A), (B), (C), (D) ne peuvent en-
trainer deux relations singuli¢res sans en entrainer une troisiéme,
distincte des deux premiéres.

Le théoréme est vrai si 'une des relations singuliéres de I'hypothése
a un invariant carré parfait (n° 211, Remarque); nous aurons donc,
dans ce qui suit, le droit de supposer qu’on est en dehors du cas cllip-
tique.

Journ. de Math. (5 séFie), tome VI. — Fase. I, 1goo. 4(’
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Distinguons maintenant trois cas :

218. 1° La transformation de multiplication complexc considérée
est singuliére et conduit d’une relation singuli¢re entre g, 4, g’ & unc
relation singuli¢re différente : ccla revient & dire que les expressions
I¥, et I¥, du n® 187 ne sont pas identiquement nulles et sont linéaire-
ment distinctes.

liffectuons unc transformation ordinaire du premier ordre, de ma-
ni¢re a faire disparaitre le terme en 2* — gg’ dans la relation F, = o;
je dis que le terme analoguc ne disparaitra pas dans I, = o. Sinon,
en ¢liminant g° entre Iy, =0 ct I',= o, on trouverait une relation
singuliére du type Mg + NA + P = o, d'invariant carré parfait N?,
ce qui est contraire 4 'hypothése (n° 217).

Considérons maintenantles identités (3) et (4) dun 187 :

4 { Ala,h + a8+ a,)) — B (a,g+a,l +a,)
) + C(bh+b,8+0,)—=D(byg+ b, +b,): 1,
y Ala,h + by 8" — ey )+ B (ah+ b, 8" —¢,)
(i) —~C(a,g+byh —dy)y —D(a,g+b,h —d,)==V,.

‘nlre ces deux identités, éliminons D il vient une relation de la
forme

(36) AP, + BP,+ CD,
\ =F,(a,g+ 0,5 — d,)) = V,(b, g+ b, + b,)

avee '
P, == (a,h+a,g" +a)(a,g+ bl —d,)
—(ah+ b, g — ¢, )(byg + bl + by),
Py=—(a,g+ a.h +a,)(a,g+b,kh—d.)
—(ah + 0,8 —¢,)(byg + b, b+ D),
Pi= (Oih+b,g'+0,)(a,g+ b,k —d,)
+(as g+ bl —d) (b, g + 0,0+ D,).
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in développant les calculs, on trouve

Py=Cb, — Ba,+ h[(ba),, + (ba),, + (ad)y+ (be),.|
-+ (cb )n:)'+" (ad)l'n
P, =Aa,+ Cb,+ g[(ad),y+ (be )| + (ad)y, + (De )y,
—Py=Ab, + Bb, + g[(ba)y + (ba).] + (db),, + (db)ys

de sorte que I'identité (36 ) prend la forme
1 aF,  OF, oF ~ dF,
5A(—o,—l ~ ) — B+ C3

=F,(a,g + byl — dy) — Fy(byg + b +by).

(37)

Cela posé, observons que B—C =0 est une relation singuli¢re
entre g, b, g’, dont le premicr membre est une combinaison linéaire
de I, et de F,; sinon les périodes seraient lices par trois relations sin-

i 29
guliéres et le théoréme & démontrer serait établi. On peut alors, en
posant pour abréger

. qe . (D == *‘2 - P"’
éerirve l'identité (37)

(38) 'A®,— CO,=F R, +F,R,,

_I
o',

R, ct R, étant linéairesen g, £, g

‘n ¢liminant A aulicude D entre les identités (3) et (4), on trouve
de méme

(39) 1D, — Cd, = I', R, + I, ..

Comme F, contient un lerme en 4* — g g’ el que IY, n’cn contient pas,
®(=F,—F,) n'est pas identiquement nul, ct méme @, ¥,, . ne
sont pas des constantes. _

Les surfaces (quadrique et plan) I, == o et I/, =0 se coupent sui-
vant une conique qui rencontre en deux points, & distance finie, le
plan ®,=o. En effet : 1° le plan ®, = o nc peut coincider avee le
plan F, = o de la conique, car @, ne contient que A, tandis que I,
doit contenir des termes en g et g°, pour que l'invariant de la relation
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singuliére I, = o ne soit pas carré parfait; 2° la conique ne rencontre
pas le plan @, = o & l'infini, ¢'est-d-dire qu’aucun des points & I'infini
h*—gg'=o0, h =0, n'est sur le plan F,= o, car il faudrait pour
cela que F, ne contint pas de termes en g (ou en g'), et invariant
correspondant serait encore carré parfait.

Je dis maintenant que les deux points ou la conique I, = 0, Fy =0
coupe le plan @, = o sont situés sur la quadrique C == o. Sil'un d’cux,
en cffet, n’élait pas sur C, il serait, en vertu des identités (38) et (39),
sur les plans @, = o et @, = o. En d’autres termes, le point

' ' !
Q=0 =0,=0,

qui est le centre de @ = o, serait sur la conique communc & IF, =0 et
I',= o0, donc sur ® =o. Or ccla cst impossible, car la quadrique
® == 0, contenant des termes du second ordre dans son ¢quation, ne
peut appartenir & la variété edne (n 197).

Donc les deux points ou la conique I, = o, I, = o coupce le plan
@), = o sont sur la quadrique C = o; donc les deux aulres points oi
cctle conique coupe C = o sont, d’aprés (38) ct (3g), surA=oet
sur D = 0. En d'autres termes (puisque B — C=A,I, + 4, I,),
les quadriques Fy, =0, F,=0, A=0,B=0, C=0, D=0 n'ont i
distance finie que deux points communs ('), c’est-2-dire {en verta de
(3) et (%)] que les quadriques (A), (B), (C), (D) se coupent, i dis-
tance finie, en decux points, situés sur la quadrique proprement dite
I, = o. La droite qui joint ces dcux points a les coefficients de ses
&quations rationnels en fonction de ceux des ¢équations (A), (B),
(C), (D), c’est-i-dire enticrs, et il y a entre les périodes, outre la
rclation singuliére du sccond ordre IF,= o, deux autres relations
singuliéres (puisque linéaires).

On compléte ce raisonnement en observant que la droite dont on
vient de parler ne saurait étre sur la quadrique F, = o0; clle est en

(') A moins quela conique I, —o, F;=—o0 ne soil tout entiére située sur A=o,
B =0, C=o0, D=0; en ce cas, contrairement a I'hypothése, les quatre der-
nié¢res quadriques auraient une courbe commune,
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effet dans le plan F,= o qui contient les deux points communs &
(A), (B), (C), (D)adistance finic, et 'on avu (n°197) que le plan
I, = o ne peut toucher la quadrique I¥, = o.

219. 2° La transformation de multiplication complexe considérce
cst singulitre et conduit d'unc relation singuli¢re & la méme relation,
l“, = 0.

Soit

(40) U=hu+uo, V=2Vu+pvo, ’

cette multiplication.
Par hypothése, il y a entre les périodes deux relations singuliéres,
((ui peuvent &tre supposées (n° 198) de la forme

2 / ¢ /e
h*— gg' =d, eg+Bl+vyg =o.

Parmi les multiplications complexes d¢duites de ces deux relations,
considérons-en une qui conduise de la relation singuliere I, = o & unc
rclation singuliére différente Fy= 0 (n° 206):

(4o bis) u=2ANUu+ @, V=AU + Pyt
Il est clair que la transformation composée de (40) et (4o bis)

(41) [ Us=A (At u,07) + 1 (A + '),
41 |

? V=0 w+ u,0) + 0 (N + o),

sera cncore une multlphcatlon complexe, et qu’elle conduira de la
relation F,=oala relq’tmn F,=o.

“n vertu de ce qui précede, si existence de cette nouvelle multi-
plication détermine complétement g, L et g7, il y a entre ces périodes
une troisi¢me relation singuli¢re ct le théoréme est établijsi g, A ct g’
ne sont pas détermings, cest que la multiplication nouvelle est une de
cclles formées aux n° 193-209 ct qui se déduisent de l'existence de
deux relations singuliéres entre les périodes.
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On a ainsi, pour la transformation (4o bis), d’aprés les formules
ordinaires de la transformation :

N=a,+a,g+ah, MN=a +al+ayg;
bo=0,+0g+0h, p=U+bl+bg;

les @ ct b; ¢lant donnés par les formules (23) ot I'on écrit ¢/, o', &', </
a la place de p, ¢, 0, 7. De méme pour la transformation (41) :

R ‘+'P~7\» =ay,+a,8 + ah,
(41 bis) Aty ity = b+ by g+ b, 1A,
. Mh+ A =a,+a,h+a,y,

| N+ W =0,+ 0,k + b, g';

les @; et b; élant donnés par les formules (23). IEn portant dans ces
¢équations les valeurs ci-dessus de A, A, iy, fy, on endéduil les valeurs
de %, u, N', w'; or, a l'aide des relations

h? — g =d, ag +Bh+v8 = o,

et des expressions des a;, b;, a;, U; en fonction des ¢, 4, 0,75 ¢, ..., =’
on trouve
A=mg +unh + p,

w=m'g+nh-+p,
m, n, p, w’y 1, p’ ¢tant fractionnaires; on a des expressions analogues
pour A\’ et .
Les deux premicres relations (41 bis), mises alors sous la forme
ad,(hg +uh)+ a,(Me + ug)=m®& +n b +p,,
' ’ ’ 1 ’
b,(A\g + uh)+ b, (A +ug)=m g+ nh+p,

donnent aussi, pour Ag + wh en A + pg’, des expressions linéaires,

a coefficients fractionnaires, en g ct /; et 'on obtient un résultat

semblable pour Mg + whet Nh + pg'.
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11 faut maintenant écrire, pour que (4o) soit une multiplication
complexe, que A et N5 et w5 Ag+ ph et Mg+ ph; M+ g
ct X'l + ' g’ sont des périodes : d’aprés ce qui précéde, on n’est con-
duit ainsi & écrive que des relations linéaires entre g, h et g'. Si ce
sonl des identités ou des conséquences de ag + Bh +vg =w, la
multiplication complexe considérée (40) ne supposc entre r, het g
que les deux relations singuli¢res de 'hypothese; si I'une, au moins,
1'est pas une identit¢, ou une conséquence de ag +BA-+v g’ =w, c’est
qu'il y a, entre les périodes, Lrois relations singuliéres. C. Q. F. D,

220. 3 La transformation de multiplication complexe considérée
est ordinaire : il suffit de la faive suivre d'une multiplication singulicre
du premier degré, déduite de Pexistence des deux relations singulieres
admises, pour rentrer dans un des cas précédents.

221. Ainsi, dans le cas out les périodes g, 2, g’ sont déterminées
complélement par les équations fondamentales dc la multiplication
complexe, il y a entre clles une ou trois relations singulitres.

S’il n’y en a qu'unc et si son invariant est carré parfait, il résulte
dun® 210 que g et g’ vérifient chacun une relation quadratique &
coefficienls enticrs, c'est-d-dire que les deux systémes de fonctions
clliptiques par lesquelles s’expriment les fonctions abéliennes consi-
dérées possédent chacun une multiplication complexe.

Si Pinvariant n’esl pas carré parfait, on a un cas nouveau qui sera
examing plus loin,

222. Conclusion. — En résumé, celte discussion prouve qu'il ne
peat y avoir de multiplication complexe que dans les cing cas suivants:

1° Les périodes g, i, g’ sont liées uniquement par une relation sin-
gulicre;

2 ct 3° Elles sont liées uniquement par deux ou trois relations
singuli¢res;

4" Elles sont liées par une relation singuli¢re d’invariant carré par-
fait, ct les deux systémes de fonctions elllpuques auxquelles se ra-
ménent alors les fonctions abéliennes possédent 'un ou l'autre, ou
tous deux, une multiplication elliptique complexe
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5° Elles sont liées par une relation singuli¢re d'invariant non carré
parfait et par deux autres relations non singuliéres.

Les quatre premiers cas ont été étudiés précédemment; il ne nous
reste & examiner que le cinquiéme.

Dernier cas de multiplication abélienne complexe.

223. Nous ferons deux hypothéses, selon que I'invariant de la rela-
tion singulitre qui lic les périodes est pair ou impair.

Premikre uyrotnise. — Invariant pair.

224. La relation singuli¢re entre les périodes peut s ramencr & la
forme

g§=cg
¢ ¢lant un entier posilif, puisque I'invariant 4¢ doit ttre > o. Repre-
nons maintenant les ¢quations fondamentales (A), (B), (C), (D)
de la multiplication complexe, et faisons-y g =cg’. Les résultats
obtenus dans B et C doivent ¢tre identiques, car B -~ C == o élant une
rclation singuliére est, soit une identité, soit une conséquence de
g —cg =o.

Voici ce que deviennent les quatre équations, quand on y fait la
substitution indiquée :

(A) a,c?g?+(@ +0)cgle+b, 12 +c( ay,—d)g +(by—d)h—d,= o,
(B) awc g?+(asc+by) gh+b, 2+ (ca,—d,)g' + (b —d)h~d, =o,
(C) bye g?+(ayc+Db,) gh+ak*+ (by—cey)g'+(ay— ) h—c,=o,
(D) b,g? +(ay, +0y) gh+ab*+ (b, —-c,)g+(a,—c,))h—c¢,=o.

Ecrivons que les deux expressions intermédiaires sont identiques; il
vient

(42)

a,= b, ca, —dy=b, — cc,;

by~ d,=a,— ¢, cy=d,.
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Observons encore que (A) et (D) doivent étre identiques & un facteur

prés; en multipliant en effet (D) par — ¢ et ajoutant a (A), on obtient
la relation

0 = h*(by— asc)+ cg'*(asec — b))+ g'c[a,— dy— b, + cs]
+ h[by—dy — ca, + ccy| — dy + cc,.

Comme ¢g"? = gg’, on voit que c’est une relation singuliére, et puis-
que g = cg’ est la seule relation possible de cette nature, il faut que
I'on ait
(43)

b= ayc, ay—dy=b,—c,,

b, — dy=c(a, — ¢c,), d, = cc,.

Ces équations, combinées avec les équations (42), donnent ’ensemble
des relations entre les ay, 0,y ¢y d;

(44) ia2=b3 ) a,=b,, by = ca,, ¢, =d,;

] b, =a,c, dy= ¢,y d,= cey, d,= cc,.

225. Cela posé, il ne subsiste, entre 4 et g7, que les équations (D)
et (C), qui, en tenant compte des relations (44 ), s’écrivent
(43) ca, g""—i— 20,g'h+ah*+ (b, —c)g +(a,—¢)h—c,=o0,
(46) cb,g"+2ca,g'h+b,h* +c(a,—c;)g +(by— ) h—e¢, =o0.

On peut donc dire que g’ et & sont définis par deux équations a coeffi-
cients entiers de la forme

(47) cpg”® + 2 ng'h + ph*+ qg' +rh+ s=o,
(48) eng® +2cpg'h + nh*+ crg’ + gh + 8’ = o;

n et p ne peuvent étre nuls 4 la fois, sinon ces équations seraient sin-
guliéres. '
Pour trouver toutes les multiplications complexes correspondantes,

il faut écrire que les équations (45) et (46) sont des conséquences
Journ. de Math. (5°série), tome VI. — Fasc. IIT, 1g00. 47
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de (47) et (48), ce qui donne, en désignant par A, ey Agy g des
constantes :

a=MN\p+pn, by= N p + p,n,
by=A n+ ., cp, cay= Ay 22 + [y CP,

b, —ca=N\ g + p,cr, c(@, — ¢;)= A q + prycr,
a,—c;=\r+pq, by—co,=MNr+ 19,
—¢,=NSs+ ¥, —Co= Ay § -} k8.

On en tire
ep(hi—p2) = n(ha—cp,),
n(h— )= p(ha— cph).

Drailleurs, le déterminant cp? — n* ne peut s’annuler; p et r, en cffet,
ne sont pas nuls et ¢ n’est pas un carré parfait, car on retomberait
(n° 210) sur le cas elliptique de multiplication elliptique complexe;
done A,= w,, A,=cs, et 'on en conclut, pour les a;, b;, c;, d;, los
valeurs suivantes :

[ @,=cy +hq+p,cr, by=ce,~+ \er+ ., cq,
a,=cy +MNr-+pmq, by=co+Ng —+ @ cr,
a,=\n+ ., cp, by=N\,cp + . cn,
@y=M\p+ 0, by=Mnr + p cp,

(49) | ,
—cy= A8+ pcs, . —d,=\cs + &, cf,
— ¢, =\s+ s, —d,=N\Ns +pcs,
Cy=Cy, d, = cc,,
€y = Cy, dy=c,.

Dans ces formules, ¢, et ¢, désignent des entiers arbitraires; A, et ,,
également arbitraires, sont des nombres entiers ou méme fraction-
naires, mais tels alors que les a;, b, ¢;, d; soient entiers: on voit im-
médiatement, dans ce dernier cas, que les facteurs qui peuvent figurer
au dénominateur de A, et p, sont connus @ prior: et sont en nombre
limité.
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226. 11 faut maintenant rechercher dans quels cas les équations (47)
et (48), jointes & g = cg’, donnent pour g, h, g’ des valeurs telles
que A} — g, g, soit négatif, '

A cet effet, observons que les équations (47) et (48), si I'on y
regarde & et g’ comme des coordonnées courantes, représentent deux
coniques conceniriques; pour simplifier les calculs, transportons I'ori-
gine au centre commun dans le plan des hg’; cela ne changera pas
les partics imaginairesde g, h, g, et les deux équations deviennent
(50) cpg?+ 2ng'h + ph*+ @ =o,

0
cng'* + 2cpg'h + nh*+ &' = o,
@ et o’ désignant des constantes qu'il est inutile d’expliciter.

On en déduit, en appelant g,, k,, g et g, iy, g, les parties ima-
ginaires et réelles de g, 4, g’

y__ wn—wmp 1 o wn—wp Ry
(51) &= a(ept—at) kb’ 8= a(cpt—nd) BRI+ k3

L'élimination de g” entre les deux équations (50) donne Iéquation
enh:

(52) I+ MA?+ ¢N? = o;
étant posé
' _wcp—wn

= =’

_ wn—uwp

~ 2(ep—nt)

En remplacant % par h,+ ik, et scparant le réel de I'imaginaire,
on trouve

hy+hy — 6h3 b+ M(h2— h?) + ¢N?*= o,
2hoh,(2h;— 24} + M) = 0.

Si hyh, est Zo, on aura — 2(hy— h3) = M; substituons 4 M cette

valeur dans la premiére des deux équations précédentes, nous trou-
vons

(53) (B2 + k) — cN* = .
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-Or la’condition 4} — g, g', < o s’écrit, en y remplacant g par sa
valeur (51) et g, par cg,

(34) (hy+ D) —ceN: <o,

ce qui est en contradiction avec (53). Il faut donc que k%, = o, et
comme %, ne peut étre nul, puisque g, et g, le seraient aussi (51),
ona

hy=o,
et Péquation (52) donne

(55) ht = MA}+cN*= 0.

Cette équation doit avoir au'moins unc racine réelle, telle que
I} — ¢N? soit négatif (54); il en résulle que Péquation (55) en b}
doit avoir ses deux racines réelles et positives (car leur produit est
positif); cela implique

(56) M>o0, Mi—4eN>o.

il en est ainsi, la plus petite racinc de I'équation en /A7 esl positive
et inférieure & yc N2, puisque le produit des deux racines est ¢N?; donc,
si A? est cette plus petite racine, k; — c¢N? sera < o.

Inversement, on reconnait que les conditions (56), qui sont néces-
saires, sont suffisantes, et voici le résuliat final, traduit géométri-
quement :

227. Les périodes de multiplication complexe, dans le cas ot clles
vérifient une relation singuliére d’invariant pair, non carré parfait, ct
deux autres relations non singuliéres, sont déterminées par des équa-
tions réductibles aux formes

g. — cé’,/,
epgit+2n gh+pht+q g +rh+s =o,
eng* 4 2epg’h + nh* + crg’ + qgh +s'=o;

les n, p, g, ry s, ' sont des entiers; ¢ est un entier positif. Les deux
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derniéres ¢quations représentent, en A et g', deux coniques concen-
triques; il faut que ces coniques se coupent en quatre points imagi-

naires ct que les deux cordes communes qui passent par le centre
soient réelles.

S'il en est ainsi, I’élimination de g’ entre les deux derniéres équa-
tions donne pour 4 une équation du quatri¢me ordre; les deux racines
imaginaires conjuguées pour lesquelles la partie imaginaire est la plus

_petite, en valeur absolue, conviennent et conviennent seules au pro-

bléme; g’ et g se déterminent ensuite sans ambiguité en fonction
de 4.

Quant aux multiplications complexes qui correspondent & ces pé-
riodes, leurs entiers caractéristiques sont définis par les formules (49).

Deuxikne myroruise, — Invariant impair.

228. La relation singuliére entre g, & el g’ peut étre supposée de
la forme

g=h+cg (¢ > o),

¢ ¢tant > o pour que I'invariant 1+ 4¢ soit supérieur a 1.
Remplacons g par cette valeur dans les quatre équations fonda-
mentales (A), (B), (C),(D) de la multiplication complexe celles-ci

deviennent
(A) [ cCa, g+ [2a,¢ + ca,+ cby | hg' + (as+ by + a, + b,) I
+c(ay—dy)g' + (by—d,+a,—d)h —d,= o,
(B) ¢ a,g®+|cas+ a,+ b, hg' + (a,+ by)h?

+(ca,—d,) g+ (b, —dy+a,)h— d,=o0,
©) ¢ by g+ [cay-+ b, + b hg' + (ay+ a,)h?
+(by—ccy) g + (ag— ca— ¢y b — ¢y=0,
(D) b, g%+ [by+ a, hg +a, l*

+(bi—€)g8 +(a,—¢;)h — ¢, =o.

Comme dans le cas précédent, les premiers membres de (B) et
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de (C) doivent &tre identiques, ce qui donne

(57) ay= by, by+d,=c(a,+ ¢),
by+cy+cy=a,— a,+ d;, c=d,.

Maintenant, en multipliant les premiers membres de (A ), (C), (D)
par des constantes indéterminées et ajoutant & (A ), on peut loujours
faire en sorte que les termes du second ordre dans le résultat soient de
la forme h? — Ag’ — cg’?, & un facteur prés; comme

h* =~ lg'— cg?=h*— gg’;

la relation qu’on obtient ainsi entre / et g’ est singuliére, et elle doit
étre, dés lors, une identité; cela revient & dire que les premiers
membres de (A), (C), (D) ne sont pas linéairement distincts, ce qui
exige I'évanouissement des déterminants du troisitme ordre compris
dans la matrice

b, 2b, a, b,—ec, a,— ¢, Cys
cta, 2c(@y+b,) ay+2b,+0, cla—dy) b,—dy+a,~d, d,
eb, ca;+Db,+0b, a,+ b, ca, — dy by—ds+a, d,.

Or, le premier de ces déterminants développé donne

(ety— by—b;)[(by+ cty)*+ (by+ ¢a,) (@y+ 2b,) ~ ¢ (@, + 2by)*] =o.

La quantité entre crochets ne peut étre nulle, 4 moins que b, + ca,
et @, + 2b, ne soient nuls 4 la fois : le discriminant 1 4+ 4¢ n’est pas en
cffet un carré parfait, puisqu’on a exclu le cas elliptique.

Mais si b, + ca; = a,+ 2b,= 0, on reconnait dc suite que dans
les relations (A), (B) et (D) les termes du plus haut degré sont
2chy(h3—hg' —cg™®), —b,(h* —hg'—cg'*)et ---2b,(h2 hg'— cg”)',
c'est-i-dire que ces relations seraient singuli¢res, ce qui est uontralre a
’hypothése. Il faut donc que

(58) ca, = b,+ b,.
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En tenant compte de cette relation, la matrice devient

ca;— b, by by—ec, a —c; | Ciy
ctay c(a,+b,) c(a,—d,) by—d,+a,—d, d,
cb, ca, ca, — d, b—-d;+a, d,,

ce qui donne d’abord
(b — cy)c?[ca;—asby — 03] + c*(a,— ds)[ — ca;+ a,by+ b} ]

+ (ca, — d,) c[cay— a,b; — b}] = o.

Le facteur ca} — @, b, — b} ne peut s’annuler, puisque 1+ 4¢ n’est
pas carré parfait et que d’ailleurs si a,, @4, b,, b, étaient nuls i la fois,
les équations (A), (B), (C), (D) seraient singuliéres; il reste donc

c(b, — ¢y — ay+dy) + ca, — dy=o.
On trouve de méme
c(a,—cy) — by+ds—a,+ b, +a,=o,

CC‘—do-i-d, = 0.

En utilisant (57) et (58), on obtient toutes les relations entre les
a;y by, ¢y d; sous la forme :

by + b, = ca,, by=ca,, d, = ce,,

(59) a,=b,, by=a,— a,, dy=c,+ Csy
d, = c¢,,

dy = ¢, + cc,.

229. Il ne subsiste maintenant, entre % et g*, que les équations (C)
et (D), qui s’écrivent en tenant compte de (59),

(60) chy gt + 2cahg’ + (as+ by)h?
+c(a,—c¢)g' +(a,—cy— ¢ )h — cy=o,

(61) (cas—by)g*+ abhg'+ a, h?
+(@y—a,—~c¢,)g +(a,— ¢;)h —¢,=o.
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On peut donc dire que % et g’ sont définis par deux équations
a coefficients entiers de la forme
(62) cng*+acphg' 4+ (n+p)hi+crg + (g +r)h+s=o,
(63) (ep—n)g*+ anhg' + ph*+qg' +rh + 5 =o;
n et p ne peuvent étre nuls a la fois, sinon ces équations seraient sin-
guliéres,

Pour trouver toutes les multiplications complexes correspondantes,
il faut écrire que les équations (60) et (Gr) sont des conséquences de
(62)et(63); on obtient ainsi les valeurs des a;, b;, c;, d; sous la forme
@y = ¢, + ¢+ M (g + 1+ cr) +u,(g+r),
a,= ¢+ N(g + 1) + Uar,
Ay = Aycp + W12,
a;=N(n+p)+ pp,
by = cey+ Mc(q + 1) + w,er,

b, = c,+ hyer + u,q,
by = hyen + py(cp — n),
64) by=2ycp+ Hen
— ¢y = M(s + ¢8') '+ s,
— ¢y = Ay + P8y

Cy = Cy,

Cy = Cy,
—dy=MN(s+cs+cs) + (s +cs),
—d, = A(s +¢5) + s,

d,= ccy,

d,:CQ+ Cjy.

Dans ces formules c, ct ¢, sont deux entlicrs arbitraives; A, et .,
également arbitraires, sont des entiers, ou des fractions choisics de telle
sorte que les a;, b;, c;, d; soicnt entiers.
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Enfin, on établit, comme dans le cas précédent, les conditions
nécessaires et suffisantes pour que 1} — g, g soit négatif, et le résultat
est celui-ci :

230. Les périodes de multiplication complexe, dans le cas ol elles
vérifient une relation singuliére d'invariant impair non carré parfait,
et deux autres relations non singuliéres, sont déterminées par des
équations réductibles aux formes

g="h + cg’y
eng*+2cphg’ + (n+p)P+crg' + (g +r)h+s=o,
(cp — n)g"*+ 2nhg' + ph*+ qg'+ rh + s = o;

lesn,p, g, ...,s sont des entiers; ¢ est un entier positif. Les deux der-
ni¢res équations représentent, en et g’, deux coniques concentriques;
il faut que ces coniques se coupent en quatre points imaginaires et que
les deux cordes communes qui passent par le centre soient réelles.

S'il en est ainsi, I'élimination de g’ entre les deux derniéres équa-
tions donne pour 4 une équation du quatriéme ordre; les deux racines
imaginaires conjuguées pour lesquelles la partie imaginaire est la plus
petitc en valeur absolue conviennent et conviennent seules au probléme;
g cl g’ sedéterminent ensuite sans ambiguité en fonction de A.

Quant aux multiplications complexes qui correspondent & ces
périodes, leurs entiers caractéristiques sont définis par les for-
mules (64).

QUATRIEME PARTIE.

TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DES SURFACES HYPERELLIPTIQUES EN ELLES-MEMES,

231. Le probléme de déterminer, parmi toutes les surfaces hyper-
elliptiques dont chaque point répond 4 un seul couple d’arguments aux
périodes prés, celles qui possédent des transformations birationnelles
cn elles-m&mes, et de former toutes ces transformations, revient
i chercher les multiplications complexes de degré un.

Journ.de Math. (5 série), tome VI, — Fasc. I, 1goo. 48
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Désignons, en effet, par U, V le point qui répond, dans une telle
transformation au point «, ¢; comme du, de, dU, dV sont des diffé-
rentielles de premiére espéce et qu'il n’existe que deux différentielles
de cette nature, dU et dV sont linéaires en du, dp, c'est-i-dire que

U=\ u+ u v+ const.,
V =Nu-+ p'v + const.

Négligeons les constantes, que nous réintroduirons ensuite; on voit
bien que l'on est ramené & chercher toutes les multiplications com-
plexes qui font correspondre & un point U, V un seul point u, ¢.

Distinguons maintenant deux cas, selon que la transformation cn
question est ordinaire ou non.

232. Transformations ordinaires. — Si (u, v) et (U, V) dé-
signent les deux points de la surface transformés I'un de 'autre et
si 3(u, ¢) est une fonction théta paire du premier ordre, lorsque le
point «, ¢ décrira une courbe ¥(# + «, ¢+ B) =0, le point U, V
décrira une courbe analogue $(U+a’, V+ ') = o; une transforma-
tion ordinaire du premier ordre change, en effet, une fonction théta
d'ordre un en une fonction semblable. En augmentant U et V de
constantes convenables on peut faire en sorte que les deux courbes
coincident, et par suite la courbe 3(# + «, ¢ + B) = o admettra une
transformation birationnelle en elle-méme.

Or, cette courbe est une courbe de genre deux, donc hyperelliptique;
elle a les modules de la surface et n’admet, en général, que deux
transformations birationnelles, 4 savoir la transformation unité et celle
qui fait correspondre & un point son conjugué hyperelliptique; sur la
surface ces transformations sont (') :

U=u, V=y
et .
U=—2a—u, V=—2f—09.

('Y Voir par exemple a ce sujet notre Mémoire : Sur les surfaces hyperellip-
tiques, t. IX de ce Journal, 4° série, p. 422.
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Elles sont comprises dans les formules

(1) U=c¢cu~+const, V=ego+const. (e==£1)

qui donnent les transformations hirationnelles évidentes de la surface
en elle-méme.

Mais il peut se faire que la courbe de genre deux posséde d’autres
transformations univoques que les précédentes; pour les trouver,
prenons cette courbe sous la forme

yY=(@—a)(zr—a,)...(x — a,).

Soit X, Y le point transformé de x, y : les intégrales abéliennes de
premiére espéce appartenant & la courbe se transformeront évidemment
les unes dans les autres, de sorte que 1'on aura

dX ez + B
2 = dx,
( ) V(X —ay)...(X —ag) V(z—a,)..(z—a) v
XdX oz -+ da

ViX—ay).. (X—a,) - Viz —ay).. (& — a5)
a, 3, «’, B étant des constantes. On en tire

a'z+ B
_darf

= , dX =k
ax+

(ez+B)*’

et en portant ces valeurs de X et dX dans (2), il vient

k I
iz +P—a(zz4-pl... J(@—a).. (@—as)

En d’autres termes, la forme sextique (X — a,Z)...(X — a,Z) se
réduit, & un facteur constant prés, 4 la forme (x — @,z)...(z — a,z)
par la substitution

X=oz+§z L=oax+fx.

Le probléme revient donc a chercher toutes les formes binaires
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sexliques admettant une transformation linéaire en elles-mémes autre
que X = = x, Z = == 5 ¢ la solution en est connue (*), les formes cor-
respondantes sont au nombre-de six :

1° Az +Bx'z2 4+ Cx25' 4+ D3°.

La surface de Kummer correspondant a cette forme est le (-

traédroide de Cayley.
2° x3(Az'+ Ba*s+ C3').

La surface de Kummer correspondante est deux fois tétraédroide.
3° Ax®+ Bz + Cs°.

La surface de Kummer correspondante est trois fors tétraédroide.

o '+ 38,

SN

La surface de Kummer correspondante est quaire fois téirac-
droide.

50 zs(x*+ 5*).

La surface de Kummer correspondante est six fozs létrac-

droide (?).
6° z(@® + 5°).

L'expression des périodes correspondant aux cing premlers cas esl
bien connue; on a : dans le premier cas,

——— ,l
, §=§83
dans le deuxiéme cas,
— ‘ — ,.
h =3 E§=8&5

(*) Voir, par exemple, un Mémoire de M. O. Bolza dans I' American Journal
of Mathematics, t. X, p. 50.

(*) Voir, a ce sujet, un travail de M. Hutchinson.
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dans le troisiéme cas,

dans le quatriéme cas,

I
oy

Il

[

-~
I

dans le cinquiéme cas,
g=g"=§(l+i¢2), h=4i.

Dans les trois premiers cas, il n'y a entre les périodes que des re-
lations singuliéres; dans les deux autres, on peut définir les périodes
respectivement par les équations

p— L 2 LA
g=g=2L K-gg=1,
— ’ —_ 2___ ’ — —
g=g, 2fi =1, h—gg'+g—1=o0,

cjui sont encore des relations singulitres.

On en déduira toutes les transformations univoques cherchées par
les formules qui vont étre données (n* 235, 237, 240).

Le sixiéme cas est plus intéressant et compliqué; nous le traiterons
complétement & la fin de ce travail.

253. Ainsi, les surfaces hyperelliptiques possédant des traus-
Sformations birationnelles ordinaires en elles-mémes (aulres que
les transformations évidentes) sont celles qui dérivent des radicaux
poriant sur les polynomes

Az*+Bz'+ Cx*+D, x(Az'+ Ba®+ C),
Ax*+Bx*+C, z2'+1, z(x'+1),  at+1r.
234. Transformations singuliéres. — Il reste & faire la méme
étude pour les transformations singuliéres, ce qui revient a la re-

cherche des multiplications complexes singuliéres de degré un; nous
examinerons successivement les cinq cas de multiplication.

235. Surfaces simplement singuliéres. — Les périodes étant
lices uniquement par une relation singuliére,

g+Bh+yg =0,



372 G, HUMBERT.

les multiplications complexes, singuliéres ou non, sont, & une con-
stante additive prés, données par les formules (n° 493)

(3) U=jpu—vys0, V=ou+(p+Bo)ec.

Le degré & étant
8 = (p*+ Beo + yo?)?,

la transformation (3) sera birationnelle si les entiers p et ¢ sont tels
que
i+ Beo +yat==£1.

Dans le cas non elliptique, c’est-a-dire si 32— 4y n'est pas carre,
cette équation, avec le second membre + 1, a toujours des solutions
autres que p =1, ¢ =o0; pour qu'elle en ait si I'on prend —1, il
faut et il suffit que la forme X*— (32— 4vy) Y* puisse représenter — 4
(n° 179). Dans les deux cas, il résulte des n°* 169 et 480 que toutes
les transformations (3) sont des puissances d’une scule d’entre elles,
combinées avec la transformation U =— u, V = — o,

Donc, toutes les transformations birationnelles, ordinaires ou

‘singuliéres, d’une surface hyperelliptique simplement singuliére,
en elle-méme, s'obtiennent en combinant une méme transformation
du type (3), et ses puissances, avec les transformations

U =eu + const., V=¢o+const. (e==1).

Si la surface est une surface de Kummer 4 un point de laquelle
correspondent les deux couples d'arguments u, ¢ et — u, — ¢, les
transformations birationnelles précédentes se réduisent aux puissances
d’une seule d’entre elles et forment un groupe évidemment infini.
C’est 1a le premier exemple qui ait été donné de surface admettant un
groupe infini et discontinu de transformations birationnelles sans ad-
mettre de transformations continues; je I'ai indiqué incidemment dans
les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences du premier semestre
de 1898; M. Painlevé a fait connaitre ensuite, dans le méme Recueil,
un exemple encore plus simple, qui correspond & un cas de dégéne-
rescence des fonctions abéliennes en fonctions elliptiques.
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236. Remarque. — Les transformations (3) sont, en général, sin-
guliéres, car l'indice correspondant, K, est (n° 193) o(2p + ) et
ne peut étre nul que pourc=oet 2p + fo=n0. .

Si ¢ = o, la rclation p*+ 8ps + yo?==== 1 donne p==:£1, et I'on
retombe sur la transformation U=+ u, V== ¢;si2p+Bo=o,la
méme relation, écrite (2p + Bo)? — (B?— 4y)e* = = 4, montre que
I'invariant, f? — 47, qui est essentiellement positif et supérieur & 1,
doit é&tre égal A 4, ce qui répond au cas elliptique du tétraédroide.

En supposant, par exemple, comme on en a le droit, que la relation
singuliére correspondante soit g — g’'=o, on trouve la transforma-

tion ordinaire
U =, V =u.

On devait effeclivement rencontrer une telle transformation (n® 232).
En dehors de I'invariant 4, les surfaces simplement elliptiques n’ont
pas de transformations birationnelles en elles-mémes autres que les
transformations évidentes : car, si 2 — 4y est carré parfait, la forme
2%+ oo+ yo? ne peut représenter +1 que pour 6 = o, g===1, etelle
nc peut représenter —1 que si 82— 4y =4, avec 2p+fo=0; s==1.

237. Surfaces doublement singuliéres. — Les périodes étant
liées uniquement par deux relations singuliéres réductibles (n° 195)
aux formes

W—gg=d, ag+Bh+yg =0,

les transformations birationnelles en elles-mémes, ordinaires ou sin-
guliéres, de la surface correspondante sont données par les formules

du n° 200

W ‘ U=u[l +asg+(fo— )] +9¢[ —yp+rg+7yah],
| V=u[ap+ach+ (Bo—2)g' ]+ ¢[0 +Bp + 1A+ yog'],

ol 0, g, p, 7 sont des entiers arbitraires, tels seulement que le degré de
la multiplication soit I'unité, c’est-a-dire (n°® 202) que

02+ 0(Bp + wo) + aye? — ayde®+ (fo— 1) (wp +dr) ==1.
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Cetle équation, si I'on pose, comme au n° 208 :

(3) E=20+fp+ws, n=21—08s A=f"-jay,
s’écrit

(6) E’-—J‘q’——zmpn — Ag?+ (dA — w?)e* =% 4.

On est ainsi ramené & la résolution en nombres entiers d'une équa-
tion évidemment satisfaite pour une infinité de valeurs de &, 0, p, o}
car, par exemple, elle se réduit 4 une équation de Pell pour y=0s=0,
si 'on prend + 4 au second membre.

Nous n’en connaissons pas la solution générale; les résultats du
n° 208 montrent que, si 'on en a deux solutions, &, 7, 5, ¢ et ¥,

Lu ”

7, ¢’y @, on en obtiendra une troisitme, &’, v, ¢”, 5", par les for-
mules (31) de ce numéro.

238. Remarque 1. — Parmi les transformations précédentes, celles
qui sont ordinaires rentrent dans I'un des deux cas (n° 203),

p=n=0 et E=oc=o0;
on reconnait aisément qu’elles correspondent & des cas elliptiques de
tétraédroide, comme cela doit étre (n° 232).
239. Remarque II. — Les multiplications qui répondent &
20 + pp + wr = o,

c'est-i-dire & & = o, ont é1é rencontrées au n° 208. Pour qu'il en
existe de degré un, il faut que I'équation

(7) —dn*—20pn — Ap*+ (dA — w?)e? =

ait des solutions entiéres en v, p, o, telles que v + o soit pair; alors
on voit de suite que Bp + wa est également pair, et les équations (5),
ou § = o, donnent des valeurs entiéres pour 6 et <.

Le carré d’une de ces multiplications (n° 209) est la multiplication
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ordinaire
U=c¢u, V=q¢o,

¢ étant == 1 selon que le second membre de (7) a été = 4.

Il en résulte que si 1’équation (%) a des solutions entiéres de la
nature indiquée, le second membre étant égal & — 4, le carré dela
transformation birationnelle correspondante (4) sera la transformation
unité, c'est-a-dire que la transformation birationnelle est involutive.

Sur la surface de Kummer, ot un méme point répond aux argu-
ments &, ¢ et — u, — ¢, on a aussi des transformations involutives en

_prenant le second membre de (7) égal & + 4.

240. Surfaces triplement singuli¢res. — Elles possédent égale-
ment des transformations birationnelles qu'il serait aisé¢ de trouver
loutes, en suivant la méme marche que dans le cas précédent.

241. Autres surfaces possédant des multiplications complexes.
— Ce sont celles qui correspondent au quatriéme et au cinquiéme cas
de multiplication complexe; il 0’y a entre les périodes qu’une seule
relation singulié¢re, et une ou deux autres non singuliéres; nous trai-
terons simultanément tous ces cas par une méthode différente de celle
qui précéde.

Soit g +Bh+yg = o la relation singuliére unique qui lie les
périodes; considérons une transformation birationnelle de la surface
en elle-méme

(T) U=hu+po, V=Nu+po,

c'est-a-dire une transformation de degré un, conduisant des périodes
g, h, g’ aux mémes périodes. Si et k sont ses deux indices, on aura

(8) P4 Bkl 4+ vk =+1.

Effectuons maintenant deux fois de suite la transformation T'; nous
obtenons une transformation T2, et pour ses indices L et K, les for-
mules (29) et (30) du n° 148, o P'on fait

l, =1, ky=k, B,:B:p, A=A‘=Bﬁ-—4~{,
Journ. de Math. (5 série), tome VI. — Fase. III, 1g00. 49
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donnent
aK = k(20 +Bk) + ¢, k(al+ Bk),

2(2L +BK)= (2l+Bk)+ ¢ k2 (3> — 4v),

¢, étant =1, selon que T cst droite ou gauche.
On trouve ainsi, poure =1 :

K =k(2l{+8k),

L =8~ vk
poure=—1:

en tenant compte de (8). On vérifie également que

(9) L?+ BKL + yK*=+1.

242. Plagons-nous d’abord dans le cas de ¢ = + 1, ct supposons,
pour fixer les idées, que la partie imaginaire, g,, de g soit positive;
les fonctions intermédiaires singuliéres d’indices L ct K sont celles
qui vérifient :

Hutr,e) =20+ =5(0)
?(u -4 g, O -+ /l) — ?(u’ 9) cﬂﬂi[—l.u+*(|(v]+v’
?(u + /l, O -+ g’) — 1’(“7 0) E2Tl~Ke - (L4 BRp

En vertu de (9), pour v.ct v’ donnés, elles se réduisent (I, n° 28) i
une seule d’entre elles, ¢(%, ¢), & un facteur constant prés. Pour
d’autres valeurs de v etVv’, les fonctions intermédiaires d’indices L et K
se réduisent évidemment (4 un facteur prés) & @(u+ ¢, v +¢'), les
constantes ¢ et ¢’ étant convenablement choisies.

Cela posé, soit 3(u, ¢) une fonction théta, d’ordre un, paire;; lorsque
U, V décrit, surla surface considérée, la courbe S(U~+¢, V+¢') = o,
le point u, v, qui lui correspond univoquement parT?, décrit (n° 16 4)
la courbe ¢(u+¢,, v+ ¢,)=0; et réciproquement, si u, ¢ décrit
o(u +c¢,, v +¢,) =0, ¢, et ¢, étant des constantes quelconques, U, V

décritS(U+¢, V+ ') =o.
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Considérons maintenant la transformation de la surfacc en elle-
méme

U=lu — ko,
(8)

Vi=ku+ (I + Bk)v.

Elle est birationnelle (n° 235) en vertu de (8), et ses indices, cal-
culés aun® 193, sont précisément L et K ; d’aprés ce qui précéde, si u, ¢
décritp(z + ¢,, v + ¢,) = o, le point U’, V’, qui lui correspond par S,
déerira S(U'+¢,, V' + cﬂ)__ 0.

Par suite la transformation TS fait correspondre pomt par point
les deux courbes

(10)  S(U+e¢, V+¢)=o0, S(U+ec,V+c,)=0;

clle est donc ordinaire et d'ordre 1, puisqu’elle fait correspondre,
4 une fonction théta une fonction théta de méme ordre (n° 164).

En d’autres termes, en delors des six cas spéciaux signalés au
n° 232, la transformatlon T2S-' doit se réduire soit 4 la substitu-
tion unité, soit & la substitution qui ne fait que changer les signes des
variables ().

Sous une autre forme, la substitution T? doit étre identique & la
substitution |

(1) ‘U:lu — vko,
11

| V=ku+ (I+Bk)p,

ou & cette méme substitution dans laquelle les signes de [ et k seraient
simultanément changés.

243. Supposons maintenant ¢ = — 1; la transformation T?, qui a
pourindicesL, =1 etK, = o, estordinaire; si doncl'on exclut encore
les six cas dun® 232, T? devra se réduire & la substitution unité ou
i lasubstitution U= — u, V=— ¢ ().

(*) Sil'on est dans un des six cas spéciaux, T2S~! devra se réduire 2 une des
transformations univoques ordinaires de la surface en elle-méme,

(%) Dans les six cas spéciaux, T* devra se réduire & une des transformations
univoques ordinaires de la surface en elle-méme, -
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244. Exprimons d’abord que T* est identique & (11); on a, en par-
tant de (T) :
I=N +uX, =N+ u),

(1) —yhk=p+p),  l+BR=p N

La quantité k est 2o, sinon la transformation (T) serait ordmalre,
et 'on retomberait dans un des six cas exclus; alors A’ est aussi 2 o, et
les équations (12) donnent

k — B2
A= 2).‘? ’
w=—1\,

,_ kN
=T

Quant a V', il satisfait 4 I'équation bicarrée

(13) MR —4y) — 202 (2l +Bhk)+ k=,
qui donne, a cause de (8),

e __ 2l+ﬁkiz.
(14) Ne s 2EREES

La transformation (T) est ainsi

U= k— pk"

—YNo,
(T)
, k+ B2

V= 7\ U+ _:f, 0,
N étant défini par (14).

Ecrivons que c’est une transformation faisant correspondre & u, ¢
un seul point U, V; nous avons en particulier (n° 137), les a; étant
des entiers,

| kg
(15) ( 2}

d’ou

=a,+ a,g + a,h,
N=a,+a,h +a,g',

k—BA* _ ay+ a8+ ah .
a2 a,+ azh+ a8’
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Comme L' est une fraction (14), cest 12 une relation singuliére
entre g, b, g’, qui doit étre une conséquence de g+ Bh +yg'=o,
ce qui donne en particulier

a,(pN?— k) = a,2YN?,
a,2\? = a, (BN + k).

On en conclut que @, = a, = 0, carle déterminant \'*(§* — 4vy) — k*
ne peut étre nul.
S'il était nul en effet, on aurait par (13)

N2l + Bk) =k,
(= d) =R,
B+ Bkl +yk*=o0,

et en écrivant que

on trouverait

résultat contradictoire avec I'’hypothése (8).
Alors, a, et a, étant nuls, les équations (15) montrent que A’ et

;'ﬁ(k — BN) sont entiers; en appelant p cette derniére quantité, la
transformation (T s’écrit
. U=pu—1\,
V=Nu+(p+f\)y,
A et p étant entiers. On vérifie de plus, en tenant comptede (8) et (14),

que
BN+ =1

Dans ces conditions, (T) est une des transformations connues qui
dérivent de l'existence de la relation singuliére g+ph+vyg8' =o
(n° 235), et la surface considérée n'admet pas d’autres transformations
univoques.

245. Il reste maintenant & reconnaitre si T? peut étre identique a
la substitution U =c¢u, V =c¢¢, (¢ === 1); il faut pour cela que

e =N+ pN, o=N(A+p),
o=pA+w), e=pt+ph.
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De 14 deux hypothéses : .
1" B= N=o; d’olt A= p.m =g,
la transformation (T') serait alors
U==u, V=x=vp,
ou

U == iu, V == ip.

Dans ce dernier cas, il faut, pour qu’a un point «, ¢ corresponde un
seal point U, V, que

l=a,+a,g + ayh, o=a,+a,h+a,g,
les @ étant entiers; comme il n'y a pas de relation singuliére entre /2
et g’ seuls, @, = @; = a, = oct a,, ¢gal &7, ne peut &tre entier. On ne
trouve donc, dans cette hypothése, que les transformations ¢videntes

U==xu, V=

2" A+ w'=o, PR p:/\ =z,

Alors les relations

\N=a,+a,g+al, v="0,+ by g+ 0,h,
N=a,+ah+ag, —A=0,+ 0,k + 0,2,

donnent
ay+0,+a,g + hia,+ b))+ b,g" =o.

11 suffit maintenant de se reporter aux équations (A ), (B), (C), (D)
de la multiplication complexe et aux formes (7) du n° 189, pour re-
connaitre que, grice & cette relation, (A), (B), (C), (D) deviennent
singuliéres; en d’autres termes, la transformation considérée n’im-
plique entre les périodes que des relations singuliéres, et comme g, /7,
g’ ne sont supposées liées que par une relation de cette nature, la trans-
formation (T) en dérive.
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246. La conclusion de toute cette analyse est la suivante :

Dans le cas de multiplication complexe ot les périodes sont lides
par une relation singuliére et une ou devx autres non singuliéres,
les surfaces hyperelliptiques correspondantes ne possédent pas
d’autres transformations univoques en elles-mémes que celles déri-
vant de la relation singuliére et étudiées au n° 238.

Il faut y joindre naturellement les transformations habituelles

U=xu+c, V==xvov+c.

Les seuls cas d’exception possibles sontles six cas du n° 232, qui ont
été explicitement réservés aux n° 242, 243 et 244 les cinq premiers
n'impliquent entre les périodes que des relations singuliéres ct sont
compris dans les formules générales des n° 235, 237 et 240; il reste
seulement & examiner lc sixiéme, et tout d’abord & reconnaitre quelles
relations il suppose entre les périodes.

Etude du cas hyperelliptique dérivé du radical ya¥—+ 1.

247. On trouve aisément pour les périodes, en posant

el

w=ec’,
les valeurs
g=0'—w', h=—((+w0?), g=—ow') IF-gg=-—0';

d’ou la relation singuliére d’invariant cirg
2 o —
—gg'—g—h—1=0.
Faisons sur les périodes la transformation ordinaire du premier
ordre définie par

ay=b=c,=—d,=1,

tous les autres a;, b;, ¢;, d; étant nuls; on trouve, en appelant G, 11, (¥
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les périodes nouvelles

liées par la relation
G+H—-G—1=0

Prenons pour périodes les quantités G, H, G’ + 1 que nous dési-
gnerons par g’, 2, &, — ces lettres n'ayant pas la méme signification
que plus haut, — il vient

2 ?
w 4o , —_
O = o e—— e
57 Wi—wt h ol— o 8= o
avec
g=h+g.

On vérifie ensuite que % et g’ sont liés par les deux équations
a coefficients entiers

2g'h+ 02— g’ — h=o,

(16)

gr+hr—h +1=0;

elles sont du type du n® 230, oti 'on aurait po'sé (puisque ¢ =1)

/

n=o, p=1, r=-—1i, q =0, $§=0, sS=1.

Nous sommes done placés dans le dernier cas de multiplication
complexe, l'invariant de la relation singuliére (ici 5) étant impair
(et non carré ).

248. Pour rechercher toutes les transformations univoques de a
surface correspondante, on peut raisonner comme il suit :

Soit T I'une quelconque d’entre elles, d'indices ! et k. Je dis que 'on
peut trouver deux entiers p et a, tels que

(17) I=¢'—ye*, k=o(2p+8o), ..., (B=y=—1)
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Cela revient, en effet, & dire que la substitution

j U= lu —yke,
V =hku + (1+ Bk)r,
ol

P+ Bkl +ykt=+1,

est le carré d'une substitution de méme forme

(5)

ou

U=pu—vyoo,
¥ e ooy

e+ Peo+ yor=1.

Comme la forme 2+ Bxy + yy?, ici @* — xy — y*, peut repré-
senter — 1, la proposition a été établie au n° 180.
La transformation T change une fonction théta d’ordre un,

I(U+c¢ V4,

cn une fonction intermédiaire singuli¢re ¢(z + ¢, ¢ + ¢, ), d’indices
{ el ky la transformation (S) produit, en raison de (17), un change-
ment analogue (n° 242). On en conclut, comme au n° 242, que TS
est unc des transformations ordinaires de la surface en elle-méme (en
comprenant dans celles-ci U = == u, V=== ). En d’autres termes T
est le produit d'une transformation univoque ordinaire par S ; d’ailleurs

S, qui est, d’aprés sa forme méme, une des transformations univoques
dérivant de I'existence de la relation singuliére g — & — g'=o0, est unc
puissance d'une certaine transformation X, (n° 238), de sorte que
I'on obtient toutes les transformations birationnelles de la surface en
clle-méme en faisant suivre une transformation univoque ordinaire
d’une puissance de Z,.

Cette transformation X, se trouve aisément, c’est

U=y, -
V=u-—pv

(Z))

Journ. de Math, (5° série), tome VI, — Fasc. III, 1g0o. 50
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249. Cherchons maintenant les transformations ordinaires de
degré un. A cet effet, reportons-nous au n° 229 qui donne les entiers
caractéristiques des multiplications complexes dans le cas qui nous
occupe ; nous devons faire dans ces formules

n=90, p=I, r'=—1, ¢g=0, §=0, =1, C=1;
d'ot ,
Ay= Cy+ €y — 2Ry — fh, by= 3 — Ay —
= €;—hy— Wy, by=c,~ 4,
@y = hy, by = u,,
@y = Ay + o, by=1,.
— =My, — dy= Ny + W,
— €)= kg —d|=l2v
Ca== Cuy dy=c,,
C3 = Cy, dy = cy+ ¢,

Les ¢, ¢y Ay, 1, sont des entiers arbitraires; il faut exprimer main-
tenant que la multiplication est ordinaire et de degré un; c'est-d-dire
que ses indices ! et k sont respectivement =1 et o. Or, d’aprés la
théorie générale de la transformation,

l=(ad)ys+ (ad),s,  k=(ac)y;+ (ac),,.

On a ainsi

Fi1=2c¢]+2¢,¢+ ¢ — (3N 2hy) — o (2 Xy g) + 2N+ 2R, 4y + 102,
0= ¢} +2¢,¢, —cy(2hg+2py) —Co( Ay y)+ A2k, u,.

Posons 2¢, — Ay — @y = 2, 2¢, — A, =y, retranchons les deux équa-
tions (18) membre & membre et conservons la seconde, il vient, ¢ dési-
gnant =1 :

A he=x+ y*+a\; — 2k g+ 343,

0=+ 2Ly + N+ 4N\ b, — 3.
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L'¢limination de y donne, en &, 'équation bicarrée

5" + 222 [BN] + 5p) — 8e] + (M} + A gy — py )P = 0.

L’éqnation en x* doit avoir ses racines réelles; leur produit étant > o,
la somme doit étre >> o pour qu'ily en ait au moins une positive; donc

50+ bp; —8e <o,

»
ce qui exige ¢ = +1, de plus A, et 1, ne pourront prendre que les
valeurs o et ==1, et de telle sorte que 5(A] + 1)) soit < 0. On a donc
a envisager les hypothéses suivantes :
1° A\, = @, =0; ce qui donne x =0, y =2, ¢,=0, c,=z=1cl
la transformation correspondante est

U=xu, V=z=y;

20 7\3:‘—‘0, g =g, d’ot z = WY =0, enposant ¢ =+ Y =:+._[,
ct par suite 2¢, =¢+1, ¢, =o. La transformation correspondante est
__|n—e T —¢
U= [T +eg]u+ l_'——z + slz]a,

V=[3L‘1—e +sh]u+sg’o;

2

3 N=¢ py=o,dollex=y, y=—m, 2¢,=c+1, 2,=:—1,
ct la transformation correspondante est

U=[—¢ +sg+sk]u+[ L}E+ag]o,
Vz[l;j'—i—l-sh—i-sg’]u+[— 7-’-:———54-&/&]0.

250. On vérifie sans difficulté que toutes ces équations donnent des

transformations univoques, qui sont des puissances de la transfor-
mation

(T)

—U=gu+ho,

—V=hu —I—g’v,
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combinées avec U = — z, V= — ¢. D'ailleurs la cinquiéme puissance
de cette transformation est 'unité, comme on le reconnalt aisément :
toutes ces vérifications se font en ienant compte des relations (16)
entre g'ethetde g =0 + g’

‘n d’autres termes, les transformations ordinaires sc réduisent & une
transformation T, de période cing, et i ses puissances T2, T?, T*, com-
binées avec U=— u, V=— ¢; et finalement, cn vertu du n° 248, si
I’on désigne toujours par X, la substitution U =79, V= u — ¢, toules
les transformations birationnelles dc la surface considérée en clle-
méme sont, au signe prés, et & des constantes additives pres, comprises
dans la formule




