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Sur les équations algébriques dont toutes les racines
sont des intégrales d’une méme équation de Riccati;

Par M. Leox AUTONNE.

Introduction.
Considérons une équation algébrique 4, de degré n2 4
[f(x)=2"+ &y (1) "' +.. .+ Lop(?) = 0,

ol les coefficients & (¢) sont des fonctions quelconques de la variable ¢.
Prenons maintenant une équation de Riccati U

U = ‘-‘%‘ = ﬂbo(l) + lt'lf'o,(l) + u"lﬂu(t)?

et admettons que les » racines z,(i =o, 1, ..., n —1) de A, soienl
des intégrales de U.

Cette condition entrainera, tant pour A, que pour les irration-
nelles x;, des sujétions fort étroites dont I'étude est I'objet principal
du présent Mémoire. '

D’abord, le rapport anharmonique formé avec quatre racines sera
constant. Je donnerai, pour rappeler cette propriété, & h, le nom

Journ. de Math. (5 série), tome VI. — Fase. I, 1goo. 21
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d’équation enlarmonique. Ce Travail sera donc consacr¢ aux anhar-
moniques.

En second lieu, le groupe (au sens de Galois et de M. Jordan)
de %, sera trés particularisé entre les 7 lettres x;.

Pour définir ce groupe G, je consndereml comme rationnelles par
définition :

1° Toutes les constantes;

2° Les coefficients & (2) de 4,. :

Je dirai donc qu'une cxpression quelconque cst rationnelle, si clle
est le quotient de deux polynomes en &, by, ..., &, & cocflicients
constants.

Sous le bénéfice de ces conventions, %, scra supposée irréduclible
et G transitif.

Changeons z en

at= ZEETULAD - BC#o,
ou A, B, C, D sont rationnels. h, restc anharmoniquc et G ne change
pas. Je ne regarderai pas comme distinctes deux h, qui ne différent
que par le changement de z en 2. Je profiterai des quatre coefficients
A, B, G, D pour simplifier I'expression définitive de 4,

La théorie des anharmoniques £, est fondée sur celle des groupes S
linéaires, fractionnaires, d’ordre fini, constitués par des substitutions

L=|s & ,1 ad — beo.
Ce sont les groupes construits par MM. Jordan, Klein et Gordan.
Rappelons quelques propriétés, d’ailleurs bien connues, de ces
groupes S.
S appartient & un des cinq types suivants, d’ordre N :

L. Circuraire (Kreistheilungsgruppe de M. Klein), dérivé des
N puissances d’une substitution unique

s 0z, 0=,
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II. Pynamioar (Doppelpyramidengruppe de M. Klein), dont les
N = 2/m substitutions proviennent de

I, TérraéoriQue, N =12;
V. OctakipriQue, N =2%;
V. Icosaéprique, N = Go.

Pour le Tableau des trois derniers types, je renvoie au Mémoire de
M. Jordan, inséré au tome 84 du Journal de Crelle.

Chacun de ces cing types posséde un invariant absolu (sugehsrige
Function de M. Klein)

W () =9(3) 19(s)

ou Y ¢t 9 sont des polynomes en 3, & coefficients numériques; I'un au
moins des deux a N pour degré, le degré de l'autre étant égal ou
inférieur.

Voici les propriétés de W': 1° c’est un invariant absolu vis-a-vis de
toute substitution L de S, effectuée sur z; 2° tout autre invariant
absolu rationnel s’exprime rationnellement en W'

On trouvera au tome XII des Mathematische Annalen, p. 168, la
liste, dressée par M. Klein, des cing invariants absolus ¥'(z).

Tout cela posé, la théorie des anharmomques h, repose sur deux
propositions fondamentales :

Tutorime I. — Le groupe G de h, est isomorphe sans hémié-
drie @ un groupe S.
Tutorime II. — Toute b, est de la forme

F(z, T) = o,

ot le polynome F, a deux arguments, est a coefficients numériques
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qui ne dépendent que de S. T =T (¢) est rationnelle. La relation
algébrique entre x et T est du genre zéro.

Ainsi, il n’intervient dans 4, qu'une seule fonction T(¢) de 1.
Les & sont rationnels en T, comme T I’est par rapport aux .

h, n’appartient qu'd un nombre fini, et méme assez restreint, de
types dont la construction effective et explicite peut élre poursuivic
jusqu’au bout.

Nommons

G, le sous-groupe formé par celles des substitutions de G qui laissen!
fixe la racine z,;

S, le sous-groupe correspondant de S.

Pétablis que G, et S, sont constitués par les p puissances
d’une substitution unique (8 pour G,, R pour S,). Ni % niR ne
sont puissances d’'une autre substitution ayant un ordre plus élevé
que p.

Voici comment on réalisera la construction effective de toules
les h, :

On prendra un groupe S; on choisira dans ce groupe une subslitu-
tion R d’ordre P Il viendra N = np.

Posons ensuite I'équation W de degré N

W(Q)=T ou *(Q)—T?(Q) = 0,

ot T est une fonction quelconque de 2. Appelons Q;(j =o, 1, ..., N—1)
les N racines.

Si ), est une quantité dont la valeur ne change pas par I'effet de
la substitution R, le polynome de degré N = np en 7

() ()
4 (o) 9("o)

sera la puissance p'*™ cxacte d'un polynome H(y) de degré n, qui
sera le polynome réduit de h,. Soient v;(i=o0, 1, ...,n —1) les
n racines de lequatlon H(n) =o.
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Introduisons enfin 'expression suivante, ot ¥ et H’ désignent les
dérivées de ¥ et de H,

05, V)= gt [y — 9]

\W(X)[X—Y — X))

laguelle posséde Uinvariance absolue vis-a-vis de toute substctutwn
¢ de S, effectuée simultanément sur X et Y.
En vertu de cette propriété les nN expressions

j=o,. . ,N—1
£ ( " )

L==0,1,. 00, 0 —1

se réduisent & n distinctes, qui sont précisément les n racines z;
de A,.

On posera donc
Xi= J:(Qv 7]:’)3

Q étant une quelconcue des N racines de W.
L'irrationnelle z; est mise sous une forme telle que la constance
du rapport anharmonique de quatre z devient évidente.

Soit v une racine quelconque du polynome réduit; éliminons Q
entre les deux équations

c=£(Q,7), T(@)=T. W)

Le résultant, indépendant du choix de v, sera du degré N en 2, mais
sera aussi unc puissance pm™ exacte du polynome F(z,T), du
degré n en xz, envisagé au théoréme II ci-dessus.

h, se trouve ainsi complétement construite et notre probléme a sa
solution achevée.

Les N racines Q; de I'équation W et les # racines v; de H=o0 ont
la propriété suivante : elles sont toutes les transformées d’une quel-
congue d’entre elles par les substitutions ¢ du groupe S.

On appelle, dans la théorie des formes algébriques, équivalents
deux ' polynomes P () et (v), lorsqu’on passe de 'un & 'autre en
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posant
A48 = "B—9 )
= 7€+D =€+ A

+

P et ¢ ont leurs invariants absolus correspondants ¢gaux.

Je montre que le polynome réduit H(n) est équivalent au poly-
nome f(x), premier membre de 4,.

H(x) est & coefficients numériques et tous les invariants absolus
du polynome f(x) sont des constanles numériques, quoiquc les
coefficients A (¢) de f(x) dépendent de ¢.

Ce résultat était & prévoir, car tous les invariants absolus d'un poly-
nome f(z) sont des fonctions rationnelles des rapports anharmo-
niques construits avec quatre racines.

Le choix, dans un groupe S donné, de la substitution R n’est pas
tout a fait ad libitum.

La substitution 8, qui correspond, dans G, i R, peut déplacer toutes
les racines de A, autres que x,. Les n —1 racines x,,...,&,_, sc
répartissent p & p entre les cycles de R ct p divise n — 1. Je dirai
qu'on a affaire & la premiére catégorie.

¥ peut laisser fixe, outre x,, une seconde racine ,; les n — 2 ra-
cines ¥, ..., &,—, se répartissent p a p entre les cycles de R et p divisc
n — 2. Je dirai que I'on a affaire 4 la deuxiéme catégorie.

Dailleurs, aucune substitution de G ne peut laisser fixes plus
de deux racines.

Voici le résultat de la discussion en ce qui concerne le choix de It
ou du nombre p, N = np.

S appartient & I'un quelconque des cing types de M. Jordan. Toutes
les racines de /, s'expriment rationnellement en fonction d'une quel-
conque d'entre elles

p>r

Dans le cas de la deuxiéme catégorie, n est un nombre pair, n=12r.
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Les 27 racines se répartissent’en 7 couples. Chaque racine d'un couple
s'exprime rationnellement avee l'autre. /, n'est pas primitive.

Toutes les racines de A, s'expriment rationnellement avec deux
quelconques d’entre clles, pourvu toutefois que ces dernitres (dans le
cas de la deuxi¢me catégorie) n’appartiennent pas au mé¢me couple.

S n’est jamais du type circulaire.

Si S est du type pyramidal, p = 2. G dérive d'une substilution
circulaire

®=(o0,1,2,...,0—1), 0" =1,

entre les 2 racines &, . . ., £,—, et d’une substitution binaire z.
On a, pour 2 impair,

=(o)(r,n —1)(2,n—12)..

pour n pair = 27,

e=(o)(r)(1,n—1)(...)...,

r impair conduit a la premiére catégorie; 2 pair conduil & la deuxi¢me.
Méme quand n n'est pas premier, f, participe aux propriétés des
¢quations de Galois.
S tétraédrique ne donne que 2 anharmoniques, savoir(N=12=1n):
n= 4, p=23 (I"équation %, est & groupe alterné et & discriminant
carré; premiére catégorie).

n =206, p = 2 (deuxiéme catégorie ).
S octaédrique ne donne rien 4 la ptemiére catégorie et trois anhar-
moniques 4 la deuxiéme catégorie (N = 24 = np) :

n— IZ‘

TN
no
~ W ow

n—= 6

=
il

S icosaédrique (N = 60 = np) ne fournit rien & la premlen caté-
gorie et trois équations & la deuxiéme catégorie :

n=3o0

H

I

2
3
n=1sz 5

I

P
n=:20 14
P
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QQuant & I'équation de Riccati U son intégrale générale est
u=¥§(Q,0),

ot C est la constante arbitraire et Q la fonction fournie par I'équa-
tion W ou

w(Q) = T(1).

Si I’on prend pour variable non plus ¢ mais Q, ce qui ne change pas
le fond des choses, il est trés facile de construire U elle-méme.

H, W étant les expressions en Q déja envisagées, ¥, ¥, H', ...
étant les dérivées par rapport £, U §'écrit

"
vl 4 (o Y 2,

Il fallait s'attendre & rencontrer tdt ou tard dans les présentes
recherches les groupes S de M. Jordan, lesquels jouent un réle essen-
tiel dans l'intégration algébrique de I'¢quation différentielle linéaire,
homogéne, du second ordre.

Voici pourquoi.

M. Painlevé (Legons de Stockholm, p. 29 et suivantes) rattache a
I’équation U de Riccati, I'équation V

d*v

an = VM(l).

Si u,, u,, Uy, ... sont des intégrales de U, si ¢,, 0,, ... sont des

intégrales de Vet ¢}, v,, ... leurs dérivées, ona

vy + Goy
V4= CV,

pour l'intégrale générale de U et ensuite

9 Uy — Uy
(”z—' ) (u3— “1)

Dans le cas qui nous occupe toutes les intégrales tantde U quede V



INTEGRALES D'UNE MEME EQUATION DE RICCATI. 165

sont, & part le changement de variable indépendante ¢ en T(¢), algeé-
briques. L’intervention des groupes S de M. Jordan ne saurait
manquer.

J'espére, dans une publication ultérieure, revenir sur la dépendance
mutuelle des équations différentielles U et V.

Il parait aussi intéressant et facile d’approfondir la théorie géomé-
trique des courbes algébriques unicursales anharmoniques

F(z, T)=o,

ou, dans le polynome F envisagé au théoréme II, ci-dessus, on prend
i pour une ordonnée et T pour une abscisse.

Dans le présent Mémoire, je me contente, comme exemple d’appli-
cation pour les procédés généraux, de construire toutes les anharmo-
niques du quatriéme degré.

Les principaux résultats des présentes recherches ont fait 'objet de
plusicurs Communications insérées aux Comples rendus: une déja
ancienne (7 mai 1883), les autres plus récentes (13 février 1899;
5 et 12 fevrier 19oo).

CHAPITRE 1.

GENERALITRS SUR L'BQUATION ALGKBRIQUE ANHARMONIQUR DE DEGRE 72

LES 0 CONSTANTES Gy 1y ++ oy Jn—te

1. Considérons une équation algébrique £, de degré n2 4
J(@) =2"+ 2, () " ...+ Sy (8) = 0,

ol les coefficients A sont des fonctions quelconques de la variable ¢.

Nous envisagerons comme quantités rationnelles par définition :
1° Toutes les constantes;

2° Les coefficients & de /,,.

Journ. de Math. (3 série), tome VI. — Fasc. II, 1goo. 22
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Je ne considérerai pas comme distinctes deux £, qui ne différeront
que par le changement de x en

_ za(t)+ b(2)
M= m, acl —_ bc# 0,

a, b, ¢, d = rationnelles.

Cela me permettra de supposer, sans restreindre la généralité,
&, =0, c'est-a-dire nulle la somme des 7 racines.

Nommons, sous le bénéfice des hypothéses ci-dessus faites sur la
rationnalité, G le groupe (au sens de Galois) de 4,. Il est évident que G
est indépendant du changement de z en 2. On admettra que (s csl
transitif et A&, irréductible.

2. Prenons maintenant une équation U de Riceati

u = ‘% = Wb (1) + ub, () + u v, ().

Par hypothése les nracines z;(i = o, 1, ..., n —1) de &, seront des
intégrales de U. Alors le rapport anharmonique de quatre racines sera
constant et 2, prendra le nom d’équation algébrique anharmonique.
Cette propriété est évidemment indépendante du changement de .«
en Y (n° 1).

Je me propose d’étudier la nature de 'anharmonique /%, ct des ivra-
tionnelles z;.

3. Soit x, une racine quelconque; posons

(n—1)ca=(n—r1)c(x,) :Zx‘;-—wx’

=0, T,...,—1} iFa.

Tl est facile de calculer la fonction ¢(5) de I'indéterminée 3. Soit

(1) () = (5= ) fu(3).
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On aura

—(n = 1)e(z) = 2,_c’ ik o,

¢'est-d-dire que la sommation est étendue aux n —1 racines de
Sf«(5) =o0. Si L est 'algorithme du logarithme népérien, il viendra

i#a

St =l 1I<~—w‘>—,a(:’ fu(5)=%2

-

Différentions deux fois par rapport & z la relation (1), on aura

f/(;) = (5 - ".l"a)f,a(s) -+ fa(z))
S'(3) = (5 = @) fa(3) + 2fa(3).
D’oti I’'on tirera
Sfa(3) et fa(3).
Pour 5 = «,
Sa(Xa) = f(®a)y  [u(3)=3S" (%),

(1= eam (e == L)

4. Introduisons les n — 1 quantités y;, i = «, définies par les éga-
lités

(1) X=X .
Coq— y;
On doit du reste aussi introduire un ni®® y, y,, qui est .

Tous les z; ¢tant inégaux, tous les y; le seront aussi. Notamment
un seul des y; peut étre zéro.

Si ce cas se présente, je dirai que 4, appartlent a la seconde cale-
gorie. Sinon on aura affaire & la premiére catégorie.

Je dis que le rapport de deux y, aucun des deux n'étant « ou o,
est une conslante.

Pour établir cette proposition fondamentale, j’écris que x;, définie
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par 'égalité .(l) est une intégrale de U (n° 2), tout comme z,. Aprés
un calcul facile on a

Vit yi(th + 22,1h,) =P = ¢, + ca(vh + 22,1, ) + .
Sommons par rapport aux (n —~ 1) quantitésy; quisont finies, il viendra

(r—=1)P =Y ¥+ (1, + 2241,) >

Mais, en vertu de (1),
1

Yi= Ca— Zi— Zg

et

N _ _ 1 — o

Sr=(-na-Zziz=o @3

'3
Bref, P =0 et
— Zl — %' + 237«.“!“ . ‘Z.;_', y :)’i = const.
Yi i Yi !
C. Qo Fo D.

5. Considérons I'équation Y,

F(‘)(y; xa):H(y —}’i)=H(.y—c°‘+ wg—lxa) } (i;{:a\)

)

=yt (Te) =0

'opération H étant étendue aux (n — 1) quantités y qui sont finies.
i

Y, aura ses coefficients rationnels en x,.
Pour la premiére catégorie, a,_, o. Pour la scconde catigorie,
@,-, = 0} aprés départ du facteur y, Y, se réduit au degré n — 2.
Jécrirai pour Y,

F(y: z) ="+ y" A () + - +Y Ay j(0)
+...+Ay(2e) =0,

Ay  o; on aura alors .
M = n — 1 pour la premiére catégorie,
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M =n — 2 pour la deuxiéme catégorie. _

Quelques-uns des A peuvent étre =o. Nommons m le plus grand
commun diviseur des indices M — j tels que, dans le terme y’A,,_j,
le coefficient A,_;(z,)520. Comme Ay 0, m cst évidemment un
diviseur du degré M et M = ms. Y, est une équation Z, de degreé s

.en 3= y",

6. Soit y, une racine de Y,; toutes les M racines s’obtiendront par

la formule

Volks l; = const., k=o,1,...,M =13 l,=1.

Cela résulte immédiatement du n° 4. Aucune des constantes /, n’est
nulle.
L’équation &

TL =) =5+ By yoy* ot Byl vk Byt =o,
&

ol les E sont des constantes, a les mémes racines que Y,; identifions
Y, ct &; on aura les M relations

(1) Ajz)=Ejy), j=1,2,...,.M

pour déterminer les M + 1 inconnues E; et y,.

Cherchons les solutions du systéme (1) ci-dessus. Plusieurs A;
peuvent étre = o, les E; correspondants sont alors nuls, c’est-a-dire
déterminés.

Je ne retiens donc que les relations, au nombre de M — M,

(2) ViE;= A;(z.),

ou A, =£o. Soient j, j,, J,, ..., les exposants divers; on a déja appelé
m (n° 3) leur plus grand commun diviseur:.
Toute expression de la forme

-

Je =2,
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ou les p sont des entiers, positifs ou négatifs, est un multiple de m.
Un théoréme bien connu d’arithmétique nous apprend & construire au
moins un systéme d'entiers y tels que Zju. = m. Kerivons

ITIA* pour AfAh...,
e =1IE* pour EFE}....

Les ¢galités (2) donnent immeédiatement

m__ m ®
O e
Ej= Ay
restant indéterminé, ce qui devait étre puisque I'on n’avait que M
galités (1) ci-dessus pour définir M + 1 inconnues.
Je dis qu’en faisant varier I'indéterminée ¢ on obtient toutes les so-
lutions possibles des équations (1), au moyen des formules (3) ci-

dessus.
Soit en effet 5, et E; un autre systéme de solutions; on aura

e
¢

~!

— R — i
A.i—)’{\ I“J_"'o Sy

Y 2 5,:Y, = const
)'o) — E;’ ~0 .)’0 — .

3, ne différe de y, que par une autre valeur attribuée dans (3) 4 lin-
déterminée e. Il en est de méme pour E; et les E;.

7. En résumé y, est définie par une équation binome
i — e Q(ze) = o,

ot e esi une conslante indéterminée et Q une fonction rationnelle.
Q(x,) n'est pas autre chose que IIA*(x,) ci-dessus.
Je ferai entrer dans Q le facteur constant e” et j’écrirai simplement

(1) Cu(Yo) =y — Q(x.) = 0.

Le quotient de deux racines sera constant.
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8. Adjoignons (au sens de Gralois) aux coefficients &, de f(z) (n°1)
encore la racine z,. .. (¥, ) se décomposera en facteurs rationnels

‘Pm()’o) = Pg(}’o)P;P"(yo)' IRY!

e5+p'a’+...=m, tels que P,=o0, P,.=o0, ... soient des équa-
tions irréductibles. Comme l'équation ¢, =o0 n'a pas de racines
égales, 1l vient

Je dis que tous les degrés s, o', ... sont égauzx.
Soient v et kv deux racines de ¢, = o, k = const., avec

Po(n) =0, P, (kn)=o.
Les deux équations irréductibles en z

Ps(5)=o, P..(kz) =o,

ont une racine 5 = yj commune ; donc elles coincident et ¢’ = 7. Bref,
m = pr et 'équation binome (1) du n°® 7 se décompose en r équations
irréductibles de degré p, telles que

P,(z)=o.

Je dis que 'équation P,(3) = o est binome.

Cela résulte immédiatement d'un théoréme de M. Fuchs (Journal
de Crelle, t. 81, p. 100, proposition III), puisque : 1° I'équation
P, = o estirréductible ; 2° le quotient de deux racines de P, = o, qui
sont aussi des racines de €,, = o, est constant.

La discussion précédente montire que les m = pr racines y, de
I’équation binome ¢,,= o sont fournies par la formule

oM [M=1, k=o,, ceny o m—1],

1
ou ¢, est une des p déterminations de V%, V, étant une fonction
rationnelle de x,.
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L'équation Y, (n°8) de degré M = ms est une équation Z de degré s
en s =y™. Nommons g7y, [h=o0,1,...,s —1] les s racines de Z.
Par conséquent : Les M racines y; de Y, sont fournies par la

Sformule
(1) SiMoy [h=o0,1,...,8—1; k=0,1,...,m—1];

M=1,M=ms, m=pr,o{=V (xc), V, étant rationnelle. Les -
sont des constantes.

En outre, il y a un y, infini (n° 4) ct, dans le cas de la seconde
catégorie, un y nul.

9. Si, dans la formule (1) du n° 4, on explicite les expressions
de y;, on aura, d’apreés ce qui vient d’étre dit, a ct 8 étant deux indices
13 b 9
quelconques choisis dans la suite o, 1, ..., n—1,

1
Xy= Ly+ ——————-
8 *T eq— Gafi¥u
Parmi les n coefficients constants ¢, un, Savoir q,q, sera «; un,
dans le cas de la seconde catégorie, sera séro. Les M autres s’ob-
tiendront parla formule (1) du n°8, c’est-a-dire seront de la forme
gxM. D'ailleurs

M = n — 1 dans la premicre catégorie,

M = n — 2 dans la deuxiéme.

Tousles y étant différents, tous les g, lc sont aussi. Pour cette raison,
le rapport g4 : g4 ne peut &ire une racine m*=¢ de I'unité pour A’ 4,
et les s racines g}’ »7' de l'équation Z du n° 8 sont distinctes.

Je nomme Q, le systéme des n coefficients constants Q,g afférents i

I'indice a.

Quelle modification subira la construction du systtme Q
si, au lieu de partir de la racine z,, on avait choisi, au n® 3, une
autre racine xg?
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On aurait cu (n° 8) 'équation Y de degré n — 1
F(y ) =y"' +...+ a,_ (@) =o.

Comme £, est irréductible, @,_,(xs) s’évanouit avec a,_,(x,) et scu-
lement alors, Donc, la catégorie ne change pas.
Si A;(x,)==o0, A;(wp) cst aussi =o et réciproquement ; ainsi le
nombre m ne change pas. :
Admettons provisoirementquelesnombres p et puissent changer(*).
Les 12 -- 1 racines de I'équation Yg seront fournies par la formule ¢g g,
J=o0,1,..,n—1,j5 B, avec ggg=10 et

g —Q(xg) =0
puiscpue (n°® 7)

ve — Q) =0;  Q(x,) =TA%(x,).

On aura encore les égalités

1
xJ=w(3+ CB"' qupp, C$= c(wﬁ),
et un systéme Qg de 12 termes gp; tous inégaux, dont un ggg est », un
autre est zéro, sil'on se trouve dans la seconde catégorie.

Je dis que les sysiémes Q, et Qg ne différent que par Uordre des
n lermes.

11. ggp étant oo se retrouve dans Q, puisque g,, est . Soit un
terme fini ¢gg; de Qg; je dis que gg; se retrouve dans Q,.

Le groupe G de A,, étant transitif, posséde au moins une substitu-
tion s = (af. ..); soit ¢ 'indice auquel s fait succéder j, de facon que

s=(af...)(G. ) )

I

—
Co— qui¥a

Or, ona
L= Ly

1

r;= fl‘@+ m!

(*) On verra au n° 32 que cela n'est pas.
Journ. de Math. (5° série), tome VI. — Fasc. II, 1goo. 23
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Gui¥a = Co + (g — ;)" i =8Q(),
ojvp=cg +(zg— ;)" vf=10Q(zp),
Qu = [Ca+ (2a— ) " [Q(@a)] ' = $(@ar 72)s

m

g8 =...=Y(xp ), ¢ = rationnelle.

La fonction rationnelle des deux racines ¢ (x,, x;) est égale & la
constante ¢y, et ne change pas de valeur numérique par la substitu-
tion s; ainsi

m

= (@0 2) = (2 = 4§

Si ggj=o0, pour la deuxitme catégorie, ¢,;= o0 aussi; gg; se
retrouve dans Q. Si ¢g;5% 0, on a

g5 =guiXy M=t

Or gu= g\ (n® 9) pour un choix convenable des nombres
entiers A et k; ainsi g5; = g4 M+ et se retrouve dans le syst¢me QQ,.

En résumé, tous les n termes distincts de Qg s¢ retrouvent parmi
les  termes tous distincts de Q,. Les deux systémes coincident, &
Vordre des termes prés.

Je ne parlerai plus dorénavant de Q,, Qg, ..., mais du systéme
unique Q (ou Q,) dont les n termes ¢;, ¢;= g,; ont les valeurs sui-
vantes : g, = o, ¢, = o dans la seconde catégoric, lesM (n°5) antres ¢
n’étant ni nuls, ni infinis.

Du reste, on peut numéroter de bicn des facons différentes les
n termes du systtme Q. Ainsi, au n° 47, je démontrerai que les
n quantités g = g, sont toutes distinctes. Au n® 27, je raisonnerai
non plus sur les ¢; mais sur les ¢;.
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CHAPITRE II.

GROUPE LINEAIRE FRACTIONNAIRE S, D'ORDRE FINI; SON ISOMORPHE I'
ENTRE LES 2 LETTRES q.

12. Je ferai grand usage des substitutions linéaires fractionnaires ¢.
Femploierai plusieurs notations équivalentes

Y
~

I

as+b
5 ol ed-—beto,

c

a d ' '
=, ) oun =z tl&dl=]s &),
, as+b , ) . v 31 .,
5'={ [3] = ;;——; ¢tant alors ce que devient l'indéterminée 5 par
effet de ¢.
L’inverse ¢~" de ¢ est

(“=(d —b); s =g'[4]

—c a
£ est aussi définie par la relation entre 5 et 2’
$(5,5)=cz3' —za+3d—b=o.

le dirai souvent simplement une £ au lieu de une substitution
linéaire fractionnaire (.
Pour la multiplication des substitutions et la théorie des groupes,

j'emploierai la terminologie et les notations, classiques en la matiére,
de M. Jordan.

15. Nommons g, la ¢ de déterminant 0, o

T
Cp=—| & Xy+ ——m—m— |-
® ¢ cy— 5Py
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La formule du Chapitre I (n° 9)

X;= Lyt ——
! ¢ Co— CaGui

peut s’écrire
Ty = o'a[ 9«:] .

De méme

= og[ gu],

ct finalement

0u ¢ai] = o[ el 78:= 03 '9e[ @ui] = $pa[ ¢ails

en posant s, = 95"y, 0l s, = s5,. Ona

78: = Spa| Gail 5

les g,; et les gg; sont tous des termes appartenant au méme systéme ()
des n coefficients g, (n°® 11). sg, ne fait que permuter cnsemble les ¢,.
Par suite, sg, a constants les rapports de trois de ses cocflicients au
(uatri¢me.
Considérons maintenant la ¢ canonique d’ordre m

A=|35 Az, At =1,

On a vu au Chapitre 1 que tous les ¢; qui ne sont ni o, ni =, sonl
donnd¢s par la formule g, M (k=o0,1,....m—v;h=0,1,...,8 —1;
ms=M; M=n—1 pour la premiére catégoric; M = r— 2 pour
la deuxiéme catégorie). Donc A ne fait que permuler ensemble les
M lettres ¢; telles que ¢, o ou %. De plus, AJo] =0, A[x]==
Ainsi, A partage avec les s,g la propriéié de permuter ensemble les
n termes ¢; du systéme Q.

14. Nommons S le groupe dérivé des s,g(a, B =0, 1, ..., 2 —1)
ct de A. S est évidemment isomorphe au groupe I entre 7 lettres,
constitué par les déplacements des ¢;.

L'isomorphisme est holoédrique, car une ¢ de S, qui laisse fixes les
n(n>3) lettres g;, se réduit a P'unité.
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S est d’ordre fini et appartlcnt a I'un des cinq types dc MM. Jordan,
Klein et Gordan, énumérés dans I'Introduction.
Nommons N l’ordre commun de SetdeT.

15. T est transitif entre les n lettres ¢q;.
Prenons deux combinaisons quelconques af ct «’f3’ des » indices o
a n — 1. 1l suffit qu'il existe au moins une ¢ de S, par exemple 8, telle
(que
qup=8[gus],
pour que la transitivité soit assurée.

Orona(n° 13)

9= Sﬂa[%u']’ 90e = Spal Gun ] = sﬁ“lw]’
ct, de méme,
gus=Sap[*],  qup=sug[*],

d’ou
Gu's = SugSgal 7up]s
car
Sgo =S54+
Il suffit de faire
8 = Su'B'SBas C. Q. F. b,

S contiendra N = n gt substitutions, 9% étant P'ordre du groupe S,
formé par les ¢ de S qui laissent fixe ¢, = .

16. Etudions S, et nommons s une ¢ de S,
fa b
s = .
c d

s[o] = g = o, d’oty ¢=o.

On a, par hypothése,

Jécrirai, pour simplifier les notations,

s=|z az+b|=(a,b) ou |a,b).
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Un calcul simple montre que
. I—'
(e, ) = [a‘, 1_)_(;‘_‘:71_)] pour a1,
(1, b)Y =(1,1).
Comme s = (a,b) est d’ordre fini, b = o, dés que a =1; alors
s=1. .
Soient s = (a, b), § = (a', V'), il viendra
¥s=(ad,ab+ 1), ss' = (ad', al’ + D),
ss(s's)y'=(1,...)=1,
en vertu de ce qui précéde, et loutes les £ de Sy sont échangeables

entre elles.
De la relation ss’ = s’s on tire .

¢b+b=al+b, (a—-1)b=(a—-1)l,
bW
a—1 a —1

Les ¢ de 5, ont la forme
[a,c(a—D)], [dye(@=D)], .,

e étant le méme pour toutes les substitutions.

a,a'y ... sont des racines de l'unité. Si une des ¢ est canonique,
e=o0 ct toutes les 9T substitutions ¢ de S, sont canoniques; donc, en
vertu de théories bien connues, S,, d’ordre g, est constitué par les
I puissances d’une seule substitution

R=[pe(p—1)]=|5 ps+e(p—1)|, p*=1, c.oFb

Si m >1, S, contient les puissances de la ¢ canonique A (n° 13),
R est alors aussi canonique et ¢ = o. Bref, on ne peut avoir ¢ o
que st m = 1; % est évidemment un multiple de n.

17. Nous sommes maintenant & méme de donner une idée plus
précise de la nature de S et de T\
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Prenons, gardant les notations du n® 43, dans S les # substitutions ¢,
8a = Soa = T, 0o} 8,=1. Elles sont toutes distinctes, car si s, =8z, on
aurait

Ou=0g, O[] = &= op|®] ==y,
résultat absurde. La relation o,[¢.;] = o[ ¢¢:] du n® 13 devient
$a[gui] = plgmi)>
d’ol, & volonté : sii=f =o,
(1) Salgao] = qoos  Guo=23'[¢0o] = &[]

sie=o0, 8 =1,

(2) 208 =38[®];  Goa= 8a[qo0] = 8u[0];
si i =0,
(3) 8a[gup] =3a[®],  gup=18:"8p[»].

Tous les cocfficients g,p sont ainsi connus dés que S est connu.
Nommons %, la substitution de T qui correspond & §,, on aura,

puisque Qoo = Ga= Su[Q‘oo] = 3«[99]1

B=(gogue-) (o )eren
Soit € une substitution guelconque de T', qui fasse succéder I'indice «
4 I'indice o,
T=(gugar-)(o)een.
1l viendra
eSS, = (go)(.)= %,

W étant la substitution de I' qui correspond & R (n° 16). Toutes les
N = n ot substitutions de T sont ainsi fournies par la formule

I — .
RS, (=01,..., % —150=0,1,...,n —1).
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Par suite, les not = N substitutions ¢ de S sont fournies par la
Sformule
I¢s,.

H résulte notamment de 14 que les n quantités q,, sont loutes dis-
tinctes. En effet, si gqo = ¢g,, la formule (1) ci-dessus donnerait

G20 =85'[¢00] = 83" [®] = ¢4, = 83' [0}
alors '
5a8:' [0] =12, s8'=R, 8= R,

et les n )t expressions R‘s, ne seraient plus distinctes.

Posons (n° 44, in fine) q;y= ¢, 9= ¢,=» (ce qui équivaut i
un numérolage différent des ¢); en vertu de (1), on aura, pour sub-
stitution correspondante a 8;' dans le groupe T construit sur les ¢,

(909u-+) (-+2)s

résultat utile au n° 25.
18. La formule dun® 13

(1) w;=0uqu] ou  xi=o0,|q]

conduit & une conséquence nouvelle.

Envisageons le polynome F(q) dont les g; sont racines; F(¢) sera
du degré n — 1, puisque la racine ¢, cst infinic. Dans la deuxiéme
catégorie, il y aura aussi une racine nulle.

Les formules (1) montrent que le polynome f(z) (n° 1), dont
les @; sont racines, est équivalent (au point de vue de la théorie des
formes) au polynome $(q) & coefficients constants. ;

Tous les invariants absolus de f(«) sont des constantes. Cela était
& prévoir, car ces invariants sont des fonctions rationnelles par rap-
port aux rapports anharmoniques des racines ;.

Je dirai que §(q) est le polyrome réduit du polynome f(x).

Toute ¢ de S, permutant ensemble les racines ¢; du polynome
réduit, ne peut, aprés départ des dénominateurs, que multiplier ce
polynome réduit par un coefficient numérique : #(g) est un inva-
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riant par rapport au groupe S, dont les ¢ sont effectuées sur ¢,
toujours aprés départ des dénominateurs.

19. On avu(n°16) que R,
R=]s ps+e(p—1)] ¢°=1,

dont les ot pu1ssances constituent S,, est forcément canonique, ¢ = o,
dés que i > 1, mais que, si m =1, on a éventuellement

e o.
R devient canonique dés que 'on transforme S par la substitution
E'=|s z+4+e¢]

L[] =E[g,] =% =¢,; E=1dés que ¢ = 0. Considérer ESE-' au
licu de S, c'est operer non plus sur z et g;, mais'sur 5 + ¢ et ¢;+ ¢.
Voici, relativement aux groupes S et S, ainsi transformés par I !,
quelques lemmes utiles pour la suite.
I. Aucune 8, n’esi une puissance de R, car on aurait 8,[] = =,
82]¢0 ] = g0, ce qui est absurde, car (n° 17)

Se[go]l=¢n et GuF G0

1I. Aucune ¢ de S autre que les puissances de R n’est canonique,
car on aurait encore ¢ [oo] =, £ = R’

I1I. S, ne contient aucun sous-groupe g permutable aux £ de S.

Les ¢ de § sont canoniques, puisque ce sont des puissances de R;
désignons par 3 une ¢ quelconque de S non contenue dans S;; si
$7'§8 =4, ona (JOBDAN, Journal de Crelle, t. 84, p. 96, n° 7) ou
bien

3, canonique,

ce qui est absurde (lemme II), ou bien
§ =

9
5 ’ 8§ =1,

1
-
4

Journ. de Math. (5¢ série), tome VI. — Fasc. II, 14oo. 24
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Les N = ng substitutions de S, qui devient pyramidal (voir Intro-
duction), se réduisent aux 2% substitutions dérivées de 8 et de R et
données par la formule

$¢R! ({=o,1,...,50—158=00ctT).

Cela est absurde, car on aurait n = 2.
On verra, du reste, au n°® 32 que R est toujours canonique et e tou-
jours nul. L’hypothése e = o est toute provisoire.

CHAPITRE III.

IDENTITE DE I' AvEc LE GROUPE G DE L’ANHARMONIQUE.

20. Reprenons la relation

et le groupe S des no% substitutions (n® 17)

Rlsa (a:o,l,...,ll——l;l:()y])-"7'9.(’—')’

R=|s ps+e(e—1)]|

Changeons z et ¢; en 5+ ¢ et ¢;+ e, ce qui a pour effet (n° 19) de
transformer S par la substitution

E-'=|z s+e¢]

et de rendre R canonique.
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Nommons

c [+
dy=2+c=E" [—“]
0y v

ce que devient le mpport ~ par leffet de E-'.

Il viendra
I

Ga"—" -~ .Ea—l“(—,a(_da-::,—) .

Dés que m > 1, E se réduit & 'unité (n° 46, in fine)

e =o,
et d, se réduit au quotient
Co

Yo

dont la puissance m*™¢ cst rationnelle puisque v = Q(x,) (Cha-
pitre I).

21. Je vais étudier les propriétés des d, qui sont le fondement de
toute la théorie.

On a d'abord, avec les notations du n°17,
w = g,[d,] = 6,[d,], dy=10,'5,[ d.| = 8.[d,],

d'ott d,=38,'[d,]; de méme 8,[d,] =s$g[dg).
Les ny quantm,s ui(j=o0,1,...,N—1;N = no) fournies par la
formule

e'd,=R's;'[d,]

sont des transformées par des ¢ de S de I'expression », = d,. Je vais
montrer que les N quantités ; sont toutes distinctes. Alors elles seront
toutes-les transformées de u, par les ¢ de S. Ces derniéres ne feront
que permuter ensemble les ;.

22. 1. Aucun d, n’est », car on aurait

$g=0 et xX; ._w,,+——
Coy

hy, aurait des racines égales.
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II. Stund,= const., tous les d, sont constants.

¢ . o
Posons d, = ;—i'i + e¢=K; il viendra
- .

Cax __ 1w m___ m mn
a-—l\—e, = (K—e)tey.

Or (Chap. I) o7 = Q(x,), @ étant rationnelle
(1) ca = [c(za)]"= (K — )" Q(x,).

Comme /i, est irréductible, la relation (1) subsiste pour toutes les
racines x, et fous les d, sontdes constantes.

Ul. Il est absurde de supposer tous les d, constants.
Des formules telles que

1

(I) L= Zy+ ———"u(({u"(]uﬁ)

on tire
(25— wa )" = to(da— Gag) = — 5 (g — ¢pa)-

dy— q.p5 o sans quoi, en vertu de (1), 23 = co; de méme dg — ¢, Fo.
Alors
Vg — o8

ds—qpx  du—qup

Si tous les d sont constants, les rapports des ¢ sont constants et I'on
peut poser

2 £ — g = Kg,® Kjg, = const,
B pa p

Effectuons la sommation 2, B = «, des égalités(2 ), en remarquant

B
que la somme des racines de %, est nulle (n® 1); on aura
— Ny = “’2 Kg,.
B

Le rapport de deux racines x, serait constant. Raisonnant sur /,
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comme on a raisonné sur Y, au Chapitre I, on verra que l'irration-

[}
nelle z; est de la forme z;= K,T”, T = fonction rationnelle des coef-
ficients & de f(z) (n°1). Les a; ne seraient plus intégrales d’une
¢quation de Riccati mais d’une équation

da , ,__dT
me.._uT, T“?l?'
1V. Aucun rapport dg : d, n’est constant pour B + o.

Posons dg = K d,, K = const. On a dg=$[d,] (n°21), out

est une ¢ de S.

Il viendrait
ady+ b
(lﬁ: Kda':- m’
(1) Ked, + do(Kd — a)— b =o.

L’équation (1) en d, est une identité, sinon d,= const., ce qui est
absurde (lemme I[I); done

b=c=Kd—a=o,
$ est canonique,
De la successivement, toujours avec les notations du n° 17,

8[o0] =83'8,[0] =,

So[ 0] = 8p[o0],
6'08“[00] = O'a[w] =Xe= GOSp[OO] = 0'(3[0‘:] =&y,

ce qui est absurde.
Les quatre lemmes précédents entrainent la conséquence annoncée :

V. Les N = nst quantités u;(j=o,1,...,N —1) du n° 21 don-
nées par la formule

Pde (I=o,1,..,6—158=0,1,...,n—T)

son! toutes distincies.
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Si’'on avait, en effet,

ldy=1p'dyy,  @'Fa,

on aurait
: d, 2 d, = consl,
ce qui est absurde (lemme IV).

Les ¢ de S permutent entre elles les N lettres «;; les déplacements
des u; forment un groupe I" entre N lctires, évidemment : 1° iso-
morphe 4 S et a T'; 2° transitif.

IIn’y a pas hémiédrie, car S ne posséde aucune ¢ laissant tous les «;
fixes. I'" a son ordre N égal 4 son degré. Chaque substitution de I" d¢-
place chacunc des N lettres u.

23. Considérons I'équation D de degré N [l=o0, 1, ..., X —1;
G=0, I, ..., B —1] :

Jj=N~—1

D(u)= II (u—u;) =H(u — p’(l,,):]](u‘)z’ —dF) =o.

j=0

. T J .
Je dis que dt = <% + e) © (n° 20) cst rationnel en i&,.
%
En effet, o = Q(x,) (Chap. 1), © étant rationnelle. ¢ =0 dés
que m >1 (n° 16, in fine); enfin 2% est un multiple de m2 (n° 16).

Par conséquent :

- 8Y ef. MY .
lorsque m>1, e=o, dl = [—c—(—ﬂ‘—)] = Mjﬁ = ralionnelle;

Yo sl
[o(xe)]™
lorsque m = 1, ¢, est rationnelle ct A aussi.

On a done D (u) = W (%), les cocfficients du polynome W cn 2%
étant symétriques par rapport aux z,, c’cst-d-dire rationnels par rap-
port aux coefficients & de f () (n®1). Les coefficients des poly-
nomes D ou W sont donc rationnels au sens du n° 1.

24. Le groupe (au sens de Galois) de U'équation D, de degré N
et a coefficients rationnels, est préciscment le groupe I du n° 22

(in fine).
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On supposera D irréductible; on verra au Chapitre IV, n° 38, ce
qu'il en est effectivement.

Soient 8;(j =0, 1,..., N — 1) les N subslitutions ¢ de S, on aura
uj=8;[u,|. L'expression {(uy,u,, ..., uy_,), rationnelle en u; et i
coefficients rationnels au sens du n° 1, est identique & une expression
analogue ¥ (u,) en u, seul. Il est indifférent d’effectuer dans ¢ :

Soit sur les u; une substitution 8 de S;

Soit entre les u; une permutation marquée par la substitution =
de I'" correspondante & 8.

Prenons I'identité

ety ttyy ey tty_))=7.(%).

Si { est invariable par les substitutions ¢ de I, on a, en vertu de la
transitivité de I",
2(g) +y(ay) +.. .

r(u)=y(u)=...=y(us_,) = S

¢ est symétrique par rapport aux racines de D, c'est-a-dire ration-
nelle.
Si =y () est rationnelle, on a, puisque D est irréductible par
hypothése,
Y=y(w)=(e) =3

¢ ne change pas de valeur par les substitutions o de T
Ainsi IV est le groupe de D. €. Q. F. D.

Posons
w, = ule = .

w, est invariable par les ot puissances de la canonique R=] = 3|
(p?® = 1) qui constituent le groupe S,.

Les N transformées de w, par les N = not substitutions de S se ré-
duisent & n seulement, savoir [a =0, 1,...,n —1]

Wy = d2®.
Toutes les o, sont distinctes, car, si w,= wg, on aurait

dy :dg = const. (n° 22, lemme V).
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Chaque substitution de S produit, entre les  lettres «w,, un certain
déplacement dont I'ensemble constitue un groupe I'V entre n lettres
évidemment isomorphe a S, aT et a I",

Je dis que Phémiédrie n'exisie pas. 11 existerait, en cffet, alors
dans S un groupe # laissant fixes toutes les n quantités w, = d2°; R
laisse w, fixe et § est contenu dans S,. § est permutable aux ¢ de S,
ce qui est ahsurde (lemme IIT du n° 19); I'holoédrie est forcée.

25. Je dis que les deux groupes T et T, de méme degreé n, iso-
morphes sans hémiédrie, sont identiques, c'est-a-dire différent uni-
quement par le nom des lettres déplacées.

La proposition devient évidente si I'on suppose I' constrait sur les
n lettres ¢’ du n® 17 (c’est-a-dire sur les ¢ différemment numérotés).

En cffet, prenons les substitutions corrcspondantes R de S,
&=(g,)(...)... de T, &”=(w,)(...)... de I”, puis les substitu-
tions correspondantes 83, §,, §; de S, T'et I, On a

7=38'[q.] (017, in fine),
do=5'[d] () et w,=dF;

donc
S, =(q,qa--)(-e)eery 8, = (Wowao)(o)ennn
Prenons maintenant dans T' cl I” deux correspondantes qucl-
conques € = (g,95...)... ct ', Je vais montrer, et cela suffit, que
T = (wewg...).... Or
5,85 = (£,)(...)...=
et

@ = 5;' K¢ 5(5.
D’oti, par isomorphisme holoédrique,

T =5"2"S; = (wawg...)(-..).. ..

Ainsi I permute les w,, de la méme fagon que ' permute les
¢o == ¢q, dun® 47,
Je ne parlerai dorénavant plus de I'", mais seulement de T..
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26. Revcnons maintenant & I'équation D du n° 23.

Lc premicr membre D(z) de D est un polynome de degre N=ng
en u ctde degré n, W(w), en w = u’®.

Les n racines de I'équation W, W (w) = o, sont évidlemment les
Wy = d°,

W est irréductible dés que D I'est. En cffet, si

W(w)=W(u®)=D(u)

admettait le polynome rationnel ® (w) pour diviseur, D () admettrait
le diviseur rationnel ® (%),

Je dis que le groupe (au sens de Gulois) de W est précisément I
(c’est-d-dire T”) (n° 25).

Si ¢ et y ont méme signification qu'au n® 24, on aura encorc

'.[/(cbo, Wiyeenyw, ) =7.(u),

ct le raisonnement s’achéve comme au n° 24.

27. Onavu, au n° 23, que w, = [ () +¢] cst toujours unc

fonction rationnelle ct & coefficients rauonnels &(x,) de z,. Je dis que
réciproquement x, = X(w,), X ¢tant de méme nature que §

Considérons, en cffet, les deux équations en z, &, ou f(z)=o0
ctw = E(=x). La résultante, de degré n en w, cst évidemment W. Je
dis quil n’y a, sous le bénéfice de W, qu'une seule racine  commune
4 f(z) =oeté(x) — w=o. Sily cn avait deux, z, et xg, on aurait,
pour une méme racine w, de la résultante W,

W = A = E(@,) = E(wg) = wp=dJ®;

dg : d, = const., ce qui est absurde (n° 22, lemme IV). L’unique ra-
cine commune s'obtient par des procédés rationnels, et I'on a

z=X(w), x,=X(w)=X,.

Journ. de Math. (5¢ série), tome VI, — Fasc. II, 1goo. 22
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28. Le groupe G de léquation k, est précisément T.
Soit 4 (2, ®,, ..., x,_,) une expression rationnelle par rapport aux «
ct & coefficients rationnels. On aura l'identité

by zyy . ) =Koy Xyy oot =105y 9y 00,

Si{ est rationnellement exprimable, il en est de méme pour y et
réciproquement. I' est le groupe de W pour que y soit rationnelle-
ment exprimable, il faut et il suffit que y soit invariable par les substi-
tutions ¢ de I'. Opérer une ¢ dans y entre les w, c’est opérer aussi o
dans ¢ entre les z. Donc T est aussi le groupe de A,.

11 vient ainsi le théoréme fondamental de toute la présente théoric :
Toutc anharmonique h, a son groupe G isomorphe sans hémiédrie
« un groupe S de substitutions linéaires fractionnaires.

S est d’ordre fini et appartient 4 'un des cinq types de MM. Jordan,
Klem et Gordan.

CHAPITRE 1V.

EQUATION D; POLYNOME REDUIT.

29. Je suis maintenant & méme de préciser la nature du groupe G
ct du sous-groupe Gy, ce dernier composc des substitutions (x, ) (...)....

G,, ¢tant correspondant & S,, provient des 9% puissances de ].1 sub-
stitution B correspondante a R.

Reprenons la formule du Chapitre I ;

I

(l) €xr;= $o+m)

ol ¢o=c(%,), ¢i= ¢y (n* 11). ¢, est racine de I'équation hinome
vy —Q(z,) = o ct de 'équation binome irréductible I, du n° 8,

o —Vy(z,) =0, m=pr;

enfin 9t = m'm (n° 16, in finc), m’= entier.
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V, est rationnelle. Je vais montrer que 9% = p; par suite, les éga-
lités 9t == m'm, m = pr donnent

!

rm'=1, r=m=r, N=m=p.
30. Adjoignons (au sens de Galois) @, & ,; G se réduit 4 G, et

I’équation P, 4 coelficients rationnels et irréductible posséde un groupe
transitif y. :

Si A est racine primitive mi de I'unité, g = )" est racine primi-
live pi“me, Les p racines de P, sont

. —_— —y 3 — P
Cpa=1F9y Coy =[Py +eeqg Pu=P Oy ey Fop =R

Je dis que y est constitué par les p puissances de la substitution cir-
culaire

7= (0gg¥p1 « v+ Po.p-1)-
Soit en effet

T = (CouCou'+++) (PopPofr+++) (o0r)-

une substitution quelconque de y. =" ne change pas la valeur pf-* du
quotient g% ¢,,. Donc

f—a=F—a (mod p),
B —B=o - a=k (mod p),
B=f+k o=a+k (mod p).

=’ ajoute aux p indices le méme nombre k ct est une puissance =
de 7.

Soient =t ¥, ... les diverses puissances (ui interviennent le
} ? ) p
lus grand commun diviseur des I, K/, ... 8 le plus grand commun

I ) I )

ivi . stituée par les 2 pui = qui
diviscur de ¢ ctde p. vy sera constituée par les 5 puissances de =, qui
‘améneront, & la place de ¢, ]'83 racines. Comme  est transitif, il faut

avoir ¢ = 1, p premier avec p et y constitué par les p puissances de 7.
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31. Dans la formule (1) du n°29 il peut arriver (cas de la seconde
catégorie, mentionné au Chapitre I) qu'un des g;, ¢, par exemple,
soit zéro. z, est alors rationnel en z, et toutes les substitutions de G,
sont de la forme (z,)(x,)(...).... Les M(M =n —1 dans la pre-
miére catégorie; M = n — 2 dans la deuxiéme) ¢; qui ne sont ni nuls
ni infinis sont fournis par la formule (n° 9)

— k — — .
(]) 9'«‘—-5"/:)\, h—o;|7--~ys—|,, If—O,l,...,m-——l,

N=1, M = ms, m= pr.

Divisons 'entier & par I'entier r; nommons d le reste et { le quo-
tient; on aura k = Ir + d et la formule (1) devient

i P'l )Ld, p= lr, P.p =1;

ou [=1,...,p. Réunissons dans un méme systéme X, les ; pour
lesquels le ¢; correspondant comporte unc méme valeur pour g, A"
Il y aura rs systémes X,, puisque 'expression g,A¢ a rs valeurs, ct
chaque systéme comportera p racines, distinguées entre clles par les
p valeurs de I'exposant I; e=o0,1,...,18 —1.

Si entre les p racines de I'équation binome P, (n” 30), j’effectuc
la substitution %, ¢; se multiplic par | et l'indice / s’accroit d'une
unité. Il se produit entre les « une substitution &, qui, laissant fixes
les rs systemes X, permule circulairement les p racines d'un méme
systéme X P =1,

Je dis que G, est constitué par les p puissances de w, antrement
dit & est la substitution ¥ du n° 29.

En vertu de la formule

I
X, =T, + -———————CO_ "o'li,
et de I'adjonction de z, 4 k,, on peut écrire
z;=F(0,) =F(04y), F rationnelle.

Toute fonction (z,, ..., x,_,) rationnelle de z,, ..., x,_, et & coeffi-
cients rationnels devient une fonction analogue ¥ (¢,,) de la seule
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racine ¢, = ¢,, de P, (n° 30). Réclproquement les racmes vei de P,
sont rationnelles en %, ..., Z,_,.
Effectuant dans le second membre de I'identité

Y(@4yeney Tany) = Y(P00)s

la substitution = du groupe y de P,, on effectue dans le premier
membre de 'identité et entre les x,, ..., z,_, la substitution &, ct ré-
proquement. Si { est invariable par @, ¥ est invariable par =, c'est-
a-dire ratlonnelle, puisque le groupe y (n® 30) de P, ne comprend
que les puissances de w. { est ratlonnelle.

Réciproquement, si ¢ est rationnelle, ¥ I'est aussi; y est invariable
par = ct { est invariable par ©. '

G, est constitué par les p puissances de @ ct  est précisément §:
X = p.

32. 11 découle de la plusieurs conséquences.

Le nombre p degré de I'équation binome irréductible ¢f — V,=
est le méme pour tous les indices o, 1, 2, ..., n — 1, contrairement
al hypothcsc provisoire du nv 10.

Nous avons vu (n°® 29) que, si 96 = p, % =m =p.

Je dis que la substitution E-' =| 3, 5+ ¢ | introduite au n° 19
pour rendre R canonique cst inutile.

e est déja zéro pour m >1. Or, pour m =1, p=1ct R est cano-
nique comme sc réduaisant & l'unité, puisque I'ordre 9t de R se réduit a
['unité.

Je supposerai dorénavant ¥ canonique.

33. L’¢quationD, D (z) =0, dun® 23, a pour racines les N quantités
u;=s;[u,], Sy =1 (=o0,1,...,N—1),

les s; étant les £ de S. Cela nous permet de construire sur-le-champ
cette équation D.

On sait que tout groupe linéaire fractionnaire S, d’ordre fint N,
posséde un invariant absolu W(z). Je nomme ainsi le quotient
¥(z) = $(2):9(5) de deux polynomes { et ¢ dont I'un au moins cst
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du degré N par rapport & 'indéterminée z et 'autre a un degré égal

ou inféricurd N les coefficients des deux polynomes sont numériques.
¥'(z) possédc la double ‘pr(')priété suivante :

Clest un invariant absolu vis-a-vis de toute ¢ de S, cffectuée sur s5;

Tout invariant absolu, vis-i-vis les ¢ de S, est une fonction ratlon-
nelle de W, On trouvera au Tome XII des Mathematische Annalen,
p. 168, la liste, dressce par M. Klein, des ¥ afférents aux cinq types
de groupes S.

Je ne considérerai pas comme distincts ¥ ct P(¥"), P étant une
substitution lin¢aire fractionnaire quelconque & cocfficients numé-
rigues.

4. Scit 7, une quantité quelconque. I’¢quation de degré N qui a
pour racines les transformées s;[r,] de 1, par les substitutions s; de §
[j=o0,1,...,N—1] pourra s’¢crire

W(z)="W(r,).

. En effet 7, est racine ct I'équation ne change pas quand l'on rem-
place s pars;[3].
Soit u, une racine de I'équation D du n® 23; D s’éerira, en vertu de
ce qui vient d'étre dit,
W(u)=W(u,).
Mais on a
W(u)=T(u)=...=W(uy_,)

= fonclion symétrique des racines de 1)

= fonclion rationnelle des cocfficients de D

= fonclion rationnelle des coefficients . (n° 1) de 4,,.

En effet (n°® 23), les cocfficients de D sont rationnels par rapport
AUX <L,
“n résumé D s’¢erira

¥(u)=T,
T étant unc expression rationnelle au sens du n° 1.

38. L’¢quation D, qui vient d’étre construite, est-elle irréductible
comme 'exige le raisonnement du n® 242
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Oui, lorsqu’on envisage T'(?) comme une variable simple ou une
lettre unique. Autrement dit: D ne posséde aucune racine commune
avec une équation I)', de degré N' <N, qui ait ses coefficients de la
Jorme w(T) et qui soit irréductible; w('T) désignant le quotient de
deux polynomes en T & coefficients numériques.

Désignons, en effet, par u,, #,, &, . . . les N’ racines de D', qui sont
aussi des racines de D. On aura (n° 33)

= 8;[ u,}, l=o0,1,...,N—1,
s;¢tant une £ de S, s,=1. Je dis que les s; forment un groupe S,

contenu dans S. 1l suffira de montrer que s,s,[%,], par cxemple, est
aussi racine. Le groupe de D’ étant transitif contiendra au moins une
substitution o = (wgu,...) (w,uy...)(...), ...} u, étant la racine
que o fait succéder & «,. ¢ ne change pas la valeur nulle de I'expres-
sion u,.— s,[#,] ctil vient

o=u, —s,[u,] =u, — 5,5 1,];
par suite, s,s,[u,] est racine. Cela post, D', s'obtient par le procédé
du n°® 34 et s’écrit
¥ (u)=T'(1),
W étant l'invariant absolu de §'. On aurait, par hypothése,
T'=w(T),
c’est-a-dire une égalit¢ w a coefficients numériques :

¥'(u)=w[¥(u)]

w n’est pas une équation en , car elle admettrait pour racines celles
de IV, qui seraient alors des constantes. Cela est impossible, caril y
aurait des d, constants (n° 22, lemmes II et II). Donc ® est une
identité. Cela est encore absurde, car ¥ est l'invariant absolu de &
seulement, tandis que @ (¥") est invariant absolu pour S.
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Par contre, en particularisant T, on détruit facilement l'irréducti-
hilité de D. Voici des exemples simples de ce fait :

Nommons 0, la canonique £ d’ordre r.

Prenons S circulaire et dérive de @y, W(z)=3z"; D est " —T = o.

1
D est réductible si T? = rationnelle, p étant un diviseur de N.
Prenons encore S pyramidal, en combinant 0y, N = 2M, avec la
substitution |5 5~'|. Ona

' Y(z)=s5"+ 57"
D s'éerit :
=T +1=o0,

et devient réductible dés que (T? — 4)"%: rationnelle.

Dans le présent Mémoire, je traiterai loujours T comme une va-
riable simple et D comme irréductible. Je réserve, pour un Travail
ultérieur, la discussion des ¢équations D réductibles et des anharmo-
niques 4, dégenérées, qui prennent alors naissance,

36. La construction effective du polynome réduit (n® 18) ne
présente pas de difficulté. Soil ¢, une racine du polynome. ¢, est
invariable par la substitution R ct g, est numériquement déterminée.
Les N= np quantités s;[ ¢, ] se réduisent & n distincles donl chacune
est répétée p fois. L'¢quation

Y(@)19(0) =" (2)="(gs) = 4(20):9(25)

a n racines, chacune avec le degré p de multiplicilé. Le polynome en ¢

de degré N
$(9) 9(q)
$(q0) 9(q0)

est la puissance pin¢ exacte du polynome réduit, lequel se trouvera
ainsi construit.

Nous avons pris R canonique, d’oi g,= o, mais le raisonnement
est indépendant de la canonicité de R; il suffit que R[¢,]= g¢,.
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CHAPITRE V.

NATURE DE L’IRRATIONNALITR POUR LES RACINES DE L’ANIIARMONIQUE.

37. Les nracines z; de I'équation anharmonique 4, ont été (n° 27)
exprimées rationnellement au moyen des w,, c'est-a-dire d’une quel-
conque des racines u; del’équ'\tion D. La nature des irrationnelles z;
est theonquement connue, puisque D vient d'étre construite.

Mais je ne m’en tiendrai pas la. Je mettrai les z; sous une forme

telle que la constance du rapport anharmonique de quatre x; deviendra
évidente.

Reprenons, a cet effet, les formules, déja tant de fois considérées,

i . .
L= XLyt ——— =G0 il
i & Ca— Vafar al 9«:]

Z4 et ¢, sont des fonctions rationnelles de w,=d} (n°27), puisque
(n° 32) 0b=p, d,=rc,:v,, puisque e = o (n* 32 et 20). On écrira

wa=E(df),  '=Y(dk)

et

o= E(d8) 4 L) 2 = F(dy ga).

Le rapport anharmonique de quatre x; est évidemment constant,
puisque c'est celui des quatre constantes g,; correspondantes.

38. La fonction rationnelle F(X, Y),
F(X, Y)=E(X) + L(X7) X

des deux indéterminées X et Y posséde une propriété importante, qui
servira pour la construction effective de F.
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Soient :

u une racine quelconque de I'équation D (n° 23);
g une racine quelconque du polynome réduit.

La propriéte signalée est celle-ci : L' expression
F(u, q)

posséde invariance absolue vis-a-vis de toute ¢ de S, effectuée
SIMULTANEMENT SUr y el q.
La proposition est évidente pour la canonique

R=|z, ps|, pP=1.
S dérive de R et des n substitutions 8, (n° 47). Il suffira de démon-

trer Pinvariance de F (%, ¢) vis-a-vis des n substitutions s,.

39. On peut toujours, pour un choix convenable des entiers [ et «,
poser

u=p'd, (n°21).
En vertu de ce qui vient d’étre dit et par I'intervention de R,
F(u, ¢)=F(p'ds, 9)=F(doy s7'q)-

On peut toujours, pour un choix convenable de I'indice i, poser
¢7q = ¢4, puisque la substitution R permute mmplemcm les termes

du systéme Q (n° 41); alors
F(u, ¢) =F(dy qu) = oulgui] = =,

avec nos notations habitueclles (n°37).
L’indice {8 étant quelconque on a

Sa[gui]=Splqul  (n°17),
| Salda]=38p[ds]  (n°21),
do=383"8slds],  qui=8:"3a[gp:];
Flu, ) =F(s:'3[dg), 33 sp[gsi])-
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Mais aussi (n° 37)
F(u, ¢)=2;= F(dy, gp:) = o[ 75:]
F(dg, gp:) = F (85" s da), 53" 8p[ g0i])-
Changeons « en § et réciproquement
F(u, §)=F(da) gui) = F(Tg[da], To[guil),  To=8§'3s.

L'invariance de F(«, g) est démontrée vis-a-vis du groupe ' dérivé
de R et des Tg. Or

et

Ty =8, sg=8,T3' =T, Tg',

S’ coincide avec S, comme dérivé aussi de R et des s.
La proposition du n° 38 est complétement établie.

40. Le théoréme subsiste évidemment, quand on pose z = M[Q],
g =M[7], M étant une substitution linéaire fractionnaire quelconque,
et quand on envisage, au lieu de S, le groupe M—'SM. Un calcul
simple montre que

Fu, )=F(M[Q], M[n)=Px (755 +Q),

P et Q étant rationnels en Q, sans contenir v.

Je choisirai bien entendu M de facon & mettre S sous une forme
simple, celle de MM. Jordan et Klein, par exemple, car S a été pris
jusqu’a présent sous une forme trés particuliére, celle ou la substitu-
tion R est canonique. '

41. Soientdonc:

le groupe S, mis sous forme nouvelle;

¥'(z) son invariant absolu (n® 33);

¥'(Q)= T I'équation W qui remplace ’équation D du n° 34;

H( n) le polvnome réduit, construit comme il est expliqué au n° 36;
Ny £=10,1, ..., n — 1, les n racines du polynome réduit H, avcc'

g:= M[n];
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Q=Q,= M-*[u,] laracine de W qui correspond & la racine u, = d,
de D.

L’égalité (n° 37)
dy
;= 6| qoi]= do[ ¢:] = 24 + adi—qn = F(uy, q:)
devient, en vertu de ce qui a été dit au n° 40,
.a:,.=1>(n>[9_‘17 ]:P(Q)m(ﬂ, ).

Je vais construire directement P et Q, en m’appuyant sur le théo-
réme du n° 38.

42. Ona(n°1) Zw,:o; donc

I
lz:ci_ P<nQ +§Q—m) = o.
L étant 'algorithme du logarithme népérien, on a

Zg—:'—”m=a%2L(Q~nf)=j%LII(Q—m)

H(o)
H’ étant la dérivée du pol ynome réduit H.
Ainsi
__ H®
Q=- nH(Q)
Enfin

2=f(Q ) =P| 725 — iy | = P(@w(Q ).

43. Posons Q'=s[Q], n;=s[n.],

sz(j 2) (ad — be=1)

étant une substitution quelconque ¢ de S.
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En vertu du théoréme du n° 38,

£, m) = (@) =P(Q)a(Q,m).

Soient X et Y deux indéterminées quelconques, avec X'=s[X},
Y'= s[Y]; on aura par un calcul facile

X' = (aX + 0)[u(X)], m(X).= cX+d=uw,

oxX' _ oX 1 w(X)u(Y
x =l x=eh oy =—x=y .

La substitution s ne fait que permuter ensemble les 7 racines de
H (7), done, L étant toujours le logarithme,

H@) =[o()]"KH(®), K=coust., n'=s[n)].
T = s LH(y) = 5 [LK +LH(n) — aLo(n)] 3
= [P | 13 — 5555
Bref, sous le bénéfice des calculs ci-dessus,

1 H'(X)
(X Y) =53~ 2m(%)

devient

(X, Y) = [o(X)}s(X, Y).
Enfin, la relation
P(Q)m(Q, ;) =P(Q)[o(D)*a(Qn) = P(Q)w(Q,,)
donne .
1) P(Q) = (cQ+d)*P(Q).

44. Soient P(Q) et P,(Q) deux expressions satisfaisant & la con-
dition (r). Le quotient P,: P sera invariable par toutes les substitu-
tions ¢ de S, donc P,: P est une fonction rationnelle de I'invariant
absolu W(Q) de S. Or, Q est une racine de I'équation W (n° 41)
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¥ (Q)=T = rationnelle; P,: P = & = rationnelle ; P, ne différe de P
que par un facteur rationnel . Supprimer ce facteur &, c’est, en vertu

de la formule _
. 1 H'(Q)
z=P(Q) [Q—m - uH(Q)]’

multiplier tous les ; par un facteur rationnel. Cela est indifférent (n° 1).
11 suffira donc d’obtenir, d’une facon quelconque, une seule fonc-
tion P(Q) satisfaisant & la condition (1) du n°® 43.
Nommons ¥” la dérivée de I'invariant absolu ¥. On aura

V(@)=V(Q), W(@)="(Q)>,
Q) = W(Q)(cQ+ d).

Il suffit de poser

45. L’expression définitive des irrationnelles x; sera

. H(e
(2, n) = o= ¥-(@) [ — @]

¥ Q)=T e H(n)=o,

avec

' étant l'invariant absolu et H(v)le polynome réduit du groupe S;
H’ et ¥ sont les dérivées de H et de W'.

Notons que la fonction rationnelle £(X,Y) des deur argu-
ments X et Y est a coefficienls NUMERIQUES.

46. Considérons I'expression f(Q,7) oi Q et n sont des racines
quelconques de W et du polynome réduit respectivement. On a

Q=s5[Q] et n=snlnl,

s; et s; étant deux £ de S. En vertu du théoréme du n° 38, il viendra
a volonté

£(Q,n) =1(s;[ ], 5[0 ]) = £(Qos 57 5e[ 0 1),
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ou, de méme,

£(Q,m) =£(s7"s;[La]; Mo)-

Toutes les nN valeurs possibles de ({2, %) s'obtiendront donc, soit
en associant & une racine, arbitrairement choisie une fois pour toutes,
de W, successivement les n racines du polynome réduit, soit en asso-
ciant & une racine du polynome réduit, arbitrairement choisie une fois
pour toutes, successivement les N = np racines Q de W.

Le premier procédé fournit les n valeurs

2;=1(Qymn) (E=o0,1,...,0—1)

le second procédé fournit les N valeurs

t(Q,n)  (=o0,1,...,N=1).

Ces n valeurs se réduisent & 2 distinctes, chacune étant répétée p fois.

En effet, effectuons dans f(Q;,7,), sur Q; et v,, simultanément
les p substitutions de S,. La valeur de f ne change pas, ni y,, tandis
que €; st remplacée successivement par p — 1 autres racines de W.
Nommons {(Q) I'invariant absolu du groupe S,. f(Q,,) est une
expression rationnelle oL(8, n,). Les N substitutions de S donnent
n expressions, Gy, ..., &,—,. Les n valeurs distinctes de £(Q, v, ) sont
fournies par le Tableau

(s o) ({=o0,1,..,n—1).

47. Sil'on élimine Q entre les deux équations
T@Q)y=T e ©=1£(Q,n),

la résultante, qui est en # du degré N = np, aura pour racine p°r'e
chacune des n quantités x; = 91 ({;, ,) et sera la puissance pim® exacte

du polynome f(x), premier membre de k,. Ce dernier se trouvera
ainsi construit.

48. En résumé, toule équation anharmonique peut s’écrire

f(.Z‘, T) =0,
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ot f est un polynome & coefficients numériques et T une fonction
unique de la variable t, rationnelle au sens du n° 1.

La structure du polynome f ne dépend que de la nature de S et du
choix de la substitution R dans ce groupe S.

Le genre de la relation algébrique qui lie z et T est évidemment
zéro, puisque « et T s'expriment rationnellement & l'aide d'un méme

paramétre
z=1(Q,7n,), T=W(Q).

Siz et T sont I'ordonnée et I'abscisse d’un point dans un plan, la
courbe f = o serait intéressante 4 construire, mais ces recherches, que
j’ai esquissées dans ma Note du 13 février 1899, seront mieux & leur
place dans une publication ultérieure.

CHAPITRE VL

CLASSIFICATION DES ANHARMONIQUES.

49. On sait que le groupe S linéaire, fractionnaire, d’ordre fini N,
appartient & I'un des cinq types de MM. Jordan, Klein et Gordan.
Voici I'énumération des cinq types :

I. — Circvrare (Kreistheilungsgruppe de M. Klein) dérive
d'une substitution unique @ d'ordre N.

II. — Pyramar (Doppelpyramidengruppe de M. Klein), dérivé
des deux substitutions @ et e N=2m; 0" =1, ¢ =1;¢'Qc = 0",

II. — Tétraédrique, N = 12.

IV. — Octaédrigue, N = 24.

V. — Icosaédrique, N = G6o.

Je renvoie au Mémoire de M. Jordan (t. 84 du Journal de Crelle)
pour le Tableau des trois derniers types, et au Mémoire de M. Klein
(Mathematische Annalen, t. XII, p. 168) pour la liste des invariants
absolus W(z) afférents aux cinq types.
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50. Je me propose, dans ce Chapitre, d’examiner jusqu'a quel point
peut &tre choisie arbitrairement dans S la substitution R, dont les p
puissances constituent le groupe S,; N = np.

Si p=1, R=1 et S appartient 4 T'un quelconque des cinq types;
mais il n'en est plus de méme dés que p > 1.

Je rappellerai (Chapitre I') que p divise M,

M = n — 1 pour la premicre catégorie,

M = n — 2 pour la seconde catégorie.

On a vu que la seconde categorle se présente quand le groupe G
de G, qui laisse immobile une racine x,, laisse aussi immobile une
seconde racine x,. Alors n est pair et les racines sont associées par
couples, tels que z, et z,.

Quant 4 la premiére catégorie, elle se présente toutes les fois qu'on
n’a pas affaire 4 la deuxiéme catégorie. (3, ne laisse immobile qu'une
seule racine z,.

Dés que p > 1, S ne peut étre du type circulaire.

En effet, mettons R, qui est une puissance de ® (n° 49), sous forme
canonique. Les 8, (n°47), qui sont aussi des puissances de 0, de-
viennent canoniques ; cela est absurde (n° 419, lemme II).

54. SiS est circulaire, h, est une équation binome.
En effet, alors

p=1, n=N WE)=z=T, H@m)=nr-K,

1 I zﬂ—l
K = const., r=1{(z1n)= /w"“(s—n B z"—K);

d’ou, par un calcul facile, puisque z* =T,

—1
g = (nTx -+ T_'l; ) ’
ou simplement 2 = x (eu égard au n° 1).
Enfin
K ”n
T = 2" C. Q. F. D.

L’équation binome est bien un cas particulier de I'anharmonique.
Journ. de Math, ( 5° série), tome VI. — Fasc. II, 1goo. 27
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52. Supposons, pour N == =2m, que S appartient au type pyramidal
et dérive de @ et ¢, avec

" =1, g =1, 0 =0".

Les N substitutions de S sont : 1° les m puissances de 0, et 2° les m
substitutions ¢®", r=o, 1, ..., m — 1, toutes d’ordre deux.
Laquelle prendrons-nous pour R? Prenons d’abord R = ¥,

avec p = %z, ¢ = le plus grand commun diviseur de m et de g. Mettons

R sous forme canonique, © sera aussi canonique. Si 3 >1, p<m, et il
y aura des puissances de ® en dehors du groupe S,; ces puissances
de O seront canoniques, ce qui est absurde (n° 19, lemme II). Si, au
contraire, 8 =1, p=m, N=am=np=nm et n=2, ce qui est
absurde.

11 faut donc prendre pour R une des ¢®"; alors p = 2 et m = n.

On peut choisir 'argument 5 de fagon & avoir

0=|s 05}, =1, €

If
(2]
LA

Pinvariant absolu

V()= 5+ 5

Pour la premiére catégorie, p ou 2 divise »'— 1 et n est impair.

Pour la deuxiéme catégorie, 2 divise n — 2 et n est pair.

En résumé: pour p >1 et S pyramidal, p = 2. n est impair pour
la premiére catégorie, pair pour la seconde.

Entre les n racines z,, ..., z,_, de h, G dérive des deux substi-
tutions -

0=(o,1,2y..., 2 —1)

et

e =(0)(1,n—1)(2,n—2)..., si n est impair;
e=(0)(r)(t,n—1)(2,n —2)..., sin=2r=pair.

53. Prenons S tétraédrique, N =12. S est isomorphe au groupe
alterné entre quatre lettres; S contient des substitutions d’ordre 2 ou

3 seulement.



INTEGRALES D'UNE MEME EQUATION DE RICCATL. 207

Formons le Tableau suivant :

N =pn =12,
P 2 3
Mo e it i 6 4
R T 5 3
Rk TR . 4 2

Il y aura une anharmonique n = 6, p = 2 de la seconde catégorie
et une anharmonique » = §, p = 3 de la premiére catégorie.

84. Prenons S octaédrique; N = 24. S est isomorphe au groupe
général entre quatre lettres et contient des substitutions d’ordre 4 au
plus. Donc p = 2, ou 3, ou 4. On a encore le Tableau :

N=pn=24.
2 2 3 4
Bovviiiniiiniainns 2 8 6
R U 1 7 5
R T 1o 6 4

Il n’y a pas de &, de premiére catégorie et trois existent de seconde
" catégorie :

n=1i2, p=2,

n= 8, p=3,
n= 0, p=4.

85. S icosaédrique est isomorphe au groupe alterné en cinq lettres

ct contient des substitutions d’ordre 2, ou 3, ou 5. On a le Tableau,
ot N = np = 6o,

[ 22 PR 2 3 5

ot e iene i 30 20 12
[ T 29 19 11
J R Y 28 18 10

Aucune A, de premiére, mais trois de la seconde catégorie :
n = 3o, p=2,

=3,

n = 20,

Il
Qe

P
=12, )4
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56. Une précaution est encore & prendre dans le choix, pour un
groupe S donné, de la substitution R.

On a vu que, R étant canonique, il ne peut exister.dans S des cano-
niques autres que les p puissances de R (n° 19, lemme II). Aucune ¢
de S n'est donc échangeable avec les puissances de R, en dehors de ces
puissances elles-mémes. Donc R ne peut étre puissance d’unc substi-
tution de S, autre que les puissances de R.

On ne construira pas toutes les anharmoniques qui correspondent
aux diverses combinaisons de N, n, p qui viennent d’¢tre énumeérées.
Ce serait un calcul assez long, désormais sans difficulté et sans intérét
théoriques. On sc bornera, dans le Chapitre suivant, & donner quel-
qques exemples simples. Je rappelle, du reste, que, dans ma Note : Sur
certaines équations des quatriéme et cinquiéme degrés (Bulletin
de la Société mathématique, 19oo), j’ai construit directement ct
d’une facon plus élémentaire les anharmoniques £, et 7;. Je renverrai
a ce Travail par une notation, telle que (Bulletin de la Société ma-
thématique, 7°) par exemple.

57. Terminons le présent Chapitre par (uelques indications sur
I'équation U de Riccati elle-méme (n* 1).

f ayant la significalion exposée au précédent Chapitre, je dis que
Uintégrale générale de U est

(=, O),
ot G est le paramétre arbilraire et s une fonction de L définie par
Uéquation

W(z)="T().

Y et T ont leur signification habituelle.
Soient &, ,, &, trois racines quelconques de 4, savoir

£y =£(3,7,), z,=f(z,m),  w=1(31)
et « une intégrale quelconque de U. On peut loujours écrire

(1) u=1{(s,t),



INTEGRALES D'UNE MEME EQUATION DE RICCATI. 209

§ étant une fonction de ¢ définie, pour  donné, par l'identité (1) elle-
méme.

Le rapport anharmonique

" . . (ll T, )(.'L — )
A 0 B0 5) = (T (=)

des quatre intégrales u, z,, z,, z, de U est une constante K. Mais

: K = e‘ﬁ(u Loy Ly 2)"" &<E) Noy N1y Ne ))
d’ou

F—"In K n'—’lo.
E—'"n T2 "

§ est une constante dont la valeur dépend de celle de K. % est donc le
parametre arbitraire C. C. Q. F. D.

88. On pouvait prévoir que, dans la présente théorie, on rencon-
trerait Lot ou tard les groupes S linéaires, fractionnaires, d’ordre fini.

Ln eflet, dans ses Legons de Stockholm (p. 29 etsuiv.), M. Painlevé
montre comment d’une équation U de Riccati

W=, ({) + uwn, (¢) + u*w,(?),

on déduit une ¢quation Z

"= zM(1),

différentielle lin¢aire, homogéne, du second ordre. Les équations U
ct Z ont les rclations mutuelles que voici :
Si 5, et 5, sont deux intégrales de Z, I'intégrale générale de U est

35 + Cs,
3+ C:g

-
-~

Si u,, u,, u, sont trois intégrales de U, elles donnent une intégrale
3, de Z par la relation
Uy — Uy .
(teg— uy) (ug— uy)

<

Si les u sont racines de A, 3, est aussi racine d’une équation algé-
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brique, & coefficients rationnels (au sens du n° 1). Prenons, ce qui ne
change pas le fond des choses, pour variable, non plus ¢, mais T(¢).
5, devient algébrique. Or on sait quel rdle essentiel jouent les
groupes S dans I'intégration algébrique des équations différentielles
linéaires.

J'espére, dans un Travail ultérieur, revenir sur la dépendance mu-
tuelle des équations différentielles U et Z.

Quant a la construction effective des U qui correspondent & des Z,,
données, elle ne présente ancune difficulté. Prenons pour variable non
plus ¢, mais s, liée a ¢ par I'équation W,

¥(s)=T(0).
On aura, pour l'intégrale générale de U (n° 87),

u=1{(s, C),

u

! 1 1 (5)
- \lf’(.s')_[s—- C nll(s)]’
d’on

y y I (sy |~
s=8 [uqf' (S) + u“(})_] )

e o d oo .
Prenons la dérivee 7 il viendra

d . " d HI / , HI 2
-‘F'_c.;;{. + u¥" + Z i + (ullf' 4 ;‘,._> Z= Q)

ce qui est bien une équation de Riccali,

n__ ¥
W = ?ST’
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CHAPITRE VIL.

ANHARMONIQUES DES QUATRIEME ET CINQUIEME DEGRES.

59. Comme exemple d’application pour les théories du présent
Mémoire, je vais construire toutes les anharmoniques des quatriéme
et cinquieme degrés, n=4 et 5. Les résultats (n° 56) sont & com-
parer avec ceux du Bulletin de la Société mathématique. Supposons
d’abord ~ = 4.

p devant diviser ou n— 1 (premiére catégorie) ou n — 2 (deuxiéme
catégorie) est un des trois nombres 1, 2 ou 3.

Nommons, pour abréger I'écriture, 8, la substitution canonique

On=|5 0z, (=1,

d’ordre mi, et ¢ la substitution d’ordre deux

e=|s

Q-

L’invariant
2(a,a, — fa,a,+ 3a;)

du polynome général du quatriéme degré

ay'+ba,y* +6ay* +hasy + a,
se npommera I.
L’invariant

se nommera J.

60. Si p =1, N =4, S est circulaire ou pyramidal.
S circulaire dérive de I'unique substitution ®, (cas /). S pyramidal
dérive de ®, combinée avec ¢ (cas II).



212 L. AUTONNE.

Si p =2, N=28. S ne peut &tre que pyramidal, dérivé de 0, et
de ¢ (cas 1IT).

Sip =3, N=r2. S ne peut étre que tétraédrique (cas IV).

Examinons ces quatre cas.

61. Cas 1. — On a (n° 1) une équation binome.

Dans le cas actuel, I'invariant J des polynomes f(x)et H(y) est
zéro. Le rapport anharmonique des quatre racines est harmonique,
c’est-a-dire constant, ce qui doit étre. C’est un cas particulier de
I'équation %, harmonique (Bulletin de la Soc. math., 6°), exclu
(Ibid., 7°) comme conduisant & une équation U de Riccati dégé-
nérée.

62. Cas II. — S dérive de

0,=|z —3z| etde =

-
-~

n| -
-

¥ (5) =3 + 5%, Le polynome réduit est
H(n) = n'—6kn* +1;

W est
*—6Tz*+1=o0.

h, s'obtient en éliminant s entre I'équation W et

1 [ 1 5(5'— 3 k) ]

2(s—53) s —n 5 —6ksti1

Le rapport anharmonique des quatre racines est une constante ar-
bitraire, fonction de k. Le,groupe G de %, provient de

6;=(xoxz)(x«w3>y E=(xoxo)(x2xs)'

On a 'anharmonique construite au 13° du Bulletin de la Société
mathématique.

63. Cas 111. — S dérive de
0,=]z 6z], (b=y—=1) etde e=|z

Q-
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¥ (s5)=3"+ 5", L’équation W est

T3+ 1=o0.

Le polynome réduit s'obticnt en donnant & T (n° 36) une valeur
constante telle que le premicr membre de W devienne carré parfait.

On posera T = 2. Le polynome réduit est n' — 1. A, s’obticnt cn ¢li-
minant 5 entre W ct

' = 1 ( P& )
N TEEE st—1

L’invariant J = o et le rapport anharmonique des quatre racines est

harmonique. On a la &, harmonique du Bulletin de la Sociéié ma-
thémangue.

64. Cas IV. — S est tétraédrique et dérive les deux ¢ binaires 0,
ct ¢ jointes & la ¢ ternaire, i*+ 1= o,

(1) ‘: ~l—:—i.~:—~"-

I+t 541

oy (s S+ 20y33\°
vy - 4 - (St

? 1 —aiy33

Pour former le polynome réduit, employons le procédé du n* 36,
en prenant pour R la substitution (1).

R laisse fixe une racine de qﬁ‘= o (ou de ?."T = o), parce que R per-
mute ensemble les quatre racines, tout en étant d’ordre 3. L’équation
(uadr mque 1o = R[] a donc une racine commune avec chacune des
deux ¢quations 9 = o, § = o. Prenons, par exemple, (n,) = o.

Le polynome du douziéme degré en 7

M(n) o(n)
"‘I’("]o) ?(no)

devient simplement, pour $(y,) = o,

() =(n*+1+2in?y3)".

Journ. de Math, (3° série), tome VI, — Fasc. II, 1gco. 28
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Le polynome réduit
H(n) ="+ 1+ 21%y3.
Dané H, ona (n° 89),

i

— = - Y
a, = 1= a,, @, == a3 =0, ay = —4—

et P'invariant
= (a,a,+ 3al)=o.

Le rapport anharmonique des quatre racines est ¢quianharmo-
nique.

h, s'obtiendra par le procédé ordinaire et scra I'équation dqui-
anharmonique du Bullelin de la Société mathématique.

Onremarquera que, dans I'invariant absolu du groupe tétraédrique,
nous avons, rectifiant une erreur & la page 168 du tome XII des Ma-
thematische Annalen, changé 3 en — 3°,

63. La discussion des f;, n =5, est trés simple. p =1, 2, 3, 4.

Le cas[p=1, N=15] fournit un S circulaire ¢t une /; binome
(n" 31).

Les cas [p =3, N=15] et [p =4, N = 20| fournissent des S py-
ramidaux, ce qui est absurde (n° 32).

Le cas [ p = 2, N = 10] est admissible (n® 52) cl fournit la /i, con-
struite au Chapitre Il du Bulletin de la Société mathématigue.



