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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Développements sur une forme nouvelle des équations

de la Dynamique;

Par M. Paur. APPELL.

Nous avons, dans un court Travail inséré au Journal fir die reine
und angewandte Mathematik, t. CXXI, indiqué une forme nou-
velle des équations de la Dynamique présentant les deux avantages
suivants, qui la rendent plus généralc que la forme donnée par
Lagrange : 1° ces équations sont applicables a tous les genres de
liaisons, méme aux liaisons qui, comme les roulements, s’expriment
par des relations différentielles non intégrables; 2° elles s’appliquent
encore quand, au lieu de définir la position d'un systéme par de véri-
tables coordonnées, on emploie des paramétres liés aux coordonnées
par des relations différentielles non intégrables (*). Nous nous pro-

(*) Voyez un opuscule intitulé : Les mouvements de roulement en Dynamique,
que nous avons publié en 1899, chez Carré et Naud (Collection Scientia). On doit
ajouter & la bibliographie placée en téte de cet Opuscule un article de Ferrers
(Quarterly Journal of Mathematics, 1871-1873).
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posons, dans le présent Mémoire, de développer des applications de
cette théorie. Nous commencerons par rappeler rapidement comment
on obtient les nouvelles équations.

1. Imaginons un systéme matériel assujetti & deux sortes de liai-
sons, A ct B.

A. Soient d’abord des liaisons exprimables par des relations cn
termes finis entre les coordonnées des divers points : en vertu de ces
liaisons, les coordonnées z, y, 5 d’un point quelconque m du systéme
peuvent étre exprimées cn fonction de / paramétres indépendants ¢,
g2y -+ qi et dutemps ¢:

x=f(9n Gy o oos Gis 1)$
}’2?({1-, Gos + ooy Giy 1)3
3='4’(9n Gos oo Qs 1)

Un déplacement virtuel, compatible avec ces liaisons, est défini par
les relations

S af o l)f’\ ()f 2
O.Z‘-—(—);-loq|+m4(12+ )(// 1/
’ — d(? ():? [N 'f' N
(l) gy—(—)ESq,+dqzoq;.+...+ ()(] GQ/‘,
o M o 0y o f)l(
\ oz=;)7]-loq.+al};oq2—+— ()(] Jq/,,

et le déplacement réel pendant le temps d¢ est défini par les relations

92 dJd d dJ
dx = -~f- dq. ()(/qu + f dq,, {(ll,

(2) (dy= dg, dq:dg._,—i—... dq t dg,+ f(ll,

ol o
d::d—(;dq,—}-&%dg._,—}—. q’ oo dqi+ t:dl.

Si ces liaisons existaient seules, le systéme serait ce que Hertz
appelle, dans le troisitme volume de ses OEuvres, un systéme
. holonome.
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B. Supposons maintenant qu’entre les parameétres ¢,, sy ...y sy
quisont de véritables coordonnées, et d’autres parametres ga. s Garaye+s
@h+s» au nombre de s, on établisse des relations différentielles non
intégrables au nombre de p Zs, que nous écrirons comme il suit. Les
variations virtuelles 8¢,, 8¢, ..., 8¢s., des anciens et nouveaux para-
meétres doivent étre liées par p relations de la forme

‘ Ay 3(14 + Auzg([:z"*“- ot A|I¢+:aqm-:=0,
(3) A2|89|+A22'3f[2 +..t A2/z+sa(1/t+s=0,
( A/n 891 -+ Ap2 8([: e+ A;)Iza—s 89/1-»—: =0,

ct les variations réelles des mémes paramétres, pendant l'intervalle de
lemps dt, doivent étre liées par les p relations -

‘ Avdg +Andg, ...+ Ay dgy s+ A di= o,

(4) ) A‘ll dq‘ "+‘ 1\22 (lq2+°--+f)\2h+sdq.‘z+s+ f\gdt= 0,

................................................... ,
( Aydg,+A,dg,+...4+ Apprsdgp+ Apdt=o.

Dans ces relations, les coefficients A;;, A; sont des fonctions dc ¢,,
2y - -y Carsy L. Si ces prelations (3) et (4) sont exactement au nombre
des nouveaux paramétres introduits ¢a.y, Grsey -+ gars(p =), elles
doivent étre considérées comme servant de définition aux nouveaux
parametres introduits et n'imposent aucune liaison nouvelle au sys-
téme; si le nombre p des relations (3) ct (4) est supérieur a s, ces
relations servent de définition aux nouveaux paramétres et, en méme
temps, imposent au systéme p — s liaisons nouvelles, puisque, par
Iélimination de 8¢y, €¢psay ..., 8¢4s, entre les p relations (3), on
obtiendrait alors p — s relations entre g, ¢¢,, ..., ¢¢;. Comme une
au moins de ces A variations doit étre arbitraire, p — s est au plus égal
ah—1.

11 peut se faire, bien entendu, qu'il n’y ait pas intérét & introduire
de nouveaux paramétres autres que ¢,, ¢y, - .., ¢4; alors s = o.

2. Ezemple. — Pour montrer sur un exemple simple comment il
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faut comprendre l'introduction de ces nouvelles liaisons et de ces
nouveaux parameétres, considérons une sphére solide homogéne de
rayon a assujettie d’abord & toucher un plan fixe §Ov. La position de
cette sphére dépend de cing paramétres qui sont les coordonnées £ et v
deson centre de gravité G et les trois angles d'Enler, 9, ¢, ¢, que font des
axes G, y, zinvariablement liés & la sphére avec troisaxes Gz, y,, 5,,
paralléles aux axes fixes OEn¢. Le { du point G est constant et égal
a a. Ces cinq paramétres sont de véritables coordonnées dont les
valeurs numériques déterminent la position de la sphére; ils jouent le
volede g, g,y .. o0 gse

Désignons par p,, ¢,, r, les composantes de la rotation instantanée
de la sphere suivant les axes G,, y,, 3, ; on a, d’aprés des formules
connues (voyez mon Traité de Mécanique, t. I, p. 257),

pr=0cosy + ¢ sinlsiny,
¢, =0'sin} — ¢’sin0cosy,
r =Y+ 9 cosl.
Cela posé, assujettissons la sphére a rouler sur le plan; cette con-

dition s’exprime en écrivant que la vitesse du point matériel de la
sphére qui touche le plan est nulle

d% dr,

@M= g

i -+ ap,=o;

en méme temps, introduisons trois nouveaux paramétres A, u., v, dont
les variations réelles, pendant le temps d¢, sont définies par
dh=p, dt, dy. = q,dt, dv=r,dt.

Nous aurons, d’aprés les valeurs de p,, ¢, 7, les cinq équations
suivantes :

" d\ — dicosy —dysinlsiny =o,

dy. — disin } + dyp sin 0 cosy = o,

(4) dv — dy—dypcosh=o,
d5 — adp.= o,

dn+ adh=o,
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dont trois servent de définition aux trois nouveaux paramétres ct les
deux autres aux nouvelles liaisons. Les variations virtuclles des anciens
et des nouvcaux paramétres scront, de méme, lices par les cing
relations :
\) . .

&\ — 80 cos§ — ¢y sin Osin ¢ = o.
[\ . N .

cu. — 80 sind + ¢y sinf cos Y = o,
(3) & — o) — dpcosl = o,

N
JE —a éy. =

8n+adl=o.

Ces relations jouent, dans ccl exemple, le réle des relations (3)
et (4). Les paramétres A, i, v jouent le role de gary Grvay + v vy Ghoee
Les nombres /i, s et p sont respectivement 5, 3 et 5.

Revenons maintenant & la théorie générale.

3. Pour obtenir les ¢quations du mouvement, désignons par # la
dilférence positive
n="h+s—p.

Les variations 8¢, 8¢, ..., 6¢4.,, au nombre de n -+ p, étant lides
par les p relations linéaires et homogénes (3), on peut regarder
n d’entre elles comme arbitraires et les p autres comme des fonctions
de celles-1a, définies par les relations (3).

Ces variations arbitraires peuvent étre choisies aussi bien parmi les
variations des coordonnées ¢, ¢., ..., ¢4 que parmi les variations des
NOUVEAUX PAramELres Gay iy Garay « - oy Phrse

Pour fixer les idées, nous regarderons 8g¢,, 8g,, ..., &g, comme
arbitraires; nous aurons alors, en résolvant les équations (3) par rap-

POrt & 8y, 8Gnizy -y OGnepy (R +p=h +35),

Sy = &, 8q, + &y 8gy +. . .+ &, 8,
(5) 3971-#-"—@ 89|+B aq RatRE "—p”sq’l’

D I I I I PR BT terer ety

3g,,+p—.'}\ 0q, + A, 3(_],+ ot A, 8,3

Journ. de Math. (5 série), tome VI. — Fasc. I, rgoo. 2
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les équations (§) résolues par rapport & dq,.\y Agu sy - ..y dq,., don-
nent de méme

‘ d‘]n+-=°‘« dq.+%dq2+...+ 9(,,(lq,,+ G((ll,
(6) e )
| (l7n+p = )\q dq. + )\2 dqz ..o+ )\,, dq,,-*— Adt.

Ceci posé, le principe de d’Alembert, combiné avee le théoréme du
travail virtuel, donne pour I'équation générale du mouvement du
systéme

(7) Xm(s"Se+y oy + 3" 8)= 3 (X8 + Y iy +L3:).

Dans cetle équation, » désigne la masse du point de coordonnées
£y ¥y 35 &'y ¥, 5" les dérivées totales deuxiémes de z, y, 3 par rap-
port au temps; X, Y, Z les projections de la force appliquée au point
&, y, 3. Les déplacements sz, 8y, 83 sont les déplacements compa-
tibles avec les liaisons & I'instant ¢. Si les liaisons ont lieu sans frotic -
ment, les forces de liaison s'¢liminent dans la relation (), car, sous
celte réserve, les travaux des forces de liaison ont une somme nulle
pour Lous les déplacements virtucls compalibles avee les liaisons.

Les expressions de 8, 8y, &5 sonl fournies par les relations (1), ol
les 3q,, 3¢., ..., 8¢ vérifient les équations (3). En remplacant 2¢,.,,
Sqnrar -+ +» OFusp PAr leurs expressions (5), on a, pour 3z, 3y, 43, des
expressions de la forme

s dr =a, 8‘[: + a, a(lz +.oootay a{[lu
ey = b, 8¢, + by 3¢, +...+ b,0q,,

03 = ¢,8q, + €, 8qs+...+ ¢,0¢,.

De méme, en remplagant dans les expressions de du, dy, ds les
quantités dg,.., dqy.ay ..., dq,., par leurs valeurs (6), on a, pour l¢
d¢éplacement réel,
dr=a,dg,+ a,dg,+...+ a,dq,+ adl,
dy =b,dg, +b,dg,+...+ b,dq,+ bdi,

(9)

ds = ¢, dg,+ ¢,dg, +...+ ¢, dq, + cdt,
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ol
Ay Qyy <oey @uy @y ooy Gy Cay euny Cpy €
sont des fonctions de ¢, gay «o vy Guep €L L
- . ’ M N - A e
Ceci posé, en remplagant dans I'équation (7) éz, 8y, &z par leurs
expressions (8), on a une ¢quation de la forme

P g, +P,8g,+...+ P,8g,= Q, g, + Q, 8, + ...+ Q,3¢,,

qui doit avoir lieu quels que soient 8¢,, 8¢y, ..., 8g,; elle se décom-
pose donc en n équations

(IO) P|=Qn P2=Q20 ERY Panm

((ui, jointes aux p équations (6), définissent les paramétres ¢, ¢., ...,
¢ap cn fonction de 2. Dans ces équations, les deuxiémes membres se
calculent comme dans les ¢quations de Lagrange

Qi=X2(a,X+b,Y +¢,2),
Quant aux premicrs membres, on peut les calculer comme il suit.
P’renons P,.On a
Pi=Xm(z"a,+y"b,+ 3"¢c,);

or les exprcssions (9) s’écrivent en divisant par dt et désignant par
¥y 5y G Gy oo g, les dérivées de z, y, 3, ¢, Gar -+ Ga par
rapport i ¢

¥=a,q,+ ayq,+...+ a,q,+ a,

(11) ly’:b,q"+b2g;+...+b,,g;‘+b,

F=¢q,+ gy +.. .+ g, +C;

prenons les dérivées totales de ces expressions par rapport au temps;
nous aurons

U " L " da ’ d ' d
r=a,q +aq,+...+ anq,,"*‘(a;lq‘-i—... S Q/H—p al>9|
=b,q\+ b,q;+.. +b,,g,,+...,
=i Qi gy

(12)
g
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mais alors on a évidemment

().L'” dy" l)-”
N= b a7 g

ct cn posant
Q — _Z,n (w” +yrn+ 2 )’

on a
0S

J _ —
=,

On obtient de méme Py, ..., P, ct les équations du mouvement
sont finalement

(13) 8 _ g JS

JS
()T/,;-.__ NeT) m:Qz, sy —:()

dg, —
Telle est In forme d’équations que nous avions en vue. Pour éerive
ces ¢qualions, il faut calculer les fonctions

S= éz mJ?,

ol J est I'accélération absolue du point 22, fonction qui est composée
avec les accélérations comme la demi-force vive Pest avee les vitesses.
11 faut exprimer cette fonction S & P'aide des paramétres ¢, ¢,, ...,
Gu+p ct de leurs dérivées premiéres ct deuxiemes, en ayant soin de ne
laisser subsister dans la fonction que les dérivées deuxiemes ¢, ¢, ...,
¢, des paramétres regardés comme indépendants; cela cst toujours
possible, car & I'aide des relations (6) on peut toujours exprimer, par
dérivation, ¢, G+« -y 454, €0 fonclion lincaire de ¢, g3, .-+, ¢,-
La fonction S étant ainsi calculée, on écrit les 2 équations (13) qui,
jointes aux p relations (6), déterminent les n + p paramétres

Gy Gy ooy Queps
cn fonction de ¢.
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La fonction S est du deuxiéme degré en ¢, ¢,, ..., ¢,. 1l suflit
évidemment de calculer dans S les termes contenant les dérivées
sccondes des paramétres, car les autres ne donnent rien quand on
prend les dérivees partielles par rapport & ¢, ¢, -+, ¢,

On peut remarquer, d’aprés les formules (11) et (12), que si 'on
forme la demi-force vive

= i-z m(x'® 4y + 3"),

les coefficients des termes du deuxi¢me degré en ¢}, 45, ..., ¢, dans T
sont identiques aux coefficients des termes du deuxiéme degré en ¢,
4y +++s ¢, dans S, Dans cette fonction S, les coefficients des termes
du deuxi¢me degré en ¢, ¢, ..., ¢, dépendent des paramétres ¢,
a3 +++y Gusp €L du temps; ceux des termes du premier degré en ¢,
q",, ooy q’,’l contiennent en outre, au second degré, les dérivées pre-
MIEres ¢,y Thy -+ 3 Curpe

&. Application au mouvement plan d’un point matériel en
coordonnées polaires. -— Soient r et 0 les coordonnées polaires d'un
point (z, ) de masse m. On a

x=rcosh, y=rsinl,
(@ Ayt = D= 0 e (P07 20
En appelant P la composante de la force appliquée X, Y, suivant la

perpendiculaire au rayon vecteur et R sa composante, suivant le
rayon vecteur, on voit immédiatement que le travail virtuel

X8z + Yy
de la force est
Préh+Rer.

Les équations de mouvement sont donc

Qll '—‘l) 0 W = I)
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ou . . .
mr(rd” +or0)=Pr, m(”—r0?)=R.

Remarque. — Dans S, la quantité
1+ a2’

admet un facteur intégrant r. Introduisons alors, & la place de 0, un
paramétre A dont la variation réelle est définie par

dh=r*dl
et la variation virtuelle par
e\ = 289,
Nous aurons
N=r0, N=r{rd"+2r0);
donc

. S= %l- [(r” —r0*) + %J"*],
X8z + Y8 =28+ Rér,

et les équations du mouvement s’écrivent

08 9 P
o =1

P AairS
la scconde est

m\N =Pr.

Si P est nul, X’ est constant, ce qui donne le théoréme des aires.

D. Systémes. — THEOREME ANALOGUE AU THEOREME DE Kanic. —
Soient, dans un systéme, «, y, 5 les coordonnécs absolues d'un point 2,
£, 1, { lescoordonnées du centre de gravité G, et ,, ¥, 3, les coordon-
nées relatives du méme point, parrapport & des axes Gz, y, 3,, paral-
léles aux axes fixes et menés par . Appelons J, 'accélération absolue
du point G

Jz —_ Euz_l_ 7]//2+ ?;//3’



SGR UNE FORME NOUVELLE DES !'IQUATIONS DE LA DYNAMIQUE. 1h

J, Paccélération relative du point m, par rapport aux axes (x, &, y,, 3,
3 .2 2 T
=+ y+3"
Désignons enfin par M la masse totale du systéme. On a

z=4§+x, Y=n+Yn s=(+ 3,
w=F+a, Y=q+y,  F=U+s

Calculons alors la fonction

S =

I ; I\ y E
SImd=-Em(a"”+ y" + 3"),

en remarquant que,
Ime,, Zmy,, Zms,

¢tant nuls, on a aussi

" oY L N - —_ .
Imx=Xmy,=2Ims, =o;
nous avons

1 3 1
S=-MJ+ -Eml3,
2 2
ce que nous écrirons

(14) S=-MJ;+S,.

On a ainsi un théoréme analogue au théoréme de Keenig pour la
force vive.

6. Application & un corps solide qui se meut parallélement @ un
plan fixe. — Prenons comme plan de la figure le plan de la courbe
décrite par le centre de gravité. Soient, dans ce plan, deux axes
fixes Oz et Oy, § et  les coordonnées de G. Il suffit évidemment de
connaitre le mouvement de la figure plane (P), section du corps par
le plan & O y. Appelons alors 0 'angle que fait avec O« un rayon GA
invariablement li¢ & cette figure plane (P), et MA? le moment d’inertie
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du corps par rapport & I'axe mené par G perpendiculairement au
planzOy.

Le mouvementdu corps autour du centre de gravité Grest une rota-
tion aulour d’'un axe fixe dans le corps, la vitesse angulaire de rota-
tion ¢tant ', On a donc, pour la fonction S, calculée dans le mouve-
merit du corps autour de G

M I

ME @ 0).

Donc

7

S = -; B2t R0 L,

ott il ecst inutile d'écrire les termes nc contenant pas les dérivées

secondcs.

D’aatre part, si 'on appelle X, Y, les projections de la résultante
eénérale des forces appliquées, ct N, la somme des moments de ces

forces par rapport & I'axe mené par G perpendiculairement au plan
20y, ona

2(X 0+ Y8y +Z85) =X, + Y, o+ N, 8.

Le corps n'étant supposé soumis & aucunc autre liaison, les para-
motres €, 7, 0 sont indépendants et les ¢quations de mouvement sont

aS .
"__Xo’ 5;‘7/::10, OII—NO’
ME =X, My=Y,, Mk20"= N,.
On retrouve ainsi les équations que donnent immédiatement les
théorémes généraux.

Supposons que le corps soit assujetti a4 une nouvelle liaison, que
celte liaison soit exprimée par unc relation cn termes finis

f(E, 71701t)=07

ou par une relation différentielle

Adé +Bdn+ Cdi+Ddt =o,
At +Bdy +C20 =0,
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A, B, C, D étant des fonctions de §, 1, 0, ¢&. On pourra alors exprimer »”
en fonction de £ et 0” par exemple, & en fonction de 3 et 80 ; par suite,
calculer S en fonction de £ et 67, rendre (X 8z + Y 8y + Z &)

linéaire et homogéne en &% et &0, puis égaler g; au coefficient de 8% -

VL
ctg—os,, a celui de 80.

7. Application & un corps solide mobile autour d’un poini fixe. —
Commengons par calculer la fonction S pour un corps solide mobile au-
tour d’un point fixe O, en nous plagant dans le cas le plus général. II
suffira ensuite pour chaque exemple particulier, d’employer cette fonc-
tion S calculée une fois pour toutes. '

Rapportons le mouvement du corps & un triédre trirectangle O zyz,
d’origine O, animé d’'un mouvement connu. Soient Q la rotation
instantanée de ce triedre, P, Q, R les composantes de cette rotation
suivant les arétes Oz, Oy, Oz; soient de méme w la rotation instan-
tanc¢e absolue du.corps solide, p, g, " ses composantes suivant les:
axes O zys. Une molécule m du corps de coordonnées x, y, 5 posséde:
une vitesse absoluc ¢ de projections

Oe=q5 — Iy,
(15) 0y = rr — ps,
Y: =Py — 4%;

cette molécule posséde une accélération absolue J ayant pour projec-
lions ‘

dos

J.r= '% -+ sz— er,

(16) {1,= %+ 4 Ro,—Po,,
J, =%

2= dt +Pp}‘—Qox;

ces formules s'écrivent immédiatement si I'on remarque que I'accélé-
ration J est la vitesse absolue du point géométrique ayant pour coor-
données ¢,, ¢, ¢, par rapport aux axes mobiles Ozyz.

Journ. de Math. (5 série), tome VI. — Fasc. I, 1goo. 3
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Cela posé, on a

do i d ,
—(f:qm ——r'a%—%:q — Yy

P’y q, r désignant les dérivées de p, ¢, » par rapport au temps. Les

o, dz dy ds . . - o
quantités —- 2> — sont les projections sur Oz, Oy, Oz de la vitesse -
relative ¢, de la molécule 72 par rapport & ces axes : si I'on appelle .
la vitesse d'entrainement de cette méme molécule, on a

, d (0,),,-: Pe— ("’e).m
c’est-a-dire
dx

¥ =gzr—1y—(Qs—Ry).

dy . ds o .
7 € 7;+ D'aprés cela, les expres

sions (16) de J,, J,, J, prennent la forme suivante, olt nous ¢erivons
seulement J, :

le=gl(p—P)y— (93— Q2] —r[(r— R)e—(p-D)|
+3g = yr'+Qpy — ¢x) — R(rz — p3),

On a de méme, cn permutant,

ou en ordonnant

Jo=—x(g*+1*) + y[g(p — P)+pQ -]
+s[r(p—-P)+pR+¢']

On a de méme, en permutant, J, et J,. Faisant la somme des carrés,
on a J2, et enfin la fonction

S=_Em(+I+12).

Dans cette somme figurent comme coefficients les moments d'inertic

A=Zm(y'+2), B=Em(s+a'), C=Im(z+y"),
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et les produits d'inertie
D =ZImys, E = Imsux, F = Zmaxy,

par rapport aux axes Oxzys. Ces six quantités seront, en général,
variables avec le temps, puisque les axes Oxys se déplacent dans le
corps.

Actuellement les paramétres sont les angles qui fixent I'orientation
du corps autour du point O : les quantités p, ¢, r contiennent les déri-
vées premiéres de ces paramétres par rapport au temps; le triédre
Oayz étant supposé animé d’'un mouvement connu, P, Q, R doivent
étre regardés comme des fonctions connues du temps; les dérivées
secondes des paramétres ne figurent donc que dans p’, ¢, /. Alors,
d’aprés une remarque précédente, il suffit de calculer les termes de S
qui dépendent des accélérations, c’est-d-dire de p’, ¢/, 7, car ces termes
seuls dépendent des dérivées secondes des paramétres.

Posons, pour abréger,

(17) ¢gR—rQ=">P,, rP —pR=Q,, pQ—4gP=R,,

et désignons, pour un moment, par a, b, ¢ les sommes Zmx?, Zmy?,
Zmz2. On peut écrire

28=a[(¢— Qi — pr)*+ ("= R, +pg)?*|
+o[(r" =R, — gp)*+(p' =P, + gr)
agy!  Tellp—=Pi—rg)+ (g - Q- rpy]
—2D[(g* —r*)p'+(g — Qi+ pr)(r =R, —pg)]
—2E[(»* —p")g+ (" — R, +¢p)(p'— P, — ¢gr)]
—2F[(p? =)' +(p' = P+ 1rg) (¢ — Q. — rp)]+....

Développons et ordonnons par rapport 4 p' — Py, ¢'—Q,, " — R,
en remarquant que

)

b+c=A, c+a=B8, a+b=C,
b—c=C-1, c—a=A-C, a—b=B—-A;
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nous pouvons écrire, cn laissant de coté des termes indépendants de p’,
(/r’ ,,/
(28=A(p'=P.)*+B(¢'— Q)+ C('—R,)
~2D(g'— Q) (*—R,) = 2E(r' = R,) (p' — P

o) —2F(p'—P,)(¢' - Q)
9) +2[(C—B)gr ~D(g’~ ")~ Epg+Fpr)(p'~P))

+2[(A—Cyrp —E(r'—p*)—Fgr+Dgpl(¢'-Q.)
i +2[(B—A)pg—F(p*—q*>)—Drp+Erg](»—R,)+....

Cette formule peut étre écrite d'une facon simple & I'aide de la forme
(uadratique

f(x,y,3)=Ax*+ By*+ Cz* — 2Dys — 2Ezx — 2l wy.

On a, en effet,

2S=fp'—P,¢—Q,r—R)+(p - P.)<7d/ %g)
)
+ (@=L~ pL)+ =R (L~ g %)+ ..

ol %f—, gzs gf sont les dérivées partielles de £(p, ¢, 1).

Remarque. — Si les axes Oxyz sont fixes dans l'espace, on a
=Q=R=o;

par suite P, = Q, =R, = o, la fonction 23 est alors

! ’ / ’ / d.
2S=F(p,q,7) + (g = qr) 55 + (pr' 'P),,,,
(20)

' "9
+(qP = pg) G+

La méme forme convient encore si les axes sont fixes dans le corps,
car dans ce cas

P=p, Q=¢, R=r
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et l'on a aussi
P=Q,=R,=o.

On voit que l'on remonte de I'expression (20) de la partie utile de
S dans ces deux cas, & celle de la partie utile de S dans le cas général,
en y remplacant p’, ¢, 1" par p'— P,, ¢’ — Q,, ' = R,.

Egquations générales du mouvement. — Prenons comme para-
métres servant & définir la suite des positions du corps les quantités A,
«, v, dont les variations pendant le temps dt sont liées & p, ¢,  par
les formules

(21) d\=pdt, dp=gqdt, dv=rd.

On voit que dA, dy, dv sont les angles élémentaires dont il faut
faire tourner le corps autour de Oz, Oy, Oz pour 'amener de la
position actuelle & la position infiniment voisine qu'il occupe & I'in-
stant ¢+ dt. Nous appellerons de méme 8}, S, dv les variations vir-
tuclles qu'il faudrait donner 4 A, ., v pour amener le corps de la posi-
tion actuelle & une position infiniment voisine quelconque.

Dans ces conditions, la somme des travaux virtuels des forces appli-
(uées

(X 8x + Yy + Z3z)
prend la forme
Lo + My + Ndv,

ou L, M, N sont respectivement les sommes des moments des forces
par rapport aux axes Oz, Oy, Oz: ainsi L est la somme des moments
par rapport & O, parce que le déplacement 8. =0, v =0, A #£ 0
est une rotation autour de I’axe O« supposé fixe.

D’autre part, les formules (21) donnent, en employant la notation
des dérivées de Lagrange,

p=N, g="1, r=v,

14

p! — llr’ ql — KJ'”7 r{ = v".
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La fonction S devient alors une forme quadratique de A”, p”, v” et les
équations du mouvement sont

a8 dS a8

-‘T;:; = L, _P7 = M, d_v’7 = N,
ou cncore

a5 JS S
(22) b;}'y:L, a’q—,=M, -a—,-;=N

La premiére de ces ¢quations est, d'aprés (19),

3y | AP=P)-Flg-Q)—E(‘~R)
+(C—B)gr —D(g*—1r*) —Epg+Fpr=L.

Les deux autres s’obticnnent par permutation circulaire.

Remarque. — On verrait que 'introduction des paramétres A, y, v
est légitime et conforme & la théorie générale que nous venons d’ex-
poser, en montrant que ces paramétres sont liés aux angles d’Fuler par
des relations différentielles lin¢aires non intégrables. C’est ce que nous
montrons en détail dans les exemples ¢lémentaires suivants.

8. PREMIERE APPLICATION ELEMENTAIRE, — Formules d’Euler. —
Supposons le triédre Oxys lié au corps et formé¢ d’axes principaux
d’inertie. Alors la rotation instantanée Q du triédre est identique i
celle du corps w: on a

P:[), Q=9, R="7 P|=07 Qo':oa l{4=0:

28 =Ap'?+ Bg?+ Cr'*+ 2(C — B)grp’
+2(A —C)rpg'+2(B— A)pgr'+....

La position du corps dépend de trois paramétres, les trois angles
d'Eulerb, ¢, § du triédre Ozysz avec un triédre fixe; on a, d’aprés des
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formules connues ('),

p="{'sinOsin ¢ + 0'cosp,
(25) g ={'sin0 cosp — 0'sin g,

r={'cosd + ¢’
en dérivant par rapport au temps et écrivant seulement les termes en
0, ¢, {’, on a de méme
s p'=4Y’sin0sing + §"cos o +...,
(26) g'= {"sin0cosp — 0"singp +...,

( r=1{4"cos 0+ ¢"+....

D’autre part, si I'on imprime au corps un déplacement virtuel

obtenu cn faisant varier 0, ¢, § de 80, 39, &, on a, pour la somme des
Iravaux des forces appliquées,

(X3 + Y8y +2Z83) =080+ ®dp+ W

Les équations due mouvement sont alors

_ oS _ S
(2/) de”—® ’o—(P,,-—q), d‘w =1,

Licrivons I'équation relative 4 ¢”. Comme #’ seul contient 3, on a
¢videmment

JS aS a9 ,
!
car %’;,7 =1. La deuxiéme des équations (27) est donc

Cr'+(B—A)pg =9;

c’est une des é¢quations d’Euler.

(1) Voyez, par exemple, mon Traité de Mécanique, t. Il, Chap, XX.
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Les deux autres équations (27) ne donnent pas immédiatement les
deux autres équations d’Euler.

Mais nous pouvons procéder autrement d’une fagon beaucoup plus
symétrique, grice & ce fait que la nouvelle forme d'équations s'ap-
plique & des paramétres qui ne sont pas de véritables coordonnées,
mais qui sont liés aux paramétres 0, ¢, ¢ par des relations différen-
tielles non intégrables. Introduisons alors trois nouveaux paramétres 2,
#, v, dont les variations virtuelles sont li¢es & 80, 8, &) par les for-
mules

A = sin 0 sin ¢ 8 + cosg 30,
d.= sin 0 cos@ 8 — sin ¢ 30,
8v = cos0 &Y + Jp.

Nous pouvons considérer ¢A, &, &v comme indépendants et 80, ¢z,
¢} comme donnés en fonction de &)\, S, v par les équations ci-
dessus. Dans ces conditions, la somme des travaux virtuels des forces
appliquées prend la forme

Z(X8x + Y&y + Z3z) =LeA + MSp+ Ny,

L, M, N désignant les sommes des momentsdes forces par rapport aux
‘axes Oz, Oy, Oz; en effet, 07, S, dv sont les angles infiniment petits
dont il faut faire tourner le corps autour de Oz, Oy, O 3 pour 'amener
de la position actuelle & une position infiniment voisine. Le déplace-
ment obtenu en faisant 8 = o0, 8v = o est donc une rotation autour
de Oz, etl'on a, pour expression du travail virtuel, L 8, L étant la
somme des moments des forces par rapport a O .
Le déplacement réel est donné par

d\ = sin 0 sing d{ + cosg db,
ou, en divisant par dt,

p=N=sinbsing ¢+ cosg 0,
q = =sinfcosg | —singb,
r=v =cosl ¢+ ¢'.
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On en tire

pr — )\//, q/ — y‘tr’ r/ — ‘J”

La fonction 28, donnée par la formule (24), est alors exprimée cn
fonction de A", p’, v et les équations du mouvement sont

25 o 05
5)7/’=L1 dll""'M o

ou cncore, puisque \*, u”, v' sont égaux a p', ¢', r’,

B _y, ;’:-_M 2 =N

Ce sont la les trois ¢quations d’Euler
Ap'+(C—B)gr=L,

9. Deuxiéme application élémentaire. — Supposons maintenant
que Dellipsoide d'inertie relatif au point fixe O soit de révolution;
prenons comme axe O z I'axe de révolution et comme axes Ox ct Oy
deux axcs mobiles 4 la fois dans le corps et dansl'espace, définis comme
il suit. Soient Oz, Oy, O3, trois axes fixes : 'axe Oy sera perpen-
diculaire au plan 03, et 'axe Ox perpendiculaire au plan y O .
I’angle 0 est alors I'angle 5,03, ¢ 'angle 2, Oy. La rotation instan-

tanée Q du triédre Ozys est la résultante de deux rotations, I'une

ad
% =" autour de Oy, I'autre 5% = {’ autour de 0.3, ; les composantes

de cette rotation, suivant Oz, Oy, Oz, sont donc
(28) P=—1¢sinf, Q=6, R=1Ycosl.

Une fois le triédre Oxys placé, il faut définir la position du solide
par rapport & ce tri¢dre ; pour cela, il suffit de connaitre I'angle ¢ que
fait une droite liée au corps dans le plan 2 Oy avec l'axe Oy : la dérivée

d:
df %’ de cet angle mesure la rotation propre du corps autour de O s.

La rotation instantanée w du corps est alors la résultante de. la rota-
Journ. de Math. (5 série), tome VI. — Fasc, I, 1goo. 4
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tion Q2 du triédre et de la rotation propre ¢’ autour de O z. On a donc,
pour les projections p, ¢, " de w sur les axes Oxy s,

=P=--"‘ 0 =0=9’
(29) |2 venh  g==F,
[ r=R+¢="{cosh+g.

On en conclut, en dérivant par rapport & ¢,

p=—4¢sinl+..., ¢=0, r={Ycosl+2"+....

En outre, I'ellipsoide d'inertie étant de révolution autour de O3,

B=A.

L'expression générale (19) de S devient actuellement, en rempla-
cant P et Q par p et ¢ ct remarquant que D =E =TI = o, puisque
les axes mobiles sont des axes principaux d'inertie,

(30) 2S=A*+ ¢+ Crr*+a2(AR-Cr)(pg'—qp’) +....

Pour une variation &0, dp, &) des trois angles, la somme des tra-
vaux des forces appliquées prend la forme

0c) + Doy + We;

comme le déplacement virtuel obtenu en faisant 69 = ¢ = o est une
rotation autour dec Oy, © est la somme o, des moments des forces
par rapport & Oy; de méme, ® est la somme 9, des moments des
forces par rapport 4 Oz ct ¥ la somme o, des forces par rapport
a0s,.

Cela posé, écrivons les équations

S 98 S _

557 =0, % =0, o =V,
Nous avons
Ag -+ p(AR = Cr) = on,,
Cr'=oan,,

— Ap'sinf + Cr'cos) + g(AR — Cr)sin b =,
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La troisiéme équation se simplifie si 'on remarque que, en appelant
L, la somme des moments par rapport 4 Oz, on a

M, = M, cos ) — a.sin 0.

Les termes en cos{ disparaissent alors dans la troisiéme équation,
en vertu de la deuxiéme, et I'on a finalement les trois équations

d, N

AEZ%’ —~ (AR = Cr)g = o,
d ~

AZl + (AR - Cr)p=1x,,

ar
CEZ = IN,.

On obtiendrait ces équations plus rapidement, sous la forme défini-
tive, en introduisant, ainsi que nous l'avons fait dans le cas général,
comme paramétres les trois quantités A, p, v définies par les relations

oh = — sin0 &4, ou. = 89, ov = cosf 3¢ + Oy;

)

d’ot1, pour le déplacement réel,

p=N=—sinf){ g=u'=1, r=v=cosl} + ¢
l ) [ h ?’

’ ”

Y=V, g=w, =Y

Les quantités 8), su., v sont donc encore les rotations élémentaires
autour de Oz, Oy, Oz, et 'ona

(X ez +Y 3y + Z33) = o, SA + 9, 8. + i, Sv.

La fonction 28 donnée par I'expression (30) s'exprime alors imm¢-
diatement en fonction de A", u”, v et les équations du mouvement
sont |

a5 ) 95

P = My, -0—;7’ = Iy, ¥ Iz,
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ou, comme A’ = p’, W'=¢q', V' =7,

08 28 a8 \
517 = M,y -(3—(/7 = :)IL,, = N,

Ce sont précisément les trois équations trouvées plus haut.

10. Corps solide entiérement libre. — Pour un corps solide entié-
rement libre, on obtient la fonction S en appliquant la formule (14)
analogue & cclle de Konig. Le terme Zmi J3, relatif au mouvement du
corps autour de son centre de gravité, sera donné par la formule (19)
qui se rapporte au mouvement d’un corps solide autour d'un point

fixe. On a donc alors
28 = MJj + 28§,,

S, désignant la fonction (19).

11. Premiére application. Corps homogéne pesant de récolution
assujelli a glisser sans frottement sur un plan horisontal fixe. —
Imaginons un corps solide pesant assujetti aux conditions suivantes:
1° l'ellipsoide d’inertie relatif au centre de gravité G est de révolution
autour d’un axe G 5; 2°le corps touche un plan horizontal fixe par une
surface de révolution autour du méme axe. Ces conditions sont rem-
plies en particulier pour un solide homogéne pesant de révolution.

Représentons ( fig. 1) la méridienne de la surface de révolution par

laquelle le corps doit toucher le plan fixe. Le plan tangent en un
point P de cette méridienne est perpendiculaire au plan méridien s GP
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sur lequel il a pour trace PQ. Soient { Ia distance GQ du centre de gra-
vité au plan tangent et 0 I'angle de cette perpendiculaire GQ avec G5
{ est une fonction de 6

C=/()

qui est déterminée dés que la méridienne est donnée. Inversement, on
peut se donner a priori la fonction f(0): la surface correspondante a
pour méridienne une courbe enveloppe des droites PT vérifiant cette
condition. Il est ¢vident en outre que, la méridienne étant détermince,
la distance PQ est aussi unc fonction connue de . Pour déterminer
cette fonction, remarquons que, par rapport aux axes Gz et G 5 situés
dans le plan de la méridienne, la tangente PT a pour équation

zsinf) — zcos 0 = £(0).

La méridicnne étant I'enveloppe de cette droite quand 0 varie, on
obtient les coordonnées du point de contact P, en associant & ’équa-
tion précédente sa dérivée.par rapport a 0

xcos§ + ssinf = £/ (0).

Cette derniére équation représente une droite passant par P : c’est
la normale PR sa distance au point G est égale 4 QP. On a donc

QP === £'(8).

En outre, cn résolvant les deux équations ci-dessus par rapport &
et 3, on a les coordonnées de P.

x=f'(0)cos 0+ £(0)sin0,
s =f"(8)sin0 — £(0)cos.

Ceci posé, placons le solide sur un plan horizontal fixe £0y sur
lequel il est assujetti & glisser sans frottement (fig. 2). Soit P le point
de contact, GQ la distance du centre de gravité au plan : la verti-
cale QGs, fait avec Gz un angle § et 'on a, d’aprés ce qui précéde,

GQ=L=£().

(31)
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Prenons comme axes fixes deux axes O, O dans le plan horizontal
ct une verticale ascendante O{; appelons &, 1, { les coordonnées du
centre de gravité G par rapport & ces axes : § est la quantité f(0) que
nous venons de définir.

Menons par lc centre de gravité G trois axes de directions fixes
Gz, y, 5, paralléles aux axes fixes O&q{; I'axec G 3, est la verticale
ascendante; cet axe est seul représenté sur la fig. 2.

Prenons, pour triédre de référence, le triedre formé par Paxe de
révolution Gz, par I'axe Gz, perpendiculaire & Gz dans le plan
méridien PGz du point de contact, enfin par I'axe Gy perpendicu-

Fig. 2.

laire aux précédents. Le plan 3G est vertical; 'axe Gy horizontal.
Nous appellerons ¢ I’angle de Gy avec une direction fixe du plan
horizontal, Gz,, par exemple. Dans ces conditions, la rolation instan-
tanée Q du triédre mobile Gzyz cst la résultante de deux rotations

l’unc% = 0" autour de Gy, I'autre z—f =1/ autour de Gz,. Les com-
posantes P, Q, R de cette rotation suivant (i, Gy, Gz sont done

‘ P = — {sin9,

Q = O/’

R = ¢’ cos0.

(Q)

Pour fixer 'orientation du solide autour du point G, il faut con-
naitre la position du solide par rapport aux axes Gzys; pour cela, il
suffit de connaitre I'angle ¢ que fait une droite liée au corps dans le

plan Gy avec la droite Gy. La dérivée, ‘g = ¢/, de cet anjle mesure
la rotation propre du corps autour de Gz.
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La rotation instantanée @ du corps est la résultante de la rotation Q
du tridédre Gy ct de la rotation propre ¢’ autour de Gs. On a done
pour les projections p, ¢, r de w, les sommes des projectionsde Q et ¢/,

p=D=—Ysin,
(@) a ¢=Q=0,
L r=R+ ¢ =Y cosl + 7.

On peut remarquer que
(32) R = —pcolh;

cette relation nous sera utile plus loin.
On a alors pour I'accélération du point G

J'.) — 5//2 + 7]”2 + ‘C//Q‘
Mais la relation { = f(0) donne

U=00)0, C=f00)0"+ 77(0) 02
Donc
J;“; — §'I=+ 7]”2 +f/2({)>()r/2+ ,_,'/‘/'/‘//0"0'2_‘_ e

D’autre part, la fonction S,, dans le mouvement du corps autour du
centre de gravité, a la forme (30), car les axes sont précisément ccux
qui ont conduit & la forme (30). Donc

(33) 28, =A(p*+¢?)+Cr*+-2(AR = Cr)(pg' — qp) + .. ..
Nous avons alors, en remplacant R par sa valeur — p cotl)

9 S — Nl I:EI/:! -+ nng_*_j'/g(o) OI/2+ 2f/f//0//0/2]
+A(PE+¢?)+Cr* —2(Apcoth + Cr)(pg — qp) + ...

Les forces appliquées dérivent d'ailleurs d'une fonction de forces
—MgCou—-Mgf(0)et

(X 8w+ Yy +Z8z) = — Mg (0) 0.
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La position du systéme dépend de cinq paramétres arbitraires qui
sont, si 'on veut,
&, 0, %, ¢.

On peut écrire alors les cinq équations du mouvement

. 08 0S 0S k)

(5!}) "0—27=0, W=O, ‘(‘)—?”=O, 'd—q",; = 0.
"y~ oS "

(35) % _ _Mgr(o),

dont I'une, la derni¢re, par exemple, peut étre remplacée par I'¢quation
de forces vives.
Les équations

p=—Vsinl, ¢=0, r=9J cosh+¢
donnent

p=—4dsinb+..., ¢=0, r={"cosl+g +....
Donc S dépend de ¢” et ” par I'intermédiaire de p’ et 7 et 'on a

aS aS aS JS . JdS
37 =5 5V_—51£7s1110—{-;),—.,cosf).

D’aprés cela, en écrivant les équations (34), on a

ME = o, My'=0, Cr=o,
—Ap'sinf + Cr’ cosO — (Apcot + Cr)sinh (' = o.

Ces équations s’intégrent immédiatement et donnent

g=E, W=", =7y,
— Apsinf + Greos0=K;

on retrouve ainsi les intégrales connues, auxquelles on peut adjoindre
I'intégrale des forces vives.
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12. Deuxiime appricatioN. — Corps liomogéne pesant de révolu-
tion assujetti & rouler sans glisser sur un plan horisontal fixetO0n,

Employons les mémes notations et les mémes axes que dans le nu-
méro precédent. Dans ce nouveau probleme, les sculs parameétres indé-
pendants sont0, 9, ¢; si 'on donne & 0, ¢, ¢ des variations arbitraires
20, 89, &, les variations de &, #, ¢ s'en déduisent par la condition
que le corps roule et pivote sur le plan.

Pour calculer actucllement J§ en fonction de 0%, ¢, " il parait plus
commode de ne pas conserver £ et v}, mais d'introduire les projec-
tions u, ¢, w de la vitesse absolue V, du point G sur les axes mo-
biles Gzyz. Nous avons, dans le numéro précédent, calculé les coor-
données x, y, 5 du point, P, de contact avec le plan, par rapport aux
axes Gays; nous avons vu que y = o ct que 2 et 5 sont des fonctions
du scul angle 0 dépendant de la fonction £(0) qui détermine la forme
du corps (formules 31).

EExprimons que le corps roule et pivote sur le plan. Pour cela, il
faut écrire que la vitesse absolue du point matériel du corps qui cst
cn P est nulle. Or cette vitesse est la résultante d'une vitesse d’entrai-
ncment V, égale & la vitesse de G et d’une vitesse relative due & la
rotation du corps autour de G. On a ainsi les conditions

4 +qgs —ry=o,
(36) ¢ + 1y — ps=o,
W + py — qx =0,

-

ou y est nul, mais ou nous laissons provisoirement y pour ne pas dé-
truire la symétrie.

Cela posé, I'accélération absolue J, du point G a pour projections
sur les axes Gxyz les quantités

du
i + qw — Re,

dv
o + Ru — pw,

dw
P -+ pv — qu.

Journ. de Math. (5 série), tome VI. — Fasc. I, 1goo.
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Ce sont la des formules connues que Pon établira sans peine en
remarquant ue I'accélération d'un point est la vitesse de I'extrémité
d'un segment, d’origine fixe, égal & la vitesse du point. On a donc ici

5=+ qv—Ro)+ (v + Ru—pw)* + (' + pv — qu)?,

en désignant par des accents les dérivées par rapport au temps. En
développant et sc bornant aux termes en ¢/, o', '
I=u?+ 24 w2+ op(ow' — wv')
+2g(wi —uw') + 2R(we' — eu') +....

Mais les relations (36) donnent
u=ry—qs, W=ry—qs+ry —yq¢s,
(37) © 9 =p3 ~—rr, v o=p'z — 1w+ ps' — e,
w=qx—py, W=qr-py+qr—py’;
on en déduit facilement
o —wo' = c(up +vqg'+wr’) 4+ ...,

wi'—uw' =y(up' +oq' +wr'’) + ...,
w' —et =zs(up’ +veq' +wr')+ ...,

d’oli la formile
B=uw*+v2+w+2(pr+qy + Ra)(wp' +oqg+wr)+ ...

[.’expression de 28, est la méme que dans 'exemple précédent (for-
mule 33).

Nous avons donc pour 28 = MJ; + 2S,, I'expression suivante ue
nous écrivons, en prenant la masse du corps M pour unité,

2S =w?+ 0+ w4 2(pr+qy + R3)(up' + v¢' + wr’)

(38) +A(p2r+q*)+Cr* 4+ 2(AR=-Cr)(pg —gp’)+....
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C\'prcssion ot il faut supposer u, ¢, w, &', ¢/, &’ remplacés par les
expressions (37).

Conservons alors le paramétre 0 et prenons au hou de ¢ et Y deux
paramétres A el v définis par

¢h=—sinlcy,  ov=rcoslSy + c7.
On aura

p=— SiﬂOkll': 7\,, q= 0, 7 == cosf R!/'-i- ?’: v,
(39) p/ — 7\1/, (I'-:: 00' ’./ —_ V”-

Infin, pour une variation virtuelle ¢, 80, év attribuée & ces para-
métres on a, pour la somme des travaux des forces appliquées, le tra-
vail de la seule pesanteur

g8l =— gf(0)80.
Les équations du mouvement sont alors

S aS 0S
;ﬁ\i =0, ;)v” = 0, W = _g.//(0>‘

Ou cncore, d'apres (39),

| d8 0S S ,
(4o) W= =0 m=—8f(0)

La troisitme de ces équations pourra éire remplacée par I'intégrale
des forces vives

2T =— g f(0) + h.

Nous allons écrire les deux premiéres. D’apres la valeur (38) de S
ct les expressions (37) de &/, ¢, &’ en fonction de p’, ¢/, 7, on a

B o wd v pw I
o' ap' ap' : oy

+u(pr+qy+Rz)+Ap — (AR - Cr)g;
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mais
du' e Jw'!

’

= wTH s
On a ainsi, en se rappelant maintcnant que y est nul,

JS

= sv+u(pr+Rs)+Ap — (AR - Cr)gq.

On trouve par un calcul analogue

JS

o =—av +w(pzx+Rz)+ Cr.

0S JS
Nous avons donc, pour les deux équations =0 ot 55 =0, les
deux équations suivantes ue nous ¢crivons, en remplagant ¢ par (',
R par sa valeur — pcot, u, ¢, w par leurs expressions (37),

50— p3(z — scotD) 0+ Ap'+ (Apcoth + Cr)l' = o,

(41)

—zv' + px(x — scot)) + Cr'=o.

dv d0 dp d
de’ d’ d’
parait ct ces équations pcuvent étre Icgardtcs comme définissant p
et 7 en fonction de 0, par deux équations linéaires et homogtnes
simultanées que nous allons ¢erire.

Nous remplacerons la premicre équation de ce systéme par celle
u'on obtient en éliminant ¢ entre les deux : on a ainsi les deux
¢quations

Si I'on remplace ¢, 0', p', ¥ par — ;2 on voit que dt dis-

Ax :?;"'(" %—r—x(Apcow-kCr):o,

+px(1 —scoth)+C fl—' =o,
ou d'apres (37)
dv dp x(ﬁ_ + ds dr
D= w TR TPE TR
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Remplacant = par cette valeur, nous avons le systéme des deux

¢quations

dp

Aav +C., +x(Apcot0+(n)_o,

(42) ds dr
+ (G +w-)d0 —i—p.l?( — scotl — ?l') +rz— =0,

d[)
pour déterminer p et 7 en fonction de 0.
Il convient de rappeler que, dans ces ¢quations, et 3 sont des
fonctions connucs de 0 dépendant de la forme du corps : ces fonctions
sont définies par les formules (31) que nous rappelons ici

x = f'(0)cosh + f(0)sin 0,

(43) s = f(0)sin — £(0) cos.

RemarQuEs sur cEs EQuaTions. — L’étude de ce systéme de deux
équations linéaires et des formes de la fonction f(0) qui en permet-
tent I'intégration constitue un probléme d’Analyse intéressant. Nous
nous hornerons ici & faire quelques remarques sur ces équations.

N aye e () , .
En éliminant <2 entre les deux équations (42), on a
av q J

(449) (AC+A2*+Cs 2)de + pr(x— d——)—i—z x(Cg +A— )._ 0,

0
d’on
(AG+Az+Cat) % 4 (C..+Ad“v)
(45)  Ap=-— il a/.
! P x(x ds
T dh

Portant cette valeur de p dans la premiére des équations (42), on
obtient unc équation linéaire homogéne du deuxiéme ordre donnant r
en fonction de 0. Cette équation étant intégrée, la relation (44)
donne p en fonction de §. Puis l'intégrale des forces vives donne ¢
en 0 par une quadrature.
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Cas particuliers. — 1° Dans le cas particulier ot et 5 sont des
constantes indépendantes de 0, x = a, z =c, on retrouve les équations
du mouvement d’un corps homogéne pesant, de révolution, roulant
par une aréle circulaire sur un plan horizontal (Voyes un article
inséré dans les” Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
suivi d’une lettre de M. Korteweg, 1 fascicule 1g0o).

2 Un autre cas particulier ou I'équation (44) peut s'intégrer est
lc cas ot la forme du corps est telle que

r— %,
* de

D’aprés les expressions (43) de « ct 3, cette condition devient
f'(0)sinG — f'(0) cosh = o,

J(0)=acosl +b,

d’ot
a et b désignant deux constantes. La méridicnne de la surface de ré-
volution correspondante est alors I'enveloppe de la droite

zsinl — 5 cos0 = acosl + b;

¢’est un cercle dont le centre est sur Gs. La surface est alors une
sphére. Actuellement

& = bsinb, 5=—a— bcos),
et Péquation (44) donne r en fonction de § par une quadrature élé-

mentaire.
Cette équation s’écrit, en effet,

dz
T T T A+ Cs2rAC’

ds

d’aprés la relation i = x5 le numérateur du deuxiéme membre est,
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au facteur 2 prés, la dérivée du dénominateur et 'on a

A.

= ———————"--"
VAT Cs1+AC

La premicre des équations (42) donne alors p par une quadrature.
3> Un autre cas ol la forme des équations (42) se simplific est le
cas ot la forme du corps est telle que

ds
r —-qcotO—-‘To = 0.

15. Remarque sur Uéquation des forces vives. — Supposons
les liaisons indépendantes du temps. Alors on a, en reprenant les
formules (9) ol @, b, ¢ sont nuls

(46) =4+ ag, e+ 0,

Donc 2/, y/, 3’ sont homogenes et linéaires en ¢, ¢, ..., ¢,
La demi-force vive T est alors liée & S par la formule

“dT _ 0S , , oS oS
@ = o T ot g e

En effet,
S = i Em(xll2 _*_yr/z + 2’,”2),

S , 0x" w0y’ , 03"
5—;—2m< o, Vo v oq)

Mais
()J‘” . dy” _ d:” .
dq','—‘a" d?;—b" E]Tl—‘f«-
Donc
ds \ ” " "
o7, =2m(w a+y'b +3"c).
De méme

S ‘ ,
o7 = Em(;zz;”a2 +y"by+ 3"¢y),
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Multipliant par ¢/, ¢,, ..., ¢, et ajoutant, on a, d’aprés les expres-
sions (46) de ', ¥/, 7/,

28 , oy dT
0q" .([1 () PrA q et 0(]" 9"—2"7(.% ' +y .y + 5 dl ‘

Le théoréme des forces vives est alors exprimé par la relation

a5 JS , )
(_)(7{9' d(]" qJ+ +d ”qn q|+Q2q2+°“+anm

équivalente &

dT =Q,dg, + Q. dg,+...+ Q,dqg,.



