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JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Développements sur une forme nouvelle des équations 

de la Dynamique ; 

PAR M. PAUL APPËLL. 

Nous avons, dans un court Travail inséré au Journal fur die reine 
und angewandte Mathematik, t. CXXI, indiqué une forme nou-
velle des équations de la Dynamique présentant les deux avantages 
suivants, qui la rendent plus générale que la forme donnée par 
Lagrange : i° ces équations sont applicables à tous les genres de 
liaisons, même aux liaisons qui, comme les roulements, s'expriment 
par des relations différentielles non intégrables ; 2° elles s'appliquent 
encore quand, au lieu de définir la position d'un système par de véri-
tables coordonnées, on emploie des paramètres liés aux coordonnées 
par des relations différentielles non intégrables ('). Nous nous pro-

C1) Voyez un opuscule intitulé : Les mouvements de roulement en Dynamique, 
que nous avons publié en 1899, chez Carré et Naud (Collection Scientia). On doit 
ajouter à la bibliographie placée en tête de cet Opuscule un article de FERRERS 

( Quarterly Journal of Mathematics, 1871-1873). 
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posons, dans le présent Mémoire, de développer des applications de 
cette théorie. Nous commencerons par rappeler rapidement comment 
on obtient les nouvelles équations. 

1. Imaginons un système matériel assujetti à deux sortes de liai-
sons, A et B. 

A. Soient d'abord des liaisons exprimables par des relations en 
termes finis entre les coordonnées des divers points : en vertu de ces 
liaisons, les coordonnées χ, yy ζ d'un point quelconque m du système 
peuvent être exprimées en fonction de h paramètres indépendants q

s
, 

q
2

, ..., qh et du temps t : 

x=f(<i» <1*1 ···» <ih, 0» 
7 = ?(?■> ···> <h» 0> 
- = 'K?n q-Λ, ·.·, <ln, 0· 

Un déplacement virtuel, compatible avec ces liaisons, est défini par 
les relations 

I «a - —oq, + ^oq, + ...+ 

<'> \ S = à?, y, + àql°yj+"'+ dqïfl'" 

' 03 - ̂  °ϊ' + dq'
t °1>

+
···

+
άΪΗ

 0ΐ
'" 

et le déplacement réel pendant le temps dt est défini par les relations 

(2) 

dx=&dq
{
 + jLdq,+...+ ̂

 dqii +
 p, 

dy=d9<<+îi·d?<+■ ■ ·++ 

dz = ̂ ,d9< + ̂ d1' +· · ·+ + dtd'· 

Si ces liaisons existaient seules, le système serait ce que Hertz 
appelle, dans le troisième volume de ses Œuvres, un système 
holonome. 
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13. Supposons maintenant qu'entre les paramètres q

n
 q

21
 ..., q

h
, 

qui sont de véritables coordonnées, et d'autres paramètres q
h
+

{ ,^A+a> · · · 5 
qn+si &u nombre de s, on établisse des relations différentielles non 
intégrables au nombre de p^-s^ que nous écrirons comme il suit. Les 
variations virtuelles δ^,, , ..., δ^, des anciens et nouveaux para-
mètres doivent être liées par ρ relations de la forme 

(3) 

Λ|, Sq
t
 4- A,

2
 cq.j ,..4- oq^

t s
 — o, 

A
2

1 o^r, h- Λ
22

 cq, 4-.. .4- A2A+i oq/t+s — o, 

Ay,i oq, 4- A
pi

 cq.,-h...4- Α
ρ
^

+$
 δ^

Α4
_, — °i 

et les variations réelles des mêmes paramètres, pendant l'intervalle de 
temps dt, doivent être liées par les ρ relations 

(4) 

A,, dq
t
 H- Ar2

dq,-h...-\- A,Λ-μdqhJrS4- A, dt— o, 

A
21 dq

t
 4- A

22
 dq

2
 4-... 4- Λ

3Α+ί
 dq

h+s 4- A
2
 dt = o, 

- · · 

Adq, 4- Api dq
2 4-...4- ApJl+sdqA+i 4- Apdt — o. 

Dans ces relations, les coefficients A
iy

·, A,· sont des fonctions de y,, 
qii · '">clh+s) t- Si ces ρ relations (3) et (4) sont exactement au nombre 
des nouveaux paramètres introduits q/,+2, ..., qh+t(p — 5)> elles 

doivent être considérées comme servant de définition aux nouveaux 
paramètres introduits et n'imposent aucune liaison nouvelle au sys-
tème; si le nombre ρ des relations (3) et (4) est supérieur à s, ces 
relations servent de définition aux nouveaux paramètres et, en même 
temps, imposent au système ρ — s liaisons nouvelles, puisque, par 
l'élimination de SqA+lf SqA+2, ..., δ^Λ+ί entre les ρ relations (3), on 
obtiendrait alors ρ — s relations entre δ^,, oq2, ..., δ^Α. Comme une 
au moins de ces h variations doit être arbitraire, ρ — s est au plus égal 
à h — ι. 

11 peut se faire, bien entendu, qu'il n'y ait pas intérêt à introduire 
de nouveaux paramètres autres que qK, ^2, ..., qh\ alors s = o. 

2. Exemple. — Pour montrer sur un exemple simple comment il 
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faut comprendre l'introduction de ces nouvelles liaisons et de ces 
nouveaux paramètres, considérons unè sphère solide homogène de 
rayon a assujettie d'abord à toucher un plan fixe ξΟη. La position de 
cette sphère dépend de cinq paramètres qui sont les coordonnées ξ et η 
de son centre de gravité G et les trois angles d'Euler, θ, φ, ψ, que font des 
axes GÎT, y, ζ invariablement liés à la sphère avec trois axes G x„ ζ,, 
parallèles aux axes fixes Ο ξ η ζ. Le ζ du point G est constant et égal 
à a. Ces cinq paramètres sont de véritables coordonnées dont les 
valeurs numériques déterminent la position de la sphère ; ils jouent le 
rôle de q{, q2, qh. 

Désignons par p
{
, q

(
, r, les composantes de la rotation instantanée 

delà sphère suivant les axes G zK ; on a, d'après des formules 
connues (voyez mon Traité de Mécanique, t. II, p. 257), 

p
t
 = 0' cos ψ -h φ' sin 0 sin ψ, 

q, = 0' sin ψ — φ' sin 0 cos ψ, 
/·, = ψ' -f- ο' cos 0. 

Cela posé, assujettissons la sphère à rouler sur le plan; cette con-
dition s'exprime en écrivant que la vitesse du point matériel de la 
sphère qui touche le plan est nulle 

Λ-α?' = 0' Λ+^' = ο; 

en même temps, introduisons trois nouveaux paramètres λ, ρ, ν, dont 
les variations réelles, pendant le temps di, sont définies par 

d\ = p, dl, d\k = q
x
 dl, dv = r, dl. 

Nous aurons, d'après les valeurs de p,, q
n t\ les cinq équations 

suivantes : 
f dX — î/0 cos ψ — sin 0 sin ψ ·= ο, 

I d]x — f/0 sin ψ + d*ρ sin 0 cos<}> — o, 

( 4') \ dv — ίΖψ — dy cos 0 = o, 

I d% — ad[k= o, 

\ dr\-\-adX= o, 



SUR UNE FORME NOUVELLE DES ÉQUATIONS DE LA DYNAMIQUE. 9 

dont trois servent de définition aux trois nouveaux paramètres et les 
deux autres aux nouvelles liaisons. Les variations virtuelles des anciens 
et des nouveaux paramètres seront, de même, liées par les cinq 
relations 

| δλ — δΟ cos ψ — δφ sin 0 sin ψ = ο. 

1 ou. — δΟ sin ψ -+- δφ sin 0 cos ψ = ο, 

(3') j δν — δψ — δφ cos G = ο, 

Ι δξ — α δ[Α = Ο, 

I δη Η- α ολ = ο. 

Ces relations jouent, dans eel exemple, le rôle des relations (3) 
et (4). Les paramètres λ, p., V jouent le rôle de q

h+{
, q

h+i
, ..., q

h+x
. 

Les nombres Λ, set ρ sont respectivement 5, 3 et 5. 
Revenons maintenant à la théorie générale. 

5. Pour obtenir les équations du mouvement, désignons par η la 
différence positive 

/I = /l + 5 — p. 

Les variations δ^,, δ^2ι · · ·, au nombre de η -+-ρ, étant liées 
par les ρ relations linéaires et homogènes (3), on peut regarder 
η d'entre elles comme arbitraires et les ρ autres comme des fonctions 
de celles-là, définies par les relations (3). 

Ces variations arbitraires peuvent être choisies aussi bien parmi les 
variations des coordonnées qt, qu, ..., qn que parmi les variations des 
nouveaux paramètres ^A+l, qh+

2
, ..., qh+s. 

Pour fixer les idées, nous regarderons δ^,, δ^2, ..., oq,
{ comme 

arbitraires; nous aurons alors, en résolvant les équations (3) par rap-
port à δ£,„.,, lq

n+2,..., 8q
n+p

, (η H- ρ = h + s), 

(5) 

δ^η-Η = δ^τ, -h α
2
 δ?

2
 +...4- α„ §q

n
, 

2= Mgh + Pa β«δ^
Λ

, 
• * · · > 

b'+p ~ ^-2 λ„ $q
a
 ; 

Journ. de Math. (5· série), tome VI. — Fasc. I, rgoo. 2 
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les équations(.{) résolues par rapport à dq„+„ dq
Hμ2

, ..., dq„+p don-
nent de même 

(6) 
dq

n
*-i == dq

x
 4- a

2
 dq

3
 H-... 4- a

w
 dq

n
 -h a dt, 

· · 

dq„+f, = fiy, 4- Â
2
 f/<^

2
 +... -h λ

Λ
 dq

n
 4- Λ. dt. 

Ceci posé, le principe de d'Alcmbcrl, combiné avec le théorème du 
travail virtuel, donne pour l'équation générale du mouvement du 
système 

(7) 2 m(x" ox -h y" oy 4- z" os) = 2 (X ̂  -+- Y fy H- ̂  δ-)· 

Dans cette équation, /w désigne la masse du point de coordonnées 
./:, y, s; &*", y", s" les dérivées totales deuxièmes de x, y, ; par l'ap-
port au temps; Χ, Y, Ζ les projections de la force appliquée au point 
x, y, ζ. Les déplacements ox, Sy, δ* sont les déplacements compa-
tibles avec les liaisons à l'instant l. Si les liaisons ont lieu sans frotte-
ment, les forces de liaison s'éliminent dans la relation (7), car, sous 
celle réserve, les travaux des forces de liaison ont une somme nulle 
pour tous les déplacements virtuels compatibles avec les liaisons. 

Les expressions de δ#, Sy, Sz sont fournies par les relations (1), où 
les %q

%
, δq

2
, ..., 0qh vérifient les équations (3). En remplaçant oq

lt
.
h{

, 
iqnw · · ·> fyn+p par leurs expressions (5), 011 a, pour ox, ov, os, des 
expressions de la forme 

(8) 

Sx = a, oq, -+- a
3
 oq

3 4-...4- an
 Oq

lt
. 

oy = b, Iq, 4- b2
 oq, 4-... 4- b,

t
 oq

fl
, 

S ζ = c, oq, 4- c., Oq» -h.. .4- c
n
 Oq

n
. 

De même, en remplaçant dans les expressions de dx, dy, dz les 
quantités dq

n
+„ dq„+

3
, ..., dq

n
+p par leurs valeurs (6), on a, pour le 

déplacement réel, 

(9) 

dx = a, dq, 4- a» dq% 4- · · · 4- a
lt
 dq

n
 4- a dt, 

dy = b, dq
i 4- b3 dq

3 4-... 4- b
a
 dq

n 4- b dt, 

dz — c, dq, 4- c3
 dq

3 4-·.. 4- c
n
 dq

a -h c dt, 
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Oil 
flf,, #2, ···> ^5 ·'*' ^2» *·'' ''Λ* C 

sont des fonctions de y,, ç2, ..., et Λ 

Ceci posé, en remplaçant dans l'équation (7) οχ, S/, Sz par leurs 
expressions (8), on a une équation de la forme 

[\ oq
t
 4- P

2
 -h...-h P„ Sq„ = Q, oq, -h Q

a
 S$r

a
 H-... ■+· Q„ 

qui doit avoir lieu quels que soient 8q
t1

 oq
2
, ..., 8ç

n
; elle se décom-

pose donc en η équations 

(10) P, = Q„ P,= Q
3

, P„=Q„, 

qui, jointes aux ρ équations(6), définissent les paramètres qn q2, ..., 
q

n
+p

 en fonction de t. Dans ces équations, les deuxièmes membres se 
calculent comme dans les équations de Lagrange 

Q, = I(a,X + 6,Y-f-c,Z), 

Quant aux premiers membres, on peut les calculer comme il suit. 
Prenons Ρ,.Οη a 

Ρ, = Σηι{χ"α
{
 +y"b

{
 ■+· s'e,); 

or les expressions (9) s'écrivent en divisant par dt et désignant par 
·*'>/>.*'> l\< ·'·' ia 'es dérivées de x, y, z, q

n
 q.

2
, ...,q

a
 par 

rapport à t 
| x' — a, q\ + a2 q2 H- · · · ■+■ aHqn H- a, 

(u) )y=b
l
q,+b

i
qt+...+ b

a
q

a
 + b, 

( z' — c
i
q

{
 H- c

2
^
a
-j-..c

lt
q'

n
-l·- c; 

prenons les dérivées totales de ces expressions par rapport au temps; 
nous aurons 

j af-a,q\ + e,
y

; + ...+ a„q"
n
 + (gq'

l+
... + -h..., 

)./= ^ι9ι + ^2?â+". + baq"n + ..., 

[ z' — c
x
q

K
 H- c2ya

 c
n
^ -f-... ; 
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mais alors on a évidemment 

ôdc" J __ dy" _ 

L'expression de P, s'écrit donc 

1,-2]3^+7 g^+- -gfj' 
et en posant 

s=£2 »»(*"·+y™+*·1). 
on a 

Ρ - IL 

On obtient de même P2, .P., et les équations du mouvement 
sont finalement 

(.3) àS p. i^S y-. 0S_ y~v 

Telle est la forme d'équations que nous avions en vue. Pour écrire 
ces équations, il faut calculer les fonctions 

s=j2"
iJ3

> 

où J est l'accélération absolue du point m, fonction qui est composée 
avec les accélérations comme la demi-force vive l'est avec les vitesses. 
11 faut exprimer celte fonction S à l'aide des paramètres (j

n
 q

2
, 

(Ju+p et de leurs dérivées premières et deuxièmes, en ayant soin de ne 
laisser subsister dans la fonction que les dérivées deuxièmes r/l, ..., 
q

n
 des paramètres regardés comme indépendants; cela est toujours 

possible, car à l'aide des relations (6) on peut toujours exprimer, par 
dérivation, q

n+0
 q"

tl+
.,, ..q"

n+p
 en fonction linéaire de q\

}
 ql, ..q"

n
. 

La fonction S étant ainsi calculée, on écrit les η équations (i3) qui, 
jointes aux ρ relations (6), déterminent les η -+- ρ paramètres 

qx, q2, ..., q,n.pi 
en fonction de t. 
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La fonction S est du deuxième degré en q\, q[>, ..., q"
lt

. Il suffit 
évidemment de calculer dans S les termes contenant les dérivées 
secondes des paramètres, car les autres ne donnent rien quand on 
prend les dérivées partielles par rapport à q\, q1, ..q

n
. 

On peut remarquer, d'après les formules (ι i) et (i 2), que si l'on 
forme la demi-force vive 

τ= ;2"ι(®"+/, + ·ϊ",)ι 

les coefficients des termes du deuxième degré en q\
9
 q[,, ..q

n
 dans Τ 

sont identiques aux coefficients des termes du deuxième degré en q\
9 

q\
9
 ..., q"

n
 dans S. Dans cette fonction S, les coefficients des termes 

du deuxième degré en q\, q.,, q'
n
 dépendent des paramètres q„ 

q
i9

 q
u

+p et du temps; ceux des termes du premier degré en q\
9 

q\
9
 q

n
 contiennent en outre, au second degré, les dérivées pre-

mières q\, ...9q,
i+p

. 

i. Application au mouvement plan d un point matériel en 
coordonnées polaires. — Soient r et 0 les coordonnées polaires d'un 
point (x, y) de masse m. On a 

# = rcosO, y = rsinO, 

S = +/"') = ^ [(/·"-rf)'*y-!-(rO"+ 2 

En appelant Ρ la composante de la force appliquée Χ, Y, suivant la 
perpendiculaire au rayon vecteur et R sa composante, suivant le 
rayon vecteur, on voit immédiatement que le travail virtuel 

X8x + Y8y 
de la force est 

PrSO+R». 

Les équations de mouvement sont donc 

dS _ 13,. dS _
 R 
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Oil · · -

-t- ar'O') = Pr, m(r"<— r0'2) = H. 

Remarqua* — Dans S, la quantité 

/Ό"-+-2Γ'0' 

admet un facteur intégrant r. Introduisons alors, à la place de 0, un 
paramètre λ dont la variation réelle est définie par 

dX = r2 db 
et la variation virtuelle par 

δλ = 1Λ δθ. 
Nous auions 

λ' = r* θ', λ" = r (r 0* ■+■ 2 r'0') ; 
donc 

5 = j Γ(,·"_;·0'-)"-+ p),"2j, 

Χ& + Υδ/= ίολ+ lioV, 

et les équations du mouvement s'écrivent 

dS _R dS _ 

la seconde est 
mX"= Pr. 

Si Ρ est nul, λ' est constant, ce qui donne le théorème des aires. 

«>. Systèmes. — THÉORÈME ANALOGUE AU THÉORÈME DE KŒNIG. — 

Soient, dans un système, x, y, ζ les coordonnées absolues d'un point m, 
ξ, η, ζ les coordonnées du centre de gravité G, et x

n
 y,, z, les coordon-

nées relatives du même point, par rapport à des axes G x
x
, y

n
 s,, paral-

lèles aux axes fixes et menés par G. Appelons J
0
 l'accélération absolue 

du point G 
j; = S·»+η">+ζ«, 
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J, l'accélération relative du point m, par rapport aux axes G, 

J, — Ί, · 

Désignons enfin par M la masse totale du système. On a 

x — ξ π-χ·,, y — 'f\ --ϊ+'Ίΐ 
χ = ς -h a,,, / — 1 -τ* Y\1 - — S ~ r 

Calculons alors la fonction 

S = -2mJ2 = -sZm(x"> + y"* + z"-\ 

on remarquant que, 

£///.*·,, %myn Σηιζ
χ 

étant nuls, on a aussi 

Σ η f ν — ̂  

nous avons 
2 0 2 17 

ce que nous écrirons 

04) S=iMJ; + S,. 

On a ainsi un théorème analogue au théorème de Kœnig pour la 
force vive. 

6. Application à un corps solide qui se meut parallèlement à un 
plan fixe. — Prenons comme plan de la figure le plan de la courbe 
décrite par le centre de gravité. Soient, dans ce plan, deux axes 
fixes Ox et Oy, ξ et η les coordonnées de G. Il suffit évidemment de 
connaître le mouvement de la figure plane (P), section du corps par 
le plan a?Oy. Appelons alors G l'angle que fait avec Oxun rayon G A 
invariablement lié à cette figure plane (P), et M/r le moment d'inertie 
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du corps par rapport à Taxe mené par G perpendiculairement au 
plan χ Ο y. 

Le mouvement du corps autour du centre de gravité G est une rola-
lion autour d'un axe fixe dans le corps, la vitesse angulaire de rota-
tion étant 0'. On a donc, pour la fonction S, calculée dans le mouve-
ment du corps autour de G 

S,= ^(0"
2
 + 0"). 

Donc 

W ~ °' ~àï\" w~ " 

où il est inutile d'écrire les termes ne contenant pas les dérivées 
secondes. 

D'autre part, si l'on appelle X0, Y0 les projections de la résultante 
générale des forces appliquées, et N0 la somme des moments de ces 
forces par rapport à l'axe mené par G perpendiculairement au plan 
xOy, on a 

Σ(Χδ® + Υ$/ + ΖΪ5) = Χ
0

δξ +Υ
0

δη + Ν
0

δθ. 

Le corps n'étant supposé soumis à aucune autre liaison, les para-
mètres ξ, η, 0 sont indépendants et les équations de mouvement sont 

dS y y dS 

Μξ"= X0, Μη' = Υ„ M*»0"=N
g

. 

On retrouve ainsi les équations que donnent immédiatement les 
théorèmes généraux. 

Supposons que le corps soit assujetti à une nouvelle liaison, que 
cette liaison soit exprimée par une relation en termes finis 

/(ξ, η,0,<) = ο, 

ou par une relation différentielle 

A dfc + Β dr\ + C dQ -h D dt = o, 

Αδξ +BSY) +C80 =o, 
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A, B, G, D étant des fonctions de ξ, η, G, t. On pourra alors exprimer η" 
en fonction de ξ" et 0* par exemple, δη en fonction de δξ et δθ ; par suite, 

calculer S en fonction de ζ" et Θ", rendre Σ(Χδ# -+-Y -t- Ζδ«) 

linéaire et homogène en δξ et δθ, puis égaler ̂  au coefficient de δξ^ 

et — à celui de δθ. 

7. Application à un corps solide mobile autour d*un point fixe. — 
Commençons par calculer la fonction s pour un corps solide mobile au-
tour d'un point fixe 0, en nous plaçant dans le cas le plus général. Il 
suffira ensuite pour chaque exemple particulier, d'employer cette fonc-
tion S calculée une fois pour toutes. 

Rapportons le mouvement du corps à un trièdre trirectangle Ο xyz, 
d'origine O, animé d'un mouvement connu. Soient Ω la rotation 
instantanée de ce trièdre, P, Q, R les composantes de cette rotation 
suivant les arêtes O#, Oy, Oz; soient de même ω la rotation instan-
tanée absolue du .corps solide, p, q, r ses composantes suivant les 
axes Ο xyz. Une molécule m du corps de coordonnées χ, y, ζ possède 
une vitesse absolue ν de projections 

(i5) 

Vx=qs-ry, 
pr = rx~pz, 

VM = py-qxm, 

cette molécule possède une accélération absolue J ayant pour projec-
tions 

U=# + Qp«-R<v> 

(.6) Jj, = ̂
 +

 Rp._p
Pj

, 

!,·=3ΪΓ+Ρ«ν-<Κ; 
ces formules s'écrivent immédiatement si l'on remarque que l'accélé-
ration J est la vitesse absolue du point géométrique ayant pour coor-
données v

xt
 v

y
, v

s
 par rapport aux axes mobiles Ο xyz. 

Journ. de Math, (δ* série), tome VI. — Faso. I, 1900. 3 
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Cela posé, on a 

dvx ds dy , , , 

ρr' désignant les dérivées de ρ, /· par rapport au temps. Les 

quantités ^ sont les projections sur Ο χ, Oy, Os de la vitesse 

relative ey de la molécule m par rapport à ces axes : si l'on appelle <y 
la vitesse d'entraînement de cette même molécule, on a 

(^r) χ— è)xi 
c'est-à-dire 

"t = qz - ry -{Qz - \\y). 

On a de même, en permutant, et D'après cela, les expres-

sions (16) de L„ J
r

, J
z
 prennent la forme suivante, où nous écrivons 

seulement : 

■'*= ?[0 - p)r- (? - Q)®] - '· [('· - κ)® - (ρ - p)-1 
4- zq' - yr' + Q(py - qx) - R(/x - pz), 

ou en ordonnant 

h=-x(q' + >s) +y[q(p - P)+/>Q ->Ί 
+ 5[r(p-P)+/>RH-

9
']. 

On a de même, en permutant, J
y et J

z
. Faisantla somme des carrés, 

on a Js, et enfin la fonction 

dvx ds dy , , , 

Dans cette somme figurent comme coefficients les moments d'inertie 

A =Σιη(γ2 -4-s2), Β = Sm(V -f- a?2), C~ Σιη(χ'-\-γ2), 
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et les produits d'inertie 

D = Σηιγζ, Ε = ï>mzx, F = Σηιχχ, 

par rapport aux axes Ο xyz. Ces six quantités seront, en général, 
variables avec le temps, puisque les axes Ο xyz se déplacent dans le 
corps. 

Actuellement les paramètres sont les angles qui fixent l'orientation 
du corps autour du point Ο : les quantités p, q, r contiennent les déri-
vées premières de ces paramètres par rapport au temps ; le trièdre 
Ο xyz étant supposé animé d'un mouvement connu, P, Q, R doivent 
être regardés comme des fonctions connues du temps; les dérivées 
secondes des paramètres ne figurent donc que dans p', q', r'. Alors, 
d'après une remarque précédente, il suffit de calculer les termes de S 
qui dépendent des accélérations, c'est-à-dire de ρq', /·', car ces termes 
seuls dépendent des dérivées secondes des paramètres. 

Posons, pour abréger, 

(17) — /'Q = Ρ,, /·Ρ — pli = Q,, pQ — #P = R», 

et désignons, pour un moment, par a, b, c les sommes Σηιχ% Σ/η/2, 
Σμζ2. On peut écrire 

/ aS = a [{q1 - Q, R,+^)2] 

4-&[(7''-R,-?/>)2 + (i>'-P, + ?r)3l 
(Ί8Ϊ ) +4(/,'-ρ<+ (?' "Qi + 'y)2] 

v Ί -2D[(
î
=-/-2)/H-(

?
'-Q,+

r
)(r'-R

l
-

/
,
?

)] 
I - aE^/···1 -p')q'+(r'-R, +qp)(p'~ Ρ, - qr)\ 

I - aF((/r — q')r'+(p'—P, -+- rq)(q' - Q, - /·/>)]+.... 

Développons et ordonnons par rapport à ρ' — Ρ,, q' — Q,, /·' — R
n 

en remarquant que 

b-\-c = A, c + a = B, a-h b ~ C, 
b — c = C — B, c — α = A — C, a — 6 = B —A; 
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nous pouvons écrire, en laissant de côté des termes indépendants de p 

('9) 

ÎS = A(p'~ P,)'+ B(gr'- Q,)A+ C(r' - R,)
A 

- 2D(
?
'~ Q,)(;-'-R,) - aE(r'- R,)(/>'- P.) 

-2F(
P
'-P,)(Ï'-Q,) 

+ a[(C - Β ) g>· - D( y2 - ; 2) - Epq + Fpr](p' - Ρ, ) 
+ a[(A- C) rp -E(rs — p2)- Fgtr+Dyp](gr'-Q,) 
-+- 2[(B — A) pgr—F (pa — gr2)— Drp Erg]( r'— R,)-t-.... 

Cette formule peut être écrite d'une façon simple à l'aide de la forme 
quadratique 

/(#,y, -s) = Ax2 -H- Bya -h C ζ'2 — ?.Dyz — 2 Ε zx — iVxy. 

On a, en effet, 

aS =/(?'-Pl. î'- Q„κ.)+ (/>'-P|)(î^ 

+ Ρ%)+('·'-^.)(ρξ-9ά£)+ ■■■< 

où —j ~ sont les dérivées partielles def(p, q> r). 

Remarque. — Si les axes 0#y.z sont fixes dans Vespace, on a 

P = Q = R = ο ; 

par suite P, = Q, = R, = o, la fonction a S est alors 

(20) 
aS =f(p', '■') + ('·?' - q>")f

p
 + (/»·' - n>')%j 

+ (ip'-pq')fr+···· 

La même forme convient encore si les axes sont fixes dans le corps, 
car dans ce cas 

P — p, Q = gr, R = r, 
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et Ton a aussi 
P

L
 = Q, = RI = O· 

On voit que l'on remonte de l'expression (20) de la partie utile de 
S dans ces deux cas, à celle de la partie utile de S dans le cas général, 
en y remplaçant ρ', q', /·' par ρ' — P,, g' — Q

n
 r' — R,. 

Équations générales du mouvement. — Prenons comme para-
mètres servant à définir la suite des positions du corps les quantités λ, 
p., v, dont les variations pendant le temps dt sont liées à ρ, g, r par 
les formules 

(21) cA = ρ dt, dp = q dt, dv = r dt. 

On voit que dh, dp, dv sont les angles élémentaires dont il faut 
faire tourner le corps autour de Οχ, Ο y, Ο s pour l'amener de la 
position actuelle à la position infiniment voisine qu'il occupe à l'in-
stant t -1- dt. Nous appellerons de même δλ, δρ., δν les variations vir-
tuelles qu'il faudrait donner à λ, ρ, v pour amener le corps de la posi-
tion actuelle à une position infiniment voisine quelconque. 

Dans ces conditions, la somme des travaux virtuels des forces appli-
quées 

Σ(Χδ* + Υδ/ + Ζδ*) 
prend la forme 

LSX-hMSfAH-NSv, 

où L, M, Ν sont respectivement les sommes des moments des forces 
par rapport aux axes Ο a?, 0/, O3 : ainsi L est la somme des moments 
par rapport à Ox, parce que le déplacement δρ. = ο, δν = ο, δλ φ ο 
est une rotation autour de l'axe Ο χ supposé fixe. 

D'autre part, les formules (21) donnent, en employant la notation 
des dérivées de Lagrange, 

P — V, q=Y, '· = ν, 
ρ' = λ", q' = |A", r' = v\ 
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La fonction S devient alors une forme quadratique de λ", μ", V" et les 
équations du mouvement sont 

Û —l — ~ M ~ — Ν 

ou encore 

(22) — — L -- — M — — Ν 

La première de ces équations est, d'après (19), 

(23) A(p#— P<) — F(y'— Q,)— E(/' — R,) 
4- (C — Β)ςτ/· — D(^2 — r2) — Εpq -h Fpr = L. 

Les deux autres s'obtiennent par permutation circulaire. 
Remarque. — On verrait que l'introduction des paramètres λ, ρ, ν 

est légitime et conforme à la théorie générale que nous venons d'ex-
poser, en montrant que ces paramètres sont liés aux angles d'Euler par 
des relations différentielles linéaires non intégrables. C'est ce que nous 
montrons en détail dans les exemples élémentaires suivants. 

8. PREMIÈRE APPLICATION ÉLÉMENTAIRE. — Formules d'Euler. — 
Supposons le trièdre Ο xyz lié au corps et formé d'axes principaux 
d'inertie. Alors la rotation instantanée Ω du trièdre est identique à 
celle du corps ω : on a 

Ρ = p, Q = q, R = r, P, = o, Q, = o, 11, = 0. 

d'où 

(24) 
2S = Ap'2-f- Bq'2-b Cr'2-h 2(C — Β)qrp 

H- 2 (A — C)rpq' -h 2(B — k)pqi' + .... 

La position du corps dépend de trois paramètres, les trois angles 
d'Euler θ, φ, ψ du trièdre Ο xyz avec un trièdre fixe ; on a, d'après des 
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formules connues ('), 

(25) 

ρ — ψ'sin 0 sin φ H- θ'cos φ, 

q = ψ'sin θ cosç — G' sin φ, 

r = <|/cosG -+- φ'; 

en dérivant par rapport au temps et écrivant seulement les termes en 
G", φ", ψ", on a de même 

(26) 

ρ' = ψ" sin G sin <p -h G"cos ® -κ.., 
q' — (|/'sinGcos<p — G" sin φ -+-.. 

r' = f<|/'cosG + <p"-f — 

D'autre part, si l'on imprime au corps un déplacement virtuel 
obtenu en faisant varier 0, φ, ψ de §G, δφ, δψ, on a, pour la somme des 
travaux des forces appliquées, 

2(Χδ& + Υδ/-ΗΖδ*) = θδ0 + Φδφ + Ψδψ. 

Les équations du mouvement sont alors 

(37) ^§.—0 Êl — φ — — ψ 

Écrivons l'équation relative à <p". Comme r* seul contient φ", on a 
évidemment 

3? = 5?5? = Cr+(B-A)W' 

car = 1. La deuxième des équations (27) est donc 

Çr'-h (Β — A)pq =Φ; 

c'est une des équations d'Euler. 

(J) Voyez, par exemple, mon Traité de Mécanique, t. II, Chap. XX. 
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Les deux autres équations (27) ne donnent pas immédiatement les 
deux autres équations d'Euler. 

Mais nous pouvons procéder autrement d'une façon beaucoup plus 
symétrique, grâce à ce fait que la nouvelle forme d'équations s'ap-
plique à des paramètres qui ne sont pas de véritables coordonnées, 
mais qui sont liés aux paramètres D, φ, ψ par des relations différen-
tielles non intégrables. Introduisons alors trois nouveaux paramètres λ, 
μ, v, dont les variations virtuelles sont liées à δθ, δφ, δψ par les for-
mules 

δλ = sin θ sin φ δψ -h cosç δθ, 

δμ = sin θ cos φ δψ — sin φ δθ, 

δν = cosO δψ -h δφ. 

Nous pouvons considérer δλ, δμ, δν comme indépendants et δθ, δφ, 
δψ comme donnés en fonction de δλ, δμ, δν par les équations ci-
dessus. Dans ces conditions, la somme des travaux virtuels des forces 
appliquées prend la forme 

Σ(Χδχ + Υδ/-+-Ζδ3)=^δλ-+-Μδμ + Ν δν, 

L, M, Ν désignant les sommes des moments des forces par rapport aux 
axes 0#, Oy, Os ; en effet, δλ, δμ, δν sont les angles infiniment petits 
dont il faut faire tourner le corps autour de Ο a?, Oy, O z pour l'amener 
de la position actuelle à une position infiniment voisine. Le déplace-
ment obtenu en faisant δμ =o, δν = ο est donc une rotation autour 
de Oa?, et l'on a, pour expression du travail virtuel, L δλ, L étant la 
somme des moments des forces par rapport à Oa?. 

Le déplacement réel est donné par 

(Tk = sin θsin<p+ οοβφ ο?θ, .... 

ou, en divisant par dt
y 

ρ = λ' = sin θ sin φ ψ' -f· cos<p θ', 
q = μ' = sin θ cos<p ψ' — sin φ θ', 

r = ν'=cosô ψ'-h φ'. 
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On en tire 
p'=\", r'=v". 

La fonction 2S, donnée par la formule (24), est alors exprimée en 
fonction de λ", p.", v" et les équations du mouvement sont 

dS _ Τ dS__IV 

ou encore, puisque λ", ρ", ν" sont égaux à ρ, q'
y
 /·', 

r dS t. r àS AT 

Ce sont là les trois équations d'Eulcr 

Ap'-+- (C — B)§7' = L, — 

9. Deuxième application élémentaire. — Supposons maintenant 
que l'ellipsoïde d'inertie relatif au point fixe Ο soit de révolution; 
prenons comme axe Os l'axe de révolution et comme axes O# et Oy 
deux axes mobiles à la fois dans le corps et dansl'espace, définis comme 
il suit. Soient 0#

n
 Oy, O^r, trois axes fixes : l'axe Oy sera perpen-

diculaire au plan sOs, et l'axe Ox perpendiculaire au planyOs. 
L'angle 0 est alors l'angle s, Os, ψ l'angle x

{
 0/. La rotation instan-

tanée Ω du trièdre 0xyz est la résultante de deux rotations, l'une 

~ = 0'autour de Oy, l'autre ~ = ψ' autour de Os, ; les composantes 

de cette rotation, suivant Οχ, Oy, Os, sont donc 

(28) P = —ψ'βίηθ, Q = 0', R = '|/cosQ. 

Une fois le trièdre Oscys placé, il faut définir la position du solide 
par rapport à ce trièdre ; pour cela, il suffit de connaître l'angle <p que 
fait une droite liée au corps dans le plan χ Oy avec l'axe Oy : la dérivée 

^ = φ' de cet angle mesure la rotation propre du corps autour de Os. 

La rotation instantanée ω du corps est alors la résultante de la rota-
Journ. de Math. (a4 série), tome VI. — Fasc. 1,1900. 4 
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lion Ω du trièdre et de la rotation propre φ' autour de Ο s. On a donc, 
pour les projections />, q, r de ω sur les axes Οxyz, 

<29) 
ρ = Ρ = — ψ' sin 0, q = Q = θ', 

/* = R + ο' = ψ'cos 0 4- 9'. 

On en conclut, en dérivant par rapport à /, 

p'= — vj/^sinO-K q' = 0", /·'='<j/'cos0 4-o"4-

En outre, l'ellipsoïde d'inertie étant de révolution autour de O^, 

B = A. 

L'expression générale (19) de S devient actuellement, en rempla-
çant Ρ et Q par ρ et q et remarquant que D = Ε = F = 0, puisque 
les axes mobiles sont des axes principaux d'inertie, 

(3o) 2S = A (ρ'2 H- q'~) -h 0#a + a(All — Cr)(pq' — qp') 4-

Pour une variation δ0, δφ, δψ des trois angles, la somme des tra-
vaux des forces appliquées prend la forme 

Θ δ0 4- Φ δο 4- Ψ δψ ; 

comme le déplacement virtuel obtenu en faisant 00 = δψ = ο est une 
rotation autour de 0/, Θ est la somme cles moments des forces 
par rapport à 0/; de merne, Φ est la somme DXi

z
 des moments des 

forces par rapport à Os et Ψ la somme Oiu des forces par rapport 
àO.*,. 

Cela posé, écrivons les équations 

dû" ~ ' dep" ~~ ' ΟΥ -

Nous avons 
A q' 4- p( AR — C/·) = 01L

Vt
, 

C/'' = OÏL·., 

— A/>'sinQ 4- Cr'cosO 4- <?(AR — C/*)sinG = 
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La troisième équation se simplifie si l'on remarque que, en appelant 
OlUp la somme des moments par rapport à Ο a?, on a 

;)1V. = OK-jCOS 0 — 01Ursin 0. 

Les termes en cos G disparaissent alors dans la troisième équation, 
en vertu de la deuxième, et l'on a finalement les trois équations 

A^-(AR-Or)? = 

A^ + (AR — Cr)p = ;)]L
r

, 

dû" ~ ' dep" ~~ ' ΟΥ -

On obtiendrait ces équations plus rapidement, sous la forme défini-
tive, en introduisant, ainsi que nous l'avons fait dans le cas général, 
comme paramètres les trois quantités λ, [Α, V définies par les relations 

oh = — sinO δψ, δμ. = δ0, δν = cosO δψ -4- δφ ; 

d'où, pour le déplacement réel, 

ρ = V = — sin 0 ·]/, q = μ.' = ('Ζ, r = ν' = cos G ψ' ■+■ φ', 
ρ' = λ", q' — μ.", /·' = ν". 

Les quantités δλ, ou., δν sont donc encore les rotations élémentaires 
autour de Ο#, 0y, 0 z, et l'on a 

2(X οχ + Y Sy ·+■ Ζ Bz) = Oïb
x
 δλ H- oii>

r
 δμ. + dk

z
 δν. 

La fonction 2S donnée par l'expression (3o) s'exprime alors immé-
diatement en fonction de λ", μ.", ν" et les équations du mouvement 
sont 

âS àS __ dS _ 
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ou, comme λ" = ρ', μ" = q\ ν"= Γ', 

dp' ~ άη' 0X1 y> dr' ~ a1tz* 

Ce sont précisément les trois équations trouvées plus haut. 

10. Corps solide entièrement libre. — Pour un corps solide entiè-
rement libre, on obtient la fonction S en appliquant la formule (14) 
analogue à celle de Ivônig. Le terme Σ/η J;, relatif au mouvement du 
corps autour de son centre de gravité, sera donné par la formule (19) 
qui se rapporte au mouvement d'un corps solide autour d'un point 
fixe. On a donc alors 

2S — MJJ 4- 2S,, 

S
{ désignant la fonction (19). 

il. Pi 'emière application. Corps homogène pesant de révolution 
assujetti à glisser sans frottement sur un plan horizontal fixe. — 
Imaginons un corps solide pesant assujetti aux conditions suivantes: 
i° l'ellipsoïde d'inertie relatif au centre de gravité G est de révolution 
autour d'un axe Gs; 2°le corps touche un plan horizontal fixe par une 
surface de révolution autour du même axe. Ces conditions sont rem-
plies en particulier pour un solide homogène pesant de révolution. 

Représentons {fig. 1) la méridienne de la surface de révolution par 

Fig. 1. 

dS àS dS 

laquelle le corps doit toucher le plan fixe. Le plan tangent en un 
point Ρ de cette méridienne est perpendiculaire au plan méridien JGP 
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sur lequel il a pour trace PQ. Soient ζ la distance GQ du centre de gra-
vité au pian tangent et θ l'angle de cette perpendiculaire GQ avec G s : 
ζ est une fonction de θ 

S =/<«) 

qui est déterminée dès que la méridienne est donnée. Inversement, on 
peut se donner a priori la fonction/(0) : la surface correspondante a 
pour méridienne une courbe enveloppe des droites PT vérifiant cette 
condition. Il est évident en outre que, la méridienne étant déterminée, 
la distance PQ est aussi une fonction connue de Θ. Pour déterminer 
cette fonction, remarquons que, par rapport aux axes G χ et Gs situés 
dans le plan de la méridienne, la tangente PT a pour équation 

χ sin 0 — ζ cos G =/(θ). 

La méridienne étant l'enveloppe de cette droite quand 0 varie, on 
obtient les coordonnées du point de contact P, en associant à l'équa-
tion précédente sa dérivée par rapport à 0 

χ cos 0 4- ζ sin 0 = /'(0). 

Cette dernière équation représente une droite passant par Ρ : c'est 
la normale PR; sa distance au point G est égale à QP. On a donc 

QP = ±/'(6). 

En outre, en résolvant les deux équations ci-dessus par rapport à χ 
et ζ, on a les coordonnées de P. 

(30 
x = f'( 0)cos G H-/(G) sin G, 

ζ — /'(G) sin G —/(G)cosO. 

Ceci posé, plaçons le solide sur un plan horizontal fixe ξΟη sur 
lequel il est assujetti à glisser sans frottement (fig. 2). Soit Ρ le point 
de contact, GQ la distance du centre de gravité au plan : la verti-
cale QG z, fait avec G ζ un angle G et l'on a, d'après ce qui précède, 

GQ = ζ =/( G). 
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Prenons comme axes fixes deux axes Ο ξ, Οη dans le plan horizontal 
et une verticale ascendante Ο ζ; appelons ξ, η, ζ les coordonnées du 
centre de gravité G par rapport à ces axes : ζ est la quantité/(0) que 
nous venons de définir. 

Menons par le centre de gravité G trois axes de directions fixes 
G a?, y, 5, parallèles aux axes fixes Οξηζ; Taxe G^, est la verticale 
ascendante; cet axe est seul représenté sur la fig. 2. 

Prenons, pour trièdre de référence, le trièdre formé par Taxe de 
révolution G s, par l'axe Go?, perpendiculaire à G s dans le plan 
méridien. Ρ Gs du point de contact, enfin par l'axe G y perpendicu-

Fig. 2. 
y „ 

IX 

f ® / 

{ Mi-
lairc aux précédents. Le plan sG#est vertical; l'axe G y horizontal. 
Nous appellerons ψ l'angle de Gy avec une direction fixe du plan 
horizontal, Ga?,, par exemple. Dans ces conditions, la rotation instan-
tanée Ω du trièdre mobile Gxyz est la résultante de deux rotations 

l'une^ = ô' autour de Gy, l'autre ̂  = ψ' autour de G-,. Les com-

posantes P, Q, R de cette rotation suivant GÎT, G y, G ζ sont donc 

( Ω) 

Ρ = — ψ' sinO, 

Q=0', 

R = ψ' cosO. 

Pour fixer l'orientation du solide autour du point G, il faut con-
naître la position du solide par rapport aux axes Gajys; pour cela, il 
suffit de connaître l'angle φ que fait une droite liée au corps dans le 
plan xGy avec la droite Gy. La dérivée, = φ', de cet an4le mesure 
la rotation propre du corps autour de Gz. 
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La rotation instantanée ω du corps est la résultante de la rotation Ω 
du trièdre Gxyz et de la rotation propre <p' autour de G^. On a donc 
pour les projections /?, q, r de ω, les sommes des projections de Ω et 9', 

(ω) 

ρ = Ρ = — ψ' sinO, 

?=Q = ®'. 
r = It 4- 9' — ψ' cos 0 + 9'. 

On peut remarquer que 

(32) l\=z — ρ cotO ; 

cette relation nous sera utile plus loin. 
On a alors pour l'accélération du point G 

= ξ'/2-+- ζ"2. 

Mais la relation ζ = /(0) donne 

ζ'=/'( 0)0', ζ"=//(0)0,/+/"(0)0'2. 
Donc 

J2 = ξ"5 h- η"2 4-/'2(0) Ο"2-μ 2/'/"0"0'2 + .... 

D'autre part, la fonction S,, dans le mouvement du corps autour du 
centre de gravité, a la forme (3o), car les axes sont précisément ceux 
qui ont conduit à la forme (3o). Donc 

(33) 2S, = A(//2 4- qr~) 4- Cr'2 4- 2(Ait - <>) (pq' - qp') 4-

Nous avons alors, en remplaçant R par sa valeur — ρ cotO 

2 S = M [ ξ"2
 4- η"2

 4- /'- ( 0 ) 0"2
 4- 2/'/" 0" 0'2 ] 

4- A {p'- 4- q'2) 4- Cr'2 — 2 ^ A ρ cotO 4- C r)(pq' — qp') 4-

Les forces appliquées dérivent d'ailleurs d'une fonction de forces 
— M « ζ ou — M£'/(0) et 

Σ(Ν οχ 4- Y 4- Ζ$z) = — Mgf'(h) $0. 
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La position du système dépend de cinq paramétrés arbitraires qui 
sont, si l'on veut, 

ξ»ηΛ?>Ψ· 

On peut écrire alors les cinq équations du mouvement 

(^-0 dp-"
0

' d?
- 0

' ùj'~°> dY~°' 

(35) § = -Μ
β
-/(θ), 

dont l'une, la dernière, par exemple, peut être remplacée par l'équation 
de forces vives. 

Les équations 

ρ = — ψ'είηΟ, q = 0', r = ψ' cosO -+- o' 
donnent 

p'= — ψ" sin 0 + ..., q' = 0", /·' = ψ" cos 0 + o"+ 

Donc S dépend de <p" et ψ" par l'intermédiaire de ρ' et r' et l'on a 

dS dS dS dS . Λ dS r 

D'après cela, en écrivant les équations (34), on a 

Μξ"= ο, MY]"= Ο, 0'= Ο, 

— Aρ' sinO -h Cz-'cosO — (A/JCotQ + C/·) sin00' = ο. 

Ces équations s'intégrent immédiatement et donnent 

5'=?.. η'=ν '· = '·«> 
— Ap sinO -h CrcosO = K; 

on retrouve ainsi les intégrales connues, auxquelles on peut adjoindre 
l'intégrale des forces vives. 
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12. DEUXIÈME APPLICATION. — Corps homogène pesant de révolu-
lion assujetti à rouler sans glisser sur un plan horizontal fixe^Or\. 

Employons les mêmes notations et les mêmes axes que dans le nu-
méro précédent. Dans ce nouveau problème, les seuls paramètres indé-
pendants sontO, φ, ψ; si l'on donne à 0, φ, ψ des variations arbitraires 
§0, δφ, δψ, les variations de ξ, η, ζ s'en déduisent par la condition 
que le corps roule et pivote sur le plan. 

Pour calculer actuellement JJ en fonction de 0", <ρ", ψ" il parait plus 
commode de ne pas conserver ξ et η, mais d'introduire les projec-
tions m, p, w de la vitesse absolue V

0 du point G sur les axes mo-
biles Gxyz. Nous avons, dans le numéro précédent, calculé les coor-
données ÎC, y, ζ du point, P, de contact avec le plan, par rapport aux 
axes G xyz ; nous avons vu que y = ο et que χ et ζ sont des fonctions 
du seul angle 0 dépendant de la fonction/(0) qui détermine la forme 
du corps (formules 3i). 

Exprimons que le corps roule et pivote sur le plan. Pour cela, il 
faut écrire que la vitesse absolue du point matériel du corps qui est 
en Ρ est nulle. Or cette vitesse est la résultante d'une vitesse d'entraî-
nement V

0 égale à la vitesse de G et d'une vitesse relative due à la 
rotation du corps autour de G. On a ainsi les conditions 

(36) 

u -4- qz — ry = o, 

ν H- rx — pz = o, 

w -+- py —■ qx — o, 

où y est nul, mais où nous laissons provisoirement y pour ne pas dé-
truire la symétrie. 

Cela posé, l'accélération absolue J
0
 du point G a pour projections 

sur les axes G xyz les quantités 

—β + ψν — Rt>, 

di +R"-P*», 

-Z+pv-qu. 

Joum. de Math. (5* série), tome VI. — Fasc. I, JQOO. 5 
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Ce sont là des formules connues que l'on établira sans peine en 
remarquant que l'accélération d'un point est la vitesse de l'extrémité 
d'un segment, d'origine fixe, égal à la vitesse du point. On a donc ici 

JJ = (u' H- qw — Rp)24- («-''H- Km—(Φ' π- pv — qu)'\ 

eu désignant par des accents les dérivées par rapport au temps. En 
développant et se bornant aux termes en u\ v', w' 

JJ = u'* 4- v"2-h Φ'
2

H- 2p(vw' — ΦΡ) 
4- 2 q (wu' — uw') H- 2 II (at»' — vu') 

Mais les relations (36) donnent 

u = ry - qz, «' = t'y - q'ζ + rf — qz', 

ç — pz — rxf ν' = p'z — r'x 4- pz' — vx, 

w = qx — py, wr — q'x — p'y 4- qx' — py' ; 

on en déduit facilement 

ΡΦ' — PPP' = χ (up' -H vq' 4- wr') -H ..., 

wu' — uw' —y( up' 4- vq' 4- wr') H- ..., 

uv' — vu! = ζ (up' -f- vq' -h wr') -+- ..., 

d'où la formûle 

JJ =r a'2 4- v'2 4- w'2 H- 2 (px + qy 4- Rît) (up' 4- vq'4- wr') 4-

L'expression de 2S, est la même que dans l'exemple précédent (for-
mule 33). 

Nous avons donc pour 2S = MJJ 4- 2S,, l'expression suivante que 
nous écrivons, en prenant la masse du corps M pour unité, 

(38) 
2 S == Url

 4- v'' 4- Φ'
2
 4- 2 (px 4- qy 4- R - ) ( up' 4- vq 4- wr' ) 

4- A(jp'2 4-q'2)-\-Cj,'i 4- 2(A\\ — Cr)(pq'-qp')-l·.... 
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expression où il faut supposer u, p, w, u\ P', w' remplacés par les 
expressions (37). 

Conservons alors le paramètre 0 et prenons au lieu de φ et ψ deux 

paramètres λ cl ν définis par 

δλ = — βΐηΟδψ, δν = οοβΟδψ -l· δφ. 
On aura 

ρ = — sinΟψ' = λ', ^ — /· — cosÔ ψ'-h φ' = v\ 

(3i)) ρ'=1", y'=0", /-' = v". 

Knfin, pour une variation virtuelle δλ, δ0, ov attribuée à ces para-
mètres on a, pour la somme des travaux des forces appliquées, le tra-
vail de la seule pesanteur 

- g% = -gf (0)S0. 

Les équations du mouvement sont alors 

àP ~ °' dv" ~ °' <)θ" —~%f W* 

Ou encore, d'après (3q), 

(4°) W = °' à? = °' 

La troisième de ces équations pourra être remplacée par l'intégrale? 
des forces vives 

2Τ=-£/(°)+λ· 

Nous allons écrire les deux premières. D'après la valeur (38) de S 
et les expressions (37) de M', P', w' en fonction de p', q', /·', on a 

dS , du' , de' , de·' 

+ u(p χ + qy + Rs) + A p'— (AR — C v)q\ 
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mais 

dp' dp' w' dp' 

On a ainsi, en se rappelant maintenant que y est nul, 

~ = ΓΡ'-H uÇpx -+- II;) + Ap' — (AU — Cr)q. 

On trouve par un calcul analogue 

~ = — χp'4- w(px -h l\z) -h G/·'. 

Nous avons donc, pour les deux équations ̂  = ο et jp =■ o, les 

deux équations suivantes que nous écrivons, en remplaçant q par 0', 
R par sa valeur — pcotO, u, P, w par leurs expressions (37), 

l zv' — pz(x — scot0)0' + A p' -h (A/?cotO -f- C/*)0' = o, 
(41 ) < 

f — xd -h px(x — scot0)0'-l- Cr' = o. 

Si l'on remplace P', 0', p'
f
 r' par^» 0,1 voit que dt dis-

paraît et ces équations peuvent être regardées comme définissant p 
et r en fonction de 0, par deux équations linéaires et homogènes 
simultanées que nous allons écrire. 

Nous remplacerons la première équation de ce système par celle 
qu'on obtient en éliminant p' entre les deux : on a ainsi les deux 
équations 

Ax~ -hCz— + a?(Ap cotO -H C/·) = o, 

~ ΧΊΒ + PX(X
 -

 z cot0) + c s = °> 

où d'après (37) 

dv ^ dp dr dz dx 
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Remplaçant ^ par cette valeur, nous avons le système cles deux 

équations 

«*) 
Ax ̂  -h G - π- x(Ap cotO C/·) = o, 

~xzt + (C + X^ +Ρχ(χ~ scotO- = o, 

pour déterminer ρ et /· en fonction de G. 
Il convient de rappeler que, dans ces équations, χ et ζ sont des 

fonctions connues de 0 dépendant de la forme du corps : ces fonctions 
sont définies par les formules (3i) que nous rappelons ici 

(-13) 
x = /'(0) cosO -h/(G)sin Θ, 

ζ = /'(0) sin G — /(0) cosG. 

REMARQUES SUR CES ÉQUATIONS. — L'étude de ce système de deux 
équations linéaires et des formes de la fonction /(0) qui en permet-
tent l'intégration constitue un problème d'Analyse intéressant. Nous 
nous bornerons ici à faire quelques remarques sur ces équations. 

En éliminant ̂  entre les deux équations (42), on a 

(44) (AC-wVx·" + -h Kpxix-~^ + rx(Cz + A^)= o, 

d'où 

(43) (AC + A + Ci*> % + rx (c « + A 

Portant cette valeur de ρ dans la première des équations (42), on 
obtient une équation linéaire homogène du deuxième ordre donnant r 
en fonction de G. Cette équation étant intégrée, la relation (44) 
donne ρ en fonction de G. Puis l'intégrale des forces vives donne t 
en G par une quadrature. 
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Cas particuliers. — i° Dans le cas particulier où χ et s sont des 
constantes indépendantes de 0, χ = a, ζ = c, on retrouve les équations 
du mouvement d'un corps homogène pesant, de révolution, roulant 
par une arete circulaire sur un plan horizontal ( Voyez un article 
inséré dans les Rendiconti del Circolo Malematico di. Palermo, 
suivi d'une lettre de M. Korteweg, ier fascicule 1900). 

20 Un autre cas particulier où l'équation (44) peut s'intégrer est 
le cas où la forme du corps est telle que 

•r-rfë = 0· 

D'après les expressions (/|3) de χ et ζ, cette condition devient 

/*" ( 0 ) sin 0 — /'(Ο) cos θ = ο, 
d'où 

/(0) = «cosQ 4- b, 

a et b désignant deux constantes. La méridienne de la surface de ré-
volution correspondante est. alors l'enveloppe de la droite 

icsinO — scosÔ = acosO H- ù; 

c'est un cercle dont le centre est sur Gs. La surface est alors une 
sphère. Actuellement 

χ = b sinO, z = — a — b cosO, 

et l'équation (44) donne r en fonction de 6 par une quadrature élé-
mentaire. 

Cette équation s'écrit, en effet, 

r ~~ Λλ74-+- Cc24- AC ' 

d'après la relation^- =#; le numérateur du deuxième membre est, 
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an facteur 2 près, la dérivée du dénominateur et l'on a 

^Α.λ'2-t- G z1 -+- ÀC 

La première des équations (.42) donne alors ρ par une quadrature. 
3° Un autre cas où la forme des équations (42) se simplifie est le 

cas où la forme du corps est telle que 

.// — z cot 0 — ^ =0. 

15. Remarque sur Véquation des forces vives. — Supposons 
les liaisons indépendantes du temps. Alors on a, en reprenant les 
formules (ç>) où «, b, c sont nuls 

(-16) 
x' = a

t
q\ +a3q'3 + ...+ a„q'„. 

. . . . 

Donc x'
y
 y', z' sont homogènes et linéaires en q\, q'

0l
 ..., q'

n
. 

La demi-force vive Τ est alors liée à S par la formule 

di ~ W\ 9< + 3^ +· · '+ àfj»· 

Ln effet, 

S = j2"î(a!"!+/1 + 3"!)· 

dS V / "àx" , „à\n „àzn\ 
Mais 

ôjt" dy" 7 dz" 
Donc 

~ = ̂ m(x"a, +y"b, + z"c, ). 
De même 

H =^
i
rn(x"a

1

+y"b
!l

 + z"c,), 

* 3 
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Multipliant par q'0 q^ ..q
n
 et ajoutant, on a, d'après les exprès 

sions (46) de α?',/', z\ 

^ q, H-
 Wi

 ? ,·+ · · ·■+ ψ
Η
 y. = 2·« G« * + y y + ζ ζ ) =

 Ύι
■ 

Le théorème des forces vives est alors exprimé par la relation 

dS , dS , dS r r\ > , r\ ' , f\ ' 

équivalente à 
c?T — Q, dq\ + Qj dq* +... + Q« dq„. 


