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Mémoire sur Uintégration des équations aux dérivées particlles

du premier ordre;

Par M. N. SALTYROW.

Le Travail qui va suivre a pour objet I'étude d'un lien intime entre
les problémes d’intégration des équations simultanées aux dérivées par-
tielles ct de celles aux différenticlles totales, présentant une généralisa-
tion des recherches de Cauchy et Jacobi sur une seule ¢quation. On
¢tablit de la sorte parmi les maniéres de traiter les problémes d'inté-
gration des ¢quations simultanées et d’une scule équation unc analogie
compléte, dont la Science semblait étre privée jusqu’a présent. De plus,
la théorie développée offre un intérét particulier, les théorémes, dont
S. Lie a enrichi la théorie des équations en question, s’en présentant
comme conséquences immeédiates. J’ai eu honneur de publier dans
courante les résultats de mes recherches dans les Comptes rendus de
U’ Académie des Sciences, mais je veux en donner dans les pages sui-
vantes une démonstration détaillée.
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CHAPITRE I.

DES INTEGRALES COMPLETES.

1. Lebutde ce Chapitre est d'introduire plusieurs modifications dans
la méthode des caractéristiques de Cauchy pour l'intégration d'unc
équation aux dérivées partielles du premier ordre d’une seule fonction
inconnue et dont M. S. Lie a donné une généralisation sur les systtmes
des équations simultanées. Je veux précisément étudier le point impor-
tant de cette théorie, concernant le calcul des intégrales complétes au
sens de Lagrange. Cetle question me semble avoir un certain
intérét, car la méthode de Cauchy devient quelquefois illusoire.
(C'est a cause de celte circonstance que plusicurs auteurs éminents
introduisent dans ladite théorie une nouvelle notion de M. S. Lic sur
les intégrales des équations en question. Mais, c’est en conservant la
premiére notion de Lagrange, que je me propose de combler ici cetle
lacunc. D’ailleurs, la question posée ¢tant résolue complétement pour
une scule équation par MM, Mayer et Lemonnier ('), il ne nous reste
gqu'a étendre leurs résultats aux systémes d’équations simultanées.

2. Considérons le systéme d’équations différenticlles
n 6 i+ I[A(,":l yhas ooy Ly Sy gy Pinaay ooy ,’u) =,

e ! h=1,2,...5M mwa,

OlL Ly, Ly + o0y £ SONL des variables indépendantes ct 5 la fonction in-

)s d.. L0
Yor, " o,

Nous supposons (jue les ¢quations (1) forment un s)slcme complel en

entendant par la que les égalites

CONNUE; Py, Py, vy Pydésignantles dérivées pdl‘llcllcs

d“A )”/ )"/, ()”/,
dr, s AL— der T 0 T
) ' +'§’<.«)_:.I_L Ao iy
! ot opm-.i s g d/’m-’-i d.L,,“.,) =0
(Y Math. -An., lid v S, p. 4.0. —_ Iul( de lrt Sac. matll de I, .\,

p. 223,
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ol 'on a posé
dil ol oM,
ko k + k&

g - = Pmais LERE]
d.r,. (s & J3 p

sont idenliquement satisfailes pour loutes les valeurs distincles des
indices &, & de 1 & m. On les écrira plus britvement sous la forme
sy mbolique (')

:II/,, llk: = 0.
[.c probléme & résoudre, ¢’est de trouser les valeurs

(3) Sy Prmurrsy P2y o« o9 Pu

en fonction des variables indépendantes x,, x,, ..., x,, de sorte
qu’en y joignani les fonctions de mémes variables p,, p,y ..., pa
définies par les équations (v), on ait des identités

9z Ad Js
(/l) I)a'-_—(—);l, Pa= 5.9?,’ ooy 1)":5.—1‘_,,.

3. En suivant Jacobi dans son Mémoire important : Ueber
die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung (*), différentions par rapport aux Z,.,y Ly eqy «+.y L, los
idenlilés qu'on obticnt par la substitution des valeurs indiquées 3, p
dans les équations (1). Les identités oblenues nous montrent, en vertu
des relations ({) et de celles-ci,

((ui en découlent pour loutes les valeurs des indices Z, s de v & m, qu'il
est nécessaire que les fonctions (3) satisfassent aux équations diffé-

(') Cf. Deiassus, Ann, de UEe. Norm. sup., 3¢ série, t. XIV, p, 126,
(*) Gesammelte Werke, Bd. 1V S, 1.

Journ.de Math.(3* séric), Lome V. — IFasc. 1V, 18gg. 56
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renticlles
;N O, 0
] .l 3 3
i }u T = Ph
dry X ‘)PI'H-I (13-
1=
et n—m
) e O o _ iy
oy, - 0P peri OF v dx,
=
LA, M4 2, . R h=1,2,....m,
ot 'on a pos¢
n—im d||
l-
/i - 2 Pmviy— 0 llk‘
i.=1

Lies équations (5) présentent une généralisation des systémes ctadids
par Jacobi dans son Mémoire cité plus haut ct ont hien la forme de
celles dont la théorie est développée dans mon Travail : Etude sur les
intégrales d'un systéme des équations différenticlles aur déricées
particlles de plusieurs fonctions inconnues ().

1 y est démontré que la solution des équations (5) revient & intégrer
le systéme suivant d'équations aux dérivées partielles & nne seule
fonction inconnue f des variables indépendantes &y, vy, ..., 0y, 3,

p/ru-lv pm 29 vy ph :

Y o N A ar
_u l) —_— /L
(6) ()"I: 2 ()[)mH ‘)'uu—l ko5 ; Ay vi Op *
| h=1,2,...,m.

On va voir aisément que ce dernier systéme est jacobien. En effet,
les parenthéses de Poisson, formées pour les ¢quations des indices
h et k, deviennent

n-m " " —()'L oy ﬂ'
zl (A 04 v B“ d/),,,,_,,) +A s

(') Journal de Liouville, p. 423; 1897
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On a d’ailleurs

A= 9 H, ! =o,

0P +v

B = _4 _1H, H, =o,

d.Z‘ n+v

n-—m

J \
Alb = Z Pueegg—i Hy Hyy — 1 Hyy =00
ve=1

Les intégrales du systéme (6) sont done définies par les équations
aux différentielles totales

m n—m ol
C[: fnd 2 ( Z pm i Jp_,;,_:., -_— II/‘> d.b'/‘,

A=1 i=1

m
N ()llk

Cl"I"m = Z 0P d""ln
- Pm+i

"

dll, .
‘l[)m+i _ Z [1.1',,,4-1 d‘llh
k=1

()

~1

\ L==0,2y 0,000 — N,

1l est & remarquer ue 'on parvient de méme & ces derniéres ¢qua-
tions (7) en poursuivant 'ordre d’idées développé par Jacobi dans son
Mémoire célehre : Noca methodus cequationes differentiales par-
tiales primi ordinis inter numerum variabilium quemcungue pro-
positas integrandi. En cffet, soit

f(x,, Lgy oeey Ty ;)I)I:u-npnu—ze A ;1)n> = C’

C ¢tant une constante arbitraire, I'équation définissant I'une des
valeurs (3). Il s’ensuil que la fonction f est I'intégrale du systéme
lindaire

A :

D_l—; — -(;'JI[‘—l- [II,‘,'/‘I =: 0,

k=1,2,...,m,

identique au systéme (6), les crochets rectilignes représentant, d'aprés
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M. Mayer, les parenthéses de Poisson, généralisées par Weiler ('), et
comprenant toutes les variables @,y 3, pur
Soit I'intégrale générale du systéme (7) donnée par les équations

(8) s = ?(.,L",.l',, cory Ly @iy Ay vvey Byomy ”7 bn [’3’ vy by m)9
(9) Pmei= fi(xn Loy eoey Ly Ayy Ayyoovy Qupyy b, bn bay ooy b/hvm)s
OO) Lmri= l‘i(""u Lay eoeyLmy Qyy Qay ooy Qpomy b, l’n by ..o, l'u-m),

L==1,2 .00yl — iy

a;, b, b; étant des constantes arbitraires.

S'il est possible de résoudre les équations (10) par rapport i re— m
constantes quelconques, on a unc solution du systéme (5) en éliminant
ces constantes des équations (8), (9). Supposons, en effet, les ¢qua-
tions (10) résolubles par rapport 4 » — m constantes que nous noni-
merons C,, C,, ..., C,_,; toutes les autres étant désignées dans ce
cas par Co_pr iy Cromees v oy Canmamere En éliminant C,, C,, ..., C, .,
des équations (8), (g) nous avons n — i + 1 équations intégrales
distinctes du systéme aux différentielles totales (7). C'est précisémen
une solution du systéme (3) comme je I'ai démontré dans le Mémoire
mentionné. Le point important de nos recherches, ¢’est d’examiner s'il
est possible de former ces derniéres équations intégrales de facon i
satisfaire aux conditions requiscs.

4. Il est a remarquer en premier licu qi’il suffit &avoir

VK] .
(11) Pmvi= ) I=1,2,...,0— N
d‘l‘m+t

pour veérifier toutes les relations (4).

En effet, les premiéres ¢quations (5) étant idenliquement satisfaites,

on en conclut

Js
0’;;_ _—_ Hln

(') Maver, Mathematische Annalen, Bd. 1X, 8. 370.
Weier, Zedtschrift fir Math. und Phys., Bd. 8, S. 264; Bd. 20, S. 271.
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el, par conséquent, nous avons des identités

a3 ]
o, = De k=r1,2,...,m. .

Pour résoudre notre probléme il est donc nécessaire d’¢tudier &
quclles conditions les relations (1 1) ont licu.

&, Les équations (10) ¢tant résolubles par rapport aux C,, C,, ...,
C,_y le déterminant fonctionnel

D Lty Lip4-3y oo 0y L'y
(12) CC .
1 29 v 00y

n—-m

ne s’annule pas.

De plus, en substituant les valeurs (10) des variables .,,.; dans les
fonctions 3, p,.;, obtenues plus haut, on a identiquement leurs
valeurs (8), (9). Désignant par des parenthéses les résultats de celtte -
derniére opération, on obtient des identités nouvelles en différentiant
les précédentes par rapport aux constantes C

; "2’"( dJd3s )dxm-o-l — _i)i_,
( 13) ( i 02,y ()Cv aC,

O==T0,2 .00yt — I,

/
' Js ‘)rnmi ds
(%) s (o(,,) + Z <o.c,,.+,) ac, — ac,’

ls:u——m+l,n—-m+2, ey 20— 20 1.

Nous allons introduire dans notre calcul une nouvelle notion sur des
fonctions (') qui scront dans la théoric développée d’unc importance
extréme; posons

—m

()e ().t, +
Uu= d(‘ - 2 m»—x = i’

i=1

(') Voir Poixcart, Sur les propriéiés des fonctions définies par les équations
auex différences partielles, p. 23 ; Lewonxier, Bull. de la Soc. math. de France.
L. X, p. 223.
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3y Pm-iy Lmei aYant les valeurs (8), (9), (10), C étant 'une des con-
sltantes y contenucs.

Les identités (11) ayant lieu de méme pour les valeurs (10) des
variables o, ., on tire des égalités (13)

U,=o, Iy ey I — I,

Ces dernicres conditions sont néeessaires, mais en méme Lemps clles
sont suffisantes. En effet, supposons que les équations

n-m

Js 2 .()J’m-o-i =0

JC, 1’m4—: JC, 9
i=1

V=0, 200 it — I,

sont identiquement satisfaites. En les retranchant des identités (13),
(ui ont toujours licu, il viendra

()xm-ﬂ' - ds . =0
de pm+i UL g -

C=1,2,..., 0 — N,

n—m

i=t

Le déterminant (12) ne s'annulant pas, nous parviendrons aistmcent
aux identités (r1).
Quant aux égalités (14), elles donnent des conditions
Ug2Zo
pour loutes les constantes C;, (ui restent dans P'expression de la fone-

tion mentionnée s. Ces inégalités sont de méme non seulement néees-
saires, mais aussi suffisantes, car cn posant

n—m

Js ds
EC: - 2 PmH‘ ()C; 207

i=1

S§=M~m—41,0—mM-+2,...,20— 210 +1,

on a, en vertu des identités (11), (14),

()2
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Cela étant, la valeur s en fonction des iy, @y, ..., 2, coutient explici-
tement les constantes arbitraires C,.

Incore, les équations obtenues par I'élimination des constantes C,,
Cay « vy Gy Gtant des équations intégrales distinetes du systéme (7)),
il est impossible d’en éliminer les constantes C,_p. iy Comeay -y
Cauzm i Done, il n’existe point de relations entre les vaviables z, p, .«
([ui nc soient contenues parmi les équations (1).

Par conséquent, pour salisfaire aur exigences de notre pro-
bléme, il est nécessaire et suffisant que les équations (10) soicnt
résolubles par rapport @ n — m constantes quelconques, les fone-
tions Uy correspondantes élant identiquement nulles. De plus, si les
autres n—m+1 fonctions U, ne sannulent pas, la solution
obtenue est précisément une intégrale compléte.

Nous sommes cn ¢tat d'indiquer plusicurs cas ofi les conditions citées
ont licu. Mais pour les ¢tudier nous nous fonderons sur les deus
lemmes suivants :

6. Enwvertu des équations (8),(9), (10), la formule
il
atly
== dr
E Jds Tk
Aot
est une différenticlle excacte.

Les &quations (7) ctant identiquement satisfaites, nous avons des
identites

n—m

()3 _ N\ 0”4' 4
| o 2P gy Mo

-1

(13) e Ol
dee ’)/'m—vi’
'_)/)'J: _ o,
‘)‘l.k - ;/"m H".
Cela pos®, il s’ensuit
L PR L | R 1 [ A 1T
s @ = drae, t T( 2 P b - M)
Ni=1
2 < LTS LR VRV
30y i OpPpvi ‘73“)}‘":4:‘ dwey, i/ '

=1



114 N. SALTYKOW.

Différentiant par rapport & z 'identité (2), on obticnt une nouvelle
¢égalité de méme identiquement satisfaite pour les valeurs (8), (9),

(10) des vaviables 3, pp.iy Zn.i» En vertu de cetle derniére formule, il
viendra’
Jd dll,, 0 dll,,
dx, 03 ~ dr; Js'

nolre théoréme ¢tant ainsi vérifié. PPosons done

AW =% ";l"d .

k=1

7. La fouction Ug est définie par Uéquation
{-\\‘ ]
0 W dW
U= .,

U2, W, désignant lesvaleurs des fonctions Ug, W correspondantes
aux valeurs initiales des variables x,, @,y ..., 2.

[ 4 ] . dU ) . .
La dérivée partielle b—;f ¢lant mise sous la forme suivante :
k

n—nm
()U( 0Z 44
Pr T (ox‘ 2 Puvi=y5
n-—m

N\ ()pm-o-i 0%y 11 dpm-c-t ()‘l‘m*-x')
-+ -~ ’

aC dd’/.. ().l‘k JC

i=1
elle devient, en tenant compte des identités (13),

n—m

‘_)_I_Jiﬁ —_— ‘1‘1&_ =+ 2 ( ‘)“ls o/)m-i—l dHK d‘rmei)
dr; JC e O+ 0C ox,.; dC
d“ %y d-rm-n‘
-+ o_: 2 Pnrvi ""(ja—'
i=1
On a donc '
JU¢ __ oll; ;-
oz, = 33 Ue
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Le il vient, par suite,
v

Ty, JwW,
U,=Uge %

8. Prenons pour constanles a;y b;y b les valeurs initiales des
[k I £

n—m

) [)m-e-x" S = 2 Ly .. [)m»r

i=1

Les a; élant éliminées des équations (8), (9) en vertu des (10), on
a une intégrale compléte du systéme (1).

Désignant par 3° la valeur initiale de s, nous avons

n—u
=0+ 2 a;b;.
i=1

I.e déterminant fonctionnel

('L‘m-ﬂv L4y 000 'l'u\)
Ary Ay oo By

/

esl 2o, car pour les valeurs initiales des variables &, .y, ..., x, il
cvient égal a 1. Cela posé, on a
devient ég ,

(16) w=0,  Up=a, U=

. ()ll A . .
Les fonctions —d—;i restent holomorphes dans le domaine o les Hy,

~

considérées comme fonctions des variables indépendantes «,, .z, ...,
Ly 3» Pmery Pmiay oy Puy sont ¢galement holomorphes. L'intégrale
ginérale du systéme (7) y présentant de méme des fonctions z, p,,.,
Lp..; holomorphes, ¢'est pour ce domaine (auquel nous bornons aussi
nos recherches) que la différentielle exacle W admet une intégrale
holomorphe. Par conséquent, la fonction

- f ‘:‘; aw

"

Journ. de Math. (5 série), Lome V. — Fasc. IV, 18qy. 57
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dans tout le cours de nos calculs a une valeur finie et I'on ohtient, en
vertn des (16), les identités

l 'll‘: 0’ l’hlz‘), l':bz()'

Done, en éliminant les a;, en vertu des (10), I'équation (8) donne une
intégrale complete du systéme (1).

9. 11 est aisé d'indiquer encore deux autres cas ot les conditions
requises sont satisfaites.

Supposons les ¢quations (10) résolubles par rapport aux con-
stantes b Il suffit de prendre pour & la valeur initiale de 3 pour avoir

Tn M MO '
th,=0) l)b’__-l’ )d,: - ,'i’ e

Si le systéme (1) ne présente qu'une scule ¢quation, ce cas est celui
ot la méthode des caractéristiques de Cauchy donne une intégrale
complete.

Enfin, les équations (10) étant résolubles par rapport aux b, @; ol
tous les indices ¢, 7 sont différents, on prend pour & la valeur initiale

de
s — 2 Lo vi P vis

o la sommation s'eflectue par vapport aux indices 7, correspondants
aux valeurs b;, qui sont & éliminer entre les équations (10). 1 viendra
donc

U,,"‘_sn, ! =,

@i

t0 (U} MU
h = l’ I /,'.:: a,, l'"’vz == I)‘..
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CHAPITRE II.

ETUDE SUR L.ES EQUATIONS DANS LESQUELLES LA FONCTION INCONNUE
NE FIGURE PAS EXPLICITEMENT.

Les deux Chapilres (ui vont suivre concernent la généralisation de
la premi¢re méthode de Jacobi d'intégration d’une seule équation. On
y introduitla notionde fonction principale des équations simultanées,
en généralisant celle de T'illustre Jacobi.

Considérons le systéme d’¢quations différenticlles

’

Pi+ ”Av(""n Lay eovy Lyy Pineyy Pinvay o oon [’u) =0,
k=1,2,...,m, m<n,

(1)
(Jue nous supposcrons étre en involution, les conditions
"n—-m

(2) ()”A ?H/‘ + 2 ( ()”/, ‘)“A 0"/; ...()l.l,'..> — o0

dry, dry d/’ mad O l)[)m i Ory

étant identiquement satisfaites pour toutes les valeurs distinctes £ et A
de 1 am.
Il s’ensuit que les éqnations

[=T,2,..., 0t —m,

présentent un systéme aux différentielles totales,
La théorie que je me propose ici de développer consiste i éclaireir
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le lien entre les problémes d’intégration des ¢quations simultanées aux
dérivées partielles (1) et de celles aux différenticlles totales (3). On va
voir (u'on ohticnt par des différentiations I'intégrale générale du sys-
Leme (3), une intégrale compléte des équations (1) étant connue, et
inversement, si I'on a I'intégrale générale des équations (3), que Vin-
légrale compléte du systéme (1) s'obtient par unc quadrature,

Triorene 1. — Soit
)] F= V(.‘I:,, Lgy ooey Ty Uyy by, -0y bn—m) + b

une intégrale compléte des équations (1), by b,y by ooy byy, élant
des constanies arbitraires. Le déterminant fonctionnel

oV oV
(3) D 0Zpr OFmrs l)x'n)

bu biv vy bu—m

ne s’annulant pas, les équations

(A S .
((‘)) dl'm-d-i - IMH’ ‘)bl

I=1,2,..0— M

donnent Pintégrale géndérale du systéme(3), les a; étant de nouvelles
constantes arbitraires.

En ecffet, les valeurs &, pu.; définies par le systéme (6) satisfont
identiquement aux équations (G ). On obtient donc, en les dilérentiant
par rapport aux variables @y, &,y ..y Ly des identités nouvelles

n=1n

9%V nv e IP i
e = ’
DCmai (’1‘“ | d.l‘,,,.,_{ d.l',,,.,.,, ()1',(~ ().Y’/,»

(L4
, n—=am
7 A v 9L pyvv

a—bi d.r, (Tb—l dr,.. dry
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Mais, d'autre part, cn substituant dans les équations (1) leur inté-
grale (1), clles deviennent identiques, et, en prenant les dérivées par-
tielles, par rapport AUX Zp,;y byy nous avons

n—m

Nyv 2 Jll, o nv JH ;. ,

d, y I maid dl’m-w 0T s v 0L v 0L e -
Y atl, NEAY .

dory ’)/’1 2 dPuH o DLy ()['.I o

Retranchons chacune de ces derniéres identités desa correspondante
dans le systéme précédent; il s’ensuit

7:AY (‘)1‘",+v — /)llg. )_ ()pm-(»l' -+ ()"/,
()‘vm+ o O s g Jua'g ’)I)/lu-v doy [/

n -

IV (e Y
- 0 0 DU, dxy UP sy -

L==1,2 oouy L — N,

I'indice & prenant toutes les valeurs de 1 &4 . Le déterminant (5) ne
s'annulant pas, nous obtenons les identités cherchées

(,.) g.'l";*_". —_ o, , {’me S ol R
doy ‘)Pm-o-v duory Iy 0

I'indice ¢ prenant les valeurs de 1 & # — i, k, les valeurs de 1& m. On
cn conclut donc que les valeurs des variables &£41iy Pinviy définies par
les ¢équations (6), sont une intégrale générale des équations (3).

L'inverse du théoréme démontré repose sur le lemme prélini-
naire :

Soient les équations

(8) wuri= [i(®1y L1y cvey Ly Byy Qyy oo vy By b, by, ..., Di—m)s
(9)p,n&.":l“i(a‘----ui‘ttvttona.‘--o--o)’

(= 1,2 .00y L — N
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Uintégrale générale du systéme (3), a;, b; élant des constantes
arbitraires, En vertu de ces derniéres équations la formide

mn n--m

z 2 Pmi ‘;)H" ]lk ’["

k=1 =1
devient une différenticlle ecacte.

PPosons

Lcs identités (7) ayant lieu, nous obtenons

n—m n--m

()Uk — () Lyt ()"/ N l)“A l)",,»_
dr, Z Puvi g oz, — o 21 Oxmri OPm-i
i1 il

n—im

n—m
U, 2 P I 2 i, o,
()-I’A 1 e ()1'/, d cy dey, ) Cop i ‘)I)m-y—/

i

Il s'ensuit done, en vertu des identités (2),

o _ 0,
dr, — or;

Fexpression ¢tudice ¢tant une différentielle exacte, que nous allons
appeler dU,

m n --ne

; ol
dU = 2 21),,”[() m‘” I, Vdx,.

k=1 i=|

Tukonine 1I. — Prenons pour constanies a;, b; les valeurs ini-
trales des variables £y, iy pm.io La quadrature de la diférentioll
rxacte dU effectuée, considérons la fonetion

n—=m

V= dU+2a,b + b,

[\
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ote b est une noucelle constante arbitraire, U, la valeur initiale dv
la fouction ). Les a; élant éliminées, en vertu des équations (8), la
raleur oblenue pour N est une intégrale compléte du systéme (v).

Désignons par « unc différenticlle relative & des accroissements
des variables 2, par ¢ unc différentielle relative & des accroissements
des @;, b; et par A la différentielle totale, de sorte que 'on a

A=d+c.
Il viendra ¢videmment
AV =dU +f dol + 2 (b;2a;+ a;2h;).
! i=1

Les égalités (3) et (7) ayant licu identiquement, nous avons

n—m n
= Z Pmn=i d‘l'm-o-i - Z Hk (l.’I}“
(B3] ko=t

mn

dsU = 2 el, dx,,
ko1

on pnsunl.
n—am

N NOL s Jp o
GUk=Z(\Pm+«'° 0;‘. -+ 0;+‘°”lrz+z)

i=1
n—nm

—— d N "
- Jl'_/ El)lrui"'l-m-»i .
N\t

On a done

‘h-om

ay - N
doll = d( 2 Pmi OLmai |y
N

et, par conséquent, on trouve

Wi

j dOlJ Z ([)m-u Gl — I’ o )
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Il s’ensuil

Nn—m

AV Z(I)mo-i A'l'/u+1+ a; obj) z II (ll,,'.

Le déterminant fonctionnel des fonctions &, par rapport aux con-
stantes @; admet une valeur différente de zéro, car, pour les valeurs
initiales des variables z,, 2y, ..., 2, il devient égal & 1. Il est done
toujours possible de résoudre les équations (8) par rapport aux con-
stantes a; et d'avoir, par conséquent, la valeur de V en fonction des
variables «, ;. On en déduit

AV = Z‘((u’,;w A+ 55 80) + 2_- diy.

En comparant les deux expressions de la différentielle AV, nous avons
les égalités suivantes:

()‘y- =] ﬂ = u;
('()) ) dweysy = Pm-is db; -
‘ [=1,2, ...y 0 — 1,
(11) :))‘ + l,=o, h=r1,2,...,m.

Les ¢quations (10) présentent, entre les 2, puyy @y by 2(1e — me) vela-
tions distinctes, chacune d’clles contenant une des quantités, soit p,,.,
soit @;, qui ne figurent pas dans les autres. Elles sont donc des équa-
tions intégrales du systéme (3) de forme différente des (8), (9). Quant
aux ¢équations (11), clles résultent des (1), en y substituant la \'ll( ur
mentionnée de V; elles démontrent donc que cetle derni¢re fonclion
est une solution des équations (1), De plus c'est une intégrale complate.
En elfel, clle contient 7 — /2 41 constantes arbitraives distincles 0,
b, b,, ..., b,_ectle déterminant fonctionnel
Al aVv A

g 000y e

D l)l,,, d‘l ma 2 de,

I’!: byyooiy by
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ne s'annule pas, car pour les valeurs initiales des variables «,, «,, ...,
i, il devient égal & 1.

Cela étant, on voit bien que la fonction V sert i représenter I'inté-
grale compléte des Céquations (1) et les équations intégrales du
systéme (3). Cette fonction jouit donc de propriétés toutes analogucs
a la fonction principale de Jacobi dans sa théoric concernant une
seule équation. Qu'il nous soit permis de donner aussi i V le nom de
Jonction principale de la théoric des équations que nous venons
d’étudier.

Tutonime I, — Les constantes a;, b; conservant les mémes
valeurs initiales, supposons que les v premiéres équations (8) soient
résolubles par rapport aux constantes b,, b,, ..., h,. Posons

-1

v [ dU + Z a;b;+ b,

v
L =4

b étant une noucelle constante arbitraire. En éliminant les valeurs
Uiy bay vovy byy @uryy @piyy «o oy Gu_my €0 veriu des équations (8), on
obtient une intégrale compléte des équations (1).

Procédant de méme qu’en démontrant le théoréme 11, il viendra

n—=m n—m m

2 Prvi D+ 2- a; 8b; — 2‘ b; ca, +2 H, dx,,

i=1 i=v+1 i=1 k=1

n—imn n—m v m

, A% oy By O OV \A]
AV = 0‘;;;-«-: Loy T Z 00 ol %-;oa,--t- ;)-‘;—/.-d.tk.
i=1

izl i=1 k=1

Il s’ensuit donc que les équations intégrales du systéme (3) prennent
la forme suivante:

aV

(12) ().I‘, - = Pmeis L=T42y...90 — M,
m i
JVv
(—m; :—I)[” W=1,2,..4 90,
av
T = a,, S=0 41, ¢4+ 2, cesy . — M.
]

Journ. de Math. (5 séric),tome V. — Fasc. IV, 18gq. 58
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La valeur de V en fonction des z,, z,, ..., z, cst bien une intégrale
compléte du systéme (1), car il est impossible d’é¢liminer toutes les
constantes dyy @yy «vvy Qyy Dyryy Uyyyy oo oy b,y des Equations (12), ces
derniéres étant des équations intégrales distinctes du systéme (3).

Le théoréme démontré est une généralisation des idées de M. Ber-
trand (') concernant une seule ¢quation aux dérivées partielles. 11
contient comme cas particuliers celui ot toutes les ¢quations (8) sont
résolubles par rapport aux constantes b;, ct le cas, ¢tudi¢ dans le
théoréme 1I, ou il est supposé possible d’éliminer toutes les con-
stantes b; des équations (8). Le rapport du théoréme 11T aux cas cités
est le méme que dans les théorémes connus de Jacobi et M. Mayer (?)
it celui de M. Bertrand ici mentionné.

Nous allons & présent tirer quelques conséquences des théorémes
démontrés relativement aux problémes d'intégrations des ¢quations
diff¢rentielles (3). Mais, remarquons en premier lieu que ces derniéres
¢quations présentent une géncéralisation des systémes canoniques des
équations différenticlles ordinaires, (uis’en déduisent en posant m =1.
On verra d'ailleurs que les équations (3) admettent les mémes pro-
priétés que ces dernicres. Nous proposons donc de nommer les équa-
lions en question systéme canontque des équations aux différen-
tielles totales; quant aux ,.;, Pms;, nous les appellerons variables
canoniques appartenant relativement & deux classes, la positive et la
négative.

Tutorime 1V. — 8i on connait n — m intégrales distinctes en
involution du sysiéme (3)

(IS) ‘ H”i(xnxza <oy Zny Pmaty Pmsay ¢ <9 [)N) =
{

I=1,2,..,0 — m,

les b; élant des constantes arbitraires, son intégration se raméne
une quadrature.

e

(') Comptes rendu.{. t. LXXXII, p. 641.
() Math. -An., Bd. 111, S, 4335,
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Les intégrales (13) sont dites en involution si I'on a des identités

(b m—z( Qb e _ O ) o,

de-o—l 0% 1 0}’m+t 0T msi

pour toutes les valeurs distinctes &, A de 1 4 n — m.
On a de plus les identités suivantes

(Pk+ H,, 4’:’) = 0,

k=1,2,...,m, [ =1,2y.0.000 — M.

11 s’cnsuit donc que les équations (1), (13) présentent un systéme
de 2 équations aux dérivées partielles p,, p,, ..., p, en involution.
Leur intégrale compléte s’obtient en effectuant la quadrature de la
diflérentielle exacte

ds :—-i p.dx,.

s=1
Supposons (ue
5= V410

soit son intégrale, V étant une fonction des variables z,, z,, ..., «, et
des constantes b;, b une constante arbitraire. D’aprés le théoréme 1.
les n — m intégrales cherchées du systéme (3) sont

Al .
d—bi:ai, l=1,2,..., —n,

«; ¢tant de nouvelles constantes arbitraires.

L-videmment ce théoréme est une généralisation de celui de Liou-
ville (*) concernant un systéme canonique d’équations différenticlles
ordinaires. C'est un des plus beaux théorémes démontrés par M. S
Lie (*). Mais notrc démonstration est remarquable par sa simplicité en
comparaison avec celle de cet éminent géométre.

() Journal de Liouville, 17 série, t. XX, p. 137.
(*) M. S. Lie examine les équations linéaires aux dérivées partielles du pre-
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Tutorise V. — 8i Uon connalt k intégrales distinctes et en invo-
lution du systéme (3)

() 4‘1(‘”11 Lyy eoaging Pinvay Pinezy ooy ]’n) - bi,
[=1,2y...,k,

k élant moindre que n — m, Uintégration des équations (3) revient
a celle d’un systéme canonique aux différenticlles totales d’ordre
20— 2m — 2k,

Supposons les ¢quations (14) résolubles par rapport aux variables
Pty Prmay +++y Pneke Lies équations (1), (14), ainsi que celles qui en
résultent

’
pPet llv( Disbyy ooy by ay sy ooy Xy Prbesy Pinkezs oo oy [)u) =0,

C==1,2, ..., M+ k,

présentent un systtme en involution. Pour intégrer le systéme (3), il
suffit d’avoir unc intégrale compléte de ces derniéres équations. Mais
ce probléme, & une quadrature prés, est équivalent & celui d'intégration
des ¢équations canoniques aux différenticlles totales

m4k

Ao = 2‘ JlL;,

ST ‘)I)mu

" mh
() / | A

APpyi == — 0zt Loy

v=1
l=h+1,k+2,..,0—m,

Clest ainsi que I'ordre du systéme (3) s'abaisse de 24 unités.

mier ordre d’une seule fonction inconnue g
(pi+ 1y, ¢)=0, h=1,2,...,m,

qui correspondent a notre systéme (3) (Math. An., Bd, XI, 8. 469).
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“Tutonime VI. — Le probléme d’iniégration du systéme (3) exige
1 — m opérations d’intégration d’ordre

2n—2am, 20 —20—2, ..., 4, 2

el une quadrature ().

dar une opération d’ordre 2 — m nous aurons unc intégrale du
systéme (3) que nous supposons résoluble par rapport & py,.,. 1’ordre
du systeme (3), d’apres le théoréme précédent, s'abaisse de deux
unités. On parvient donc & un systéme de 272 — am — 2 équations
canoniques aux différenticlles totales. On le traite de méme que le
syst¢tme (3) et ainsi de suite.

Il va sans dire que, dans cerlains cas, 'ordre des opérations exigées
peut étre diminué. Supposons, par exemple, les fonctions H,, H,, ...,
H,, indépendantes de ¢ variables x|, x,, ..., z,. Prenons, suivant
Jacobi (*), au licu des variables s, «,, 3, ..., , pour nouvelle fonc-
lion

v
Y =5 "2“’1’[):’
iy

ct pour nouvelles variables indépendantes p,, p,, ..., p,. Les m équa-
tions (1) sc transforment dans m ¢quations nouvelles, de méme en
involution; mais le nombre des variables indépendantes diminue de
¢ unités. Done le nombre ct 'ordre de toutes les opérations a effectuer
sont de ¢ unités moindres.

Les opérations mentionnées terminées, on a par une quadrature
unc intégrale compléte du systeme (1), et les formules (6) du théo-
réme I donnent I'intégrale générale des équations (3).

Arrétons-nous ici pour dire quelques mots sur le théoréme Il et son

—— e ———

(*) Comme on le fait d’ordinaire, nous appclons le caleul d'une intégrale d’un
systéme de  équations aux dillérentielles totales de p + ¢ variables, ¢ étant un
nombre provisoire quelconque, opération d’intégration d’ordre p.

(*) Vorlesungen iiber Dynamik, zweite Ausgabe, 188, S. 164,
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lemme préliminaire; ils ont été ¢énoncés par M. Mayer ('), comme je
'avais mentionné dans les Comptes rendus de ' Académie des
Sciences du 2/ juillet 1899, en donnant leur extension aux équations
(quelconques en involution.

Or, la théoric développée constituc une certaine relation entre la
méthode des caractéristiques de Cauchy ct les dewxr méthodes de

Jacobi. C'est ce que M. Dclassus a démontré pour une seule équa-
tion (2).

Remarque. — Nous avons toujours supposé que les équations
(13), (14) et celles du théoréme VI sont résolubles par rapport aux
variables p,,., Pinray - .. Il estaisé de voir que ccla n’est point néces-
saire, car, si cc n’est pas le cas, il suffit d’cffectuer unc transformation
de M. Mayer (*) en réduisant plusicurs variables canoniques de classe
positive dans la négative ct & l'inverse.

Tout ce qui vient d’étre dit démontre quelle grande analogic pré-
sente Ja théorie d'intégration des ¢quations canoniques aux différen-
ticlles totales (3) avec celle des ¢quations différenticlles canoniques
ordinaires, Mais il est ais¢ de pousser cette analogic encore plus loin.

Evidemment, les parenthéses de 1Poisson composées des fonclions
présentant les premiers membres des intégrales du systéme (3), don-
nent licu & de nouvelles intégrales.

Les ¢quations intégrales du systéme (3) admettent une forme cano-
nique, jouissant des mémes propriétés que celle des ¢quations canoni-
ques diff¢renticlles ordinaires.

Chaque systéme complet des équations intégrales du systéme (3) se
raméne a cette forme canonique, cle.

) Nachrichten von der k. Gesellschaft der W, Géttingen, S. 299; 1853.
*) Bulletin des Sciences mathématiques, p. 187; 1897.
%) Math. An.. Bd. VUL, S. 313. — Comptes rendus, 26 juin et 3 juillet 189y,

(
(
(
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CHAPITRE I11.

ETUDE SUR LES EQUATIONS CONTENANT LA FONCTION INCONNUE EXPLICITEMENT.

Supposons que les équations étudiées contiennent explicitement la
fonction inconnue s ct mettons-les sous la forme suivante :

(, ) , P/.~+ ]l,_(.l‘., ‘7"2’ ey ‘Tm :, 1)m+|a pm-w.n LS ] ])u) = ”»
I

k=1,2,...,m, msun.

Ces derni¢res équations formant un systtme complet, les égalités

ol ()llk Jl, o,
(()x/, o5 W= oo+
(2) " 2’( oM, dil, _ JH dll, )_0
’ = ‘)/)m-H A,y ()Pm+1 dx . ; -
ou l'on a
dil, _ OH, . ol
dul‘m-o-i - ()‘l‘m-t-i + —()-3— m+iy e

sont identiquement satisfaites pour toutes les valeurs distinctes des
indices /i, k de 1 Am. Les conditions citées ont une forme remarquable,
car clles deviennent identiques & celles du Chap. Tl, quand les fonc-
tions 11, ne contiennent plus z.

Les équations

n n-—~m

ds = z zprn+i d()l,"/l - "‘: d"f'ln

k=1 =1

m

’ . -\ l)ll/.. .
(3) ) dl’nm—— 2_, mdlm

o dll
dpmf-i= - deml : (l Ly

i =0, 2, . 1L — N,




4160 N. SALTYKOW.

présentent bien un systtme aux dilférenticlles lotales, si les équa-
tions (1) forment un systéme complet, comme il se trouve démontrd
dans le Chapitre 1. Nous proposons de donner & ces dernitres écua-
tions (3) le nom de systéme canonique généralisé des équations aux
différenticlles totales. En y posant m =1 on obtient les ¢quations
différentielles ordinaires, étudices par Jacobi dans ses Mémoires pos-
thumes ('). Nous allons continuer & développer notre théoric en
démontrant les théorémes suivants :

Tuiéorkve 1. — Soit
(1) 5=V(Ly, Loy evey Zuy Dy by by oy byy)

une intégrale compléte des équations (1), b, b, ..., b,_,, élant des
constantes arbitraires. Le déterminant fonctionnel

v OV _dv_ v
(5) 0T Oy ().z-,,)
| bybyy by ...y by

ne s’annulant pas, les éguations

s = Y _ oV _ 4 9v
(6) /‘ v V, Ox,y i Pm-iv ob; T i b

[=1,2 ..., 0 — M,

donnent Uintégrale générale du systéeme (3), a; élant de nouvelles
constanles arbitraires.

Il est d’abord nécessaire de remarquer que les ¢quations (6) sont
résolubles par rapport aux variables 3, Py € Evidemment les
n — in + 1 premiéres équations donnent les valeurs 3, p,..; quant
aux n — m derniéres équations (6), en leur vertu le jacobien des

(") Gesammelte Werke, Bd. V, 8. 217, 397.



INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES, 461

fonctions
ov A%

;)Tl—aid—b) L=1,2y¢0.yl =1
par rapport aux z,,; devient égal au quotient du déterminant (5) et
de la dérivée gz Donc, les ¢quations qu'on obtient en égalant les

derniéres fonctions 4 zéro sont résolubles par rapport aux z,,, ;.

Cela posé, les valeurs trouvées 3, &, Pu.; satisfont identiquement -
aux ¢quations (6). Il viendra donc

n—m

NE — av N\ ().Z‘,,,+v

07y dxs Pmwv =20
v=1
n-—m
Nnv 2 NV 0 10 _ d/’m+l
dxm-i-l Jxy ‘)wm+l d‘rm-frv Jdx - ‘)xlc
*v N e/ »rV 2V \ o
[/ Lm+v __
b oz: % b oz, > (ob, 0Zmre 00 dx,,,_,,.,) dr, O

=1

h=1,2,...,m,

Pindice i prenant toutes les valeurs de 1 & n — m.

D’autre part, en substituant dans les ¢quations (1) leur intégrale ( 4),
ona

ov

ozr +H,=o,
2 oy »nv dl, o
()xA d.L,,,+1 OPmtv OLpso OL iy Az,

_0' \% oH; _ a? V JH, oV _
dxy db 2 dpm—w 0L 4y 00 + s 96 — o

-m
NV o, oV oM, ov

9z Ob; Za BRI PR TR

mtv 0xm+v db; s db;
I=1,2,...,n —m,

I'indice k prenant les valeurs de 1 & m.
Journ. de Math. (5 séric), tome V. — Fasc. 1V, 18qg. 29
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1l est d’ailleurs aisé d’en tirer de nouvelles identités

ne=—m
a: 0y,
'(',;.'; - pm-w d.’tk - Hh
v=|
"2"' v (dl’,,,.w _on, )_ Wt Ay
‘,_4,0:"'"”‘ 0%, v\ Oxy dl’m—w - oz, - dz ;.
"i"'( oV oV )(ax,,,.,“ _ onk_) _,
0T v 3b ld.‘l.‘,,,.,,db dx, l)[’m-t-v -

v=1

[=1,3,...,0 —m,

ayant licu pour toutes les valeurs de I'indice &k de 1 &4 m,
On vient de voir que le déterminant, formé par les cocfficients des
n — m derniéres équations linéaires par rapporl aux n — m quantités
f_)‘l'm_-fﬁ . all, ,
oy, ()/'m—*-v

C= 0y 2000, 10— M,

ne s'annule pas. Par conséquent on obtient des identités

Qfmﬂ — f’”l
dry — d/’m-r(’
Wi Ay
(7) doy - d'l'm»H’
ne—m
_d:_ R\ ()“k . “
011‘ - - pm-w d' Pon s v Ky

ot lesindices 7, & prennent les valeurs mentionnées de 1 & n — m et de
1am.

Notre théoréme cst donc démontré, car les équations (3 ) sont iden-
tiquement vérifices par les fonclions 3, &y, Pmei lirtes des équa-
tions (6).

Tukorine 1. — Soient les équations
(8) 3= (T Tay e oy Tiny @yy By vvvy Aoy Uy by ooy by )y
(9) Lm+i = fi(xn Tay s ooy Timy @y Bay ooy Buoms 0, 04y o ooy b))y
(10)  Pri=Fi(myZay ooy Ty @y Byy oo vy Qpemy Uy by ooy bum),

L=y 2y 00y lt — M,
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Uintégrale générale du systéme (3), les constantes arbitraires a;, b;,
b représentant les valeurs initiales de

n—m

Linris Pln+4', 5 - 2 i Pmesio
=1

En éliminant de la formule (8) les constantes a;, en vertu
des équations (9), on obtient une intégrale compléte du sys-
téme (1).

Le théoré¢me énoncé est démontré dans le Chapitre I. Or, je veux en
donner une nouvelle démonstration, représentant une généralisation
de celle du Chapitre précédent.

Posons

n—m

U > plll-H d;)“/ - '"k'

i= I

Les équations (3) ct les conditions (7) sont identiquement satisfaites,
en vertu des relations (8), (9), (10).
Cecla posé, en conservant les notions du Chap. I, il viendra

eds= Z 8U, dx,,

n—m

. oMy ol o oM,
SUk— 2 ( m+‘ 8opm+l - ‘)‘l.lll‘vl.o‘l’”‘*‘) 0" 8‘“

=1

l.a derniére expression prend aisément, en vertu des identités (7), la
forme suivante :

n—m

N B ~ dir,, opu au - ol
el = Z [p,,,_,.,- 0 ().l':, '+'( ‘,)w:l + 0.‘ pm+z) 8‘Tm-w'_l - 0.‘

i=1

d n-m ‘)ll n—um
= 5;; < 2 Pm+i 8(l'm+i> == ( S = Z Pm+i 8“’":-1 e)

i=1
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Quant & la premiére formule, comme on a

8d:=dé‘z,

elle devient

ne—m A n—in "

N\ ~ ~ SR
- z Pmvi %y ) + | 65 — z Pme+i "wlIH-l Z d'”k:: 0

i=1 t=1

D’ailleurs, en vertu des conditions (2), le formule

mn

zdll,,d 2

k-1

est une différentielle exacte dW.
Il vient, par conséquent,

n-mn n—=m
d<°0 - 2 Pm+i “Z‘m-n) + (3:— z pm+iawm+i) dW = o.

i=1 i=1

Donc, cn intégrant cette derniére équation, ayant par hypothése

n—=m

)= b -t Za,‘bi,

i=1

nous avons

n—m n—um d\\'
N N
°:'‘—'EPrn-'-iga"lm-iz(‘b'{" Eaa ‘b)(' oW ’

i=1 [FES]
W, étant la valeur de W pour les valeurs initiales des variables .y,

Lqy « 0oy T Comme on a

n-—n

= 2 Pmid-’b‘m-o-i - '2 H,dxy,

i=1 k.=1

la valeur Az devient

( - Waw ) -, “aw -
Az = z Pr+ibd®pi+ N aidh;)+e¢ ¥ 3b —2 H,dxy.

i=1 k=1
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Les équations (g) étant résolubles par rapport aux a;, il est ais¢ de
les éliminer de I'¢quation (8). Soit

(11) s=V(x, 2y o0y Zay by b, byy oy by )

le résultat oblenu. Evidemment, la fonction V, en y substituant les
fonctions (9) %, devient identique i la vulcur (8) de 5. On adone

n~m n—im

- oV JV o ov B oV »
s=2 (ox,,,+,A“""+"*‘ b, 1’) + . oz den+ g ab-
i=1 =1
L.a comparaison des deux valeurs obtenucs de la différenticlle As
nous donne les identités suivantes :

aV - f dw oV _ - f\:‘:d\\
1

‘)xm«u' - pm-o-n ()l’l

[=1,2,...,0 — I,
av

o + Hy=o, k=1,2,...,m.

11 s’ensuit que le systéme

oV N oV
()-i’,,‘,“‘ —pm+[1 0_1)1 - ain"

L=T,2,..0000 — I,

représente les équations intégrales du systéme (3), écrites sous une
forme nouvelle.

Quant & la fonction V, définic par I'équation (11), elle est unc inté-
grale compléte des ¢quations (1). On voit de plus qu'elle admet les
mémes propricétés caractéristiques que la fonction principale, intro-
duite dans le Chapitre précédent. Il serait aisé d’aller encore plus
loin, en ¢tudiant cette fonction dans les cas ot les équations (8) sont
résolubles, soit par rapport & quelques-unes des constantes b, soit par
rapport a toutes. Si I'on a dans ce dernier cas m = 1, le systéme (1)
ne contenant qu'une scule équation, on obtient les théorémes démon-
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trés par Jacobi dans les Mémoires mentionnés plus haut. Mais c'est la
(jue je terminerai mes recherches sur cette fonction, la théorie étudiée
“tant, a mon avis, suffisamment élucidée.

Il ne me reste qu’a dire quelques mots sur le probléme d’intégration
des systemes canoniques généralisés d'équations aux différentielles
totales. On parvient aisément a établir les théorémes suivants

1* Si Lon connalt n — m + 1 intégrales du systéme (3) distinctes
par rapport aux p et de sorte qu’en les joignant aux équations (1)
on en tire les valeurs 3, p en fonctions des variables z,, x,, ..., &y,

. pr o ds . . .
vérifiant les conditions p = T;’ on obtient lrs autres n— m inté-

grales cherchées rien que par des différentiations.

2° Si Lon connait v intégrales du systéme (3) distinctes par rap-
port aur p,v étant moindre que n — m +1, de sorte, qu’ensemble
avec les équations (1), clles forment un systéme complel, ordre
du systéme (3) s'abaisse de 2¢ unités. ) :

32 Le probléme d’intégration du systéme (3) rwerige que
lu—m +1 opérations d’ordre 2n —2m +1, 2n--am—i, ...,
3, 1.

Leur vérité devient évidente, quand on poursuit l'ordre d'idées
développé plus haut et n'exigeant que des calculs tout a fait élémen-
talres.



