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Mémoire sur Γintégration des équations au.v dérivées partielles 
du premier ordre; 

PAR M. N. SALTYKOW. 

Le Travail qui va suivre a pour objet l'étude d'un lien intime entre 
les problèmes d'intégration des équations simultanées aux dérivées par-
tielles et de celles aux différentielles totales, présentant une généralisa-
tion des recherches de Cauchy et Jacobi sur une seule équation. On 
établit de la sorte parmi les manières de traiter les problèmes d'inté-
gration des équations simultanées et d'une seule équation une analogie 
complète, dontla Science semblaitétrc privéejusqu'àprésent. Déplus, 
la théorie développée offre un intérêt particulier, les théorèmes, dont 
S. Lie a enrichi la théorie des équations en question, s'en présentant 
comme conséquences immédiates. J'ai eu l'honneur de publier dans 
courante les résultats de mes recherches dans les Comptes rendus de 
Γ Académie des Sciences, mais je veux en donner dans les pages sui-
vantes une démonstration détaillée. 
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CHAPITRE I. 
UBS INTÉGRALES COMPLÈTES. 

1. Lcbutde ce Chapitre est d'introduire plusieurs modifications dans 
la méthode des caractéristiques de Caucliy pour l'intégration d'une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre d'une seule fonction 
inconnue et dont M.S. Lie a donné une généralisation sur les systèmes 
des équations simultanées. Je veux précisément étudier le point impor-
tant de cette théorie, concernant le calcul des intégrales complètes au 
sens de Lagrange. Cette question me semble avoir un certain 
intérêt, car la méthode de Caucliy devient quelquefois illusoire. 
C'est à cause de cette circonstance que plusieurs auteurs éminenls 
introduisent dans ladite théorie une nouvelle notion de M. S. Lie sur 
les intégrales des équations en question. Mais, c'est en conservant la 
première notion de Lagrange, que je me propose de combler ici celle 
lacune. D'ailleurs, la question posée étant résolue complètement pour 
une seule équation par MM. Mayer et Lcmonnier (' ), il ne nous reste 
qu'à étendre leurs résultats aux systèmes d'équations simultanées. 

2. Considérons le système d'équations différentielles 

i />/, ο, „, »·, p
m

,.ι, p
m

..., p„ ) — ο, 
(1) 

\ /4=1,2,..., M M ; //, 

où .r,, .v
2
, ..., .c

n
 sont des variables indépendantes et - la l'onction in-

connue; }>x, ..., p„ désignant les dérivées partielles ···> γ-· 

Nous supposons que les équations(i) forment un système complet en 
entendant par là que les égalités 

| ûxh 1)= 4 *<·,. d7'U« 

(2) | ûxh 1)= 4 *<·,. d7'U«| ûxh 1)= 4 *<·,. d7'U« 

(l) Math. Λ/ι., bd. Ill, S. p. 415. — /'ult. de la Soc. math, de /·*., I. \, 
p. aao. 
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où l'on a posé 
d\\k __ ô\\k , dllkn 

drlll+{ - d.rmu + ôz P"*" 

sont identiquement salisfailcs pour toutes les valeurs dislinctes des 
indices /ï, h de 1 à m. On les écrira plus brièvement sous la forme 
sa mbolique Ç) 

ί ΙΙλ) 1'* ! — °· 

Le problème à résoudre, c'est de trouver les valeurs 

(3) 3, Pnu-1 ? Ρ /n+-2? · · · » Pu 

ru fonction des variables indépendantes xif x
/n

 de sorte 
qu'en y joignant les fondions de mêmes variables p

K
, p

2
, .pm 

définies par les équations (1), on ail des identités 

<0 Ρ'~7ΰ,' P^-W,' ···' P>-â7,; 

5. En suivant Jacobi dans son Mémoire important : Ueber 
die Integration der parliellen Differentialgleichungen ersler 
Ordnung (2), différent ion s par rapport aux ···> -Ka les 
identités qu'on obtient par la substitution des valeurs indiquées r, ρ 
dans les équations (1). Les identités obtenues nous montrent, en vertu 
des relations ( f) et de celles-ci, 

ôp; _ ôps 

Ô.r
3
 ÔC;' 

(jui en découlent pour toutes les valeurs des indices /, .s de 1 à m, qu'il 
est nécessaire que les fonctions (3) satisfassent aux équations diffé-

(l) Cf. DELASSUS, Ann. de l'Êc. Norm, sup., 3e série, t. XIV, p. 126. 

(*) Gesammelte IVerke, H»l. IV, S. 1. 

Joum. de .Vaf/t.( 5* série), Lome V. — Fasc. IV, 189g. 56 
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rondelles 

Ι ^ V ^'· (*z {> O'Z'k όρ,η+ί ΟΈ,Η+Ϊ 

(5) ( ' * ) j àp» ^ΙΙλ- àj)v _ </H* ^ 

ν ~ m: -b ι, m 4- 2, ..λ; /Γ — ι, 2, ..., m, 

où l'on a posé 
n—t/i 

( ' * ) j àp» ^ΙΙλ- àj)v _ </H* ^ 
i~! 

Les equations ( j) présentent une généralisation des systèmes étudiés 
par Jacobi dans son Mémoire eilé plus liant et ont bien la forme do 
celles dont la théorie est développée dans mon Travail : Etude sur les 
intégrales d'un système des équations différentielles aux dérivées 
partielles de plusieurs fonctions inconnues (1 ). 

11 y est démontré que la solution des équations (.5) revient à intégrer 
le système suivant d'équations aux dérivées partielles à 1111e seul·' 
fonction inconnue / des variables indépendantes ./r,, /·„,z, 
Pm+ π ' · · j Pu ' 

(6) ép,n Ox„n-j 0-j <fx„i+.j Ομ,η+ί ép,n Ox„n-j 0-j <fx„i+.j Ομ,η+ί ép,n Ox„n-j 0-j <fx„i+.j Ομ,η+ί 

\ /, = 1,2,...,///. 

On va voir aisément que ce dernier système est jacobien. Kn eliel, 
les parenthèses de Poisson, formées pour les équations des indices 
h et A', deviennent 

η - m 
ν (

 Λ
;·« +13« T&-) + Λ« %■ 

v =1 

(') Journal de fuouvilte, p. 4*3; 1897. 
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On a d'ailleurs 

A** = ·τ£— ! H
t)

 II. ! = o, 

BJ-*=2T-!H,.,H*:=O, 

tt — m 
A'"" = y g-p- ; h,, II» ; - ; II.: = 0. 

ι'— 1 

Les intégrales du système ((>) sont donc définies par les équations 
aux différentielles totales 

dz = A'"" = y g-p- ; h,, II» ; - ; II.: = 0. 

(7) A'"" = y g-p- ; h,, II» ; - ; II.: = 0. 

m 
dpm^i = - ]? ^'

A
' 

A = 1 
. 

I / — I, 2, . . /I — #/l. 

11 est à remarquer que l'on parvient de même à ces dernières équa-
tions (7) en poursuivant l'ordre d'idées développé par Jacohi dans son 
Mémoire célèbre : Nova methodus œquationcs diffevcriliaies par-
tiales primi ordinis inter numerum variabilium quemcitnque pro-
positus inlegrandi. En effet, soit 

/O. } '^'25 · * · ? '^Λ' "1 Ρ m ♦-1 J PlH-i-i', · ' ' > /^rt.) L, 

C étant une constante arbitraire, l'équation définissant l'une des 
valeurs (3). Il s'cnsuiL que la fonction f est l'intégrale du système 
linéaire 

df/ dxk - df/dz Hk + Hk, f =0 

k = i,a, ...,w, 

identique au système (6), les crochets rectilignes représentant, d'après 
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M. Mayer, les parentheses de Poisson, généralisées par Wciler ('), et 
comprenant toutes les variables x

m
^ry -, p„,+r. 

Soit l'intégrale générale du système (7) donnée par les équations 

(^) 5 = 1 · · · » J · · · » »») > ^2» · · · » /«)' 

Ci)) Ρ m »-/ == · · · > *^/Λ> fl| j ûaj · · · > > ^2> · · · »bn-m) 

( ' °^ ^nn-i = ^ /'("£« j Λ\ι> · · · J *^«I» > ®2» · · ·» ^n—my » ^a» · · · » »«)' 
« = 1,2,...,« — /W, 

rt/, f>, />,· étant des constantes arbitraires. 
S'il est possible de résoudre les équations (10) par rapport à η — m 

constantes quelconques, on a une solution du système ( )) en éliminant 
ces constantes des équations (8), (9). Supposons, en effet, les équa-
tions (ro) résolubles par rapport à η — m constantes que nous nom-
merons C,, C

a
, ..., toutes les autres étant désignées dans ce 

cas pai C
rt
_

M+
.i, ···> ^2«—2»»+ι· En éliminant C

t
, Cj, ···, C

;i
.
m 

des équations (8), (9) nous avons η — m -+- 1 équations intégrales 
distinctes du système aux différentielles totales (7). C'est précisément 
une solution du système (5) comme je l'ai démontré dans le Mémoire 
mentionné. Le point important de nos recherches, c'est d'examiner s'il 
est possible de former ces dernières équations intégrales de façon à 
satisfaire aux conditions requises. 

i·. il est à remarquer en premier lieu qu'il suffit d'avoir 

(11) p
m¥i=

*i_
t
 1 = 1,'i, w* 

pour vérifier toutes les relations (4). 

En effet, les premières équations (.>) étant identiquement satisfaites, 
on en conclut 

dx
k
 ~ 11a' 

(1 ) MAYER, Malhematiache Annale η, Bd. IX, S. 370. 
WBILKR, Zeitschrifi filr Mat, h. und Phys., Bd. 8, S. 264; Bd. 20, S. 271. 
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«•I, par conséquent, nous avons des identités 

£r
k
~P" Λ· = Ι,2,...,λι. . 

Pour résoudre noLrc problème il est donc nécessaire d'étudier à 
quelles conditions les relations (ι i) ont lieu. 

». Les équations (10) étant résolubles par rapport aux C,,C2,.. 
Cn-mle déterminant fonctionnel 

(12) D * * * ' r" \ 

ne s'annule pas. 
De plus, en substituant les valeurs (10) des variables je

m
^ dans les 

fonctions j, pm+i, obtenues plus haut, on a identiquement leurs 
valeurs (8), (9). Désignant par des parenthèses les résultats de celte 
dernière opération, ou obtient des identités nouvelles en différentiant 
les précédentes par rapport aux constantes C 

— m 
V ( \ άχ,η+i __ 0z_^ 

(13)i Ρ = I, 2, . . M — W, 

(i.'l) ) \àCs) ~ \άχ,η+ι/ dC< dCt* 

) s = η — m ■+■ ι, η — m 4- 2, ..., ·ι η — Ίm -h ι. 

Mous allons introduire dans notre calcul une nouvelle notion sur des 
fonctions (') qui seront dans la théorie développée d'une importance 
extrême; posons 

Uc = dz/dC - E p m+i 

(1 ) Voir POINCARÉ, Sur les propriétés des fonctions définies par les équations 
aux différences partielles, p. A3; LEMONNIER, Bull, de la Soc. math, de France. 
t. X, p. aa3. 
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5» pm-h -<W/ avant les valours (8), (9), (10), C étant l'une clos con-
stantes y contenues. 

Les identités (ιι) ayant lieu de même pour les valeurs (10) des 
\ aria Mes on lire des égalités (i3) 

1
 t

. = o, »? = ι, 2, ..., η — m. 

Os dernières conditions sont nécessaires, maison même temps elles 
sont suffisantes. En effet, supposons que les équations 

Λ - W 

Σ "dcf {?**<— (s^)j=0, 
i -1 

e = 1, 2,..., η — m, 

sont identiquement satisfaites. En les retranchant des identités (13), 
qui ont toujours lieu, il viendra 

η — m 

Σ "dcf {?**<— (s^)j
=0, 

1=1 

ν = 1, 2,..., 11 — m. 

Le déterminant (12) ne s'annulant pas, nous parviendrons aisément 
aux identités (11). 

< hiant aux égalités ( 14 ), elles donnent des conditions 

U cf <0 

pour toutes les constantes C
n
 qui restent dans l'expression de la fonc-

tion mentionnée z. Ces inégalités sont clc même non seulement néces-
saires, mais aussi suffisantes, ear en posant 

η — m 
oc, ~~ 2d i),n^ ocs < °> 

( = 1 

g .-= u — m -h I, H — m -h Ί, . · ., 2 H — 2 W I , 

on a, en vertu des identités (n), (i4)> 

dz/dC2 <0 
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Cela étant, la valeur ζ en fonction des .r,, ar
a

, ..x„ contient explici-
tement les constantes arbitraires C,. 

Kncore, les équations obtenues par l'élimination des constantes C,, 
C2, ..C

W
_

TO
 étant des équations intégrales distinctes du système (7), 

il est impossible d'en éliminer les constantes CC
w
_

/nf
.
a

, 
^2«-2whi· I^onc, il n'existe point de relations cuticles variables ζ, /;, χ 
qui ne soient contenues parmi les équations (1). 

Par conséquent, pour satisfaire aux exigences de notre pro-
blème, il est nécessaire et suffisant que les équations (10) soient 
résolubles par rapport à η — m constantes quelconques, les fonc-
tions Uc

 correspondantes étant identiquement nulles. De plus, si les 
autres 11 — m1 fonctions U,:

 ne s'annulent pas, la solution 
obtenue est précisément une intégrale complète. 

Nous sommes en état d'indiquer plusieurs cas où les conditions citées 
ont lieu. Mais pour les étudier nous nous fonderons sur les deux 
lemmes suivants : 

6. En vertu des équations (8), (<)), (10), la formule 

Em dhk/dz dxk 
A- I 

est une différentielle exacte. 
Les équations (7) étant identiquement satisfaites, nous axons des 

identités 
// — m 

l d.r
t
 ~ 2tP- '<>/w "'·· 

( I.") ) ' ô-r,,, W __ diu 
J 0.v/{ ~ <)ρηι^ j ' 

I j ' _ _ ,n{< 
è-t'k ét'mi-i 

(ada pos··, il s'ensuit 

île λ ():■ ~~ () ζ du ,t dz- \ 2d I*"1 ' ' dpw-+, * ) 

\0d-Cin n" àjOllïi <)z ')/'„/-! i é■(',!! i / 
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DiiTcrcnliant par rapport à ζ l'identité (2), on obtient une nouvelle 
égalité de même identiquement satisfaite pour les valeurs (8), (9), 
(10) des variables ζ, p

m
+n ic

Wf
/. En vertu de cette dernière formule, il 

viendra 
J_ dil * __ _d_ dll,, 
0x/

t
 Oz dxk Os ' 

notre théorème étant ainsi vérifie. Posons donc 

'Λν=Σΐτ <'<'"· 
A=l 

7. La fonction Lc est définie par Véquation 

U
<;
 = U°c Λν· , 

II", \V
0 désignant les valeurs des fondions U(;, \V correspondantes 

aux valeurs initiales des variables xK, x2, ..x
m

. 

La dérivée partielle étant mise sous la forme suivante : 

/ η-m \ 

O.i·/, dC \^âxk J 
η — m 

. f Opm+i Οχ,η+ι àpm+i 0x,ll+i \. f Opm+i Οχ,η+ι àpm+i 0x,ll+i \ 
i— 1 

elle devient, en tenant compte des identités (10), 

u—m 
Οχ Λ OC *d \dp„,+i OC Oxm+t OC )Οχ Λ OC *d \dp„,+i OC Oxm+t OC ) 

i- 1 
« — m 

dH* y dx,n+, 
i-I 

On a donc 
dU<·. dit,,· 
0xk - Os 
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le il vient, par suite, 

Uc=UJe ° . 

8. Pré/ions pour constantes ah bh h les valeurs initiales des 

Λ — /Λ 

xmι iî Ρ>η ι-ίι " ^rn < i Pin ί· 
i = J 

Les a
t étant éliminées des équations (8), (9) en vertu des (H»), on 

a une intégrale complète du système (1). 

Désignant par la valeur initiale de r, nous avons 

η — ttt 
:° = ^ + 2 αΑ· 

i = I 
Le déterminant fonctionnel 

Q f m+ji .... -tu λ 
«M ^2» . · ·· dn — m J 

est ^o, car pour les valeurs initiales des variables .i?,, ./?
a

, ..., il 
devient égal à 1. Cela posé, on a 

(16) Vl
t
=a

n
 ur=i. 

Les fonctions restent liolomorplies dans le domaine où les 1IA, 

considérées comme fonctions des variables indépendantes#,,x2,.. 
·'«» Ρ m 4-1 î Pm i-2> ···> sont également bolornorplies. L'intégrale 
générale du système (7) y présentant de même des fonctions z>, pm+.,·, 
xm+ibolornorplies, c'est pour ce domaine (auquel nous bornons aussi 
110s recherches) que la différentielle exacte îAV admet une intégrale 
holomorphc. Par conséquent, la fonction 

-1 <iw 
e % w· 

Journ. de Math. (5' série), lome V. — Fasc. IV, t8yy. 5
7 
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dans lout le cours de nos calculs a une valeur Unie cl Ton obtient, en 
vertu des (if>), les identités 

Ua= 0!/»,<<>? Γ*<ο. 

Donc, en éliminant les ah en vertu des (10), l'équation (8) donne une 
intégrale complète du système (i). 

1). 11 est aisé d'indiquer encore doux autres cas où les conditions 
requises sont satisfaites. 

Supposons les équations (io) résolubles par rapport aux con-
stantes hit Il suffit de prendre pour h la valeur initiale de ζ pour avoir 

u;: = o, u* = i, îî;=-a„ '.... 

Si le système (i) ne présente qu'une seule équation, ce cas est celui 
où la méthode des caractéristiques de Cauchy donne une intégrale 
complète. 

lin lin, les équations (10) étant résolubles par rapport aux ù,
M
 aé où 

tous les indices c, i sont différents, on prend pour h la valeur initiale 
de 

z - E·' m ι-/' Ρ m rj > 

où la sommation s'effectue par rapport aux indices /, correspondants 
aux valeurs qui sont à éliminer entre les équations (ιο). 11 viendra 
donc 

ΙΛ!=<>> =« »? 

ι'Λ = ,, i\!„= -bv 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. Wl 

CHAPITRE II. 

ÉTUDE SI R I.F.S ÉQUATIONS DANS LESQUELLES LA FONCTION INCONNUE 

NE FIGURE PAS FXFLIR.ITRMF.NT. 

Les deux Chapitres qui vont suivre concernent la généralisation de 
la première méthode de Jacobi d'intégration d'une seule équation. On 
y introduit la notion de fonction principale άζζ équations simultanées, 
en généralisant celle de l'illustre Jacobi. 

Considérons le système d'équations différentielles 

(υ 
pk+HkX'.j

f
 .. . , .V,

n Ρ mît) · ' ·ι /'//) —0,, 

( /1 = 1,2,..., m, m < u, 

que nous supposerons être en involution, les conditions 

(2) Or,, 0-v, Op„,+,d. "Or,, 0-v, Op„,+,d. "Or,, 0-v, Op„,+,d. " 

étant idcnlit[ueincnt satisfaites pour toutes les valeurs distinctes h cl /» 
de 1 km. 

Il s'ensuit que les équations 

i (lxm. = V dxi (lxm. = V dx 

(3) 1 dpm, / — Λ ' dx^, 

\ / = r,2,.... η — /M, 

présentent un système aux différentielles totales. 
La théorie que je me propose ici de développer consiste à éclaircir 



/i48 Κ. SALTYXOW. 

le lien cnlrc les problèmes d'intégration des equations simultanées aux 
dérivées partielles (i) et de celles aux différentielles totales (3). On va 
voir qu'on obtient par des differentiations l'intégrale générale du sys-
tème (3), une intégrale complète des équations (i) étant connue, et 
inversement, si l'on a l'intégrale générale des équations (3), que l'in-
tégrale complète du système (i) s'obtient par une quadrature. 

THÉORÈME 1. — Soit 

Cl) * ~~~ VO„ X*2, · · ·, X
n

, 1 0}) . . ;
W
) -t- If 

une intégral·: complète des équations (i), b, bn b2, ..., étant 
des constantes arbitraires. Le déterminant fonctionnel 

dV dV dV / "r \ η I éxm+ \ ÔXml· t éxn 1 

ne s'annulant pas, les équations 

dV dV 
(C,) 3377 ~ ?·"*« ài>, ~ a» 

f /' = ι, 2, ..., η — m 

donnent l'intégrale générale du système^3 ), les a, étant de nouvelles 
cons ta η les arbitra ires. 

Kn effet, les valeureux, p
m

^ délinies par le système (6) satisfont 
identiquement aux équations ((i). On obtient donc, en les différenliant 
par rapport aux variables x

n
 .x'

3
, ..x

nn
 des identités nouvelles 

l) £//I-f t ÔX/,· £iàxfli+(àitl) £//I-f t ÔX/,· £iàxfli+(àit 

àbfdxtι *àùbidxm+v dx*àbfdxtι *àùbidxm+v dx* =0 
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Mais, d'autre part, en substituant dans les équations (i) leur inté-

grale ('i), elles deviennent identiques, et, en prenant les dérivées par-
tielles, par rapport aux r

/nw
·, b

h nous avons 

H —«1 

0xf, 0xm+i dp ιιι-bf Ox ν OX/ut-i l)Xjn+i 

H — nt 
d2 V dHk d2 V 0xk Obi ** Opm-i f 0xmH v Obi = 0 

f-t 

Retranchons chacune de ces dernières idenlilésdcsa correspondante 
dans le système précédent; il s'ensuit 

η m 

Σ ο* ν / _ é 11 <· \ _ ΰρ,,,+i on, ^ 

—I 

ii - ni 

2 d»V /Οχ,,,+ν _ dit* \ _
 0 

v=\ 

i= i, a, .η — />/, 

l'indice k prenant toutes les valeurs de ι à m. Le déterminant ( >) ne 
«'annulant pas, nous obtenons les identités cherchées 

/ r~\ 0'l'm-± ν él I
k

 ^ à Ρ m-+V dll& 
0x k Ορ/,,+ν Oxk OX/n^ ν 

l'indice éprenant les valeurs de ι à η — m, k, les valeurs de ι à m. Ou 
en conclut donc que les valeurs des variables /Wo définies par 
les équations (G), sont une intégrale générale des équations (3). 

L'inverse du théorème démontré repose sur le femme prélimi-
naire : 

Soient les équations 

(8) &m+i— · · ·? ί'mi ■ ") &u-mi bt
, ft.,, . . .,bn-m) 

(9) /*«.-/ = 1\( ), 
i = ι, 2,..., η — nt 
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l'intégrale générale du système (3), a,·, b, étant des constantes 
arbitraires. En vertu de ces dernières équations la formule 

Σ(Σ^,- Hk) dx 

devient une différentielle exacte. 

l'osons 
η — //· 

Σ(Σ^,- Hk) dx 
/ I 

Les identités (7) ayant lieu, nous obtenons 

/; — m η — ttt 

().rh 2d Ρ"1 ().tk Οχ,, d.r,, 2d t).r„ t,· 7)ρ„,,, ' 
/:| i l 

η — m it — m 
dr* 2d*m" ÛJChO.C,, ().ί·λ 2d de,,,,., Op„,+ i 

i l 1 -t 

Il s'ensuit donc, en vertu des identités (2), 

dUk / dxh = dUh/ dx k 

l'expression étudiée étant une diflérenticlle exacte, que nous allons 
appeler dV, 

dr* 2d*m" ÛJChO.C,, ().ί·λ 2d de,,,,., Op„,+ i 

ΤιικοηκΜκ II. — Prenons pour constantes a,, b, les valeurs ini-
tiales des variables x

mht
·, p,ni> Pa quadrature de la différentielfe 

exacte r/U effectuée, considérons la fonction 

v=/ (IV + 2«A-+-b, 
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oà h e.sl une nouvelle constante arbitraire, L"
0

, la valeur initiale de 
la fonction U. Les étant éliminées, en vertu des équations (H), ht 
valeur obtenue pour V est une intégrale complète du système (i). 

Désignons par d une différentielle relative à des accroissements 
des variables x, pur ο une différentielle relative à des accroissements 
des a,h bt et par Δ la différentielle totale, de sorte que Ton a 

Α = ί/+β. 
Il viendra évidemment 

Δν = dYj ■+■ / d ol * ■+■ ̂  (h *
a

i +
 a

i *bi). 

Les égalités (3) et (7) ayant lieu identiquement, nous avons 

n -m m 
d\j = Pm+i dXm+i 2) 11* dX/

t

, 
i ~ t A - l 

m 
~ ojcii )· 

A I 
en posant 

λ — m 
J ft 2d\Pm+i ' άχΛ

 + ÔXk 'W+7 i- I 
/n-m \ 

~ ojcii )· 
On a donc 

dol J — il ̂  Pm+i ®·^//ί+ί^ j 

et, par conséquent, on trouve 

i d oli = V ( p„„ i oxm+{· - hi OU; ). 
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Il s'ensuit 
// — m m 

AV = 2 (Ρ»> -/ Δ^/«
+ί

· Η- - 2 ̂ dx k 
' - 1 k Λ 

Le déterminant fonctionnel des fonctions x,„+j par rapport aux con-
stantes «/ admet une valeur différente de zéro, car, pour les valeurs 
initiales des variables x

t
, .x'

a
, · ··> x»n ^ devient égal à ι. Il est donc 

toujours possible de résoudre les équations (8) par rapport aux con-
stantes a, et d'avoir, par conséquent, la valeur de V en fonction des 
variables .τ, On en déduit 

Il—Ht III 
AV = 2 (Ρ»> -/ Δ^/«+ί· Η- - 2 ^dx k 

/ --1 k- | 

En comparant les deux expressions de la différentielle ΔΥ, nous avons 
les égalités suivantes: 

(10) dV dV dxm+i = pm+i 

i = ι, 2, ..., η - m, 

(n) ^- H-1L=O, /» = r, 2,..;, m 

Les équations (io) présentent, entre les x, /Wo ah '*■ (" ~ ,n) rela-
tions distinctes, chacune d'elles contenant une des quantités, soil p

m
^.h 

soit a
n
 qui ne figurent pas dans les autres. Elles sont donc des équa-

tions intégrales du système (3) de forme différente des (8), (9). Quant 
aux équations (11), elles résultent des (1), en y substituant la valeur 
mentionnée de Y; elles démontrent donc que celle dernière fonction 
est une solution des équations (1). De plus c'est une intégrale complète. 
E11 effet, elle contient u — m ■+■ 1 constantes arbitraires distinctes 0, 
bt, h,, ..et le déterminant fonctionnel 

D dv dV dV dxm-1 dx m+2 dxn 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 453 

ne s'annule pas, car pour les valeurs initiales des variables x
(
, x

%
, ..., 

/·,„ il devient égal à ι. 
Gela étant, on voit bien que la fonction V sert à représenter 1'intc-

gralc complète des équations (i) et les équations intégrales du 
système (3). Cette fonction jouit donc de propriétés toutes analogues 
à la fonction principale de Jacobi dans sa théorie concernant une 
seule équation. Qu'il nous soit permis de donner aussi à V le nom de 
fonction principale de la théorie des équations que nous venons 
d'étudier. 

THÉORÈME III. — Les constantes ah bi conservant les mêmes 
valeurs initiales, supposons que les ν premières équations (8) soient 
résolubles par rapport aux constantes bn

 b.,, ..., b
v
. Posons 

V - f uv -+- 2 «Α + δ, 

b étant une nouvelle constante arbitraire. En éliminant les valeurs 
b

{
, b2, ..., b

v
, a„H, dVt-a, ···, ct„.

m
, en vertu des équations (8), on 

obtient une intégrale complète des équations (i). 

Procédant de môme qu'en démontrant le théorème II, il viendra 
η — m n — m »' m 

AV = 2 Pm^i 2

 a

'

1

 ~Σ
 l>i

 Η
λ

 dx
k

, 
i = 1 / = 1 * = | 

AV = 2 Pm^i 2 a'1 ~Σ l>i Ηλ dxk, 

Il s'ensuit donc que les équations intégrales du système (3) prennent 
la forme suivante: 

<12) 7)r = Ρ"**' t = I,2,..., n-m 

JJ- -= —V |i = i,a,.., v, 

dV/dbs— a,, i = n+ i,r + a,...,«-/M. 

Journ. de Math. (5· série), tome V. — Fuse. IV, 1899. 58 
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La valeur de V en fonction des x
t

, x.„ ..., x
n
 est bien une intégrale 

complète du système ( ι ), car il est impossible d'éliminer toutes les 
constantes at1 a.2, ..., α.

ν
, /;„

M
, · · ·> t>n-m d<*8 équations (12), ces 

dernières étant des équations intégrales distinctes du système (3). 
Le théorème démontré est une généralisation des idées de M. Ber-

trand (') concernant une seule équation aux dérivées partielles. Il 
contient comme cas particuliers celui où toutes les équations (8) sont 
résolubles par rapport aux constantes bh et le cas, étudié dans le 
théorème II, où il est supposé possible d'éliminer toutes les con-
stantes bi des équations (8). Le rapport du théorème III aux cas cités 
est le même que dans les théorèmes connus de Jacobi et M. Mayer (2) 
à celui de M. Bertrand ici mentionné. 

Nous allons à présent tirer quelques conséquences des théorèmes 
démontrés relativement aux problèmes d'intégrations des équations 
différentielles (3). Mais, remarquons en premier lieu que ces dernières 
équations présentent une généralisation des systèmes canoniques des 
équations différentielles ordinaires, qui s'en déduisent en posant m = 1. 
On verra d'ailleurs que les équations (3) admettent les mêmes pro-
priétés que ces dernières. Nous proposons donc de nommer les équa-
tions en question système canonique des équations aux différen-
tielles totales; quant aux x„,+i, pm+h nous les appellerons variables 
canoniques appartenant relativement à deux classes, la positive et la 
négative. 

THÉORÈME IV. — Si l'on connaît 11 — m intégrales distinctes en 
involution du système (3) 

( ψί(^ΐ j ^2» · · · J Pm+1 > Pm-1-2) · · *? Pif) — bi 
(13) 

( 1 = 1, 2,.η — m, 

les hi étant des constantes arbitraires, son intégration se ramène à 
une quadrature. 

(') Comptes rendus, t. LXXXII, p. 64>· 
(2) Math. .Ι/ι., Bd. lit, S. 435. 
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Les intégrales (i3) sont dites en involution si l'on a des identités 

\rA>r*J Zt \dpm+t ~dxniM àpm+i dœm+t) '\rA>r*J Zt \dpm+t ~dxniM àpm+i dœm+t) ' 

pour toutes les valeurs distinctes A, Â* de ι an — m. 
On a de plus les identités suivantes 

(P/t+ H*, ψ,·) — o, 

k = i, 2,..m, i = ι, 2,..., η — m. 

11 s'ensuit donc que les équations (ι), (i3) présentent un système 
de η équations aux dérivées partiellesp

n
 p.

if
 .p

n
 en involution. 

Leur intégrale complète s'obtient en effectuant la quadrature de la 
différentielle exacte 

η 

dz =2 p
s
dx

s
. 

S = 1 

Supposons que 
:^V + 6 

soit son intégrale, V étant une fonction des variables x\, Α·
3

, ..x„ et 
des constantes bi$ b une constante arbitraire. D'après le théorème I. 
les η — m intégrales cherchées du système (3) sont 

dv/ dbi— Cil, l — 1, 2, . , ., /I - /72, 

a,· étant de nouvelles constantes arbitraires. 
Lvidemment ce théorème est une généralisation de celui de Liou-

ville (') concernant un système canonique d'équations différentielles 
ordinaires. C'est un des plus beaux théorèmes démontrés par ΛΙ. S. 
Lie (a). Mais notre démonstration est remarquable par sa simplicité en 
comparaison avec celle de cet éminent géomètre. 

(') Journal de Liouville, r* série, t. XX, p. 137. 
(2) M. S. Lie examine les équations linéaires aux dérivées partielles du |>re-
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THÉORÈME V. — Si Von connaît k intégrales distinctes el en invo-
lution du système (3) 

. ( Έ-ιι · · m J'ni Pm-hii Pm+3i · · ·» /*//) —bi, (14) 
( £ = 1,2,...,/.·, 

/» étant moindre que η — m, l'intégration des équations (3) revient 
à celle d'un système canonique aux différentielles totales d'ordre 
in — un — ik. 

Supposons les équations (ι/|) résolubles par rapport aux variables 
Pm+ty Ρ m•••>/V+A· Les équations (ι), (i/|), ainsi que celles qui en 
résultent 

pv+ H'v (b1, b2,...ι · · ·y ^//) Ρ m-* A+15 Pm+k+ 21 · · · j /^//) —0, 
C ~ I , 2+ A', 

présentent un système en involution. Pour intégrer le système (3), il 
suffit d'avoir une intégrale complète de ces dernières équations. Mais 
ce problème, à une quadrature près, est équivalent à celui d'intégration 
des équations canoniques aux différentielles totales 

α·ΐ'ιη ι — y , - (Usv1 

(15) α·ΐ'ιη ι — y , - (Usv1 

i ~ k H- ι, k -+- 2, ..., η — m, 

C'est ainsi que l'ordre du sysLèinc (3) s'abaisse de ι k unités. 

niier ordre d'une seule fonction inconnue φ 

</»*-1-H*, ?)= ο, Λ = i, a,..;, m, 

qui correspondent à notre système (3) (Math, An., Bd. XI, S. 469). 
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TJIÉORÈME VI. — Le problème d'intégration du système (3) exige 
η — m opérations d'intégration d'ordre 

'in — am, 2.11 — 'im — 2, 4» 2 

et une quadrature ('). 

Par une opération d'ordre 11 — m nous aurons une intégrale du 
système (3) que nous supposons résoluble par rapport àp,

n
+{. L'ordre 

du système (3), d'après le théorème précédent, s'abaisse de deux 
unités. On parvient donc à un système de 2η — am — 2 équations 
canoniques aux différentielles totales. On le traite de même que le 
système (3) et ainsi de suite. 

Il va sans dire que, dans certains cas, l'ordre des opérations exigées 
peut être diminué. Supposons, par exemple, les fonctions H,, H

a
, ..., 

\\
m
 indépendantes de ν variables x

{
, χ.,, ..., x

v
. Prenons, suivant 

Jacobi (a), au lieu des variables ζ, χ·,, x
2

, ..., x
v
 pour nouvelle fonc-

tion 

y = z - E xi pi 

et pour nouvelles variables indépendantes ρ,, p
2
, ..., p

v
. Les m équa-

tions 0) se transforment dans m équations nouvelles, de même en 
involution; mais le nombre des variables indépendantes diminue de 
ν unités. Donc le nombre et l'ordre de toutes les opérations à effectuer 
sont de ν unités moindres. 

Les opérations mentionnées terminées, on a par une quadrature 
une intégrale complète du système (1), et les formules (6) du théo-
rème 1 donnent l'intégrale générale des équations (3). 

Arrêtons-nous ici pour dire quelques mots sur le théorème II et son 

(l) Comme on le fait d'ordinaire, nous appelons le calcul d'une intégrale d'un 
système de |A équations aux différentielles totales de (A + ν variables, ν étant un 
nombre provisoire quelconque, opération d'intégration d'ordre μι. 

(') Vorlesungen iiber Dynamik, zweite Ausgabe, 1884> S. 164. 
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lcmmc préliminaire; ils ont clé énonces par M. Mayer ('), comme je 
l'avais mentionné dans les Comptes rendus de l'Académie des 
Sciences du 24 juillet 1899, en donnant leur extension aux équations 
quelconques en involution. 

Or, la théorie développée constitue une certaine relation entre la 
méthode des caractéristiques de Cauchy et les deux méthodes de 
.Jacobi. C'est ce que M. Dclassus a démontré pour une seule équa-
tion (2). 

Remarque. — Nous avons toujours supposé que les équations 
( 13), (i4) et celles du théorème VI sont résolubles par rapport aux 
variables p,

nhn
 p,

n
+.a, ... Il est aisé de voir que cela n'est point néces-

saire, car, si ce n'est pas le cas, il suffit d'effectuer une transformation 
de M. Mayer (:l) en réduisant plusieurs variables canoniques de classe 
positive dans la négative et à l'inverse. 

Tout ce qui vient d'être dit démontre quelle grande analogie pré-
sente la théorie d'intégration des équations canoniques aux différen-
tielles totales (3) avec celle des équations différentielles canoniques 
ordinaires. Mais il est aisé de pousser cette analogie encore plus loin. 

Evidemment, les parenthèses de Poisson composées des fonctions 
présentant les premiers membres des intégrales du système (3), don-
nent lieu à de nouvelles intégrales. 

Les équations intégrales du système (3) admettent une forme cano-
nique, jouissant des mêmes propriétés que celle des équations canoni-
ques différentielles ordinaires. 

Chaque système complet des équations intégrales du système (3) se 
ramène à cette forme canonique, etc. 

(l) Yachrichten von der k. Gesellschaft der M . Gôtlingen, S. 299; i8j3. 
(2 ) Ih/llclin des Sciences mathématiques, p. 187; 1897. 
(3) Math. Λ/ι.. Bd. Ylli, S. 313.— Comptes rendus. 26 juin et 3 juillet 1899. 
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CHAPITRE III. 

ÉTUDE SI'Κ LES ÊQIATIONS CONTENANT LA FONCTION INCONNUE EXPLICITEMENT. 

Supposons que les equations étudiées contiennent explicitement la 
l'onction inconnue s et mettons-les sous la forme suivante : 

- ^ ( Pk~^~ ^/.(*^15 "^'a» ·* "i Pm+i} · · ·? /*«) —0, (1) 
( h = ι, 2, ../;/, m z'f-

Ces dernières équations formant un système complet, les égalités 

Ojl·h Oz h Oxk dz k Ojl·h Oz h Oxk dz k 

(2) \ dp/ti-t-i dx ι ôpm+i dx ,-J\ dp/ti-t-i dx ι ôpm+i dx ,-J 

où Ton a 

WA/H + t ν^ΉΐΛ-Ι U"WA/H + t ν^ΉΐΛ-Ι U" 

sont identiquement satisfaites pour toutes les valeurs distinctes des 
indices//, k de ι à m. Les conditions citées ont une forme remarquable, 
car elles deviennent identiques à celles du Chap, il, quand les fonc-
tions 1I

X ne contiennent plus z. 
Les équations 

dz = E E p m+i dhk/dpm+i - Hk dxk 

(3) dz = E E p m+i dhk/dpm+i - Hk dxk 

dz = E E p m+i dhk/dpm+i - Hk dxk 

ί 1 = 1,2,..., η-m, 
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présentent bion un système aux différentielles totales, si les équa-
tions (i) forment un système complet, comme il se trouve démontré 
dans le Chapitre I. Nous proposons de donner à ces dernières équa-
tions (3) le nom de système canonique généralisé des équations aux 
différentielles totales. En y posant m = ι on obtient les équations 
différentielles ordinaires, étudiées par Jacobi dans ses Mémoires pos-
thumes ('). Nous allons continuer à développer notre théorie en 
démontrant les théorèmes suivants : 

THÉORÈME I. — Soit 

("0 " — · · ·? Ήηf l*n l*j>y · · ·» l^n—n ) 

une intégrale complète des équations {i), b, b
n
 étant des 

constantes arbitraires. Le déterminant fonctionnel 

(5) dV dV dV s ζ \ τ\ I è.Xj„+i ()·ΐ'ι„ \ g è-v„ 1 

ne s'annulant pas, les équations 

(6) (β) ) - - v. Oj·,, àb, - àb(β) ) - - v. Oj·,, àb, - àb 

I /'=1,2,...,« — /«, 

donnent l'intégrale générale du système (3), étant de nouvelles 
constantes arbitraires. 

Il est d'abord nécessaire de remarquer que les équations (6) sont 
résolubles par rapport aux variables ζ, ρ,

ιι+ί
, œEvidemment les 

η — m-hi premières équations donnent les valeurs r, p
m

+
t
·; quant 

aux η — m dernières équations (G), en leur vertu le jacobicn des 

(') Gesammelle Wcrkc, Bd. V, S. *217, 397. 
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fonctions 
dV â\ 
ùb,-a'db' < = 1,2,-·.,«-/« 

pur rapport aux x
m

+t devient égal au quotient du déterminant (5) et 

de la dérivée Donc, les équations qu'on obtient en égalant les 

dernières fonctions à zéro sont résolubles par rapport aux x
m

.+i 
Cela posé, les valeurs trouvées s, x

m+ii
 p„,+isatisfont identiquement 

aux équations (6). Il viendra donc 

n — m 

dz dVB dxm+v ÙXk ÔXk Pm+V » 
f=l 

η — m 
d'Y + y d'Y dxm+v _ dpm+i 

ÔX/u+iÔXk ÙX m+i dx ÔXk ÔX k 
I 

«-m 
d'V <t'V yf d'V ,PV \ixm„ _ 

dbidXk 'dbdx* ** \db, dx
m+v

 ' db dx,
n+v

) ÔXk ' f=l 
A = 1, 2, m, 

l'indice i prenant toutes les valeurs de ι à η — m. 
D'autre part, en substituant dans les équations (i) leur intégrale (4^, 

on a 

Â^ + H< = °' 
n — tn 

d'Y y dlh d'Y dit* __ 
ÔXk ÔXm+i Ûp

m+V
 ÔX

m
^

v àxm+i ^X/it+i ' 
»' = 1 

η—m d'Y y dlh d'Y dit* __ 
dx/cOb Zà dp,

n+v
 ôx

m+v
 db ôz db ~ °' l'Sl 

Λ — tH 

d'Y y dlh d'Y dit* __ 
ÔXk dbf dp

m+v
 dXffi+i> db\ ôz dbf ' 

f = ι 

f = i,2,..., η — m, 

l'indice k prenant les valeurs de ι à m. 
Journ. de 3fath. (5· 9éric), tome V. — Fasc. IV, 1899. 59 
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Il est d'ailleurs aisé d'en tirer de nouvelles identités 
it— m 

ùxk ~ Z* âxkùxk ~ Z* âxk 
·· -1 

άΧιη-*·ΐάΧιη-*-ν\ éxk dpn-^v) éxk ' dx^^t 

db{ 1 â.rm^vâb)\ àxk àpm.^) ' 

i = i, a, ..., η — m, 

ayant lieu pour toutes les valeurs de l'indice k de ι à m. 
On vient de voir que le déterminant, formé par les coefficients des 

// — m dernières équations linéaires par rapport aux η — m quantités 

' d-n ~ àPm J «-1,2,...," '"· 

ne s'annule pas. Par conséquent on obtient des identités 

dXm-vi dl\
k 

i 0x
k
 ~~ Ôpm+t1 

( Z ) i df 'A " d.V
m
^i ' 

I η — m 
ùxk ~ Z* âxk 

' »·. 1 

où les indices /, k prennent les valeurs mentionnées de ι à // — m et de 
ι à m. 

Notre théorème est donc démontré, car les équations (3) sont iden-
tiquement vérifiées par les fonctions s, pm+i tirées des équa-
tions (fi). 

THÉORÈME II. — Soient les équations 

(8) 5~ · · ·» G'ii · · ·» &n-m·) · ' ·>bn-m 

(9) ^m-hi — f · · · > > ^2î · · · »an-m v, v1... bn-m 
(10) = F/(i?,,^a, . . a,, a„_OT, bn-m)i 

£ = 1, 2,..η — w, 
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Vintégrale générale du système ( les constantes arbitraires ah bh 
b représentant les valeurs initiales de 

η—-m 
xm+iPm+ii * ^m+i Ρ/«-+·/'· 

Ι — I 

En éliminant de la formule (8) les constantes ah en vertu 
des équations (9), on obtient une intégrale complète du sys-
tème (1). 

Le théorème énoncé est démontré dans le Chapitre I. Or, je veux en 
donner une nouvelle démonstration, représentant une généralisation 
de celle du Chapitre précédent. 

Posons 
/I — wt 

Uk = E pm+i dHk/dpm,i - Hk 
i- l 

Les équations (3) et les conditions (y) sont identiquement satisfaites, 
en vertu des relations (8), (9), (10). 

Cela posé, en conservant les notions du Chap. Il, il viendra 

M 

d dz = E sUk dxk 
A= 1 

Uk = E pm+i dHk/dpm,i - HkUk = E pm+i dHk/dpm,i - Hk 
i-X 

La dernière expression prend aisément, en vertu des identités (7), la 
forme suivante : 

I» — Wl 

sDU =~~ 2i \ P>n+i ° ùu
k
 + 1 àu-k Oz Ριη+ή™,η+ιj j. G-

1 = 1 

= d/dxk^ Pm+i fem+ij — -JT ^ Pm+idxm+i 
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Quant à la première formule, comme on a 

c dz = Î/Ô'S, 
elle devient 

m \ / « — m \ m 

d(*
3

 ~~ Σ P"
i+i

 J + (
?JZ

 ~~ Σ ρ*"
 ?jx">+ij 2:

~5R
 DXK ==

 ° 

D'ailleurs, en vertu des conditions (2), /a formule 

m 

E dHk/dz dxk 
A - I 

est une différentielle exacte dW. 
Il vient, par conséquent, 

d(OZ - 2 Pm+i*Xm+i^ "+- — 2 Pm+itXm+i^ d\\ = O. 

Donc, en intégrant cette dernière équation, ayant par hypothèse 
η —m 

•SII — Ρ ~T~Eaibi 
i = l 

nous avons 
n — m s n—m \ /»\V 

L· - ̂  Pm+fiXm.i = \*l> + 2 MiJ '' *
 W

" 1 

\V
0
 étant la valeur de W pour les valeurs initiales des variables a·,, 

χ·,, ..xm. Comme on a 
η — m tn 

dz — Prm-idX/n+i Ua^'Ai 
1 = 1 A.= i 

la valeur Δζ devient 

ls = 2 \Pm+ikVm+i + β
 1 NV

" «,·&>// -H e ^
xv» -2 H

A
</r

A
. 

1 = 1 A = 1 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. /| M 

Les équations (9) étant résolubles par rapport aux ah il est aisé de 
les éliminer de l'équation (8). Soit 

Οι) ζ— x
2
,..., x

n
, b, b

t
, ..., b„ ,„) 

le résultat obtenu. Kvidemment, la fonction V, en y substituant les 
fonctions (9) x,n+i, devient identique à la valeur (8) de z. On a donc 

η — mi /1 — m 
A - — 2 \Ί)ΙΖ7ι Obi ) Σ ô^l

 k
 àbdb. 

i=I A l 

La comparaison des deux valeurs obtenues de la différentielle Δ ζ 
nous donne les identités suivantes : 

dV dV "L <'w 9V -J <<w ~ Pn+n ùbi ~~°l · ôb~ L ' 

e = 1, 2,..., /i — /w, 

^-f-li
A
=o, A· = 1,2,..m, 

11 s'ensuit que le système 

z = V ' dj,h+i~-^P,n+h ùbt — ^db* 

i = 1, 2, ..η — w, 

représente les équations intégrales du système (3), écrites sous une 
forme nouvelle. 

Quant à la fonction V, définie par l'équation (11), elle est une inté-
grale complète des équations (1). On voit de plus qu'elle admet les 
mômes propriétés caractéristiques que la fonction principale, intro-
duite dans le Chapitre précédent. Il serait aisé d'aller encore plus 
loin, en étudiant cette fonction dans les cas où les équations (8) sont 
résolubles, soit par rapport à quelques-unes des constantes bh soit par 
rapport à toutes. Si l'on a dans ce dernier cas m = 1, le système (1) 
ne contenant qu'une seule équation, on obtient les théorèmes démon-
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très par Jacobi dans les Mémoires mentionnés plus haut. Mais c'est là 
que je terminerai mes recherches sur cette fonction, la théorie étudiée 
étant, à mon avis, suffisamment élucidée. 

Il ne me reste qu'à dire quelques mots sur le problème d'intégration 
des systèmes canoniques généralisés d'équations aux différentielles 
totales. On parvient aisément à établir les théorèmes suivants : 

ι" Si l'on connaît η — m -4- ι intégrales du système(3) distinctes 
par rapport aux ρ et de sorte qu'en les joignant aux équations ( ι ) 
ou en lire les valeurs ζ, ρ en fonctions des variables x

{
, ..., x,„ 

vérifiant les conditions p— on obtient les autres η — ru inté-

grales cherchées rie/ι que par des differentiations. 
2" Si l'on connaît ν intégrales du système (S) distinctes par rap-

port aux ρ, ν étant moindre que /1 - //ι + 1, de sorte, qu'ensemble 
avec les équations (1), elles forment un système complet, l'ordre 
du système (3) s'abaisse de 2v unités. 

3° Le problème d'intégration du système (3) n'exige que 
n — m -+-1 opérations d'ordre 2/i-2/« + i, 2/1 2111 — 1, ..., 
3, 1. 

Leur vérité devient évidente, quand on poursuit l'ordre d'idées 
développé plus haut et n'exigeant que des calculs tout à fait élémen-
taires. 


