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SUR CERTAINES SOMMES ARITHMÉTIQUES. 55 

Sur certaines sommes arithmétiques ; 

PAR LE P. DE SÉGUIER. 

On trouvera dans les pages suivantes : 
i" Une élude des sommes 

φ.(*·. Λ)=Σ(ί)β *. ·ΜΜ>=Σ(7Κ *, 

où s parcourt un système de restes (mod A) qui sera précisé ultérieu-
rement, lorsque les arguments sont des entiers quelconques; 

2° I,'examen de leurs relations avec les sommes 

(S) Ι>Ξ=Ο, i(iuod/|); 

'1° Une application au cas où fis) — logT <C°b 'a moyenne 
géométrique de la fonction 

η (ω) = e" JJ ( ι -e2nuw 

lorsque ω parcourt les racines (à partie imaginaire positive) des formes 
représentantes des classes d'un genre, ainsi que la série 

ϊ(?)^ 

étant alors exprimables par (S); 



56 DE SÉGL'IER. 

4° La détermination selon le module D, lorsque /{#) est une puis-
sance de s, des sommes (S) et de la partie de (S) qui se compose de 
termes positifs. 

>° L'extension au cas d'un degré Ν quelconque de la décomposi-
tion (par adjonction d'un radical)de l'équation aux racines primitives 
de l'unité donnée par Dirichlct pour le cas où Ν est sans diviseur carré, .. 

6° L'extension au cas d'un discriminant négatif quelconque des 
expressions elliptiques analogues aux sommes ψ données par Kro-
ncckcr pour certaines séries de Rosenheim dans le cas d'un discrimi-
nant négatif fondamental. 

Relativement aux points que je suppose connus ou que j'indique 
plus sommairement, je demande au lecteur la permission de le ren-
voyer au Mémoire de Kronecker sur les fonctions elliptiques, et à ma 
thèse de doctorat. 

1. Avec Kronecker, j'appellerai discriminant tout nombre congru 
à ο ou à i, selon le module 4> et discriminant fondamental toul 
nombre de l'une des form es P, - 4P, ± 8P, Ρ étant congru à ι 
selon le module 4 et sans diviseur carré. Tout discriminant D peut, et 
d'une seule manière, se mettre sous la forme D = D„Q2, D

()
 étant un 

discriminant fondamental. 
J'appellerai discriminant simple un discriminant non carré (ou 

égal à l'unité) dont la valeur absolue est une puissance d'un nombre 
premier, et discriminant essentiel un produit de discriminants 
simples. Un discriminant quelconque pourra, et d'une seule manière, 
se mettre sous la forme (0^a, (0 étant un discriminant essentiel pre-
mier à2. 

J'entendrai toujours par sja la détermination du radical dont l'ar-

gument est > — mais et je poserai, pour abréger, ο étant la 

fonction d'Euler, φ(± n)= 9(n). 

Le sens du symbole défini par Legcndrc pour b premier positif, 

a quelconque premier à b, se trouve fixé pour b quelconque > ο par 
les conventions 

<0 wUMT)· U)U)=UT> 
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de Jacobi, si l'on y ajoute la convention de Dirichlct, que (j) soit nul 

si a n'est pas premier îi b j^d'où = ο si α ̂  ι cl ̂ τ -1 j, et la 

convention 

GRMvXÏ) (HmPair>-
de Kronccker. 

<_>n ajoute ordinairement, depuis Dirichlct, la convention 

(~Mv). 
qui continue naturellement le sens donné pour /> > ο à par Le-
gend re, ou celui qui résulte de l'égalité de Gauss, 

{",Î)=-lxtrV î(m'P) = Èe' ' (p premier). 

De cette convention résultent les propriétés suivantes : 

a/b = A/b 

( j A = a(mod4^) si &s=2(mod/|) et est premier à a, 
' A == a (mod b) dans tous les autres cas; 

<„ (;)-(i)<-·)-· ■ -—b-1/2 
( « — 2eo', b — rfb', a', b' impairs; 

d'où, en particulier, pour b impair, en posant B = b -h ι λα', 

<„ (;)-(i)<-·)-· ■ -—b-1/2 

et si en outre λ est pair, en observant que Β^ΞΞΞΊΧ 1 (mod 8), 

Ο-©' ' 1 · 

Journ. de Math. (5· série), tome V. — Kasc. I, 189y. 8 
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donc 

(4) Κ*!Μι<> '> ' ' " ^modni· 
I D étant un discriminant. 

Cette dernière convention n'est d'ailleurs nullement nécessaire. 
Kile oblige, d'après (3), à écrire, 

lï)-< ·> 'ngnb/2 1 

et, si l'on veut représenter les caractères j' ("" 0 1 dans la théorie 

des formes quadratiques de discriminant D (ρ étant un facteur pre-
mier impair de D pris avec un signe tel qu'il soit lui-même un discri-

minant) pur à supposer Λ non seulement premier à nD, 

mais d'un signe déterminé qui soit le même pour tous les nombres 
aptes à former le dénominateur symbolique d'un caractère. 

Une autre convention se présente encore naturellement : si l'on veul 
conserver, pour b négatif, la relation 

1/b = (-1) 

avec la formule (3), celle-ci oblige à poser ^ — sgne. 13e là un 

nouveau sens parfaitement défini pour le symbole En donnant 

ce second sens à (^J> sa valeur est égale à l'ancienne multipliée par 

( ι) 8 8 . La propriété (2) devient, A et a ayant le même sens 
que tout à l'heure, 

(») (sMî · 

La propriété (3) reste inaltérée. La propriété (4) devient 

K?MB)· B«6(«nodD), 

I 1) étant un discriminant. 
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La convention relative au signe du dénominateur symbolique des 

caractères devient inutile. 

La formule (3) qui, pour a — — ι, fixe la valeur de selon les 

conventions adoptées, devient illusoire pour a - 2. Mais (2) ou (5) 
donne, sia = p(mod8), 

GM5> 
puis, pour ρ — ± 3, 

G Τ --
pour ρ - rh I, 

G)-*·· 
Donc 

2/a = (-# j — α'impair. 

C'est le second sens du symbole que M. Weber (' ) a introduit 

d'une manière un peu différente, pour le cas particulier où a est un 

discriminant, en le désignant par (#, h). Je conserverai la notationa/b 

et son premier sens, sauf à indiquer d'un mot les simplifications très 
légères qui résultent du second sens. 

2. Dans les sommes 

Ψο(Λ,λ)=2(£)'/ " < 

où a parcourt un système de restes (mod /i), ce système est indifférent 
si η ̂  2 (mod 4)· Si w = 2 (mod 4), il doit encore être défini relati-
vement au module 4n, ou, ce qui revient au même, relativement au 
module 8, les restes pairs étant d'ailleurs sans influence. Je le définirai 
par la condition suivante, portant sur les seuls restes impairs : 

s —ρ (mod 8), 

(') Gœttinger Nachrichten, 1893. 
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ρ étant l'un des nombres i, 3, 5, 7, arbitraire d'ailleurs, mais le même 
pour tous les restes s. Dans ces conditions, ψβ est déterminée au fac-

teur près. 

On voit de suite que ψβ(— h, η) ou ψ
0
(Α,— η) est conjuguée 

de ψ#(Λ, η), que '\>0(hy η) = ψβ(/*,, η) si h==h, (mod »), el que, si a 
est premier à η, ψ

0
(/ια8, η) = ψ#(Λ, η), cela mcrnc si «==2 (mod 4)? 

car alors a*== ι (mod 8). 
Si m est premier à /1, h étant toujours quelconque, on a 

(ι) «) ψ0(/"ί, ni) = ψ,(Α, mrt), 

(2) ψ,(Α, m) ψ.(Λ, ») = (") (£) Ψ·(
Λ

>
 TOn

)· 

En effet, l'un au moins m des nombres m, « sera impair. On a d'ailleurs 

Ψ,(Λ/Μ, η)ψ,(Λη,ιη) =]£ (£) (£}
e

 ""sm2 + m2) 

s, / parcourant des restes convenables selon les modules /î, m respec-
tivement. Je supposerai que t parcourt un système de restes pairs; 

( - J » ( — J pourront alors être remplaces par ( — ) » ( —- ■ — 1 

respectivement. En remarquant que sm* -h In7 — σ parcourt un sys-
tème de restes (mod mn) et que a = s (mod 8) si «Ξ=2 (mod 4)> 
ridentité (1) devient évidente. L'identité (2) se démontre d'une 

manière analogue en remplaçant par ]
 ett/m 

par (~· * / étant seulement pris divisible par 4 si 

«=e 2 (mod 4)· 

On obtient sans peine les généralisations suivantes 

ί ψ.(ΛΛ')=ΠΨ»(
/ίΛ

"
α

'·>' Ψ»(
/
'-

Ν
)=Π(|)(^)Ψ.(

/ί
·

Λ
'>' 

j = Πα/= Α/β,·; ι, A* = ο, ι, a, ... ; ίφ^ 

les α, étant premiers entre eux deux à deux, positifs ou négatifs. 
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La définition adoptée pour ψ
β
(Α, 2/1') (η' impair) coïncide avec 

celle qui résulterait de (1) ou de (2) pour τη = Λ', η = 2, en rempla-

çant ψ,(Λ/ι', a) ou ψ
0
(Λ, 2) par (-- ι)

Λ
(^)* 

En donnant au symbole le second sens, il faudrait supposer que 

la variable de sommation s reste positive ou que le second argument 
de ψ

β
 est essentiellement positif. 

5. Quel que soit le système de restes (mod η) que parcourt.?, la 
somme 

ψ,(Α, Ό =2(7)*' " 

est conjuguée de ψ, (— Λ, η) et ψ, (Λ, η) = ψ, (/ι,, η) si Λ, == h (mod η). 
Mais c'est seulement si η est un discriminant que la valeur de ψ, est 
indépendante de ce système de restes et encore faut-il que les diffé-
rentes déterminations d'un même reste s aient un signe fixé si η est 
négatif. Bornons-nous au cas où η est un discriminant et ou les restes.? 
sont tous positifs quand η est négatif. Soit η = 2v/î' («' impair). 
Si n'==i (mod ί\), ψ,(Λ, η) = ψβ(Α, η). Si /1'=— 1 (mod 4)> donc 

(pour s impair) = — ie * , ψ«(Α, η) = — ίψ
β
 (ji On 

voit que, mémo avec nos hypothèses restrictives, ψ, est une forme 
encore un peu plus générale que ψ. 

Si a est premier au discriminant η, on aura 

ψ,(Αα2,Λ) = ψ,(/*,Λ), 

et, si m, η sont deux discriminants premiers entre eux, 

ψ,(Λ/ι, m) ψ| (hm, n) = ψ, (Λ, mn). 

Pour démontrer la propriété correspondant à l'identité (2), j'obser-
verai que 

Ψι(Λ.")=2(ϊ)β'-2 h ui/ri 
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cela est évident si n est < o; si λ est >o, ona 
y1 (h,n) =(\ thlti / \ —ihltr 

On pourra alors, en remplaçant (?) par (£) (
j|m|

?t/n 

m/tpar (^Γι^ΓίΙΤΓΐ)' P
rocéder comme au numéro précédent. 

On obtient 
H*nm —1 wnff-i 

ψ
ι
(Λ,/η)ψ,(Λ,Λ)~ψ,(Λ,ΜΛ)( - ι) 4 4 . 

La fonction 

ψ(Α, n) =2 (i)
 e

*' "
Ί
 ̂  Ψ·(—

 7
'> Ό 

qu'on vient de voir s'introduire est un peu plus commode que ψ0(Α, n). 
C'est elle que je considérerai désormais. 

En donnant partout aux symboles leur second sens on n'est 
plus astreint à fixer le signe de la variable de sommation *. 

4. En désignant par ε
χ
 ( - ι)'' si | χ j est le produit de r facteurs pre-

miers différents, ο si |#| a un diviseur carré > ι, χ si | χ | = ο, ι ; 

par 2 une sommation où cl parcourt tous les diviseurs de Ν y eom-

pris ι et N; par f(d), g(d), h(d) trois fonctions définies au moins 
quand d est un diviseur de N, la seconde satisfaisant, pour des argu-
ments diviseurs de N, aux conditions 

g(d)g(df) -^g(dd'), g(i)=£o; 

si l'on suppose vraie une des deux égalités 
ri ri 

h(d) =2/(«)ir(3'). /(rf) (*)*(*), ci' - d, 
ô S 

l'autre le sera également. 
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Ainsi ( - —
 /t

 ) représentant ο ou ι selon que N, //,, /i^oiit 

ou non un plus grand commun diviseur φι, 2 unc sommation 

où η,, ..., n
q
 parcourent les nombres ι, a, ..N, si l'on pose, F étant 

une fonction quelconque, 

.CO-, *?)· 
I 

*(*>~ςρ(ίγ ";<)· 

on aura, CM prenant successivement dans la somme h(d) les termes 

oii η
n
 ..n

q
 ont avec d le plus grand commun diviseur ο parcou-

rant les diviseurs de </, 

ίn
N
-r·N»,) f('·'*->···."?> 

donc aussi 

ife *-<)*("$·■ ···> *?) ■■■' Ύ)< 

δδ' -, d. 

Cette dernière égalité peut d'ailleurs se vérifier directement en 
observant qu'un système d'arguments p,, ..où {x^, d 
ont le plus grand commun diviseur 0, figurera dans le second membre 
de l'égalité précédente autant de fois que 0 a de diviseurs parmi les δ 
et chaque fois avec le coefficient c>. Or, on sait que, si 0 est > ι, 

2 ε8-- °· 
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Voici deux applications. Pour F = i, d= N, on obtient, en appe-
lant fy(N) le nombre des systèmes #i4, nq de nombres <N tels 
que le plus grand commun diviseur de nn ..., nq1 Ν soit l'unité, 

F = log [x - A .. .yF = log [x - A .. .y 

ρ parcourant les facteurs premiers différents de N. 
Soient en second lieu y = 2p, A(«,,..., i/p) une fonction abélienne 

de genre ρ ne devenant infinie pour aucun des N3p systèmes de Neine8dc 
période et PJ", ..., P/1 (f — ι,..., 2p) un système de périodes dont 
loule autre période soit, et d'une seule manière, une fonction linéaire 
homogène à coefficients entiers. Si l'on prend 

F = log [x - A .. .y 

et qu'on écrive logON pour/(N), log<l>N pour Λ(Ν), les relations pré-
cédentes deviennent, en faisant d — N, 

Ν N 

·,= ΙΙ«Λ
 ο, = Ι|Φ;;, <« = N, 

H d 

d parcourant les diviseurs de N, et le degré de 0N est <?V(N). 
Admettons que la fonction A vérifie la condition 

A (nu nu λ — · · '* ap)3 

λ
Μ

, étant des polynômes, et que les racines de 0
N
 soient distinctes. 

Soit N = PQ, Ρ étant le produit des facteurs premiers différents de N. 
Posons «î/= ot/4-Ρβ/. On aura les φ

?
(Ν) systèmes dc/w^en faisant 

parcourir aux a,· les fy(P) systèmes analogues relatifs à P, et aux β, 
les nombres ο, 1, ..., Q — 1. Le polynome de degré N 

A (nu nu λ — · · '* ap)3 
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s'annulera pour les mêmes valeurs que %(x) et n'en différera que par 
un facteur constant. 

Pour revenir à la somme ψ
0

, prenons, en désignant par Q2 un divi-
seur carré commun à Ν = MQ2 > ο et à h = kQ2 et en faisant q — ι, 

em 2h ui/NFT· 

On aura, pour M ̂  2 (mod 4)> 

Ψ.(*. N)='Ï (S) (5) "Ï(v) M = Ν· 
Il suffit de faire parcourir à d les diviseurs de Q2, le dernier symbole 
étant nul pour les autres valeurs de d. On aura alors =M d'' 
dd" = Q2, et, en introduisant un symbole sans influence, 

ψ. (A Ν) =2 n(£) 2 (£) ê " , dd" = QK 

Pour deux valeurs de η congrues (mod M) le terme général reprend 
la même valeur et, d ne parcourant effectivement que des nombres 
premiers ίι M, nd parcourra avec η un système de restes (mod M). 
Donc 

^.<AN) = Q*n[i-£(£)]+.<*,M), h = kQ_\ N = MQa, 

f ρ parcourant les facteurs premiers différents de Q. 

Ce résultat subsiste évidemment pour ψ, et ψ si M est un discriminant. 
Soient M = 2M', Q = 28Q'(M', Q' impairs). On aura, et même 

si δ = o, 
Ψ.(Α, Ν) = Ψ.(Α, Μ'<2'»)ψ.(Α, 2^')· 

Si δ est >· ο, le dernier terme se ramène, d'après ce qui précède, à 
une somme ψ

0
 dont le second argument est 8 et le calcul direct montre 

Joum. de Math. (5* série), tome V. — Fuse. I, 1899. 9 
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quelle est nulle; ce dernier terme peut donc s'écrire 

(ι - «gnο)ψ,(*, 2). 

ICn appli(|iinnt à ψ„(Λ, M'()'2) les résultats obtenus, en enlevant au 
premier argument un facteur carré premier au second cl en observant 
que ψ„(>Α·, Μ')ψ

0
(/., 2) 011 ψ„(3/.·, Μ')ψ.(Α·Μ', 2) est égal à ψ „(/»', M), 

on obtient 

ψΝ) = (1 — sgni)Q" Π [. - I (-)] ψ„(λ·, M). 

Ainsi Oa étant un diviseur carré commun à /c = Λ(
ν
)3 et à Ν — MO2, 

Θ le plus grand commun diviseur de M et de Q, on aura, quel que 
soit M, 

·;.(*,.\) = .gn|e ^Ι^
,3
Π|M>. 

5.Si le second argument de ψ
(|

, ψ, ou ψ est 1111 carré, 011 se trouve 
dans un cas particulier de la soin 111c σ(Λ, Ν) des puissances //'«'""* des 
racines primitives de l'équation binôme de degré N. Cette somme étant 
réelle, on a σ(Λ, //) = σ(— Λ, //). Les formules du numéro précédent 

îmltTZi 
donnent, en y prenant K(m) = >' y (Λ > o), 

a(h,N) = E E 2ah ui/d', dd' =N 

La dernière somme étant nulle si d'ne divise pas //, il suffit de l'aire 
parcourir à d'les diviseurs de Ν qui divisent h ou le plus grand com-
mun diviseur Δ de h — Λ* A, NT = MA. Alors d — M</" et en remettant d 
pour d" on pourra écrire 

a(h,Ν) = 2 —
 ε

» Σ
ε</
(τ)

d
 '
 = Δ

' 
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Oil 

φ(Α,S.) = (f)v'S„(- · , 

ρ parcourant les facteurs premiers différents de N. 

6. .le vais maintenant calculer ψ(//,δ), © étant un discriminant 
simple, et pour cela compléter les résultats du n° i qui sont ici évi-
dents. 

Tout d'abord la formule connue 

ψ.(Α./») = (^)^ ' 1 V/J, 

où h et ρ sont positifs et ρ premier impair, peut s'écrire 

(.) φ(Α,S.) = (f)
v
'S„(- · , 

o„ étant un discriminant fondamental premier impair; une vériliealion 
directe montre qu'elle subsiste pour δ0 = — 4» ^ 8· 

Soit d'abord S impair, donc ρ, a étant impairs et, o„ étant 
le discriminant fondamental, ο = = o„^a. Posons 

s = p*-*sf + s". 
On aura 

(2)1-^ /> \ ,.ihm 

( *'=o, I, — I, s"=o, I, -I. 

Posons Λ = // étant premier à p. Si p. = ο, ψ = o. Si p. > o, 
on aura 

Ψ(Λιί)=/»Ψ(ΑΡ",ι V"'), 
et, β étant le plus petit des nombres α — ι, p,, 

ψ(/«, δ) = ^Ρψ(/^-Ρ,sp-B 
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Si β = μ, cela est nul d'après (2). Si β = α — 1, δ/Η* = δ
0

. Donc, 
d'après (1), en convenant que est nul si A n'est pas entier, on 
aura, quel que soit β, 

(3) ψ(Λ,δ) = ̂ )^(-0 ' ' » * = â
0

$r3, h = kq*. 

Soit | δ | = 2e, h = 2μΛ', h' impair. Si α est impair, en posant 

s == 2*~* s' -h s", 

on sera ramené au cas o
0
 = ± 8. Si α est pair, en posant 

s = 2e"2s' -+- s", 

on sera ramené au cas o„ = — 4· 
Donc la formule (3) subsiste quel que soit le discriminant simple δ. 

7. Soient δ = δ
0
^2, δ' = o

it
q'3 deux discriminants simples premiers 

entre eux, δ
0

, δ'
0
 étant leurs discriminants fondamentaux. Kn posant 

h — Aq* ~ A'çf'8, A" — = — = ψ et en observant que A" sera 

entier lorsque A et A' le seront, mais seulement «alors, on aura 

(!)-(«■ (»-(«· _ fflGHS)· 
ν'ΐί' = ^\/ί;(-ι) ' ' · 

Par suile, la dernière formule du n° 5 donne 

•KA,») = (^)V8Î'(-0 ' 1 . I' "k'' q2 q'2 

Si D = D
W
Q3 = est un discriminant quelconque de discrimi-

nant fondamental D„ et de discriminant essentiel (0, on aura 

ψ(Λ,ϋ)=ψ(Λ,(ΰ)σ(Λ,^2), 
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et, par conséquent, 

ψ(Α,ο)=2(?>'^-2( ?)<-*-

= ψ(Α,ο)=2(?>'^-2( ?)<-*-

, s parcourt un système de restes > ο ; 
D-=D

0
Qa = (0^ = D

e
QJ^; h = kQU 

(w/k)-- ο si, (0 étant φι, k n'est pas entier ; = ι ; 

! £ est le quotient de g par son plus grand commun diviseur avec h. 

Il résulte de là que ψ(ο, D), et de même ψ0(°ι Ν), cst nu^> ® moins 
(jue D ou | Ν | ne soit un carre ou le double d'un carré impair ; si | Ν | 
est un carré, 

ψ
0
(ο,Ν)=

?
(Ν); 

si - est un carre impair, 

Ψ.(<>>Ν) = = (
ρ
-)ί<Ν)> 

ρ étant toujours le reste commun selon le module 8 des valeurs impaires 
de la variable de sommation. 

lin donnant au symbole son second sens, on voit que 

E(D/s) e-s2hui/d = Ed' clE2/d' 

s parcourant un système de restes quelconque (les conventions rela-
tives au cas où k n'est pas entier restant naturellement les mêmes). 

8. Soit/(s) une fonction développable en série de Fourier sous la 
forme 

/(·*)= 2 A(n)e ll>i pour o<*<|D|. 
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On aura, «Tapirs cc qui précède, en posant 

Σ (τ)/(»)= A(«)-K«,D) + S, 

Σ (τ)/(»)= A(«)-K«,D) + S, 

] \\(n) — A(/i)-h A(— «)sgnl); 

11) - „ D.Q» = D.Q»*»; A =n/Q0 

« est 1<· quotient de £ par son plus grand commun diviseur avec //. 

■η est toujours le discriminant essentiel et I)e
 le discriminant fonda-

mental de D. Si 1) est un carré, α) = Q
e
 = i. 

Il suffit de considérer les termes de la série où k est entier, Eu pre-
nant successivement les valeurs de k = nul' qui ont avec g = dd' le 
plus grand commun diviseur dr et en observant que 

(£)=», <l«nc ('!) = (?)· 

on peut écrire 

^άζ)^ς^)Σ(:~ηψ)· 

Or soit dans les formules du n° 4 

Σ (τ)/(»)= A(«)-K«,D) + S, 

*«*)-(§)'ï ŒMW· 

En prenant successivement les valeurs de η qui ont avec d le plus 

grand commun diviseur χ » δ parcourant les diviseurs de d, on voit que 
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/t(d) = Donc aussi 

/c>=(?) Wt π [■ - C?)Mï (?) »(-). 

formule qui devient d'ailleurs évidente si l'on observe qu'un nombre 
quelconque m ayant avec d le plus grand commun diviseur 0, figure 
au second membre, sous la forme no, comme argument de la fonction 

a/m B mQ3/dil«i m autant de fois que 0 a de diviseurs parmi les ο el 

chaque fois avec le coefficient ες; or ^ες = ο si 0 i. 

Si la fonction H jouit de la propriété H(.r) \\(y) = \\(.t:y), on aura, 
en outre, 

/c>=(?) Wt π [■ - C?)Mï (?) »(-). 

p parcourant les facteurs premiers différents de d. 
Donc 

s = it(Q
,

)i(4)vn|;
£(
,-f(rf)2 (f)n(«>. 

«<·<>-FisfeîCDnt'-O'xrti, 

d ne parcourt, en réalité, que les diviseurs du produit Ρ des facteurs 
premiers différents de Or, pour deux diviseurs d, d'de Ρ premiers 
entre eux, on a 

g(tï) g(#) = g(tW). 
Donc 

s = it(Q,)i(4)vn|;£(,-f(rf)2 (f)n(«>.s = it(Q,)i(4)vn|;£(,-f(rf)2 (f)n(«>. 
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et, puisque φ(0 =R cl(P)/P 

s-^D(Q-)n[-(ï),nfe]"ï(!)i>("). 

Si B(/i)s= 2Λ
ν
Β

ν
(/ΐ), λ, ne dépendant pas de H, on peut appli-

quer à chaque série S
v
, où Β est remplacé par B

v
, la transformation 

précédente. 

9. Prenons, par exemple, en observant la relation 

Στ = l'rh = - los(' - z)< °SI3I£'. 3Φ'< 

et sa conséquence 

1 *=(jî' τΓjT'Ï=Î - ■«
3

>· °
s

 1
3

1
s

 ■ ·
 3

 * ■ 

(où l'exposant ν — 1 est symbolique et la dernière égalité une définition), 

9 iit * 
/(»)= *.*""· 

On aura Α(Λ) = ο pour Λ<Ο, Β(Λ)= n~v, donc 

(ο ς(ϊ)^^ΠΗ?)Φ»). 

en posant 

HXD) = ï(^)^=nf'-(7)?]
,
W· 

.Vécrirai parfois H(D) pour H.(D). 

Prenons ensuite f(s) = s* et posons ^ (τ)
5

" ~
 σ

(
α

> ^)· 
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Il convient de définir cj(a, N) quand Ν = a Ν' (Ν' impair) par 

(ί) ®(a,N) = QWa,\'), 

ρ ayant le même sens que dans le cas analogue pour ψ. 

Les sommes 2 (^)
,v<x

 ^
 n

'
cst

 P
as impairementpair se ramènent 

à CJ (α, l)). Celles où Ν est impaircment pair s'y ramènent aussi pourvu 
que l'on fasse la même convention que dans (2). Je me bornerai donc 
aux sommes σ(α, D). 

< )n a ici 

A(n)= Y^-\j |U
i (U·, 

e'esl-à-dire 

I V = aa-v+1 (2niu si n#0 

λ^/ι;=< v = t 

F ·—— si 11 = o. 

Doue 

νΠ !,(„, = = vn'fxj!,, 

l>v — ry ^0 (a —V + I)!(ar)vei ι'ν ' 

>1 désignant une partie réelle, et 

ί w(a,n)= i^£©(o,D) 

(1)} + 2
Σ

(

. ~
1

 ° r;u ̂  π [■ - (?>"']h,O»). 

Cette formule fournit l'expression des Hv(<JD)= H
v
(De) et, par con-

séquent, des IIV(D) par les or de proche en proche pour les ν de même 
parité; si 1) est < o, ce sera pour les ν impairs; si D est > o, ce sera 
pour les ν pairs. 

Journ.de Math. (-V série), tome V. — Fuse. I, iK^,. ΙΟ 
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En substituant aux 1I
V
(D

0
)leurs expressions par les πτ(α, D

e
), on 

obtient une relation entre ©(a, D) elles sommes ©(v, D
0

) ou ν csl .5 a. 
Ainsi, pour a = ι et D < o, on aura 

•(»,D)=Q4|I[«-(^)]«0.D.)· 

Par exemple ©(ι, — :>8)= o. 
Au lieu de la formule (i) qui permet de remplacer II

V
 par /

v
, on 

obtient (H. WEBER, loc. c/Λ), en sommant séparément dans II
V
 les 

termes où η donne le même reste (mod D) et en observanl la relation 

.a'o«r(«)=r(,)+2(^-5^;) 

et ses dérivées successives [ pour v = t, il faut encore que ©(o, l))=o|. 

.a'o«r(«)=r(,)+2(^-5^;) 

On peut comparer ces expressions et leurs transformées par la rela-
tion entre Γ (a) et Γ( ι — a) avec celles déduites de ( 3) pour les valeurs 
de v d'une parité convenable. Pour les valeurs de v qui échappent à (3 ) 
on ne peut plus comparer qu'avec (i) (où Tune des parties du premier 
membra csl toujours nul le). Ainsi, quand D est > o, on a par (Y) : 

ψ- ii(D)=- 2 (") 1%'
sin

 π = - Σ (τ)
 lo

«
r

(n)<
D

 > ° '· 

D'après l'expression connue de 11(D) par le nombre des classes, celle 
relation s'ajoute, pour les nombres ayant la forme de discriminant, à 
celles employées par Stern (.Journal de C relie, t. 67) entre les fonc-
tions Γ dont les arguments sont des fractions de inéinc dénominateur. 
Elle donne aussi pour la dernière somme une limite inférieure posi-
tive. 

Si D esL < o, les choses se présentent assez différemment, comme 
on va le voir. 
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10. Prenons 

/(*) = aloi?r
 (γβτ)

 + 2
 (πη ~ ')

ι%
'-

— (]Τ7) — ') lofi»*niifj· 

Celle expression est la somme de la série de Kiimmer el l'on a 

/<·) = 2^-1^7 (»<·'< |D|). 

on, en introduisant une série doublement infinie qui converge d'après 
un théorème de Dirichlel, 

fr
) =

 ̂ 2Stel
e
-er <·> <*<| D |), 

η = ±:ι1 db 2, ..., ± *. 

Ici Λ (ο) est nul. Si 1) > o, B(//) = o. Si D < o, 

\/l) B(h) = a A (λ) v'D = ~~ v/—~D· 

Pour l)<o on a d'ailleurs, d'après la definition de Set la fin du 
numéro précédent, 

fr) = ^2Stele-er <·> <*<| D |), 

Posons 

ï(^ ==*(<»)· 

(Jn aura 

S = î(Ov'~ [Η(Λ) + Η(«β)Ιο
Κ

2^:ΐ. 

IMI transformant la première partie du second membre comme au 
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η" 8, on obtient 

Q'S = tv'— Ofl [' - (7)] [H(®)+ H(U>)I..
K2

Q'| 

-cl Q'S = tv'— Ofl [' - (7)] [H(®)+ H(U>)I..K2Q'| 

Le coefficient de H(co)^— D dans le dernier terme esl de la 

forme ̂  C^logy;, ρ parcourant les facteurs premiers dilicrenis der, 

dont je désignerai encore le produit par P. Calculons C,,. C;, esl une 
somme dont les éléments ne proviennent que des termes oùd=pA 

Δ parcourant les diviseurs de et où 0 parcourt les diviseurs de Δ, 

donc que des termes 

- Q'S = tv'— Ofl [' - (7)] [H(®)+ H(U>) 

Donc 

Q'S = tv'— Ofl [' - (7)] [H(®)+ H(U>)I..K2Q'| 

«*)"ϊβΚΪ)Π|'-(»)}]· 

q parcourant les facteurs premiers distincts de Δ. Doue 

«*)"ϊβΚΪ)Π|'-(»)}]· 

q parcourant les facteurs premiers distincts de -· Donc 

c'-q|)n['-(ï)]· 
q parcourant les facteurs premiers distincts de P. 
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Ιθ·8 = ̂ Π['-(?)] 
(4) 

κ|^Η(«) + II(.t.)lo
B

aQ· - Η(.ο)2 j 

lin particulier 

Q0S((û) = v
y—(0 [H(<v>) -+- H(io) log·* Qjj |. 

Or 011 a 

„
(

D)
=

_ f= - j | π f
1

 - (|) M ». .»o«> j 

= Π | · - CM ["(·») - »(*>! (7)^]· 

Ces formules fournissent la somme de la série H (D) pour D < o. 
lin désignant par K(D) le nombre des classes primitives de discrimi-
nant D, par T(D) un nombre égal à 2 si D < — 4» à 4 si D = — 1, 
à (» si D — — 3, et en se rappelant (pie Ton a, pour D„ < o, 

K(n») = "4§7"(|.|,«)' 

011 pourra écrire 

ll(n.) y/- D. = | Γ(ι)~ logic] + a £ (7" ) Ι<»κΓ )· 
1 

Inversement, la formule (4), quand le coefficient de H y est nul, dé-
termine complètement S et vient s'ajouter à celles de Stern. Dans le 
cas contraire, elle fournit une limite supérieure de S, car on a [cela 
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résulte dtî lu formule (5), p. 8Γ» | 

H( D,)v'— l>; <2^1iL'(logv'-D,,-o,
i
,
1
2G8:»). 

11. Considérons maintenant les séries suivantes où V est une fonc-
tion quelconque assurant seulement la convergence 

/,(A)=2ir(^"-+'^+'4 

/<Λ>=Σ(»)* (n V-+b^r +
 ™,)

; 

h'J— 4 ac = D = D
0
Q2 = (0^a, D

0
 étant le discriminant fondamental 

et φ le discriminant essentiel de D; 
a est positif, premier à »D, /y = ù

0
Q, e = e

0
Q2; //„, e„, j sont 

entiers; 
Si D 4 rn, /ι = o, dz ι, zt ·α, ..., zb yz sauf m — η = ο; 
Si D>o, η parcourent toutes les valeurs entières vérifiant les 

conditions ιι >o, 2#^- ·+■ Τ, U étant les plus petites solutions 

positives de T* — DU2 = /j. 

Uc signe ̂  aura le mèinc sens dans tout ce qui va suivre; on voit 

que, si D est positif, ce sens dépend de Λ. 
Un prenant successivement les valeurs de m qui ont avec \ le plus 

grand commun diviseur d parcourant les diviseurs de Q, on a évi-

demment 
Λ 

*(4(=2Arf). a 
et par suite 

ΛΔ) — Σ
ε
''
Λ

(ί/)' 
il 

12. Soit D, un discriminant diviseur de D = D, Da tel que Da soit 
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aussi un discriminant, Λ un nombre premier à aD représcntable par la 
forme (α, b, c) = r et positif à moins que r ne soit négative (la con-
vention relative au signe de A serait, je le rappelle, inutile, en prenant le 
symbole généralisé de Legendre dans le second sens indiqué au début). 

D1/Aa une valeur indépendante du choix de A : c'est un caractère de 

la classe de r que je désignerai parfois par ou par $ étant 

un système quelconque de formes ou déclasses pour lesquelles il garde 
la même valeur. 

Soit λ le nombre des discriminants simples fondamentaux ο tels 

que y soit un discriminant, λ—ι seulement des caractères fondante»-

taux (le dénominateur symbolique non écrit étant considéré 

comme arbitraire, toujours, bien entendu, premier à aD, positif, 
représentable par une forme de discriminant D et le même pour tous les 

caractères) seront indépendants, car ^ = ι. Je supprimerai 

donc par la pensée 1111 des caractères fondamentaux appartenant à 13,„ 
choisi d'ailleurs arbitrairement, et nommerai indépendants les λ — ι 

caractères fondamentaux restants. Tout caractère J étant expri-

mable sous la forme d'un produit de caractères indépendants, il n'y a 
proprement à considérer comme déterminations de D, que les 

2y' — ι termes du produit (ι + o) étendu aux numérateurs sym-

holiques des caractères indépendants. Mais comme il est avantageux 
d'y adjoindre l'unité, je considérerai D, comme susceptible de dé-
terminations qui sont les termes du produit précédent. 

Les K(D) classes primitives de discriminant D forment un groupe 
abélicn tx'D = ne ayant 1111 diviseur formé des classes où tous les 
caractères sont égaux à -h 1, et donnant lieu à une décomposition en 
complexes de la forme 

k b= PΚ., H- Κ
a
 -h.. . -H ΦK-IÎ.D, (Κ., — 1)1 

<ΓΚβ=φΚ;\ 
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chacun des λ — ι caractères indépendants conservant la même valeur 
dans toutes les classes d'un même complexe et deux complexes Φ Ke, 
φΚρ différant par la valeur d'un caractère au moins, sans quoi 011 
aurait φΚ

β
ΦΚβ = Φ, d'où φΚ

β
 — ΦΚρ. Ces G(D) complexes sont les 

genre* et Φ le genre principal. 

Tout caractère ou D, ι prend dans les classes de DC autant 

de fois la valeur -4-1 que la valeur — 1. Cela résulte de la formule (8) 
de la page 84 pour F(.r) = px~{~* et ρ infiniment petit. Les classes 
011 un caractère indépendant déterminé a la valeur -+-1 forment un 
groupe Φ>._,~ Φ«!1, d'indice 2 dans DC, et il y a λ— ι groupes analogues 
il'·'!, (/= 1,2, ...,λ— ι) répondant chacun à un caractère indépen-
dant; deux quelconques de ces groupes sont distincts, sans quoi le 
produit des deux caractères correspondants, égaux entre eux dans 
toutes les classes de DC, serait un caractère égal à 4-1 dans toutes les 
classes de ne. Formons le plus grand commun diviseur y.\_

2 de (ί)'Λ et 
de puis celui Φ)._3 de et de ..., enfin celui Φ, de Φ

2 et 
de Φ^Γ/' qui est précisément Φ et aussi le plus grand commun diviseur 
<les On aura ainsi une suite de compositions de m 

DC, Ά),_ |, 'J·! . · ·, 'i. > .... 

où l'indice de chaque Φ,· dans le groupe précédent est égal à 2. 
Donc (i(D) = 2>~l. De plus, si l'on a la décomposition 

<iv= φ κ. 14-... 4- φ κ; , 

(les K/ étant convenablement choisis et K.', — F), on peut supposer 
c|ue Ky = K'y. 

Voici une autre démonstration dont le principe servira tout à 
l'heure. Soit F(C) une quantité ayant une valeur déterminée pour 
chaque classe C, et 

2(£)F(C) = <I>(1)„D), 

la sommation s'étendant à toutes les classes de nc„. Multiplions 



SUR CERTAINES SOMMES ARITHMÉTIQUES» 8l 

par c étant une classe déterminée et sommons pour les 2>"~l 

valeurs de D,. Le coefficient de F(C)sera Π[
, +

 (ΰ) (;)]
 ex

P
rcs

-
i 

sion nulle si un seul des est φ égale à 2'"i dans le cas con-

traire. Donc, G étant le système des classes C où les caractères ont 
tous les mêmes valeurs que dans c, on aura 

2>-'2r(C)=2(£)<P(D„D), 

la sommation s'étendant à toutes les classes de G. Or, si 

F(C) = (%) 

D
<0 étant une des valeurs de D,, on a 

ο pour D, ^ D,0, 
v ; K(D) pour D, = D,„. 

Donc, t étant le nombre des classes de G, 

2'-1/ = K(D), 

c'est-à-dire que l est le môme pour tous les systèmes G (dont deux 
quelconques diffèrent par la valeur d'un caractère au moins). Donc 
Les systèmes G sont les complexes ou les genres. 

Soit AD Arf= a le groupe des classes primitives de discrimi-
nant D == D'ef* (D' étant un discriminant) qui, composées avec une 
classe quelconque de diviseur d cl de discriminant D, reproduisent 
cette classe. Tout caractère appartenant à D et à D' a la valeur H- I 

dans toutes les classes de et tout caractère appartenant à D, mais 
n'appartenant plus u D', prend dans les classes de aDti/ autant de fois 
la valeur -+-1 que la valeur — ι (la restriction exprimée dans ma 
thèse relativement aux discriminants positifs divisibles par ι G, 
quand d est pair n'est pas fondée, comme on peut le voir par la 
démonstration elle-même où l'on doit supposer que le signe des déno-
minateurs symboliques est déterminé). 

Journ. de Math. (5· série), tome V. — Fasc. I, 1899. I I 
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Les caractères fondamentaux perdus sont nécessairement indépen-
dants puisque le caractère fondamental supprimé appartient à D„. 
On s'assure d'ailleurs facilement que jamais un caractère perdu 11e 
peut être remplace pour D'par un autre qui n'appartiendrait pas àl). 

Supposons que les caractères perdus soient ceux qui correspondent 
}l · · ·» On voit comme précédemment que, si -vil est le plus 
grand commun diviseur de et de Φ et K't= ι, ..., K^-· 1111 
système de classes convenablement choisies dont deux quelconques 
différent par la valeur d'un au moins des caractères de D qui sont 
perdus pour D', 

Rd,1 — ιβ> Κ., -f-... H- 1)1» . 

On peut supposer que K'y appartient au complexe φΚ-y et par suite 

que K.y = Ky et ~ sont holoédriqucmcnt isomorphes. 

L'ordre dc^Dirfest 

η — ^1—dTT Γι /P'VI^E(iy) 

D'=£,
 E

(D) = I±iii5, 

T, U étant les plus petites solutions positives de T® — DU2 =· 4 en 

sorte que, si D < o, E(D) = cT(I)); t(D) = 2 si D < — 4; t(D) = 4 
si D = — 4;^(D) = tisiD= — 3. ρ parcourt les facteurs premiers 
différents de d. 

13. Tout cela rappelé multiplions les dernières équations du 

n° 11 par^ï^ = ^ (ir)]' prenons Δ = Q et soumettons 

les deux membres à la sommation ̂  = 2 = 2
 c

l
u

* inique Φ
10 

a, b, c a, b,.c, r 

(a,b, c) = r 

parcourt un système de représentants des classes de DCd, chaque repré-
sentant étant toujours choisi de manière que a soit positif premier 

à 2D, b = b
0
Q, c= c„Q2. Dans ces conditions la forme (ad,b,^\ 
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d'ordre cl, composée des deux formes (a, b, c) et^tf, \d,* ̂ ~DJ = p 

où ΧΞ= ̂  (mod2), ο|^ù = Xrf(mod2i/) puisque ^ est de ta 

parité de ^,1» parcourtfois un système de représentants de 

l'ordre d pour le discriminant D, et par suite (a, autant de fois 

un système de représentants de l'ordre primitif pour le discrimi-

nant 5^· On aura donc, les sommes relatives aux classes pour les-

quelles^—^ n'est plus un caractère disparaissant en vertu du théorème 

sur le groupe a, 

i^Î(^(Q) = i Σ (£)4&>· ιι,Ιι,σ. il it, bt H, r
e
 il* 

KâîîZ(ï)/(Q)=iv ΣD1/a h(d)/K(D0 d2), 
li,b,C il II, /'β d, «'g il' 

ou, en posant 

S
Dl

(rf) = 2 (^)2(^)
F

(
awa

"
h hdmn H- c^d*n*), 

n,b0il,ctil* m, η 
Vtil* 

Z
0i

(d)= 2 b
0
dmn-h c

0
d*n2) 

(t,/>0d,ctil* m, η 

si \ appartient à D
e
d3, 

SDt(d) = o, SD,(rf) = o 

si ^ n'appartient plus à D
0
d", et en admettant que F jouit de la 

propriété F(#y) = F(a?)F(y), 

(Λ Σι*ι(Q) _ypm SD,(d) dd'—Q 
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et 

<
2

> T^=i«'Wîm$y 

Il importe d'observer queStt|(^) et Σ„Χ</) ne dépendant en aucune 
façon du représentant choisi dans chaque classe de discriminant I)ecf3, 

pourvu que l'on y remplace par la valeur de dans la classe 

de ce représentant si est un caractère de D0Î/'. 

Multiplions les deux membres de (i) ou de (a) par CI étant 

un genre de dcb, et sommons par rapport aux 2>"", valeurs de D,. On 
aura dans le premier membre la valeur moyenne de h(Q) ou celle 
de f (Q) clans les classes du genre (}. Cette valeur sera par consé-
quent connue si les seconds membres le sont. 

Je rappellerai maintenant les deux formules suivantes de Kxonecker : 

1/2 E[(χ)-*-(χ)]Σl
'
(am

'+
b
»>"+> 

<t,b,c m, η 

(3) = (D) E ... *(»■«>. 

Ι F, fonction quelconque assurant la convergence, 

I t(D)= ι si D>o, 2siD< —/|, 4siD= — 6siD=—3; 

' D, et D
2
 sont deux discriminants liés par D, 1)

2
— l) ; 

/ lim Γ —p=L= H—- V (am3 -h bmn π- αι?)~*~* 1 

= [r'(.)+ log(- D) + logiisilriiïîi]. 

w D <o, η(ω) = e " (ι — βί"'πω>, 
/1 = 1 

- b 4- ν/Π Ι> + \/ΐ) 

t
 les logarithmes sont réels. 
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On voit sur la seconde formule que le dernier logarithme ne dépend 
pas précisément de la forme («, b, c) mais seulement de sa classe et 
cjue l'on peut y échanger α et c et remplacer b par — b. 

Je ne considérerai désormais que des formes positives. 

Prenons F(χ) = ΛΓ.'~ρ, multiplions (4) par et sommons pour 

tout un système de représentants r = (a, b, c). On aura, en désignant 

parO(D
(
, cl) une quantité égale à ι si appartient à D

0
i/a, nulle 

dans le cas contraire, et en posant {voir, pour le cas où D, = i, 
KRONECKER, Silzungsberichle, p. 211-220, 256-274; 1889) 

Z(D.. Q) = | [. - (£)] - Z(D„ 1) — ο 

(p parcourant les facteurs premiers différents de Q et pr étant la plus 
haute puissance de ρ qui entre dans Q), 

Z(D.. Q) = | [. - (£)] - Z(D„ 1) — ο 

X(D„D)= 81D'^1» 

|Kj-
r

(
,
)-

I

°K(-
D

)+Z(
D

..Q). 
si D1 =1 

(5)RTE) Σ (τ) logV(M');''(l,"> = X(D„ D) ('). 
"1 b, c 

Les logarithmes sont réels, la forme choisie pour représenter chaque 

(1 ) L'analogie de X(r, D) et des autres X(Dt, D) apparaît en observant que, 
si Da par exemple est un discriminant fondamental positif, 

RTE) Σ (τ) logV(M');''(l,"> = X(D„ D) ('). 
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classe est arbitraire; on peut remplacer b par — b et l'on peut échan-
ger a et c, c'est-à-dire que l'on peut remplacer chaque forme par une 
forme équivalente, par une forme opposée ou par une forme associée. 

En multipliant par G étant un genre quelconque, en som-

mant pour les 2*""' valeurs de D, et en désignant par une moyenne 
arithmétique dans les classes du genre G, on aura donc 

(,;) = Σ(ξί)Χ(Β„ D) 

(dans une sommation relative à D, l'indice supérieur du signe som-
ma toirc indiquera le discriminant que l'on considère). 

Soit d'abord Q > ι et q > 2 un diviseur premier ou non de Q. 
On peut toujours choisir le représentant r = (a, b, c) tel que a soit 

premier à &==o(modgr), c=^o(modçr2). Considérons la forme de 
diviseur y, 

p=(g,Xy,X1|?
4
'
?
 P), X==^(mod2), ο<λ<ι. 

On aura b ̂ "kq (mod 2 q) et, par suite, 

'•P = (a?>^) = ?(«. γ ψ) =qr' 

les quantités correspondantes à ω,, ω
2
 pour r' étant ω', = ω., =w2/q 

pelles seraient q ω,, q ω
2
 si l'on avait pris ω, = """ ^> ω

2
 = ^ · 

Quand /'parcourt les classes d'un des complexes ^.D>7C, de la de-
composition 

0C
D ^D, η CI "+" ^t

D(
yC

a
-+-. . .4- Λ0ι<)ί (C, — 1), 

un caractère ^ appartenant à ̂  garde une même valeur el 

sa valeur dans la classe de r' sera = un caractèreD1 
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perdu pour ̂  prend, au contraire, autant de fois la valeur -+-1 que 

la valeur — i. 

Écrivons maintenant l'égalité (5) pour le discriminant ψ cl pour 

un caractère ^ appartenant à en prenant pour système de formes 

représentantes £1 = 1,2,..., R« représentant une classe 

déterminée de &,
)(//

^. Quand on fait varier a, on obtient Ω
Β><7

 formules 

qui ne diffèrent que par l'écriture. Ajoutons-les; il viendra 

ω ktd) Σ (τ) ?^Q(D-f) X(D" ?)· 

Si dans le premier membre était remplacé par un caractère . 

perdu pour le résultat serait nul d'après ce qui précède. On peut 

donc écrire, quel que soit D,
t 

ω ktd) Σ (τ)
 ?

^
Q

(
D

-f)
 X

(
D

" ?)· 
a, b, c 

On en déduit, comme on a déduit (6) de (5), 

(8) -*»l°g'
U

V
W

^2(g)
x

(D„g)· 

En soustrayant (6) de (8), on obtient JUGlog ■ ^ )τ<»(ω ) οχΡΓί,ϊΐέ exprimé 

par des logarithmes d'unités fondamentales E(D,), E(D2), les loga-
rithmes de transcendantes culéricnnes ayant disparu. 

Soit maintenant Q> 1 et q un diviseur premier ou non de D, que je 
supposerai sans diviseur carré et premier à Q. 
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On pourra, dans chaque classe, prendre r = (a, b, c) telle que a 

soit premier à q et b^c~o(moâq). Alors - =D(mod2) si q est 

impair et ^ === j(mod2) si q est pair. La forme 

( D(mod2) si q est impair, 

p = q, yq, y2 q2-D/4q x 47/ | _.( mod 2) si q est pair, 

est ici primitive et r* = rp = (aq
t
 b, dont les racines sont encore 

ω', = — (*>j = parcourt en même temps que r un système de 

représentants de l'ordre primitif. On aura donc 

(0) KTD) Σ (τ)
 lo

ë"' ̂  y
 ?

 ^
 =

 (7)
X(D

··
D)

· 

(",) ***=i(t)(T)
x

<
d

'·°)> 

ces formules se réduisant respectivement à (5) et à (G) si q — 1, 
puisque ρ est alors la forme principale. 

14. L'expression 2 l°g
 T< ^W'^T| = Y peut se simplifier comme 

a,b, c 
il suit, en précisant le représentant à choisir dans les classes ambiguës. 
Appelons simplement racine de (a, &, c) la quantité ω, = ω; ω2 sera 
la racine de la forme opposée (a, — b, c), laquelle appartient au même 
genre. 

Si (a, b, c) est ambiguë, elle peut être supposée de l'un des deux 
types 

(11) («, o, c)oo(a, 2ahy c -+- a/èa)oo(c,ο,α), 

,
 N

 (a, c, c)uo(a, 4« — c, 4« — c)oo(c, ± c, a) 
(12)GO [c, c(2 Λ H- 1), a ·+· ch -t- c/έ2]. 
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Dans le premier cas, en prenant /· = («, o, c), on aura 

Û>2 = ω,. 

Dans le second cas, en prenant /' = (c, ± c, a), on aura 

+- ui 
ω

2
 = ω

4
 ± 1 et η(ω,); 

en prenant /■ = (c, ± 3c, α -h 2c), on aura 

+- ui 
ω

2
 = ω, ± 3, η(ω2)= e v η(ω,). 

Donc, en appelant toujours a le premier coefficient, 

(13)Y=r.i'o^
J

· 

α étant un enlicr convenable qu'on peut toujours supposer é^al à 8. 
Si q est une puissance d'un nombre premier, la même simplification 

s'étend à l'expression ^ ) == c^ct» 0,1 l)eul tou" = Z. En effet, on peut tou-

jours, en échangeant a et c dans le cas ( 11), où D = — f.\ac, cet !\ a — c 
dans le cas (12), où 1) = c(c — l\a), supposer que a est premier à q, 
et, dans le cas (12), que c===o(modç); dans le cas (11), 011 aura en-
core cl io(mod^), sauf si DH--i4(modiG) [il n'y a point alors de 
forme du type ( 12)| avec ()ξξξ 2(mod/|) et q = 2. 

Cela étant, la forme (a, o, c) ou la forme (a -l· 2c, db 3c, c) remplira 
les conditions imposées aux représentants de classe dans (7)01 dans (tj) 
et pourra être prise pour représenter sa classe, sauf si D ==·Ξ \(mod ι(>) 
avec (

v
) _: 2(inod/|) et q = 2 ; mais, dans ce cas particulier, les coeffi-

cients extrêmes de (a, o, c) satisfont à la relation acΞΞΞ — ι (mod {) et 
Γ011 prendra /· = («, (Sa, c -f- f)«). 

Dans ces conditions, si /· — (a, o, c), on aura 

ω, =- ω;,; 
Journ. de Math. ( V série), tome V. — Tasc. I, t899. 12 
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si r--(a, lia, c -+- 9a), q = 2, on α 

ω,
 ω

, -Η «, η(?! } = <i('^Jc '. 

Si /· --(«-H2C, ± 3«, c), on a 

Γ? = ((α + ·Λε)
?

, ± 3c, î). 

Considérons la quantité 

,.(ϊΛ,.(ϊΛ <·(-2 V:- Ή 

p (a-f-2c)7 

—- est racine do 3c, (« 4- 2c)<y^ cl, par suite», 

-£-^ί~ + :ub η(^) - *'4 y^)· ^ - ;; lo^ - - "J, 

ρ, étant un entier convenablement choisi qu'on peut toujours supposer 
égal à 8. 

On a de mémo 

log
Y

'
î((,J|)Y

'
tK)

 "log—vil, 

et la formule de transformation ~ *)(ω) v'~ 'ω appliquée de 

nouveau donne enfin 

log - / = a |0,r_VjL/ . " V(<»i) V(ws) Ι1 n *.ιμ(ω) 

Donc 

Z = 2/u E log n w/q 
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li$. Je voudrais maintenant revenir sur le cas où /(.v) = s* (n° 9) 
pour determiner GX(OC, D) selon le module D. Dans les sommes 

s - ι <ι - I , 

S(a, ± u) = S(a, η) — ^ S(o, η) = | //1, 
Λ — 0 

λ — \ η ι 

s(a,//)--= β(α,/ί)= 2 (τ)
5

*' ί = υ 

que j'aurai d'abord à considérer, je supposerai le second argument 
positif. 

Ï1 convient de remarquer de suite que S et S sont toujours paires 
quand le second argument est un discriminant et de mômetn(a,D) 
si 9(D) est divisible par 4. 

Pour abréger, je désignerai le plus grand commun diviseur (pris 
avec un signe indéterminé) d'une fonction numérique F(a, N) avec M 
par F'M'(a, N) et, si M = N, j'écrirai simplement F (α, N). 

Relativement aux sommes S(«, Λ), un premier procédé de réduc-
tion portant sur α est fourni par les formules connues 

ι 2S(i, n) h- S(o, η) = (η ι)2 — ι, 

(1)j Ca H- i) S(a, n) H- —S (a -1, Λ) -Κ.. 

\ -+-(«-+· I)S(I, n) -hS(o, n) — (n ■+· i)aM — i. 

Hn désignant par m, n deux entiers positifs premiers entre eux, on 
aura évidemment 

S (a, tnn) ==2 (
sm tn

T (
 m°d /w/i), 

S,l 

s et l parcourant deux systèmes de restes selon les modules n et m res-
pectivement, d'où 

S(a,/wrt)==maS(a, /*)+- rteS(oc, m) (mod /««), 
S'(a, mn) = S'(a, m)S'(a, n). 

Par suite, mn ... étant premiers entre eux deux à deux et M 
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étant leur produit, on aura 

| S(a,M)^2(^)
e

S(a,/w
<
.) (modM), 

('<> 

i (mod m,), 

S'(a,M)=JJS'(a, m,). 

Ainsi on est ramené au cas où le premier argument est une puissance 
d'un nombre premier. Si ρ est premier et oc = pl—px~* 4- β, S(a,/>λ) 
est congrue (mod ρλ) à δ(β,/)5), toutes les valeurs de la variable de 
sommation s qui sont ΞΞΟ (mod ρ) donnant alors .9*^ΞΟ (niod/>A) 
puisque p'-—p'~{ est toujours >λ, et les autres s*(mod pl), 
d'après le théorème de Fermât. 

Soient maintenant «, b deux nombres quelconques. On aura 

S (a, ab) — (s -h al)*, s = o, F , a — ι, / = ο, ι— ι, 
S.i 

et, en développant, 

ι S(a, ab) — S(o, b) S(a, a) -μ α α S(i, b) S (α — ι, a) 

(3) j 4- ~~~
α3 S(a, Λ) S(a — 2, a) 4-... 

4- «aS(a, b) S(o, a). 

Fn faisant a—px~\ b — p, ρ étant premier >2 et λ>2, donc 
2 λ — 2>λ, on aura 

Cl) S(a,/):~^S(a,/?'A-,)4-a^-,S(i,^)S(a- ι(mod />>·). 

Or S(i,ρ) — ——· Donc, si/>^ 2, S(i,^)==£0 (modρ) et 

S(a» />X)==/?S(«, px~{) (mod ρ*); 
par suite 

S(oc,//) — />*-· S(a,/>) (mod ρλ), 
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Les formules (i) donnent d'ailleurs de proche en proche 

(A 4- 1)! S(a, Λ)==Ο (mod Λ). 

Donc, si η — ρ et a < p
1 

S(a,p)^ ο (modp), si a</? —1, 

S(a,p)-~— ι (modp), si ot=p— 1, 

Or, dans ces dernières formules, α peut évidemment être remplacé 
par un nombre qui lui soit congru (mod p — 1). Donc 

( ο (mod/?*) si α ο (mod/> — 1), 
( ~ (mod px) si ot ΕΖΞ Ο (mod ρ — ι ). 

Supposons maintenant ρ — 2. Alors S (ι, ι) = ι, et pour cjue le 
second terme au second membre de (4) contienne le facteur 2λ, il faut 
supposer que est un discriminant, donc λ>3. En revanche, si l'on 
observe que 

j — 22 (mod 10) pour α = i,2, 
S(a,8)== < 2s (mod i(i) pour α pair>4» 

( ο (mod iG) pour α impair >1, 

on obtient, en supposant λ^4> la formule suivante plus précise, qui 
se trouve vraie encore pour λ — 2, 

| — ·>.*"' (mod aUl) pour α = ι, 2 J 

S(a, 2'·)== < 2V1 (mod 21+l) pour α pair >4 > (λ='Ό· 
( ο (mod2u') pour α impair >3 ) 

En désignant donc d'une manière générale par χσ la première puis-
sance d'un nombre χ qui soit la valeur absolue d'un discriminant, 011 
aura en toute hypothèse 

1 S(a,/;*)= ο (mod/j*) si αψέο [modf(/i'T)| et# cl (p) 

< S(a,
i
p>)== — />*-' (modp1) si a==o [mod^//*)] ou = ?(/>), 
[ (p premier > 2 ; ± p" est un discriminant fondamental). 
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Donc, Ν == π ρ)' étant la décomposition de Ν en facteurs premiers 
ι 

et <j? le produit de ceux pj des facteurs premiers p( pour lesquels 
α -~o mod φ (ρ* ) ou = φ(/?;) et tf, = JJ />*', on aura, d'après (2), 

Si α, Ν ) - - Ν 2 (I)- i (mod Ν) = β» + kΝ, 

' S'(a,N) = 5, 

# — ~ ( Τ ) étant premier à <f et divisible par ( (# = 1 

si α = ι). 
Soit y un diviseur commun à Ν et à a; on aura 

(s 4- λΝ)α- .να (mod ΝΫ). 

Donc S(a, Ν) apparaît comme ayant une valeur déterminée (mod Nv) 
indépendamment du système des restes parcourus par s. Donc k sera 

déterminé (mod q) et, si Ton pose S(a, Ν) = 2—, les différentes va-

leurs de g' seront de la forme g' — g -+- λ Ω. 

1G. Dans s(a, N) comme dans σ(α, Ν), la variable de sommation 

ne parcourant que des valeurs premières à X, il suffira, si X = JJp,'' 

est la décomposition de Ν en facteurs premiers et M le plus petit mul-
tiple commun des nombres φ (ρ)1), de considérer les valeurs de α qui 
sont <M. Comme d'ailleurs s(o, Ν) = ?(Ν), je supposerai α> 1. 

On a, m et η étant premiers entre eux et s, t parcourant des sys-
tèmes complets de restes selon les modules m, η respectivement, 

.s ( a, mn ) ·. (sm + inf (mod ,nn)i 

^2 (τ) w<Xii(a>n) +2 (τ) ,λβδ(α'nt) (mod mn)' 
t s 

=MEÇ(/«)«(A, Λ) -+- ηΛγ(η) s(a, ni) (mod mn). 
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Donc, a
n
 a

2l
 ... étant des entiers premiers entre eux deux à deux 

et A leur produit, 

*(«. A)=?-2 (£)*(«,a,) (mod Λ). 

En prenant α
(
 = ρ}' on est ramené au cas où le second argument est 

une puissance d'un nombre premier et l'on peut supposer dans chacune 
des a (a, cti) a réduit à son plus petit reste [mod ?(&/)]. Soient «, b 
deux nombres positifs tels que a contienne tous les facteurs premiers 
différents de b. On aura comme précédemment 

(1) j s(a, ab) — S(o, δ)β(α, a) 

! -h «flS(i, b)»(oc - i, a) -h.. .4- a*S(a, b)a(o, a), 

et l'on est encore ramené au cas où le second argument est un nombre 
premier où, par conséquent, .s = S. 

En faisant dans (ι) a — ρ premier impair, b = p1'*, on obtient 

ί ο (mod py) si α ο (mod ρ — ι ), 
ρ1 ' *(«,/>)---= λ_, ( Α Λ 

( — /r1 (mod ρ1) si «~ο (mod ρ — ι). 

De même, en faisant a = a*"', b = 2, on obtient par récurrence, eu 
partant de s(a, 8), 

( a*~' (mod 2U') si α est pair, 
s (α, 2λ) . , 

( ο (mod a**') si a est impair, 
avec 

2 (mod 8) si α est pair, 
.s(α, -

4 (mod 8) si a est impair, 

«(a, 2) = 1. 

Ainsi on a d'une manière générale 

° (,nod^) si [mod9(/>')) j 

s (a,' — py~' (modρ>·) si «r=o f mod^ip")| jpy= 3 
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D'ailleurs la seconde des deux formules corrélatives (n° 4) 

S^a, I\) -+- \
β
=2^

β
*(

α
> d ), dd'~ N, 

β(α, Ν) = 2î
</
</*['S(a, d') + ̂

β
] =2)ε

<
/^"δ(α,ίί') 

fournit immédiatement le même résullat. 
Kn désignant par Ω le produit des facteurs premiers différents pj 

de X tels que «: - ο f mod ?(pj)| en même temps que 

5
(?)^

l> (lnocl/>/), 

on aura 

i »(«, Ν)·,-Ν Σ (^)*"? ( <
raod N

) | 

I -<f.« ! 

en posant 

g = -, 7{rf)
 9W· 

et 

S'(a, N) = jp 

g est premier à Ω cl divisible par ; si α est impair, Ω = g — ι ; 

si α est pair, Ω n'est pair que si N se réduit à une puissance de ί et 
alors Ω = :>«. 

Ainsi h'(2, ι a) = 4, tf'(a, ιϋ) = β, ϋ'(ι, 48) = β'(3,/|8) =/|8, 
i'(a,48) = i(i. 

Comme jiour S, si // est un diviseur commun de X et de a, on aura 
pour β (α, X) une valeur déterminée (mod ^N) indépendamment du 
système de restes que parcourt la variable de sommation. Donc A sera 

déterminé (mod q) et, si l'on pose 8(a, N) = > les différentes va-

leurs de g' seront de la forme g' = g H- kù. Je ne m'arrêterai qu'au 
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cas où q = 2. Alors «"prend £ φ (Ν) valeurs de la forme S η-h t. Donc 

.ça4- (Ν — «)αΞΞΞΐ s® (mod 2N), 

θ(α, N)==/w.i6 4- φ(Ν) (mod 2N). 

Donc, si Ν ==rb 2, ± 4, 8 (mod iG) = 2^N' (N' impair) et pourvu 
que φ(Ν')==ο (mod 4)> Ω étant alors impair. 

«"(■. Ν) = -

Si φ(Ν')== 2(mod 4), û est encore impair, et l'on a 

S"s'(«-N)=4. 

et si Ν' = 1, les formules du début donnent le même résultat. 
Soit maintenant N~o(mod 16)= 2VN' = ab, N' impair, b — 2^, 

λ=ξξ± 4, 8(modiG). La formule (1) montre que $(oc, N) contient 2 
à la puissance ν -h 1 si?(N')==o(mod4), et seulement à la puissance ν 
si φ(Ν')^ o(mod4)· 

Donc, quel que soit le nombre pair N = 2vi\/(iY impair), on aura, 
si α est pair, 

i»(«.N)=TT (a pair), 
(3) 

j g-'sso^noda) si ^(N') = o(mod4), 
[ 1 (mod2) si γ(Ν')^o(mod4). 

Si α est impair, s(a, N) est encore déterminé selon le module 2N. 
Toutd'abord, si N est impair, s(a, N)scra paire toujours et seulement 
quand ç(N) = o(mod4), chaque valeur de la variable de sommation s 
donnant avec la valeur N — s une somme «®±:(N — «)" impaire (et 
cela est encore vrai si α est pair). 

Si N est pair, on a (en supposant N > 3) 

«® + (N — «)" — aNs®-1 (modaN), «®_l= 1 (mod8). 

En faisant donc parcourir à s les Jç(N) nombres premiers à N 
Journ. de Math. (5* série), tome V. — Fasc. I, 1899. 10 



9» DR SKGL'IKH. 

βΐ < — OU θΙ)ΐί(.Ί) I 

j >>(α, Ν) = (α impair ), 

(U j ο(mod2) si 9(\)==s»(modί), 

' μ'ζ-ι ι (mods) si ^(N)^o(mod4), 

et ici 12 = ι. 

Les formules (3) et (.{) subsistent si Ν est impair. 
La relation H- A,û(mod«) détermine la parité de A si ϋφ·ι. 
Si 12 = 2 (donc Ν' = ι cl α est pair), les formules du débit t donnent 

A ^o(mod2). 
Κ η résumé, on peut écrire, K[./;] désignant le plus grand entier 

contenu dans ./·, 

Α·ΞΕ[£^(Y)](mod2) si α est pair (X = aW>i)\ 
Λ ΞΞΞΞ Ι -μ ^ o(\)(niod2) si α est iiri[)air (Ν "ζ 3). 

17. Arrivons maintenant aux sommes πτ(α, D) et observons de suite 
que GT(O, D) = ψ(ο, D), cj(a, Qa) = s(a, Q2). 

.Vi\[)[)Q\\cvn'i complement quadratique (V\m nombre Λ le produit pris 
avec le signe de Λ de tous les facleurs premiers dill'érenls de Λ qui 
entrent dans A à une puissance impaire. 

Lorsque .v et l parcourent un système de restes positifs selon les mo-
dules m, η respectivement, m el η étant deux discriminants premiers 
entre eux, si μ, et ν sont les compléments quadratiques respectifs de m 
et de η, sm^.-hinv parcourt un système de restes positifs selon le 
module mit. et l'on aura 

o(«, ""»)£= 2l( Τ (/ιν)θ I" ρ + Hnf(no<]mit) 

ou 

σ(α, /η/ί)ΞΞΞ(/Η|χ)βσ(ο, m)πτ(α, /*) -t-(/iv)e®(o, ;/)σ(α, w)(mod//?/*). 

On voit que si ni m ni η ne sont des carrés, tn(a, mn)rJ=z o(iuodmu). 
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Plus généralement, si les discriminants an a2i ..ayant pour pro-

duit Λ, sont premiers entre eux deux à deux et si α,, a
3

, ... sont leurs 
compléments quadratiques de produit Λ., on obtient, en observant que 
pour deux nombres quelconques a, h premiers entre eux on a tou-
jours nr(o, ah) = GT(O,«)GT(O, h), 

ci(a, Λ)=3 2(^)*
ro

(°» £)
 CT

(
a

» «<·)(
,110ί1

 A). 

On est donc ramené au cas ou le second argument de trr est un dis-
criminant simple. 

Knlin, comme précédemment, si d est un discriminant contenant 
tons les facteurs premiers du carré c (à une puissance quelconque), 
on aura 

. j us(a, de) = S(o, c)σ(α, d) 
( -ha|</|S(i,e)tar(a — i,c/)-f-...-f-|f/|aS(a, c)tu(o, d), . 

où le second argument est lin discriminant fondamental simple. 
Tout d'abord, si d est un nombre premier impair discriminant fon-

damental de de — c (d'après notre hypothèse ο est simple), on aura 

(2) °*(α, dc)^cTs(x, d)(modde). 

Il s'agit de calculer σ(α, d). Soit \ d\= p. Ilya^^~'^ nombres d 

appartenant à l'exposant p 1 > et ces nombres sont parmi les résidus 

quadratiques α dc/>. Si α n'est pas un multiple de p ~1 (ce qui suit ne 

s'applique donc pas kp = 3), a'a — 1 sera premier à ρ et la congruence 

aa E a =^«"(rnod/?) 

où la sommation s'étend à tous les nombres a donnera 

^q*==o(mod p). 
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En désignant par b les non-résidus, on aura de même 

a'a^b*~ 2^
e
(
mo

dp)t 
d'où 

2&es=o(mod/>), 

la sommation s'étendant pareillement à tous les nombres b <yu. Donc 

©(«, d)=i — ̂ ba^o(moàp) si oc^o^mod ^
 a
 '^· 

Si α = i} '■ (et c'est toujours le cas si ρ = 3), on aura, puisque 
ι-' 

b 1 ~ — i(modjo), 

cs(a,d)~^
i
aT' — ̂ b * = == — 1 (modρ). 

Si α = ρ Γ , 
©(α, d)^o(modp). 

Si donc S est impair, la formule (2) donne 

(-/-'(modo) si ass^-^mod/) -1) (p> 3), 
©(α, Ο)Ξ=< 3 

r ο (modo) dans tous les autres cas. 

Si d est une puissance de 2, le calcul direct donne d'abord 

-2 (mod 8) si a est imapre, 
©(oc, — 4)== 

( o(mod8) si α est pair, 
(3)( 8(modi6) si α est impair, 

( o(modiG) si a est pair, 

t ©(a, 8) = o(modiG). 

La formule (τ) donne alors pour | S | = 2λ en y prenant | d| = ax~2, 
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c = /j, cl en partant de (3), 

I l—2u,(mod2'+') si α est impair, 
ι ο (mod2'+·) si α est pair, 

(\) { ( 2λ (mod2A+') si α est impair, ) 
I [ ο (moda^1) si α est pair, ) 
\ cj(a, 2x)~o(mod2x+l) (Ximpair). 

En résumé, tar'(oc, S) = 8 si α n'est pas un multiple impair de j?(o
0
) 

et si §
0
 = 8 (o

0
 est le discriminant fondamental du discriminant 

simple S). Dans tous les autres cas, ©'(α, £) = ^--

Composons maintenant ces résultats élémentaires par les formules 
du début. Soit D un discriminant quelconque non carré, de discrimi-
nant fondamental D0

 et de discriminant essentiel (ô. Posons 

D = D0Q2 = D0Q;^ = cd^. 
On aura 

©(oc, D)~^e9(^2)©(a,®)(modD), 

et l'on pourra écrire, pour oc>i, 

1 ra(a,D)=i5 + xD, 

(5) w' (a,D) = D/w 

ω ayant la signification suivante : 
Si D

0
 ne contient qu'un seul facteur premier p(p> o) et seule-

ment à la puissance σ (la plus petite qui fasse de p° la valeur absolue 
d'un discriminant) et si en même temps α est de la forme —?(f><T) 
avec <p(^)^o(môdp), ω=ρ; dans tousles autres cas où D n'est 
pas carré, ω = ι. 

On voit que ω ne pourra être pair, c'est-à-dire égal à 2, que si 
D = — 2λ, λ étant pair et α impair, γ est toujours premier à ω. 
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Ainsi UJ'(I, — 3G) = 3G [ici α = 1 est bien un multiple impair de 
Jç(a*)=i; mais o(^) —9(3)n3o(mod2)]; σ'(α, 48) = 48, quel 
que soit «; tn'(a, — /|8)= iG, si α est impair; cr'(a, 48) = 48, si α est 
pair; tu'(2,80)= i(i, ci'(2, iGo) = 1G0. 

18. Si α et 1) ont un plus grand commun diviseur y, ra(a, I)) con-
serve une valeur déterminée (mod</) quand on change le système de 
restes que parcourt s. Donc κ est déterminé (niod^) et les différentes 
valeurs de γ sont de la forme γ' = γ -+- κω. 

.le ne m'arrêterai encore qu'au cas où q — 2 et je poserai D = 28D', 
0 = 2, D' = ± Ρ (Ρ impair > ο), D n'étant pas un carré. 

Soit d'abord D > o. Comme alors ^5^
 =

 °n nui"® 

(7)s° + (D^)(D -s) a = 2 (D/s) sz ( mod 2D) 
Donc 

ci(a, D)=//i. 1G 4- 2 5i(o, D)(mod2D) 
Ξ m. i6(mod2D). 

Par suite, si D = ± 4, 8(mod 1G), 011 aura cj,îU)(a, D)=2D/w 
Si D~o(mod iG), la formule 

d(a, dc)= S (o, c)ro(a, <7) -4- α | d | S(i,c)car(a — 1, «/) + ..., 

où l'on fait de = D, e = 22^, d = ±4, 8(mod iG) donne 

«"·'(«, D)=îS. 

Soit maintenant D < o. Alors ^ et 

( 7 )CIDI — «D(mo<laD) 
ΤΞΞ o(mod2D) ; 

de fait ω est alors égal à 1, car α étant pair ne peut être multiple 
impair de £φ(ω) qui est ici impair, puisque — ω est un discriminant. 
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Si α est impair, t»j(a,D) est encore determine selon le module 2D. 
Tout d'abord, si D est impair, πι(α, D)~'9(D)(inod 2) connue 
S(«, D) (et cela même quand α est pair). 

Supposons D pair. Si D> o, ou a, comme lout à l'heure, 

(7)**(ï>~^)CO — *)» —(j)»D»*·';--D(^)(i«oJaD). 

w(a, Ό)ΙΞΞ ^ CT(O, D):.έ~ o(mod 21 ) ). 

Si D < o, il faut distinguer plusieurs cas. 
Soit 0 = 2, D = 4D, = — 4P» P^-f- i(mod4). On aura, pour 

.v< 2P, 

(?)■-(tL·)- (9~(ak> 

(7) ·'*+ (ïP<a" ·<)·+ (T£P) (* + ?·ρ>·+ (iFb) ('<p - 'f 
= (7) Κ — (* ·Λ^)" — (s-t- 2Ρ )" ■+" (·* — 4 P)e]ss — 4«Ρ .νβ~1 (mod 2 D). 

Donc les termes de ta (a, D) se réunissent 4 Pa|* \ pour donner 
1111e somme ξξξ D (mod2D). Donc, si ^(D)£_jo (mod8), c'esl-
à-dire si ^(D)el-ho (mod4), on a bien ci(a, D) oOnodaD); 
si ç(P)^o(inod4) cl P=^i, on aura ci(a,D) :D(mod>.D). 
Ainsi, ΠΤ(Ϊ,30)Ξ=30 (mod72). 

Soit toujours D = — 4P» mais P.^—i (modj). On aura, pour 
*<2l\ 

(?)■-(tL·)- (9~(ak> 

(7) **+(îicr.) <*v-r+Uvp) <·+- *r-(*Fb) «>'-')· 

= (7 j ( 1
,s

'
e

 ~ -\

α
Ρ)

 0
 (

m0(l 8). 

Donc 

w 2D (a,D) = 2D/w 

Soit maintenant o = 3, D = 8D' = — 8P (P > o impair). Ou aura, 
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pour»<4P, (7)
 = —

 (nRp)·
donc 

(7)*''","(rRp)(i + 4P)S—-4aP(7)«*" (modaD) 

==_4p(5\ (modaD). 

Mais ^ (7)
 =

 (^37)
 el

 ^
es tcrmcs de tar(«,D) se groupent 

quatre par quatre pour donner une somme ==D (mod2D). Comme 
d'ailleurs ici 9(D) = o(mod8) (en supposant P=£i), on a encore 
cr(a, D)ΞΞο (modsD). Ainsi ©(1, — 2\) = ο (mod48). 

Si maintenant D==o (modiô), la formule 

πτ(α, de) = S(o, c)cr(a, d)-+- a| d\ S(i, c) σ(α — 1, d)-h..., 

donnera, pour de = D, c = 22?, d = — 4P, — 8P,P étant impair > o, 

πτ(α, D)ΞΞΞο (mod2?*e); 
D = 28D', α impairs et D'<— 1; δ > ο; 

ε = ο si D'= — i(mod4) avec ç(D') ̂  ο (mod4), δ pair; 

ε — ι dans tous les autres cas. 

On remarquera que, si D' est <0 et Ξ—ι (mod4) avec 
9(D')^o (mod4), on a nécessairement D'= — ρ étant un 
nombre premier de la forme 4 η — ι ; le discriminant fondamental, si l 
est pair se réduit à — 4 et D = — 22B p2y 

En résumé l'on peut écrire 

(6) ®(a, D):= · —> D ~ a^D' non carré, D' impair; 

si orro, γ' est pair sauf si <p(D') ψά ο (mod4) ; 

si δ > ο, γ' est impair quand, α étant impair, on a, ou bien D=— a5, ou bien 

D =— 2ρ = — ι (mod4) étant premier positif; γ' est pair dans tous les 

autres cas. 

La relation γ' = γ -l· κω détermine la parité de κ si ω φ 2. Or, 
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si ω φ 2 donc ω ̂  ι (mod2), ou bien = ι et alors γ = =fc ι, ou 
bien *> > ι et γ est pair. 

Si ω — 2 c'est que D = ± 2λ et les formules (/j) montrent que χ est 
toujours pair. 

11). En désignant par«, ceux des restes,?, danse et dans or, pour 
lesquels (Jpj — i, par ceux pour lesquels = — '»on 

saura, par ce qui précède, déterminer la valeur (modD) des 

sommes ^tcnclucs respectivement à un système de 
nombres a, et de nombres compris entre ο et | D |, c'est-à-dire les 
sommes 

7„
e
(a, D) = χ(α, D) = -J[*(a, D)-h ε«(α, D)|, 

ε = ± τ, '/.ι *Λ-·=2
λ
-.· 

On a immédiatement en efl'ct 

(') (modD), 

ιu ι=Hi»; ■ étant la décomposition de | D j en facteurs premiers, 

k parcourant les facteurs de Ωω; 0 = ε, si pk = ω; 0 = ι, si p
k
 φ OJ est 

nécessairement premier à Ω sans quoi α devrait être un multiple à la 
fois pair et impair de 59(ω'). 

On peut encore écrire, d'après les formules (3) et {(\) du 
nu 1(> et la formule (G) du n° 18, 

(,) . χ,
(α
,0)=ΐ(^4-^). 

La formule (i) montre que 

·/.;(«> D)=;w »;=<' ou i, 

et η est évidemment nul si D est impair, puisque y' est entier. 
Journ. de Math. (5· série), torne V. — Fasc. I, 1899. I4 
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Si D = 2«D' (D'impair, δ > o) non carré, on a, d'après (2), 

η = £·'ω 4-εγ'Ω (mod2), ο<η<ι, 

et il faut distinguer plusieurs cas : 
Soit α pair donc ω impair. SiD'^± 1, Ω est impair, γ'= ο (mod 2). 

Donc η = «-'(mod2). Donc η ne peut ctre égal à 1 que si 

o(D')=zio (mod4), 

c'est-à-dire que si D = ± 2δρλ, ρ étant un nombre positif=— 1 (mod4). 
Ainsi χ', (2, ±i2) = 2, /;(2,24) = 4. 

Si D' = ±i c'est-à-dire D = ± 2δ, Ω = 2, g' est impair et de 
même ω puisque α est pair. Donc η = 1. 

Ainsi χ', (2,2.4) = ι, χ', (2, ± 8) = a. 
Soit α impair, donc Ω = 1. g' ne cesse d'être pair que si δ = 2 

avec D' = —1 et alors ω = 2. Donc Υ]=γ'(mod2). Donc η ne 
peut être égal à 1 que si D = — 2/?2λ, ρ étant un nombre premier 
~— 1 (modj) ou si D = — 28. 

Ainsi 

Z'18)=8> /.Χ'.—8)=4.Z'1 (1,-16) = 4, 

/,'.<> » — 24) = 2-1, χ',(ι, — 30) = 18, y/,(1,-72) = 72. 

En résumé η n'est égal à 1 que pour les discriminants non carrés de 
la forme D = ± 2δ/)λ(δ >· o)^D étant un nombre premier—— 1 (mod4) 
et ^ — ι, et encore faut-il, si α est impair, que D soit négatif et que sa 
valeur absolue soit un carré ou une puissance de 2. 

En particulier, si D
0
 est un discriminant fondamental, 

Z.(i»D
0
) = o (modD

0
), D

0
^-3, — .4, —8. 

Si D'= 1 (mod4) on aura toujours, pour D = 28D', 

(3) X'O. D)= j; «impair. 

Ainsi y/0, - 3) = ι, χ'(3, - 7) = i. 
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Les sommes (
α

 ^
m

P
a

^
r
) Rendues à tous les nombres 

/*, t (modN) pour lesquels = -+- 1, = — 1 seront donc tou-

jours divisibles par — si | Ν | est un discriminant. 
Si Ν = aN' (N' impair), elles seront divisibles par N' pourvu que / 

ou t parcoure des valeurs impaires donnant toutes un rncme reste 
(mod8). 

20. [\ étant un entier quelconque, j'entendrai par ζ (ou ζ', ζ",...) 
une unité positive ou négative choisie de la manière suivante : 

Si Ν ̂  2 (mod4). ζΝ désignera un discriminant, en sorte que, si Ν 
est alors pair, ζ pourra être pris indifféremment égal à ± 1 ; 

Si N = 2 (mod4) = 2N', ζΝ' sera ~i (mod4). 
Si Ν = PQ, on pourra toujours, au moins d'une manière et au plus 

de quatre, trouver trois unités ζ, ζ', ζ" telles que ζΝ = ζ'Ρ.ζ"(}. 

J'entendrai encore para
t
(£ = ± 1) un nombre positif tel que =1 

et qui, lorsque Ν = 2 (mod4), sera supposé = p (mod8), ρ étant im-
pair et le même pour tous les a

e
, d'ailleurs arbitraire. Pour chaque 

valeur de ε a
e
 aura £<ρ(Ν) valeurs incongrues, selon le module Ν si Ν 

n'est pas impairement pair, selon le module 4 Ν si Ν est impairement 
pair. 

A l'aide des résultats précédents il est facile d'étendre au cas d'un 
entier quelconque Ν que je supposerai d'abord n'être ni un carré im-
pair ni le double d'un tel carré la décomposition connue de l'équa-
tion ôN(a?)=o aux racines primitives de #N=i par l'adjonction 
de γ^ζΝ (en prenant ζ = — ι si Ν est un carré pair, de manière que ζ Ν 
ne soit pas un carré). 

Posons 

ΑζΝ,ε(Α) = A,(a?) = JJ — e * ) = a°
z
x"-l· a*x"-' -h..., 

'» = îî(N)· 
Un aura 

Οχ(λ·) = A,(.r) A..,(#), 

2«"' » =-;κλ·,ζΝ) + 4(*,ζΝ)]. 
«» 
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Les formules de Newton 

ν=λ—1 

~ 2 α'Λσ{Ι< ~ V/CN) ■+■ εψ(Α· — ν, ζΝ)| H- kak — o, 
V =0 

«Ï=L k — 1,3, ...,//, 

fournissent par récurrence les ak
t
 sous la forme ak = yk-{- ε-Α\ζ\, 

les yh zh étant rationnels. D'ailleurs, les a\ étant des entiers algé-
briques comme les racines dont ils sont des combinaisons entières à 
coefficients entiers, il en sera de même de iyk, 23Λν'ζΝ, donc «aussi 
de ayA, 2zk. 

Les coefficients a"~k sont liés l'un à l'autre par l'identité 

xkA
6
 (M = ( — i)V N ~ ' JJ \œ — r. s ) 

= ( — i)V N ~ ' JJ \œ — r. s ) 

Or, on a 

Ze (1, CN) = (#'·+ £)?K (mod Ν), ύ(,,ΖΚ)~±, 

g, γ', ω, η ayant relativement à ζΝ, ou à si Ν est impairemenl 

pair, le mcme sens que plus haut relativement à D. 
ω ne peut jamais être > 3. 
Si ω = ι et η = ο ou ι, peu importe le signe du coefficient de r.i 

dans Γ exponentielle. 
Si ω = 2, c'est que Ν = — 2aP. Alors η = ι et 

Χε(«, *CN) = (mod a.N) 

sauf si Ν = Donc que i\ soit > \ ou = f\, on a 

(— ι)"c s Ίλ ζ '= — εε, Ν = — 2aP. 

Si ω = 3, c'est que Ν = 3Q% les facteurs premiers de Q étant 
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tous 2 (mod 3). Alors g'r^.o (mod 2) et 

φ/,(ι,ζΝ)Ξ=-^Χ (inod 3). 

Or γ'= γ 4-χω ===: γ ( mod 3). Donc QÇ»(Q)=E Q (inod 3). 
D'ailleurs γ' est ici pair et Q impair. Donc y'~Q-t-3 (modfi) et 

-£■ — Q (mod 3). Donc ÇNj^eQ (mod 3) et 

( — l)f> s ' ' = (— l)"c 3 . 

Ainsi 

2A
 73.i(.r) = a.x,a" -h (— 1 — tsj—3 ) x'3 

4- ( — 1 4- ε \/ — 3)xx0 -f- ίχ"'' — 1 — ε yj — 3 
_ IOTt/g 

_
 #

 jï" — e3 
- ΐτΐΤΤ 

./·' — e » 

En se servant des mêmes principes on peut obtenir d'autres décom-
positions. Ainsi quand Ν est divisible par 4 et non carre, =fc A est un 
discriminant non carré et l'on peut changer à volonté la détermination 
de ζ. Mais les a

t
 changent en même temps, car parmi les nombres 

premiers à Ν il y en a toujours qui sont =— 1 (mod 4)» bun des deux 
nombres a

z
, i\ — a

t
 par exemple. Et de fait le radical adjoint change 

avec ζ. 
Soit A = 2\', A' étant impair. Quand «parcourt les φ(Ν) nombres 

< Ν et premiers à Ai, —~~ = «' parcourt les φ(Α') nombres < ÎV cl 

premiers à A', en sorte que 

0,(.χ·) = f J (./; H- η Y ) — t - 1)*'* 0
N

.( — χ ), 

cl, en exceptant le cas où i\ = 2, 

0*(Œ) — ^.ΝΛ — 'L') — AR
V|

( — X)AY
V

_
}

( X). 
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Ici, en posant ε = ε', on a AÇV)C(— χ) = Açx e.(j?); et le même 

radical a bien en effet etc adjoint dans les deux décompositions 
puisque 

ψ(Α, ζΝ) = ψ,(- k, ζΝ) = (î) ψ„(- k, ζΝ'). 

Soit enfin Ν = PQ, Ρ > ο contenant tous les facteurs premiers dif-
férents de Q et ζΝ = ζ'Ρ.ζ'ί}. On aura (n° 4) 

0K(ar) = 0P(^) = AfP|1(ar,i)Atl.,.1
(a?u). 

Cette décomposition correspond à l'adjonction de \/ζ'Ρ, laquelle 
n'équivaut à celle de y ζΝ que si ζ"(} est un carré. 

Appelons bt les nombres jouant relativement à ζ'Ρ le rôle des a
t
 re-

lativement à ζΝ. On aura 

AEp,2= ) = £]>-« " J. 
I>t l>

t
, ν 

V = I,2,...,Q. 

LE plus grand commun diviseur de AÇP>I(ÎP
q) et de AÇ!M.(A?) (ε = ± I) 

sera ni χ — β * /, γ parcourant ceux des nombres b
e
 -+- Ρ ν qui ap-

partiennent aux a6. 
Supposons que ζ'Ρ soit un discriminant (contenant toujours tousles 

facteurs premiers différents de Q). Soit P(,) le plus grand diviseur non 
impaircment pair commun à Q = Q;n)= Qopo et à Ρ = P(0), et plus 
généralement P(t) le plus grand diviseur non impairement pair com-
mun à Qt/_l} = Q^P^ et à Ρ (ι = ι, 2,...). 

Le dernier Q(J) des Q(J) sera égal à ι ou à a. Soient ρ, α, β(/) les expo-
sants des plus hautes puissances de 2 qui divisent respectivement N, 
P, Q{i) et μι = ma 4- /·, r < a. On aura 

f) = ι, si /· = ι, Qw = 2. 

et, si /· > 2, Q(,f) = ι, si /· = ι, Qw = 2. 
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Dans tous les cas, puisque 

CN = C'P. C(1)à µP(1) ... C(s) P(d) Q(s) 

on pourra écrire 

\6e + Fv/ JL1 bt 

et le symbole ̂  ^_
N
pv)

 ne dépendra de ν que si p
v
)
 en dépend, 

c'est-à-dire que si l'on a à la fois Q(,)= 2 et Ps4 (mod 8), et alors 

même la valeur de ̂  ̂  p
v
^ reste la même pour tous les ν d'une même 

parité. Mais cette circonstance ne peut se présenter si ζ'Ρ contient le 
discriminant fondamental de ζΝ. Supposons que ζ'Ρ contienne ce dis-
criminant fondamental, autrement dit que Ρ contienne non seulement 
tous les facteurs premiers différents de N, mais le facteur 2 en parti-
culier à une puissance de la même parité que N. Si alors b' parcourt 

ceux des nombres b
t
 tels que = ε"> ^es nombres 

b'-hPv (ν = 1,2, ...,Q) 

seront tous des δ et le plus grand commun diviseur des deux poly-

nomes considérés sera xQ — e p ). 

D'ailleurs σ(&, ζΝ) et ψ(&, ζΝ) étant nuls quand k ψέ ο (mod Q) 
(en supposant toujours que Ρ contient non seulement tous les facteurs 
premiers différents de ζΝ, mais aussi le discriminant fondamental), les 
formules de Newton montrent que les a\ où A: ̂  ο (mod Q) sont tous 
nuls. 

Ainsi soit ζ N = — 75, ζ'Ρ = — 15, ζ"Π = ). On a 

A_,
5t

«(a?5) = a?30 H — xu — 2λγ'° H ^ χ5 H- ι , 
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et Γοη «ι déjà trouvé 
_ κι 7f< : 

A_,
s
,(*) = £ ^7Γ· 

.r5 — e :ι 

Le plus grand commun diviseur de A_,,,,(«·) et de A»
l5

,,(.r) par 
exemple est visiblement 

\:jc:' — c ,s ) \.rr — e 15 ). 

Dans le cas où Ν est un carré impair ou le double d'un carré impair, 
on devra recourir à l'une des deux dernières décompositions. 

21. Kronecker a exprimé, pour le cas d'un discriminant fonda-
mental négatif, les valeurs moyennes de certaines séries deRosenhaini 
dans chaque genre, par des sommes analogues aux sommes ψ où les 
exponentielles sont remplacées par des séries simples de Jacohi. Voici 
comment on peut étendre son analyse au cas d'un discriminant quel-
conque. 

Considérons d'abord la quantité 

X[D, n„ F(*)| = X = 2(^)(^) l'V'A). 
Λ, A 

1),D
a
 = D = D„Q-, //,/, = i,u,..., x, 

Si A, A' sont les discriminants fondamentaux de D, = AP, D., = AT'*, 
Γ et Γ' divisent nécessairement Q, sans quoi on pourrait enlever au 
discriminant fondamental D,D

a
Q~a= D„ un facteur carré. On peut 

donc écrire 
x=2(ï)(T)($)f<a*>· 

h, A 

Or, les formules du n° 4 donnent pour el = Ν = Q", si α devient 
intini, 

X[D, n„ F(*)| = X = 2(^)(^) l'V'A). 
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Kn appliquant cette transformation à chacune des sommations 

simples clans X et en remplaçant par des sommes ψ, on 

obtient 

X =( ^ ~ο(!!)o(r)~= π(cotiîu■+■coti:v)■+·-ί"2(ilhks'n2~11+ kv), 

s ~ ι, '2,..., | Δ |, s'^1,2, ...,|Δ'|. 

Kn changeant alors s en | Δ | — s et s' en |Δ'| - s', ce qui ne change 
pas X, et en ajoutant, il viendra 

Ο
 S

iL»«, x~ ©(?) 2+·-ί"2(ilhks'n2~11+ kv), 

(2) ( ^ ~ο(!!)o(r)~= π(cotiîu■+■coti:v)■+·-ί"2(ilhks'n2~11+ kv), 

Or on a (je prends les notations de M. Jordan), 

( ̂  ~ο(!!)o(r)~= π(cotiîu■+■coti:v)■+·-ί"2(ilhks'n2~11+ kv), 
II. k 

q ̂  β
/πβ

, |?|<i. 

Donc, si F(a?)-- q2x et D < o, la double sommation faisant dispa-
raître les cotangentcs, 

Τ#4"*-44 WWfJWW ofi.mAfVj.wcft/')Τ#4"*-44 WWfJWW ofi.mAfVj.wcft/') 

Soit Da = Δ' = ι, donc Δ = D0. Dans (ι) et (2) la sommation rela-
tive à s' disparaîtra et, comme (3) donne, pour Ρ = ο, 

0'(u)/0(u)— ircotitM-+- 4^yq*hksin2hTtu, 
h.k 

Journal de Math. (5* série), tome V. — Fasc. I, 1899. ID 
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on aura (1) < o), 

~ν^δ = "(»> = - | (?) ÎW (ιήΐ)=Trf ϊ(τ) ■* T. 

Si Q est > ι, = ο et la cotangeuLc disparaît. Mais, pour écrire 

une formule générale plus simple, observons que, d'après la relation 

Y (a ) Γ( ι — a ) = —> on a 

~ν^δ = "(»> = - | (?) ÎW (ιήΐ)=Trf ϊ(τ) ■* T. 

(D<o). 
Il viendra alors 

V(I ν,
 r)
=-,)

 ΣΣ·Μ%)Σ xWfc»>M)· 

Cela posé, les formules du nM 15 donnent, pour I) > ο ou L)< o. 

KW'i Σ (τ)F(ee·" '"""+17,,> i' 

= ~ν^δ = "(»> = - | (?) ÎW (ιήΐ)=Trf ϊ(τ) ■* T. 

=Σ "'"«y Σ {ψ) ( ̂ ~) η*· Μ > 
(I h, k 

=Σ χ | u.d·. η,, κ κ* χ) ]. 

On saura donc exprimer par des séries de Jacobi la valeur moyenne 
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('c A~UmnJren%* dans chaque genre, lorsque le discriminant est 
/Λ,// 

négatif. 
Les résultats seraient analogues si l'on 'prenait, avec Kronecker, la 

fonction Ffa?) = 11 — (— if \rj* et le développement 

-,,(«)",(■·) =4*19 *m*fau + vr), 

[A, V = I, 3, ;T, ..., oc. 

Four le caractère principal, c'est la fonction m qui intervient alors 

au lieu de ^ · 

NOTE. 

Des équations de M. de la Vallée Poussin relativement aux nombres premiers 
(Annales de la Société scienti/i//ue de Bruxelles, t. XX, 2e Partie, p. 362; 
1896) on peut déduire la suivante 

2 7 —— log y --- — 7 —-+· Γ ( 1 ) -4- e - — 2es-4- «, 

„ _ ν ,oir£ :zl ^ V iiîiLîL ^. 

où D est un discriminant et où pt désigne un nombre premier tel que = ε, 

ρ un nombre premier quelconque, α tendant vers zéro avec —· 

Or on a vu que, si D est négatif, [[jqyj s'exprime par un nombre fini de 

fonctions connues. On a donc là une extension de la relation remarquable qu'il 
n découverte et qui se retrouve en ajoutant les deux équations contenues dans la 
précédente. 


