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SUR CERTAINES SOMMES ARITHMETIQUES. 55

Sur certaines sommes arithmétiques ;

Par e P. DE SEGUIER.

On trouvera dans les pages suivantes :
1* Une étude des sommes

2hR

Ll iy= X5, G my=Y(0F

ot s parcourt un systéme de restes (mod/ ) qui sera précis¢ ultérieu-
rement, lorsque les arguments sont des entiers quelconques:
2 ['examen de leurs relations avec les sommes

(S) 2('7))/'(9), D==o0, 1(mod4);

3 Une application au cas ou f(s) = logl’ (l D >(D < o), lamoyenne
géométrique de la fonction

‘Klm n==»

I]((.!J)" o H(I . ,.mm(.; ,

n=1

lorsque o parcourt les racines (& partic imaginaire positive ) des formes
représentantes des classes d'un genre, ainsi que la série

n=wn

2 9) logn
n n

n=1

¢tant alors exprimables par (S);
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4° La détermination selon le module D, lorsque f(5) est une puis-
sance de s, des sommes (S) et de la partic de (S) qui se compose de
termes positifs.

5° L’extension au cas d'un degré N quelconque de la décomposi-
tion (par adjonction d'un radical ) de I'équation aux racines primitives
de 'unité¢ donnée par Dirichlet pour le cas ol N est sans diviseur carré.,

G° L'extension au cas d'un discriminant négatif quelconque des
expressions elliptiques analogues aux sommes § données par Kro-
necker pour certaines séries de Rosenheim dans le cas d’un discrimi-
nant négatif fondamental.

Relativement aux points que je suppose connus ou que jindique
plus sommairement, je demande au lecteur la permission de le ren-
voyer au Mémoire de Kronccker sur les fonctions clliptiques, ct & ma
thése de doctorat.

1. Avec Kronecker, j'appellerai discrriminant tout nombre congru
A o ou a 1, sclon le module 4, ct discriminant fondamental toul
nombre de I'une des formes I’, - 4P, =8P, P étant congru a1
selon le module 4 et sans diviseur carré. Tout discriminant D peut, et
d'unc scule manitre, sc mettre sous la forme D = D, ()%, D, ¢tant un
discriminant fondamental.

Jappellerai discriminant simple un discriminant non carré (ou
égal  'unité) dont la valeur absolue est une puissance d’'un nombre
premier, ct discriminant essentiel un produit de discriminants
simples. Un discriminant quelconque pourra, ct d’unc scule manicre,
sc mcttre sous la forme ®32, ® ¢lant un discriminant essentiel pre-
mier a 9.

Jentendrai toujours par \a la détermination du radical dont l'ar-
gument est > — ;, mais :1—;, et je poserai, pour abréger, ¢ ¢tant la
fonction d'Euler, ¢(=£ n)= ¢(n).

Le sens du symbole ( %) défini par Legendre pour & premier positif,

a quelconque premier a b, se trouve fixé pour b quelconque 2o par

les conventions
a a a
(3)(5)=(3%)

o (=)
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a

de Jacobi, si I'on y ajoute la convention de Dirichlet, que (— soit nul

-+ . + :
si @ n’cst pas premier i b [d’oix (:—EE) =osiaz#1 el( 61') o lJ,el la

convention ]
a 2 . .
(23b> <a>(\3) (b impair),
de Kronccker.
On ajoute ordinairement, depuis Dirichlet, la convention
m m
(£)-()

(ui continue naturellemént le sens donné pour p >o0 & (I;’_l) par Le-

SUR CERTAINES SOMMES ARITHB(I:JTIQUES.

L
N

gendre, ou celui qui résulte de I'égalilé de Gauss,
m ¢(m, p) _'=p :"—%“—i A
<1’>_ iy Hmp)= Ye (p premier).
s=1

De cette convention résultent les propriétés suivantes :

(5)-(t)

=a(mod4b) si L==2(mod}) et estpremier i q,

(2)
' A=:=a(modb) dans tous les autres cas;
As1Eot et o
(3) | (5)=(2)»" "o
a = 2%a’, b= 280, a’, ' impairs;

d’olt, en particulier, pour b impair, en posant B = + 2%a’,

()P

et si en outre A est pair, cn observant que Bb=2X 4 (mod8),

ol . skna—1 sgnBh—1

B-G T

Journ. de Math. (5 séric), tome V. — Fasc. I, 8gy. 8



58 DE SEGUIER.

§ <?)_(ﬁ)( T B b(modD),

" D étant un discriminant.

donc

(4)

Cette derniére convention n’est d’ailleurs nullement nécessaire.
Elle oblige, d’aprés (3), & écrire,

(-bl“) (. ‘)’."_;"4."1“_’.". _'1,

n

E l)’ (-~ 1)”7 “dans la théorie

des formes quadratiques de discriminant D (p ¢tant un facteur pre-
mier impair de D pris avec un signe tel qu'il soit lui-méme un discri-

ct, sil’on veut représenter les caractéres (

. P —1\ . .
minant) par %) \ -5 )» @ supposer 2 non seulement premicer & 2D,
mais d'un signe déterminé qui soit lc méme pour tous les nombres
aptes & former le dénominateur symbolique d’un caractére.

Une autre convention se présente encore naturellement : si 'on veul

conserver, pour b négatif, la relation
o -t
{ 7:)‘=<~-— DI

avee la formule (3), celle-ci oblige & poser (l', ) —sgna. De Eoun

. AP a <
nouveau sens parfaitement défini pour le symbole (Z) En donnant

) a [ ) A a . .
ce sccond sens a (1—)>, sa valeur est ¢gale & 'ancienne multiplice par

sgner -1 sgnb—1

( 1) * * . Lapropriété (2) devient, A ct @ ayant le méme sens
«uc tout a 'heure,

® (2)=(3)c o

La propri¢té (3) reste inaltérée. La propriété (4) devient

B

DD étant un discriminant.

g (Pj ,7(9), B-—=b(modD),
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La convention relative au signe du dénominateur symbolique des
caracteres devient inutile.

La formule (3) qui, pour @ = — 1, fixe la valeur de ( 5 ) selon les

conventions adoptées, devient illusoire pour a - : 2. Mais (2) ou (5)
donne, si a=p(mod8),

puis, pour p = =% 3,
pour g -+,

Donce

a't—1
(2) =(-1) ° , =:2%@', @ impair.

C'est le second sens du symbole (Z) que M. Weber (') a introduit ~
d’unc maniére un peu différente, pour lc cas particulier ol @ est un

. o« . , . . . a
discriminant, en le désignant par (&, ). Je conserverai la notation ('b')

ct son premicer sens, sauf & indiquer d’un mot les simplifications trés
légeéres qui résultent du second sens.

2. Dans les sommes

ek

%(k,n):z (i) e

ol s parcourt un systéme de restes (mod n), ce systeme est indifférent
si n s 2(mod 4). Si n==2 (mod 4), il doit encore étre défini relati-
vement au module 4#, ou, ce qui revient au méme, relativement au
module 8, les restes pairs étant d’ailleurs sans influence. Je le définirai
par la condition suivante, portant sur les seuls restes impairs :

s==p (mod 8),

(') Geettinger Nachrichten, 1893.
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p étant I'un des nombres 1, 3, 5, 7, arbitraire d'ailleurs, maisle méme
pour tous les restes s. Dans ces conditions, §, est déterminée au fac-

teur (;) pres.

On voit de suite que $,(— kyn) ou ¢,(4,--n) est conjuguce
de Yo(leyn), que 4o(hyn) = 4y(hy,n)si h=h, (mod n), el que, sia
est premier & n, Y, (ha?, 1) = $,(h, n), ccla méme si n==2 (mod 4),

car alors a?==1 ( mod 8).
Si i est premicr & n, i étant toujours quelconque, on a

(1) Yo (hm,n) o (hn,m) = Y, (h, mn),
(2) bo(hy ) Yo(hy n) = (~) (m> o (hy mn).

En cffet, I'un au moins m des nombres m, n seraimpair. On a d’ailleurs

ihnt

blhm )= 5 (3) ()5,

8, ¢ parcourant des restes convenables selon les modules #, 2 respee-
tivcmcm Je supposerai que ¢ parcourt un systéme de restes pairs;

s sm’ 14 tu’ sm2 -+ tn*
~ )2 5, ) pourront alors étre remplacés par Sy (==

n m
rcspccuvcmcnt. En remarquant que sm? + tn? = ¢ parcourt un sys-
téme de restes (mod mn) et que s=s (mod 8) si n=2 (mod 4),
I'identité¢ (1) devient ¢vidente. Llidentité (2) se démontre d’une

. s m sm 4 tn ¢
manicre analoguc en remplacant S ) par () (== et (=

n n m

par ("\) (i'—ni—‘—'f) » ¢ étant sculement pris divisible par 4 si
m m
n=2 (nlOd /|).

On obticnt sans peine les généralisations suivantes
[ %N =TT %Grna), 4N =T (%) (%) 4ot ),
( i ik *
( (N:Ha,-:Aia;; Lhk=o0,1,2,...; i#:k)

les @; étant premiers entre cux deux & deux, positifs ou négatifs.
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La définition adoptée pour J,(%,2n') (#’ impair) coincide avee
celle qui résulterait de (1) ou de (2) pour m = n', n = 2, en rempla-

cant ,(hn’y 2) ou Y, (h, 2) par (—1)* (g)
En donnant au symbole (Z) le sccond sens, il faudrait supposer que

la variable de sommation s reste positive ou que le second argument
dc ¢}, cst essenticllement positif.

3. Quel gue soit le systéme de restes (mod ) que parcourt s, la

Y (byn) = 2( )

est con_]ugucc ded,(— A, n)et ,(hyn) =, (hy, n)si hy=h (mod n).

Mais c'cst sculement si 2 est un discriminant que la valeur de ¢, est
indépendante de ce systéme de restes ct encore faut-il que les diffé-

rentes déterminations d'an méme reste s aicnt un signe fixé si n est
négatif. Bornons-nous au cas ot  est un discriminant ct ot les restes s
sont tous positifs quand n est négalif. Soit n = 2"n" (#' impair).
Si w'=1 (mod 4), ¢,(&,n) =Yy(h,n). Si ”'=—1 (mod 4), donc

wis
(pour s impair) (:;'-) =—ie*, Y, (h,n)=—i, (h + ;f, n)- On
voit que, méme avec nos hypothéses restrictives, ¢, est une forme
encore un peu plus générale que .
Si a cst premier au discriminant », on aura

$,(ha®, n) =4, (hyn),

ct, si m, n sont deux discriminants premiers entre eux,

Yo(hnym) g, (hm,n) =4, (hy mn).

Pour démontrer la propriété correspondant & I'identité (2), jobser-

verai (que
=i
n\ s= 32
'-P.(/t,n);:z (;)e i,
:

!hnt
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cela est évident si n est < 03 si nest >o,0na
n -2/11!1
bl m =3 (52) ¢ =3 (1) ¢

On pourra alors, en remplacant (':) par (,%) (Eiin"l :—ﬂhI)’

Q) ar (f’-' — " ___), procéder comme au numéro pricédent
r)P n/\sim|+t|n| P P :
On ohtient

*KR m — i s n—1

"!’l(}ls m)'-P.(h,n) b ,’/ (/[ ngn)(._‘ 1) kN F
La fonction

Whm =3 ()¢ =)

qu’on vient de voir s'introduire st un peu plus commode que $, (4, n).
C’est clle que je considérerai désormais.

in donnant partout aux symboles( )lcur second sens on n’est

plus astreint & fixer le signe de la variable de sommation s.

4. Enddésignant pare, (- - 1)’ s est le produit de 7 facteurs pre-

miers différents, o si |z| a un diviscur carré >1, x si |z|=o, 1:
N

par 2 unc sommation ol d parcourt tous les diviscurs de N y com-
o

pris 1 et N5 par f(d), g(d), h(d) trois fonctions définics au moins
quand d cst un diviscur de N, Ja seconde satisfaisant, pour des argu-
ments diviscurs de N, aux conditions

g(d)g(d) == g(dd),  g(1)+#o0;

si 'on suppose vraic une des deux ¢galilés

b<d)=2f<8)g<3'), f(d)=283g(3)/c(3'), 83 == d,

lautre le scra également.
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3
Ainsi (1“7—1!-» n,,) représentant o ou 1 selon que N, #,, ..., n,ont
Ve

N
o v Y .
ou non un plus grand commun diviseur # 1, 2‘ unc sommation

ny

ol 1, .. ., ng parcourent les nombres 1, 3, ..., N, si l'on pose, F étant
une fonction quelconque,

sr=r fD=3(, ) (N )

)

h(d)— 21' (.‘I_;_',. . .Né‘rl.)

i

on aura, cn prenant successivement dans la somme % (d) les termes
. .. d o
ol n,, ..., n, ont avee d le plus grand commun diviseur 5, & parcou-

rant les diviseurs de d,

o 5

~ .- /Nn, Vn,, <[ Nn, Nn,

Zl‘ T, 2. | O AU A R
d i\ 0y, . 0, c 3

in

3 un

donc aussi

o o A
¥ ( d? r (an’ Nn, E ¢ 2 I Nn,s Nn,d
e e - S g ey o o = ~ . ey a e R g
dd \ 114y 0y d d - d’’ Y dT)
a 0 {n)
NN,
eo = d.

Cette derniére ¢galité peut d’ailleurs se vérifier directement en
N [} . . [} N N |
observant u’un systéme d’arguments S B0y ey Ty OU Ry cay by, d
ont le plus grand commun diviseur 0, figurera dans le second membre
de I'égalité précédente autant de fois que ) a de diviseurs parmi les
cl chaque fois avee le coefficient ¢ Or, on sait que, si 0 est > 1,

:

é
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Voici deux applications. Pour F =1, d =N, on obtient, cn appe-
lant ¢,(N) le nombre des systémes #,, ..., , de nombres N tels
«ue le plus grand commun diviseur de n,, ..., 7, N soit I'unité,

N N N
9(N) =2583"’= N¢ II(' —P ) "q’:E 94(),
1] P é

p parcourant les facteurs premiers différents de N.

Soient ¢n second licu ¢ = 2¢, A(u,, ..., &,) une fonction abélienne
de genre p ne devenant infinie pour aucun des N?f systémes de Néme*de
période et Py, ..., PF ({==1,...,2p) un systtme dec périodes dont
loute autre période soit, ¢t d'une seule maniére, unc fonction linéaire
homogéne & coefficients enticrs, Si l'on prend

F = log [x _A (’"'”""+- o mapPly >]

et qu'on écrive logfy pour f(N), log®y pour /(N), les relations pré-
cédentes deviennent, en faisantd = N,

N N
o =]J0 O=[f0s dd=N,
d d

d parcourant les diviseurs de N, et le degré de 0y est ¢,(N).
Admettons que la fonction A vérifie la condition

AlAwy, oo 00 tp)]
el AUy, <.y up)l’

A(nuy ..., nuy) =

Ay e ¢lant des polynomes, et que les racines de 0 soicnt distinctes.
Soit N = PQ, P étant lc produit des factcurs premiers différents de N.
Posons m;=a;+ PB;. On aura les 9,(N) systémes de m; en faisant
parcourir aux ¢; les ¢,(P) systémes analogues relatifs a P, et aux B;
les nombres o, 1, ..., Q - 1. Le polynome de degré N

, X
@0 5]
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s'annulera pour les mémes valeurs que Ox(«) et n’cn différera que par
un facteur constant.

Pour revenir & la somme ¢,, prenons, en désignant par Q* un divi-
seur carr¢ communa N = MQ*>oectd k= kQ? ct cn faisant ¢ =1,

shmi
F(m)= (%) e v,
On aura, pour M &£ 2 (mod 4),

n=d Ui

4‘0("’N)=m§‘<g;) (;’_;)e"'"h—;"=$ e“2<,;41) e""T’ dd=N.

m=1 n=

Il suffit de faire parcourir & d les diviseurs de Q?, le dernicr symbole
é¢tant nul pour les autres valeurs de d. On aura alors d'=Md",
dd" = Q?, ct, cn introduisant un symbole sans influence,

n=Md" ehmi

o (h, N) =§ w(%) > (%) &Y, dar=qQe
o

Pour deux valeurs de 7 congrues (mod M) le terme général reprend
la méme valeur et, d ne parcourant effeclivement que des nombres
premicrs & M, nd parcourra avec n un systéme de restes (mod M).
Donc

‘ 0
M ; v
|0 = QT [ =5 (%) 4otk ), 2=k, N=mQ,
i P
' p parcourant les facteurs premicrs différents de Q.

Cerésultat subsiste évidemment pour ¥}, et ¢ si M est un discriminant.
Soient M =2M', Q =23Q'(M’, Q impairs). On aura, ¢t méme

sid= 0,
Yoy N) = o (B M'Q2) g (4, 272+).

8i ¢ est > o, le dernier terme se raméne, d’aprés ce.qui précéde, &
unc somme ¢, dont le sccond argument est 8 et le calcul direct montre
Journ. de Math. (5 séric), tome V. — Fause. I, 18qg. 9
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qu'elle est nulle; ee dernier terme peut donc s'éerire

(v —sgnd)do(k, 2).

En appliquant & §,(/%, M'()'?) les résultats obtenus, en enlevant au
premier argument un facleur carré premier au second ¢t en observant
que b, (2h, M) by (ky 2) ondy (2k, M) 4, (KM, 2) est égal &b, (h, M),

on obtient

Yo (hyN) = (1 — sgné)Q? ﬁ [1 - ;—)(%;)] Yo(hy M),
»

Ainsi Q? étant un diviseur carré commun & k = £Q? etd N = M3,
0 le plus grand commun diviseur de M et de Q, on aura, ¢uel (|nv

soit M,

Q Al
Yo(k; N)=sgn |0 2!‘2”11‘_'“73(‘%)] Yo (ky M.
,)

b. Si le sccond argument de P, b, ou § est un careé, on se trouve
dans un cas particulier de la somme (2%, N) des puissances Aiemes des
racines primitives de P'équation binome de degré N. Cette somme élant
réelle, on a 5(h, n) = 5(— h, n). Les formules du numéro précédent

2mhwi

donnent, en y prenant F(m) = Y (h>o0),

n=rd" q"h,m
o(hy,\N)= 2 ,,2(' a dd' = \.
n=1

La derni¢re somme étant nulle si d' ne divise pas A, il suffit de faire
parcourir & ' les diviseurs de N qui divisent 2 ou le plus grand com-
mun diviscur A de # = kA, N = MA. Alors = Md” et en remettant
pour d” on pourra écrive

A A ) .
o(h, Ny = eyl =, Zs,,(‘%f)d’, dd = A,
o o
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ou
a(h,\)_a,.A]'[[ HESED o

p parcourant les facteurs premiers différents de N.

6. J¢ vais maintenant calculer $(%,2), ¢ étant un discriminant
simple, ct pour cela compléter les résultats du n® 4 qui sont ici évi-
dents.

Tout d’abord la formule connue

Yo (hy P)= (g) "‘(L’:!"'\/Ij’

otk et p sont positifs et p premicr impair, peut s’éerire

nsnh —1 mn&,—i

(1) Y(h, S,) = (—) ’oo(— () * ,

2, ¢lanl un discriminant fondamental premier impair; une vérification
directe montre qu'elle subsiste pour 8, = — 4, == 8.

Soit d’abord & impair, donc || = p?, p, a élant impairs et, 3, élant
le discriminant fondamental, ¢ = 3, p*~' = ¢,¢*. Posons

s=p* s+,
On aura

h, 3 AN Wi
o | W9 =3 ()¢ '..ze"
(S':O,l,...,[)——l, s'=0,1,...,p*" —1.

Posons = X'p¥, Ii' étant premicr & p. Si =0, %=0. 8 w>o,

on aura
$(hy8) = py(hp~', 8p~),

et, 3 ¢tant le plus petit des nombres a — 1, y,

Yk, 8) = pPy(hp~8, 3p-P).
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Si B =y, cela est nul d'aprés (a). Si B=a —1, p~F=¢,. Donc,
d’aprés (1), en convenant que (%) cst nul si & n’est pas entier, on
aura, quel que soit 3,

unl: 1 .g..a-

3y (A, 8)=( )\/o("' DNLE ¢ = 8,¢7, h=kq*.
Soit | 8| = 2%, h = 2*//, k' impair. Si « est impair, en posant
s =2%"%"+¢",
on sera ramené au cas 6, = == 8. Si a est pair, en posant
§ = 2%+ 5,

on sera ramené au cas ¢, = — 4.
Nonc la formule (3) subsiste quel que soit le discriminant simple ¢

7. Soient ¢ = ¢,¢?, &' = ¢,4’? deux discriminants simples premiers
entre cux, &,, £, étant leurs discriminants fondamentaux. En posant
' h k K
h—kq* =k q* K = —— = —5 = = ¢t en observant que A" sera
7*q " q
entier lorsque k ct &’ le seront, mais seulement alors, on aura

B=0) O-6) OE-)

wnd—1 send'—1

VI =8 F (=) v T

.

Par suite, la dernicre formule du n° 3 donne

senh—1 agudid —1

Y= (W= © T, b=k,

Si D =D,Q? = ®92* est un discriminant quelconque de discrimi-
nant fondamental D, ct de discriminant cssentiel ®, on aura

Y(h, D)= Yk, Dd)a(h,2?),
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et, par conséquent,

[ y(h, D)= Z(?)e"w - 2(1’)_)0,_»_

A (0™
| s parcourt un systéme de restes >0
D—=D,Q*=w2*=D,Q;9*; A=kQ;;
(‘:) -= 0 si, ® étant = 1, k n’est pas entier; (-;‘-) =1;

| " est le quotient de 2? par son plus grand commun diviseur avec /4.

snh—1 I; =i snbh--1 ID -1

1 résulte de 1a que §(o, D), ct de méme $,(o, N), est nul, & moins
(que D ou | N| ne soit un carré ou le double d'un carré impair; si IN|

st un carre,
a0, N) = 9(N);
N L .
sl —l est un carre impair,
2

Yoo, N) == (3)5(N),

¢ ¢lant toujours le reste commun selon le module 8 des valeurs impaires
de la variable de sommation.

. D .
En donnant au symbole (-8' son sccond sens, on voit que

SR BB () hmha

s parcourant un systéme de restes quelconque (les conventions rela-
tives au cas ol k n’cst pas entier restant naturellement les mémes).

8. Soit f(8) une fonction développable en séric de Fourier sous la
forme
=4 tina

S(9H= 3 A(m)e™  pour o<s<|D|

nN= —=wn
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On aura, d'apris ce qui précede, en posant
’ P ’

*=1D

2- ( )_/'(.9 =A(0)$(0,D)+S,

n= P
S+ %o (),
S = 7(VD X 35B(n)(%);
B(n)=A(n)+ A(— n)sgnD;
D=wg=DQ=D,Q2; k=g
2, estle quotient de 32 par son plus grand commun diviscur avee .

' est toujours le discriminant essentiel et D, le discriminant fonda-
mental de D, Si D est un carré, v =Q,=1.

Il suffit de considérer les termes de la série ot & est entier. En pre-
nant successivement les valeurs de k= md’ qui ont avee 92 = ddl’ le
plus grand commun diviseur /' et en observant (ue

(%): I, donc <(3) (i;)),
5(3) 2 (55)8(%)

Or soit dans les formules du n° 4

on peut écrire

2
S=3(VD X
d

(3 (o),
wd)=(3) 2 (7)8(*F)

n

gidy=1, f(d)= (“’)

-

aMf

3
i}
8

n

En prenant successivement les valeurs de » qui ont avec d le plus

.. d o . .
grand commun diviseur 5 2 parcourant les diviscurs de d, on voit que
g
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d
h(d)= Zf(f:). Donc aussi

d n
® ) ® ( na()?
/(")—2‘6"( )=(7)Za(3) 2(3)B(*75)
3 n=1
formule qui devient d'ailleurs ¢vidente si Pon observe qu'un nombre
(quelconque me ayant avee ¢ le plus grand commun diviseur 0, figure
au second membre, sous la forme 22, comme argument de la fonction

n,) mQ? . - .
(m ( (? ) de sz autant de fois que 0 a de diviseurs parmi les ¢ el
’ 5

chaque fois avee le coefficient &;; or 255 =osil>1.

Si la fonetion B jouit de la propriéte B(x) B(y )= B(.ty), on aura,

en oulre,
S(d)y= (g)'j_;((‘._(;)) ﬁ[. - (‘lij)n(p)]g(‘g) B(a),
4 n=1

p parcourant les facteurs premiers différents de o,

Donc
2! =
S =B(Q!)s (o)vbzs,, d)z(‘ )B(n),

= sz (D) - (v

d nc parcourt, en réalité, que les diviscurs du produit I’ des facteurs
premiers différents de 9. Or, pour deux diviseurs d, ' de P premiers
enlre eux, on a

g(d)g(d)y= g(dd).

Done

Q2

ze‘,, d)= l:[ll— s (p)]= 9(|>)H[ - pB([) ("‘\)J,
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. P
ct, puisque (2 )= QS'-(I;—),

5= QVDB(Qz)l—I[ ()pl:(m]”i( )B(")'

v=2a

Si B(n)= 27\,, B,(n), A, nc dépendant pas de n, on peut appli-
vt
quer a chaque séric S,, ou B est remplacé par B,, la transformation
précédente.

9. Prenons, par exemple, en observant la relation

- . d.
-

%: T_—;:——log(l——:), os[z]Sy, s#,
0

et sa conséquence

n=amwm

oh zdzv—l :dz
ZW-:(f?) = =4L(),  of|z|sn, s
) ¢

n=1

(ol'exposant v— 1 est symbolique etla derniére égalité une définition),

f(s)= lve%’qz'l.
On aura A(n)=o pour nlo, B(n)=n"", donc
0 F @R - (B

s=1
en posant

n=w

1= 5 (2)5~T1[: - (§)3]nco.

J'écrirai parfois H(D) pour H,(D).

s=|b}
Prenons ensuite f(s)= s* et posons 2 (-l;)-)s" =o(a, D).

s=1
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Il convient de définir &5(a, N) quand N = a N’ (N’ impair) par

(2) m(m,N):(%)m(a,N’),

z ayant le méme sens que dans le cas analogue pour .
s =|N|
$ \ . . . 1y
Les sommes 2 (—N)s“ ou N n’est pas impairement pair se raménent
=1
a @(z, D). Celles ot N est impairement pair s’y raménent aussi pourvu
ijue Yon fasse la méme conventlion que dans (2). Je me hornerai donc
aux sommes &3 (a, D).
On aici

enimy

]
A(/z)::l—]')--'[ e Ui dy,

¢ est=a-dire

=2
— | D*x! . ~
‘\(n)—"v:g(z"""*")!(fmiz)" s1 Il%(),
o
e S n=u.
Done
—— ‘J;a —|D|aa| \/D —-V:z
\'l) B(Il): 2 (2 — v 4-1)!(21:/:)”'“ P \/DE)\VB”
V.l ~
— _l__ — 2 ,_‘qua! \/B
I}y-"— n_y’ )\v—ﬁ(ﬁ——y_i_l)!(zﬁ)v —‘-_-7,

A désignant une partie réelle, el

‘ m(m, D): alt—l:_[i'm(o, D)
OF .
— D 2! . ‘
' +2 21 (cz—vl--|»~Ix)!(gw:)‘«“R %gﬂ n[l - (%)[’V"]HVQQ).

14

Cette formule fournit I'expression des H,(w) = H,(D,) ct, par con-
séquent, des I1,(D) par les @ de proche en proche pour les v de méme
parité; si 1) est <o, ce sera pour les v impairs; si D est > o, cc sera
pour les v pairs.

Journ.de Math. (5 série), tome V. — Fusc. I, 18yy. 1o
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in substituant aux 1I,(D,)leurs expressions par les @(z, D), on
obtient une relation entre w(«, D) etles sommes &5(v, D, ) ol v est S 2.
Ainsi, pour z =1 et D <0, on aura

s(1,D)=Q II[ ( )]m(l D,).

'l
Par exemple & (1, — 28)=o.
Au lieu de la formule (1) qui permet de remplacer I, par /,, on

obtient (H. Weser, loc. cit.), en sommant séparément dans 11, les
Lermes ol r donne le méme reste (inod D) et en observant la relation

H=m

a’%logl‘(a}:l"(l)+§( R )

n 1 a-+n

et ses dérivéessuccessives [ pour v =1, il faut encore que & (0, D)=0}.

1,(D)= &1" %- (?)mv “F(IDI

On peut comparer ces expressions et leurs transformées par la rela-
tion entre I'(a) ct T'(1 —«) avec celles déduites de (3) pour les valeurs
de v d'une parité convenable. Pour les valeurs dev qui échappenta (3)
on ne peut plus comparer qu’avec (1) (oli 'une des parties du prenmier
membre est toujours nulle). Ainsi, quand D est > o, ona par (1) :

— s=D = b
i(\‘,@ HD)=— 3 (2)togsinfs =2 3 (2) 10gr' () (0>
$:=1 s=1
D’apreés lexpression connue de H(D ) par le nombre des classes, cette
relation s’ajoute, pour les nombres ayant la forme de discriminant, i
celles employées par Stern (Journal de Crelle, t. 67) entre les fone-
tions I" dont les arguments sont des fractions de méme dénominateur,
lle donne aussi pour la derniére somme une limite inféricure posi-
tive.
Si D est < o, les choses se présentent assez différemment, comme
on va le voir.
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10. Prenons
J(s)=zlogl’ (ID’) (IT;—I— I) log=
...(l-f“il )l"(l)—i—lo;,smwl

Cetle expression est la somme de la série de Kummer et 'on a

f(s)= }_‘_ Ein 5 (0 <5 <|D),

ou, cn introduisant une série doublement infinie qui converge d'apris

un théoreme de Dirichlet,
log|2an| ——-“—'-' : D
J(s)= S Z2EL2I (0 s |DY),

n

n

n==r,492, ..., tx

- T

lei A(o)estnul. SiD >0, B(n)=0.81i D<o,

VD B(n)=2A(a)yD = £ /T

Pour D <o on a d’ailleurs, daprés la définition de S et la fin da

numéro précédent,

Posons

On aura

S=7Q)V~D § (7 )Zle <(O)e{)lz [“(tD)+H(‘°)‘°g‘2J

Lin transformant la premiére partic du second membre comme au
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n°® 8, on ohtient
Q*S=2y- DH [1 - ((‘Q>J [H((D)-i— H(w)loga( )‘I
a .
- fm)H(«o)s/‘“Dz a5 (@) D () s’y

Le cocfficient de H(®)y— D dans le dernier terme est de la
(3

3 N\ 1 1Y
forme Z Cplogp, p parcourant les facteurs premiers différents de 2,

,J
dont je désignerai encore le produit par P. Calculons C,. €, est une
somme dont les ¢léments ne proviennent que des termes ot o = pJ,

. . P . -
A parcourant les diviseurs de >’ et ou 2 parcourt les diviseurs de A,

donc guc des termes
ID

—o(0 B (2) T (3) Bt

) [® 4 € . ! Dy [
o ER(3) 528(5) Sl =S (3) Boers,
=25 ()3)

¢ parvcourant les facteurs premiers distinels de A, Done

Comp P2 (2) [1 = 5.

¢ parcourant les facteurs premiers distincts do . }-)- Done

Donc

C/’=_:?£Tﬁ' (5
=1l -(3)

¢ parcourant les facteurs premicrs distinets de 1.
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~2
~2

Doue
Q*S=2y—D H [ (‘0)]

["(“‘“"Wow—umz ]

=

(4)

J<n particulier

QS(w)==y== @ [H(®) + H(w)log2Q} .
Oron a

Mg (DY R

Ty = = [252] ~—|2TT[ - (3) 5] o]

14
i \) log i
— H| | — </ ) ] (o) - H(@)Z (“) lozp ]
2 : - (7)
Ces formules fournissent la somme de la série H(D) pour D < o.
En désignant par K(D) le nombre des classes primitives de discrimi-

nant D, par (D) un nombre ¢gal & 2si DL — 4,2 4siD=—14,
A6« D = — 3, ct en se rappelant que P'on a, pour D, < o,

K(D,) = X321, 1),

On pourra éerire

Sa—-Db
(D) Y=, =[I"(1)— log=] 48

N

..

3 ()T (=5

Inversement, la formule (4), quand le cocfficient de H y est nul, dé-
terminc complétement S et vient s'ajouter & celles de Stern. Dans le

cas contraire, clle fournit une limite supéricure de 8, car on a [cela
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résulte de la formule (5), p. 85 |
MMbHV=D, < ”:‘g%“ (logy=D, — 0,9120683).

11. Considérons maintenant les séries suivantes ot I¥ est une fone-
tion quelconque assurant sculement la convergence

h(a)y=3F (a 93&'-,": + bQ';"' + m").

myn

SA) = () F (5 + b3 - ent):

7
myn

h?— jac =D = D,Q* = w3?, D, étantle discriminant foundamental
el ® le discriminant essentiel de D

a cst positif, premicr & 2D, b=0,Q, ¢ =¢,Q*; b, ¢,, % sont
entliers;

Si D<oy, myn=0,x1,9,..., xxsauf m=n=o0;

Si D > o0, m, n parcourent loulcs les valeurs enticres vérifiant les

() ",
=z U’ T, U étant les plus petites solutions

conditions n > o, 2

positives de T* — l)[} = ,’|.

L signe 2 aura le méme sens dans tout ce qui va suivee; on voil
n, 0

que, si D est positif, ce sens dépend de A
I'n prenant successivement les valenrs de m (qui ont avee A le plus

- A
grand commun dmscur‘-l, d parcourant les diviseurs de Q, on a évi-
denument

Y
KA(=3 fid),

et par suite
A
S8y =3 eah(3)-
d

12. Soit D, un discriminant diviseur de D = D, D, tel que D, soit
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aussi un discriminant, A un nombre premier & 2D représentable par la
forme (a, b, c) = r ct positif & moins que 7 ne soit négative (la con-
vention relative au signe de A serait, je le rappelle, inutile, en prenant le
symhole généralis¢ de Legendre dans le second sens indiqué au début).

(!;-') a unc valcur indépendante du choix de A : c’est un caractére de

la classe de » que je désignerai parfois par (%) ou par (%—') » 8 Clanl
un systéme quelconque de formes ou de classes pour lesquelles il garde
la méme valeur.

Soit A le nombre des discriminants simples fondamentaux ¢ tels

D . C ,
(que  soit un discriminant. A—1 sculement des curactéres fondamen-

3 , . . Ve cyne
laur (—') (le dénominateur symbolique non éerit étant considére

comme arbitraire, toujours, bien entendu, premicr & 21, positif,
représentable par une forme de discriminant D et le méme pour tous les

caractéres) seront indépendants, car (&) = <2> == 1. Jesupprimerai

done par la pensée un des caractéres fondamentaux appartenant a ),
choisi d'ailleurs avbitrairement, et nommerai indépendants les 'k — 1

) . . D . .
caracteres fondamentaux restants. Tout caractére (—1) ¢lant expri-
mable sous la forme d'un produit de cavactéres indépendants, il n'y a
proprement & considérer comme déterminations de D, que les

2> — 1 termes du produit I l (1 4+ 2) étendu aux numérateurs sym-
4

boliques des caractéres indépendants. Mais comme il est avantagenx
d’y adjoindre l'unité, je considérerai DD, comme susceptible de 2> dé-
Lerminations qui sont les termes du produit précédent.

Les K (D) classes primitives de diseriminant D forment un groupe
abélien oty = o ayant un diviseur €, = ¢ formé des classes ol Lous les
caracléres sont ¢gaux & + 1, et donnant licu & une décomposition en
complexes de la forme

X=0N, + 0K, +... + 0K, (K, =),
K, = ¢K3',
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chacun des & — 1 caractéres indépendants conservant la méme valeur
dans Loutes les classes d’un méme complexe ct deux complexes ¢ K,,
9Kg différant par la valeur d’un caractire au moins, sans (quoi on
aurait €K, 0Kg= @, d’'ott K, = ¢Kq. Ces G (D) complexes sont les
genres et @ le genre principal.

D A)
Tout caractére (—‘) olt D, =£ 1 prend dans les classes de ot antant

de fois la valeur <+ 1 que la valeur — 1. Cela résulte de la formule (3)
de la page 84 pour F(x)=ga~'-* ct p infiniment petit. Les classes
olt un caractére indépendant déterminé a la valeur +1 forment un
groupe @_,== €3", d’indice 2 dans o, ctil y a A—1 groupes analoguces
47, (F=1,2,...,A—1) répondant chacun & un caractére indépen-
dant; deux quelconques de ces groupes sont distincts, sans quoi le
produit des deux caractéres correspondants, égaux entre cux dans
toutes les classes de ot, serait un caractére ¢gal & +1 dans toutes les
classes de . Formons le plus grand commun diviseur ¢,_, de ¢%, el
de @i, puis celui @, de ¢y, et de @Y, ..., cnfin celui ¢, de ¢, et
de @Y qui est précisément @ et aussi le plus grand commun diviseur
des @7, On aura ainsi unc suite de compositions de &

Ry, Wy, ‘f)-;') N

olt lindice de chaque ¢ dans le groupe précédent est égal i o.
Done G(D)= 2>, De plus, sil'on a la décomposition

(r": (fk; + aee + ‘l"\.;. 1

(les K’ étant convenablement choisis et K| =1), on peut supposer
que K; =K/,

Voici unc autre démonstration dont le principe serviva tout i
I'heure. Soit IF(C) une quantité ayant une valeur déterminée pour

chaque classe C, ct
D

2(’(}') F(C)= (D, D),

C

la sommation s'é¢tendant & toutes les classes de :x,. Multiplions
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par (%). ¢ étant unc classe déterminée ct sommons pour les 2™
valeurs de D,. Le coefficient de F(C)sera l;[ [1 + (%) (%)] expres-

-

sion nulle si un seul des (é) est £ (2.)’ égale & 2*-* dans le cas con-

traire. Donc, G étant le systéme des classes C ol les caractéres ont
tous les mémes valeurs que dans ¢, on aura

o=t ‘2 F(C)=Y, (%-')Q(D., D),

la sommation s'é¢tendant & toutes les classes de G. Or, si

v D,
F(C) = (_C_)
D,, étant une des valeurs de D, on a

o pourD,#£D,,

D,,D)=
¢(D,, D) K(D)pour D,=D,,.

Donc, ¢ ¢tant le nombre des classes de G,
2ty =K (D),

c’est-a-dire que ¢ cst le méme pour tous les systtmes G (dont deux
quelconques différent par la valeur d’un caractére au moins). Donc
les syst¢mes (i sont les complexes 2K, ou les genres.

Soit &, ,=&,=a& lc groupe des classes primitives de discrimi-
nant D =D'd? (D’ étant un discriminant) qui, composées avec unc
classe quelconque de diviscur d el de discriminant D, reproduisent
cette classe. Tout caractére appartenant & D et & D’ ala valeur + 1
dans toutes les classes de &, , et toul caractére appartenant a D, mais
n’apparlenant plus & D', prend dans les classes de &, , autant de fois
la valeur +1 que la valeur — 1 (la restriction exprimée dans ma
thése relativement aux discriminants positifs divisibles par 16,
quand ¢ est pair n'cst pas fondée, comme on peut le voir par la
démonstration elle-méme oui 'on doit supposer que le signe des déno-
minateurs symboliques est déterminé).

Journ. de Math. (5 série), tome V. — Fasc. I, 18gg. I
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Les caractéres fondamentaux perdus sont nécessairement indépen-
dants puisque le caractére fondamental supprimé appartient & D,.
On s’assurc d’ailleurs facilement que jamais un caractére perdu ne
peat ¢tre remplacé pour D’ par un autre qui n’appartiendrait pas aD.

Supposons quc les caractéres perdus soient ceux qui correspondent
Ay 00 BT On voit comme précédemment que, siw est le plus
grand commun diviseur de &,, ct de @ ¢t K\,=1, ..., Ky un
systéme de classes convenablement choisies dont deux quelconques
différent par la valeur d’un au moins des caractéres de D qui sont

perdus pour D',
fo,= WK ...+ WK

On peut supposer que K'; appartient au complexe £K; et par suite

KI c‘p‘l),d

que K;= et L sont holoédriquement isomorphes.

L’ordre de &, , cst
_ D) (D logE(D")
Q"""" >’dn[‘ ( )p]logb(n)
, D T+ UyD
D=2, E(D):__j:;_l_,

T, U ctant les plus petites solutions positives de T*— DU?=4 en

sorte que, si D <o, E(D) = e':”" t(D)y=2siD<—4;7(D) =
siD=—4;7(D)=0siD=— 3; p parcourt les factcurs prennors
différents de d.

13. Tout cela rappel¢ multiplions les derniéres équations du
D 1[/D D
n® 41 par(—!)=-|(=)+ (=) prenons A = Q et soumettons

les deux membres & la sommation ¥ = ¥ = Y qui indique que

a,bc  ab,.c, r
(aybye)=vr

parcourt un systéme de représentants des classes de at,, chaque repré-
sentant étant toujours choisi de maniére que a soit positif premier

a2D,b=0,Q,c=¢,Q? Dans ces conditions la forme (ad,b, s)
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d’ordre d, composée des deux formes (a, b, ¢) et (d, Ad, ) d; - )__
ol 7\5;% (mod2), oSAZ1 leld(modzd) puisque 7/ est de la

parité¢ de D » parcourt KD) fois un systeme de représentants de
ey
d?

I'ordre d pour le discriminant D, ct par suite (a,z d') autant de fois
un s)stbmc de représentants de Pordre primitif pour le discrimi-

nant ? On aura donc, les sommes relatives aux classes pour les-

«quelles (D )n est plus un caractére disparaissant en vertu du théoréme
sur le groupe &, ,,

Dyd?

52 2)H0=3 3 (%)ch

( a, byd, o ds
Do
( I2 (%)f(Q) B z Ed o I}E'od' <%l) K(hlgf‘)l,);

ou, cn posant

o ds

Sy (d) = 121‘ " Pa_) (.‘;_:)F(amwfbodmn+c.,d=n=),

Dol
L= X (%)XF(am+ bdmn+ codin?)

@ bod, codds m.n
si (&> appartient 4 D, d?,

Sy (d)=o, S (d)y=o
si (D ) n’appartient plus 4 Dyd?, et en admettant que F jouit de la
propri¢té F(zxy) = F(z)F(y),

Q
z'l(Q) — d S |(d) ]
() K(IDoQ’) “%F(d’)h(bn ay  dd=Q
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Q
N }.. (/l)
Z Fd*) glisear:

d

:’\-‘

Il importe d'observer (ue S, (d) et £, (d) ne dépendant en aucune
Sagon du représentant choisi dans chaque classe de discriminant D,d?,

pourvu cue I'on y remplace (D ) par la valeur de (21) dans la classe

de ce représentant si (D ) cst un caractére de Dyd?.

Multiplions les deux membres de (1) ou de (2) par (—-) G étant

un genre de %, et sommons par rapport aux 2>~* valeurs de D,. On
aura dans le premicr membre la valeur moyenne de 4(Q) ou celle
de f(Q) dans les classes du genre G. Cette valeur sera par consd-
(juent connuc si les seconds membres le sont,

Jerappellerai maintenant les deux formules suivantes de Kronecker :

(3)

(4)

{210+ () g e

w,b, ¢ m,n
m=

= (D) 2 ("”f”) Z. ("= A ) F(man),

F, fonction quelconque assurant la convergence,
z(D)=1s5iD>o0, 25iDL~4, 4siD=—4, 6siD=-3;
D, et D, sont deux discriminants li¢s par D, D, = D;

llm[ V'—-—D + —Z (am? + bmu + cn’)"““]
= ’ _ A IR CY) ,
= —\/:—5 [1‘ (1)+log(— D)+ lo;,-———;(——]

{ ime T .

D<O, .r‘(w)=e, 12 H(x-—-c”‘"‘“’),

n=|
— b+ I bh+yD
@ = —5::—\{3’ @s= )':a ;

les logarithmes sont réels.
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On voit sur la seconde formule que le dernier logarithme ne dépend
pas précisément de la forme (a, b, ¢) mais sculement de sa classe et
(ue 'on peut y échanger a et ¢ et remplacer b par — b.

Je ne considérerai désormais que des formes positives.

’renons I () = »~'-?, multiplions (4) par (D ) et sommons pour
tout un systéme de représentants 1 = (e, b, ¢). On aura, en désignant
parO(D,, d) une quantité égale a 1 si (D ) apparticent & D, d?*, nulle

dans le cas contraire, ct en posant (woir, pour le cas ou D, =1,
Kroxecken, Sitsungsberichie, p. 211-220, 256-274; 1889)

Z(D.,.Q):Zu[x - (‘/’7)] T —-—'—°fi— Z(Dyy1) -0
P P ( )

P

(p parcourant les facteurs premiers différents de Q et p” étant la plus
haute puissance de p qui entre dans Q),

— 0 2
V=D 5 :Ql) OO Y (D, ) H(D, ),
d

Py 47K (D, d*)
X(D,,D) = < SiD'#I»

) ( ) log(- D)+Z(DO’Q)a
siD, =

(5) < ) 7 (‘”1)"1 7*(w,)n? (vs) = X(D,, D) (").

n,

Les logarithmes sont récls, la forme choisie pour représenter chaqque

- ———

(') L'analogie de X(1, D) et des autres X(D,, D) apparait en observant que,
si D, par exemple est un discriminant fondamental positif,

H(D,)\/D, =a 2( )logl‘ (D,)
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classe est arbitraire; on peut remplacer & par — b et I'on peut échan-
ger a ct ¢, c'est-a-dire que 'on peut remplacer chaque forme par unc
forme ¢quivalente, par une forme opposée ou par une forme associce.

D,
En muluphant par ( G) G étant un genre quclconque, en som-

mant pour les 22~ valeurs de D, ct en désignant par & une moyenne
arithmétique dans les classes du genre (x, on aura donc

(6) o ;.—"—”’M-z( )X(D,, D)

b,

(dans une sommation relative & D, l'indice supérieur du signe som=
matoire indiquera le discriminant que I'on considére).

Soit d'ahord Q > 1 et ¢ 2 2 un diviscur premicr ou non de Q.

On peut toujours choisir le représentant 7 = (a, b, ¢) tel que @ soil
premier 4 ¢, b=o(modgq), c¢==0(mod ¢*). Considérons la forme de
diviseur ¢,

P=(9,7\9,hr]! ), .}\E%(modg)’ o<n<r.

On aura b=»Ag(mod2¢) et, par suite,

o= (on5) = 1{o )=

[ \ 3 ' Wy
les quantités correspondantes 4 ,, w, pour /* ¢tant |, = 7/-, w, = 7

. . S — b+ D b+ D
(elles seraient g w,, g, sil'onavait pris w, = ———> w,= —— |-
Quand 7 parcourt les classes d’un des complexes &, ,C; de la dé-
composition

MD=&D,7C|+&D,qcﬂ+"‘+‘ﬂ[’,qcﬁll)q"‘) (C’=|),

. D,
un caractere (D ) appartenant a - garde une méme valeur ( - ), el

D
sa valeur dans la classe de 7 sera (%): (gl), un caractere (——')
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D . .
perdu pour - prend, au contraire, autant de fois la valeur + 1 que
la valeur —1.

" . . RTIV e D
Ecrivons maintenant I'égalité (5) pour le discriminant g3 ¢! pour
: ) Dl ) D . .
un caractere | — ) appartenant a 7 cn prenant pour systéme de formes
v o id D "
représentantes %Ra C; [z =1y2,000, l\<?), R, représentant une classe

déterminée de 3{,,,,,]. Quand on fait varier «, on obtient Q; , formules

qui ne différent que par 'écriture. Ajoutons-les; il viendra

Si dans le premier membre (5) était remplacé par un caractére
D L M ‘ b1 . [
perdu pour el le résultat serait nul d’aprés ce qui préceéde. On peut

donc écrire, quel que soit D,,

o xin 3w oo, 9)x0.2)

9.

On en déduit, comme on a déduit (6) de (5),

(8) wﬁlogﬁm%_’)_ ___E'<_D_I>X(D“ D).

a - G q

o(2)e()
En soustrayant (6) de (8), on obtient g 1057(:{,)—:(0:")_ exprimé
K 1) 07 (W
par des logarithmes d'unités fondamentales E(D, ), E(D,), les loga-
rithmes de transcendantes culéricnnes ayant disparu.

Soit maintenant Q21 ct ¢ un diviseur premier ou non de D, (que je
supposerai sans diviseur carré¢ et premier & Q.
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On pourra, dans chaque classe, prendre r =(a, b, ¢) telle que a
soit premier 4 ¢ et b=c==o0(modgq). Alorsg-—:—_D(modn) si g est

impair ct -3 == -][-?-(modz) si g est pair. La forme

D (mod2) si ¢ est impair,

Mgt -—D>,

p=(q,7\q, - (0SAS1)

= l—Z-(modz) si ¢ est pair,

est ici primitive et 7’ = rp = (ag, b, -3), dont les racines sont encore

’

w = 2, — @, = =2, parcourt en méme temps que 7 un systéme de
=" 2 =3P rt en méme temps q un systéme

représentants de I'ordre primitif. On aura donc

ag

o 3@ ey,

aq G

(10) A log -(%.)_.(1) = 2‘7 (&)(%’)X(D“ D),

ces formules se réduisant respectivement & (5) et & (6) si g =1,
puisque p est alors la forme principale.

J (w.)T’(mz)

14. L’expression 2 log =Y peut se simplifier comme

a,b.¢

il suit, en précisant le représentant a choisir dans les classes ambigués.
Appelons simplement racine de (a, b, ¢) la quantité w, = w; v, sera
la racine de la forme opposée (@, — b, ¢), laquelle appartient au méme
genre,

Si (a, b, ¢) est ambigué, elle peut &tre supposée de 'un des deux
Lypes
(r1) (a,0,c)n(a,2ah,c+ ah*)nn(c,0,a),

(a,c,c)nn(a,ba—c,4a—c)wnn(c,=c a)
(12) e, c(2h +1),a + ch + ch?].
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Dans le premicr cas, en prenant 7 = (e, o, ¢), on aura

Dans le second cas, en prenant r = (¢, = ¢, @), on aura

:‘:fl
w,=w, =1 ct n(w)=¢" 7(0,);
en prenant i = (¢, = 3¢, a + 2¢), on aura
w, =, =3, 'q(w,)_.n v n(w‘)

Donc, ¢n appelant toujours @ le premier coefficient,

('I:‘) 21 L l"'((u)

a.b,c

w ¢tant un enticr convenable qu'on peut loupurs supposcr ¢gal a 8.

Si ¢ est unc puissance d’un nombre premier, la méme snmpllllcallon

G .,‘!(("'>7 (E’L’)

s'¢lend a P'expression 2‘ lof'——.‘- L. 72 = 7. En effet, on peut tou-
o (@) %% (0,)

jours, en ¢changeant e ct e danslecas (1), 00 D = — fac, cet ja — ¢
dans le cas (12), 0 D = ¢(¢c — 4a), supposer (ue a est premier i ¢,
el, dans le cas (12), que e==0o(modgq); dans le cas (11), on aura en-
core ¢z zo(modq), sauf si D==4(mod16) [il n’y a point alors de
forme du type (12)] avee Q== 2(mod/) et ¢ = 2.

Cela ¢tant, la forme (a, o, ¢) oulaforme (@ + 2¢, == 3¢, ¢) remplira
les conditions imposécs aux representants de classe dans (5) etdans (g)
el pourra étre prise pour 'eprcscnlcr sa classe, sauf si D == {(mod 16)
avee Q= 2(mod4) et ¢ = 23 mais, dans ce cas particulier, les coeffi-
cients exteémes de (@, o, ¢) salisfont & la relation ac=— 1(mod {) et
Uon prendra 1 = (a, 6a, ¢ + ga).

Dans ces conditions, si 7 =(a, 0, ¢), on aura

W, == 0,3

Journ. de Math. (3 série), tome V. — Fasc. 1, tSyn. 12
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sir==(a,0a,c+9a), g=2,0na

[y n/
[0 (0] P
W, =z, +6, ‘I](—:):: 'fi(;!)(.".

Si rz==(a-+2¢,%= 3¢,c), 0n a
re= ((a + 2¢)q, * 3¢, ’il)
Considérons la quantité

(3(5) GG

= log -——
(a-+2c)y b 2

¥

—'Z est racine do( F e, (a+ 2c)7> cl, par suite,

7 7 5.Riq / , 2 (.__.,7)
- po— . . - -- “ w
. - = —= I 9¢ Y A Y AR — ;z Y e o
o, w, + ‘/’ ’]( )y ) f ‘]( ' ), T '05 v
[
(5)
¢ ¢lant un entier convenablement choisi (qu’on peut toujours supposer

égal a8,
On a de méme
()
()
I(lg’ T

(.'!

":!(‘”l)":’(“’z)
a -+ 2C

log

. - " at) . g, PP PN
ct la formule de transformation *q(-;ﬂ—) = (w) y — tw appliquée de
nouveau donne enfin

() )
7 ) S PATSRY

log - v.’(«n')n’(wa)‘ T T at(w)
Donc

R
T 2‘ OB 7w "‘gm) '
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13. Je voudrais maintenant revenir sur le cas ot f(s) =s*(n° 9)
pour déterminer & («, D) selon le module D. Dans les sommes

s=|a-1,
S(a, = n)=S8(a,n) = z %, S(o,n) =|n|,
s==in|
sla, £ n)=s(a,n)= (%—)s’,

«que j’aurai d'abord & considérer, je supposerai le second argument
positif.

Il convient de remarquer de suite que S et $ sont toujours paires
quand le second argument est un discriminant et de méme (%, D)
si (D) est divisible par 4.

Pour abréger, je désignerai le plus grand commun diviscur (pris
avec un signe indéterminé) d'une fonction numérique F(«, N) avec M
par F*(a, N) et, si M = N, j’¢crirai simplement F'(«, N).

Relativement aux sommes S(a, #), un premier procé¢dé de réduc-
lion portant sur a est fourni par les formules connues

‘ aS(,n)+S(o,n) = (n+1)* -1,

) Ie(.“"")S(a’n)'*g‘:;lks(&—I,n)+..,
+ (2 +1)S(1,n) +S(0,n) = (1 +1)*""—1.

Sn désignant par m, » deux entiers positifs premiers entre eux, on
aura ¢videmment

S(a, mn) :%2 (sm+tn)*  (mod mn),
syt
s et £ parcourant deux systémes de restes selon les modules # et m res-
pectivement, d'olt

S(a,mn)==m*8(a,n) + n*S(a,m)  (mod mn),
S'(a,mn) =8'(«,m)S'(a, n).

Par suite, m,, m,, ... étant premiers entre eux deux a deux et M
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é¢tant leur produit, on aura

ssu,M);—:. (*") S(a,m;)  (mod M),

( ;( ) S(a,m;) (mod m;),
S'(a,M) =H S'(2, m;).

Ainsi on est ramené au cas oli le premier argument est unce puissance
d’un nombre premier. Si p cst prcmicl' ct o = p*— p*' + B, S(a, p*)
esl congrue (mod P a S(B, p*), toutes les valeurs de la variable de
sommation s qui sont ==o0 (mod p) donnant alors s*=o (modp )
puisque p*— p'~' cst toujours 2 A, et les autres s*==sP (mod p?),
d’apr¢s le théoréme de Fermat.

Soicnl maintenant ¢,  denx nombres quelconques. On aura

S(z,ab)=2(3—+—al)°‘, S=0y0yeey@—1y, L=0,1,...,b0—1,
. ct, cn développant,

\ S(a,ab) =8(0,0)S(a,a) +aaS(1,0)S(z—1,a)
3y 221418 (2,b) S(a - 2,@) +.

l + a*S(a, b) S(o, a).

En faisant « = p*!

2A — 2224, on aura

y b=p, p ¢tant premier 22 et AZ2, donc

() S(a, pH)=pS(a, p*~') +ap*'S(1, p)S(a—1,p*"') (mod p*).
OrS(,p)= ——————) Donc, si p 5 2, S(1, p)==0 (mod p) el
S(w,p')=pS(e,p*')  (mod p');

S(a, p*)==p*' S(a,p)  (modp*),

par suile
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Les formules (1) donnent d’ailleurs de proche en proche
(e +1)!S(a,n)=0  (mod n).
Done, sin=pcta<p,

S(a,p)== o (mod p), si alp—u,
S(a,p)==—1(mod p), si a=p-—1,
Or, dans ces dernicres formules, a peut évidemment étre remplacé

par un nombre qui lui soit congru (mod p — 1). Donc

o (modp*) si  azZo(modp—1),

S , 2=z
(a,p") _ p=' (mod p) si a==o(modp —1).

Supposons maintenant p = 2. Alors S(1,2) =1, et pour que le
second terme au sccond membre de (4) conticnne le facteur 2%, il faut
supposer que 2" est un discriminant, donc A2 3. En revanche, si 'on

observe que
( —2?(mod 16)  pour a=1,2,

¢ 2*(mod16)  pour & pairZj,
( o (mod i6) pour  «impair >1,
on obtient, cn supposant A2 4, la formule suivante plus précise, (ui
se trouve vraic encore pour A == 2,
— 2~ (mod 2**')  pour a=1,2
¢ 2*'(mod 2™*')  pour apairz4 ) (AZ2).
( o (mod2*') pour aimpair23
in désignant done d'une maniére générale par 2° la premiére puis-

sance d'un nombre x qui soit la valeur absolue d'un discriminant, on
aura en toute hypothése

‘ S(a,p)= o (modp*) si as£o [modp(p™)] ct £5(p),

¢ 8(a,p)=—p' (mod p*) si a==o0 [mody(p®)] ou =4(p).
(p premier Z 25 = p® est un discriminant fondamental).
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Donc, N = I] pl élant la décomposition de N en facteurs premiers

el ¢ le produit de ceux p; des facteurs premiers p; pour lesquels
2==0 mod ¢(p7) ou =g¢(p;) et ¢, = Hpjff, on aura, d’aprés (2),
i

l)
S'(a, 1\)-—-

Q ’

S(a,ij--NZ(“j)“ "L (mod Ny = £ 4+ kN,
i

- o a » -1
= —ZIJ ( ) étant premicra € et divisible par (%) (g=1
J 1

S = l).
Soit ¢ un diviscur commun & N et & «; on aura

(s +AN)* s (mod N,).

Done S(a, N) apparait comme ayant une valeur déterminée (mod N,)
indépendamment du systéme des restes parcourus par s. Donc A scra
Sor 1 > N — glN 1 'l e
déterminé (mod ¢) et, si 'on pose S(a, N) = &=, les différentes va-

leurs de g’ seront de la forme g'= g + L Q.

16. Dans $(«,N) comme dans @(a, N), la variable de sommation

ne parcourant que des valeurs premicres a N, il suffira, si N = I ij

st la décomposition de N en facteurs premiers et M le plus petit mul-
tiple commun des nombres ¢(p¥), de considérer les valeurs de « qui
sont <M. Comme d’ailleurs s(o, N) = 4(N), je supposcrai « 21.

On a, m cl n ¢tant premiers entre cux ct s, { parcourant des sys-
temes complets de restes selon les modules m, n respectivement,

S(oty mn)- 32 ( ma?n? ) (sm + tn)* (mod mn),

S+ tn
EN)

Z(M >m a(a,/c)—l-z( )n 8(a,m) (mod mn),

c=mtq(m)s(a,n) + n*y(n)s(a,m) (mod mn).
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Donc, a,, a,, ... ¢tant des enticrs premiers entre cux deux i deux
ct A leur produit,

3(a, A)-—-Z (%)“9 (‘i}‘) s(z,a)  (mod A).

En prenant @; = p)* on cst ramené au cas ol le second argument cst
unc puissance d’un nombre premicr et I'on peut supposer dans chacune
des 8(a, @;) « réduit i son plus petit reste [mod 3(a;)]. Soient «, 0
deux nombres positils tels que a contienne tous les facteurs premiers
différents de b. On aura comme précédemment

8(x,ab) = S(o,0) 8(a,a)

) +aaS(1,b)s(a—1,8) +...+a*S(2,0)5(0, a),

et I'on est encore ramen¢ au cas ou le second argumcnt est un nombre
premlcr otl, par conséquent, $ = S.
‘n faisant dans (1) @ = p premicer impair, & = p*-*, on obtient

5(a, p*) = p*' 8 (a, p) == f ° (mod p’) *l azZ o (mod p —y),
[ —p=t(mod p) si a==o(modp —1).

De méme, en faisant @ = 2>, b = 2, on obtient par récurrence, cn.
partant de 8(z, 8),

52 ) - [ 2" (mod 2™')  si  aecstpair,
" (mod2™')  si  «cstimpair,
avec
, ~{ 2(mod 8) si a cst pair,
$a4)-s 4(mod8)  si  aestimpair,

sy 2)=1.
Ainsi on a d’unc maniére générale

o (modp') si  azo|mode(p®) i>y
—p'(modp*) si  az=o[modg(p?)] -

)= |
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D’ailleurs la seconde des deux formules corrélatives (n° 4)
S(a,N) + N“:Zd“s(a, d), dd'=N,

8(%, N) ——Ez,,d“[S(m, d') +d*) —\‘ ¥ ed*S(a, d)

ll

fournit immédiatement le méme résultat.
En désignant par @ le produit des facteurs premicrs différents p;
de N tels que «- -0 [mod 3(p7)| en méme temps que

(’\ ) 20 (mod p;),

Py
on aura
Sb(a,N)_-::—\2< A)-'—(mod N)'
Y ) P .
(2) r (N23)
[ Ay 3
. Q _
cn posant
Q7 N\e-! (N>
" = — — ol —
) ,Z"/ <P3"'> "\p )
et
Y y N
(2, N)= -
. o . e Ny&— . . .
& ost premier & Q et divisible par (5) ; 81 2 estimpair, @ = g =1;

sioa esL pair, £ n'est pair que si N se réduil & une puissance de 2 el
ilors Q =,

Ainst ¥ (2,12) =4, 8(2,160) =28, 8(1,48)=15'(3,48) =18,
8'(2,48) =10.

Comme pour S, si ¢ est un diviscur commun de N ct de &, on aura
pour (e, N) une valeur déterminée (mod ¢ N) indépendamment du
systéme de restes que parcourt la variable de sommation. Done A sera

’ [ 3 . ",N (¥ A
déterminé (mod ¢) et, si on pose $(a, N) = ‘—’—u—, les différentes va-

leurs de g’ seront de la forme g = g + kQ. Je ne m’arréterai qu'au
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cas ot ¢ = 2. Alors s*prend 34 (N) valeurs de la forme 8n + 1. Donc

824+ (N = s)*=14" (mod 2N),
$(a,N)=m.16+~¢(N)  (mod 2N).

Donc, si N== 2, = 4, 8 (mod 16) = 2"N’' (N’ impair) et pourva
que 3(N")==o (mod 4), Q étant alors impair,

aN
—

sum(a’ N) —_ 3

Si o(N')==2(mod {), Q est encore impair, et I'on a
SI’N'(G, N) = %,

ot si N’ =1, les formules du début donnent le méme résultat,

Soit maintenant N==0(mod 16) = 2"N' = ab, N’ impair, b = 28,
a=== 4,8(mod16). La formule (1) montre que 8(«, N) contient 2
a lapuissance v + 1si9(N)==o0(mod ), et seulement 4 la puissance v
si g(N')==£ o(mod4). '

Donc, quel que soit le nombre pair N = 2”N’(N’ impair), on aura,
si « ost pair,

/ s(az,N):%§ (e pair),
(3) (g’zo(modz) si ¢(N')=o0(mod}),
g'=1(mod 2) si %(N')sZ o(mod4).

Si a est impair, 8(a, N) est encore déterminé selon le module 2N.
Toutd’abord, si N est impair, 8(«, N)sera pairc toujours et seulement
quand 9(N)=o(mod4), chaque valeur de la variable de sommation s
donnant avec la valear N — s une somme s* = (N — 5)* impaire (et
cela est encore vrai si « est pair).

Si N est pair, on a (en supposant N2 3)

s*+ (N —s)*=0aNs*'(mod2N), §*~'=1(mod8).

Ln faisant donc parcourir i s les $4(N) nombres premiers & N
Journ. de Math. (3 série), tome V. — Fasc. I, 18gg. 13
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et < ; on obtient

$(a,N)= %E (a impair),
(1) ) g'z=o(mod2)  si s(N)==0(mod 1),
L g’==1(mod 2) si #(N)zZ o(mod }),

elici Q=1.

Les formules (3) et (4) subsistent si N est impair.

Larclation g'== g + kQ(mod 2 ) détermine la parité de /& si Q = 2.

SiQ =2 (donc N' =1 ct aest pair), les formules du déhut donnent
kz=zo(mod2).

En résumé, on peut éerire, E[x] désignant le plus grand entier
contenu dans .,

h=E[}3(N)](mod2) i a estpiir (N = 2'N'22);
k==1+32(N)(mod2) si a-est impair (N2 3).

17. Acrivons maintenant aux sommes & (a, D) et observons de suite
que &0, D)=14(0,D), (e, Q*)=135(2, Q?).

Jappellerai complément quadratigue d'un nombre A le produit pris
avee le signe de A de Lous les factears premiers différents de A qui
entrent dans A it une puissance impaire. .

Lorsque s ct ¢ purcourent un systéme de vestes posilifs selon les mo-
dules m, n vespectivement, m el n élant deux discriminants premiers
enlre cux, si @ et v sont les compléments quadratiques respeetifs de m
et de n, sinp+ tnv parcourt un systéme de restes positifs selon le
module mrn ct 'on aura

w(x, mn)—zZ(ﬁ)(s’m &+ tnv)*(modmn)
s,
ot '
o (a, mn)=(mp) w0, m)e(a, n)+ (nv)*e (o, n)s(a, m)(mod mn).

On voit (que sini m ni n ne sonl des carrés, @ (a, mn) == o(mod mun).
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Plus généralement, si les discriminants @, ¢, ..., ayant pour pro-
duit A, sont premiers entre eux deux & deux etsi a,, a,, ... sont leurs
compléments quadratiques de produit &., on obtient, en observant que
pour deux nombres quelconques @, / premiers entre cux on a lou-
joursw(o,ab)=w(o,a)e(0,b),

o(x,A)== 2(%)401 (o, ‘%) or(a, a;)(modA).

‘

On est done ramené au cas o le second argument de o est un dis-
criminant simple.

‘nfin, comme précédemment, si  est un discriminant contenant
tons les facteurs premiers du carré ¢ (& une puissance quelconque),
on aura

M s’w(a,dc):S(o, c)w(a,d)
Yo el d|S(t, ) o(a— 1y d) .| A Sty €) (0, o),

ol le second argument est un discriminant fondamental simple.
Tout d’abord, si d est un nombre premicr impair discriminant fon-
o ) . ) N .
damental de de = ¢ (d’apres notre hypothése ¢ est simple), on aura

(2) w(a, de)==cw(a, d)(moddc).

pP—1

2

Il s’agit de calculer @(a, d). Soit |d|=p. llya :;( ) nombres

appartenant & l'exposant 2"
2

s> ct ces nombres sont parmi les résidus

p—1 . .
u 3
—— (ce qui suit ne

(uadratiques @ de p. Si @ n’est pas un multiple de

s"applique donc pasa p = 3), @’ — 1 sera premier a p et la congruence

) N\ Y
a* a“zz’a“(modp)
olt la sommation s'é¢tend & tous les nombres a < p donnera

za“;—:—. o(modp).
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En désignant par b les non-résidus, on aura de méme

a* ¥ b= Eb‘(modp),
d'ou

zb“so(modp),

la sommation s'¢tendant pareillement & tous les nombres b < p. Done
o(x,d)= Y a*— FD*=0(modp) si a;ﬁo(mod @)

pP—1
2

Sia=

(et c’est toujours le cas si p = 3), on aura, puisque

r—1

b =—1(modp),
—1 ) —
w(a,d)EZaL’_—- zb"’—l—sp—;—' + !’-—:—'E— 1(modp).

Sia:p—-r,

o(a,d)=o(modp).
Si donc & est impair, la formule (2) donne

— ph—1t ] . :——B_-_i _ >: ’
w(“’s)gg p'(mode) si  a= 5 (modp —1) (p23)

o (modc) dans tous les autres cas.

Si d est une puissance de 2, le calcul direct donne d’abord

' — 2(mod8) si o cstimpair,
®(a, —4)= . . .
o(mod8) si @ cst pair,
(3) 8(mod16) i x est impair,
o(a, - 8)= . ;
o(mod16) si  «est pair,

| ®(a, 8)=o0(mod16).

La formule (1) donne alors pour |§| = 2* en y prenant |d|= 2*-?,
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¢ = 4, et en partant de (3),

(e, — Py — 21 (mod2™*') s't @ est im?air, O pair)
o (mod2™') si  «estpair,
A A+ : 3 3
1) o(a, — )= | 2 (mod 2**) sf xest 1m?a1r, | O impair)
[ o (mod2™') si  w«estpair, |

' o(x, 2")=o(moda**')  (Aimpair).
En résumé, o’ (, ¢) = & si  n’est pas un multiple impair de 35 (¢,)

et si §,=8 (3, est le discriminant fondamental du discriminant

simple 2). Dans tous les autres cas, o'(«,d) = %

Composons maintenant ces résultats élémentaires par les formules

du début. Soit D un discriminant quelconque non carré, de discrimi-
nant fondamental D, et de discriminant essentiel ®. Posons

D =D,Q* = D,Q}3* = ®2".
On aura

o(«, D)=9" (") &(, ®)(modD),

ct I'on pourra écrire, pour a1,

w(a,D)= %)- + zD,

€]
| (0, D)= 7>

w ayant la signification suivante :
Si D, ne conticnt qu'un seul facteur premier p(p > o) et scule-
ment & la puissance ¢ (la plus petite qui fasse de p° la valeur absolue

2(P%)
avec q(q)zo(modp), o = p; dans tous les autres cas ot D n’est
pas carré, w =1.

On voit que w ne pourra &tre pair, c'est-d-dire égal & 2, que si
D = — 2% A étant pair et « impair. vy est toujours premier a ©.

d’un discriminant) et si cn méme temps a est de la forme ak+i
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Ainsi &'(1, — 36) = 36 [ici @ = 1 est bien un multiple impair de
25(2%)=1; mais 9(2)=19(3)==0(mod2)]; &'(a, 48) = 48, quel
que soit a3 &'(a, — 48) =10, si a est impair; &' (2, 418) = 48, si & cst
pair; o' (2,80) =10, &'(2, 160) = 160.

18. Siact D ont un plus grand commun diviseur ¢, @ (a, D) con-
serve une valeur déterminée (modg) (uand on change le systéme de
restes que parcourt s. Donc x est délerminé (modg¢) et les différentes
valeurs de y sontde la forme ¥ = ¢ + xw.

Je ne m’arréterai encore qu'au cas ot ¢ = 2 et je poserai D = 22D,
622, D’==P (P impair > o), D n’étant pas un carré.

Soit d'abord D > o. Comme alors (?—) = (-P—) = (——D—), on aura

— s D—s

(g)s’ -+ (I—)-l—i—s)( D—s):=za (—?)s’(modzD}.

Donc
(2, D)=m.16 + 2e(0,D)(mod 2D)
=m.16(mod2D).
Par suite, si D== 4, 8(mod 16), on aura 8"*"'(«, D)= %)-

Si D==0(mod 16), la formule
o(a,dc)=8(0,c)m(a,d)+a|d|S(,¢)m(a—1,d)+...,

oit'on fait de =D, ¢ = 2*%, d = =+ 4, 8(mod 16) donne

Soit maintenant D < o. Alors (?) = — (%) et

(3)s+ (ﬁ__gm D|—s)*=«D(mod2D)
=o0(mod2D);

de fait w est alors égal & 1, car « ¢étant pair ne peut étre multiple
impair de §¢(w) qui est ici impair, puisque — o est un discriminant.
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Si « est impair, (2, D) est encore déterminé sclon le module 2D.
Tout d'abord, si D est impair, or(2, D)==}2(D)(mod2) comme
S(z, D) (et cela méme quand « est pair).

Supposons D pair. Si D > o, on a, comme tout i 'heare,

(\‘?)s“+(b )(D—?)"“( )aDv"::-. (g)(mod'zl)).
m(a,D):—:;w(o,D)e?_eo(nuxl:l)’).

Si D <o, il faut distinguer plusicurs cas.
Soit ¢ =12, D=4D" =~ 4P, Pz==+1(mod§). Ou aura, pour

s L 2P, |
(-.?>=—(s-t-n2l’)=(zl’o—c)'
o (- o () e ) 0o
—::(2)[.?“—-(3 2Py — (s+ 2P )+ (s — 4P) -:_.-40:1’( >s°"" (mod 2D).

Donc les termes de (2, D) se réunissent § par { pour douner
une somme =0 (mod2D). Done, si 3(D)z—0 (mod8), c'est-
a-dire si f(l)) =0 (modf), on a bien o(z,D): o(modaD);
si g(P)s=Zzo(modj) et P11, on aura (%, D) :D(mod2D).
Ainst, & (1,36)==36 (mod 72).

Soit toujours D = — 4P, mais P’==—1 (mod ). On aura, pour

s< 2D,

(3)=Fw)  (F)=-(=)
()5 + (5= ) (P =)+ (525 ) 2P+ (s (iD= 0"
-.-.:(;)(.-1.9“—-411));:0 (mod8).

Done

ul),(a D) - Y

Soit maintenant ¢ = 3, D = 8§D’ = — 8P (I’ > v impair). On aura,
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pour s < 4P, (?) = — (—L_),donc

s+ 4P

(T?>8a+<s+nép>(s+4p 45—4“1)(?)6‘“" (mod2D) -
E"“’(?) (modaD).

Mais ici(g)= ([._PP—-_s) et les termes de w(a,D) se groupent

uatre par quatre pour donner unc somme ==D (mod2D). Comme
d’ailleurs ici ¢(D)==0 (mod8) (en supposant P =£1), on a encore
(2, D)= o0 (mod2D). Ainsi (1, — 2/4) =0 (mod48).

Si maintenant D =0 (mod16), la formule

w(a,dc) =8(o,c)w(a,d)+ a|d|S(1,c)w(a —1,d)+...,
donnera, pourdc = D, ¢ = 2*}, d = — 4P, — 8P, P étant impair > o,

(2, D)=0 (mod 2%+*);
D = 28D’, eimpairs et D' << —1; 8> o;
e=0 si D'==—1(mod 4) avec ¢(D’')£0(mod4), ¢ pair;

¢ =1 dans tous les autres cas.

On remarquera que, si D’ est <o et =—1 (modj) avec
¢(D’)s£0 (mod4), on a nécessairement D'= — p**, p ¢tant un
nombre premier de la forme 4 — 15 le discriminant fondamental, si ¢
est pair se réduit 4 — 4 et D = — 2% p™,

En résumé 'on peut écrire

’
(6) w(3,D)="'—=, D= 28D’ non carré, D’ impair;
si 8 =0, y' est pair sauf si ¢(D’)=£ 0 (mod4);
si $> o0, 7' est impair quand, « étant impair, on a, ou bien D =— 2%, ou bien
D =—a%p?, p=—1(mod4) étant premier positif; y' est pair dans tous les

autres cas.

La relation y = - xo détermine la parit¢ de x si = 2. Or,
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si w32 donc wzZ1(mod2), ou bien 9 =1 ct alors y==%1, ou
bien 2 > ct y est pair.

Si o == 2 c’est que D = == 2* et les formules (4) montrent que = est
lou'lnurs pdll‘.

19. En désignant par @, ccux des restes s, dans 8 ct dans &, pour

lesquels (;:3') =1, par ¢_, ccux pour lesquels (‘%) =—~1, on

saura, ‘par ce (ui précéde, déterminer la valeur (modD) des

sommes Za’,‘,za’_‘, ¢tendues vespectivement @ un systéme de

nombres ¢, ct de nombres a_, compris entre o ¢t | D], c’est-a-dire les
sommies

7e(a D)=7(2,D) = {[3(2, D)+ em(2, D),
e==1, y_,:Za’,‘, Z-,:Eaf‘,.

On a immdédiatement en cffet

_ =Ipi 5
(1) 7:(2, D)= ; (M)E; (modD)),

D|=]]p; ¢tant la décomposition de |D| en facteurs premicrs,

k parcourant les facteurs de Quw; 0 = ¢, si pr=w; ) =1, si p,F£ v esl
nécessairement premier i Q sans uoi « devrait étre un multiple a fa
fois pair ct impair de 33 (w”).

On peut encore cerire, d’apres les formules (3) et (4) du
n° 16 ct la formule (G) du n° 18,

A LD 4D
(2) ‘ '/.e(“vD)=%( ]u’—&-a‘-—)'

w

La formule (1) montre que

/. (“’D)

zdum =0 ou 1,

¢t v est ¢videmment nul si D est impair, puisque ¥’ est entier.
Journ. de Math. (5 sévie), tome V. — Fase. I, 180y, 14
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Si D = 22D’ (D’ impair, 3 > o) non carré, on a, d'aprés (2),

n=g'w+eyQ(mod2), oy,

ctil faut distinguer plusieurs cas :
Soit 2 pair donc w impair. Si D' 5 == 1, Q est impair, ¥'==o0(mod2).
Donc n==g’(mod 2). Donc 1 ne peut étre égal & 1 que si

¢(D) 5 o (mod§),

c'est-i-dire que si D = = 2%p*, p étant un nombre positif==— 1(mods4).
Ainsi 7, (2, £12) =2, 7,(2,24) = 4.

Si D'==1 clest-a-dire D==x12% Q =12, g’ est impair et de
méme w puisque « est pair. Donc vy =1.

Ainsi '\ (2,24)=1,7,(2, £ 8)=2.

Soit « impair, donc @ =1. g’ ne cesse d’étre pair que si & =2
avee D'=—1 ct alors w =2. Donc n=v' (mod2). Donc 7 ne
peut étre égal & 1 que si D = — 2?# p*, p étant un nombre premier
=—1(modj)ousiD=— 2%

Ainsi

'/.11([' 8):8, ’/."(I,-—-B):a, 7."(1,_10)=/"
1a(1y = 24) = a4, 2 (1, — 36) =18, 7 (1, — 72) = 7a.

En résumé v n’est égal & 1 que pour les discriminants non carrés de
laforme D = = 2%p* (¢ > o) p étant un nombre premier==— 1 (mod4)
et Z — 1, et encore faut-il, si « est impair, que D soit négatif et que sa
valeur absolue soit un carré ou une puissance de 2.

I“n particulier, si D, est un discriminant fondamental,

7.(1,D¢)=0 (modD,), D,s# -3, — 4, — 8.
Si D=1 (mod 4) on aura toujours, pour D = 2?D’,

(3) 1 (2, D)= g « impair.

Ainsi g/ (1, =3)=1, 03, = 7)=1.
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Les sommes 21‘,21“ (« impair) étendues & tous les nombres

r,t (modN) pour lesquels (—]'%) =41, (%) = — 1 seront donc tou-

jours divisibles par g si| N | est un discriminant.

Si N = 2N’ (N’ impair), elles seront divisibles par N’ pourvu que #
ou ¢ parcourc des valeurs impaires donnant toutes un méme reste
(mod8).

20. N étant un entier quelconque, j’entendrai par { (ouf,”,...)
une unité positive ou négative choisie de la maniére suivante :

Si Nz 2 (mod4), {N désignera un discriminant, en sortc que, si N
est alors pair, { pourra étre pris indifféremment égal & = 1;

Si N=2 (mod4) = 2N, {N' sera ==1 (mod 4).

Si N = PQ, on pourra toujours, au moins d’'une maniére et au plus
de quatre, trouver trois unités §, (', (“ telles que {N = {'P.7"Q.

3 It: N
J'entendrai encore par a,(¢ == 1) un nombre positiftel que ( i,z ) =t

et qui, lorsque N =2 (mod4), scra supposé¢ = p (mod8), p ¢tant im-
pair et le méme pour tous les a,, d’ailleurs arbitraire. Pour chaque
valeur de ¢ a, aura ;¢ (N) valeurs incongrues, selon le module N si N
n'est pas impairement pair, selon le module 4N si N est impairement
pair.

A T'aide des résultats précédents il est facile d’étendre au cas d’un
entier quelconque N que je supposerai d’abord n'étre ni un carré im-
pair ni le double d'un tel carré la décomposition connue de I'équa-
tion Oy(x)=o0 aux racines primitives de z"=1 par l'adjonction
de y{N (en prenant { = — 1si N est un carré pair, de maniére que {N
ne soit pas un carrc).

Posons

Mia,
i adll

Apne(2) = A(2) = H(m— e )—_:a‘;,’x”—i- alx"' 4.,

a,

n= ;?(N)

0\(.1) == A, (.’I,') A._, (Z’),

3 ok, UN) + e (h, TN

ay

On aura
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L.cs formules de Newton
W =h—1
1 2 a;a(hk — v, {N) + e (k — v, {N)| + ka! = o,

Y=0
=1, k=1,2,...,n,

fournissent par récurrence les af sous la forme af = y,—+ ¢35, IN,
les ¥4, 3, ¢tant rationnels. D'ailleurs, les af étant des cntiers algé-
briques comme les racines dont ils sont des combinaisons entiéres &
cocfficients cntiers, il en sera de méme de 2y, 23, v{N, donc aussi
de 2y;, 254

Les coefficients af, «¢™* sont liés I'un & l'autre par I'identité

, Wiy, _2Riay’
: 1558 Rl
.’L"'As (;) = (— l)"l,’ N l] <.’L' - 3 )
e
e v
—— I\
= (=)™ T Ay ().

Or, on a

'/‘E(l,:.\’)=;<g'+ —(‘TI)ZA (mod N), 7.;(":N)":;%’

g ¥y w, n, ayant relativement a {N, ou & — si N est impairement

pair, le méme sens que plus haut relativement a D.
w ne peut jamais étre > 3.
Si w =1 ct =0 ou 1, peu importe lc signe du cocfficient de =/

dans I'exponenticelle.
Si = 2, c'est que N = — 22%. Alors =1 el

7:(1,EN) = :—;— (mod 2N)
sauf si N = 4. Donc que N soit > jou =4, ona
2—:‘—"/_.11.1.\’)

(—-I)”c‘ = — ¢, N = — 228,

Si o =23, c'est que N=23Q? les facteurs premiers de Q étant



SUR CERTAINES SOMMES ARITHMETIQUES. 1og

tous == 2 (mod 3). Alors g'==0 (mod 2) ct
‘—'—,'/’,(I,ZN)E_—'?I (mod 3).

Or Y=y +sw:=y (mod 3). Donc v'==Q%(Q)=-Q (mod 3).
Dailleurs ¥ est ici pair et (Q impair. Donc ¥'==Q + 3 (mod 6) el
:{-I
2

.~ Q) (mod 3). Donc r',;z.(l, IN)==eQ (mod 3) ct

z—:-’-",ﬂ.(i; imeig

(—1)e =(—1)e ?

Ainsi

2A .,5.‘(;1,') = a3 4+ (___ [ — a\/-_Ii).z"”

+(=14+ey=3)e"+ 2w’ —1—2y=3

2¥ ¢ B

i) J

En se servant des mémes principes on peut obtenir d'autres décom-
positions. Ainsi quand N est divisible par 4 et non carré, == N cst un
discriminant non carré ct I'on peut changer a volonté la détermination
de {. Mais les «, changent cn méme temps, car parmi les nombres
premicers & N il y en a toujours qui sont = — 1 (mod 4), I'un des deux
nombres a;, N — «, par exemple. Et de fait le radical adjoint change
avec 4.

Noit N = 2N’, N étant impair. Quand s parcourt les (N ) nombres

s+ N

< N et premiers a N, '——2——- = ¢’ parcourt les 3(N") nombres < N ct
premicers i N’y en sorte que

2Ris

Oy(z)= [I (:1: +e v ) = (— "M (- ),

cl, cn exceptant le cas ou N = 2,

Oy()=0g(-- ) =Ap, (= £) Ay, (— ).
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lci, en posant ¢ (2) =¢, on a Agy,(— ) = Ay ()5 et le méme

radical a bien en effet été adjoint dans les deux décompositions
puisque

Yk INY = 4o (—= b, IN) = (2) (= k2N,

Soit enfin N = PQ, P > o contenant tous les facteurs premiers dif-
férentsde Q et {N={'P.{"Q. On aura (n° 4)

Ox(z) = 0p(2%) = Agp,(2*) Agsr -1 (2¥).

Cette décomposition correspond i l'adjonction de y{'P’, laquelle

n'équivaut & celle de y{N que si {”Q est un carré.
Appelons b, les nombres jouant relativement a §'P le vdle des a, ve-
lativement & {N. On aura

im‘«b.-MW\‘J
*

A:rn.;(l&) = II (w°~ 0’_“—"&) = H [1,- —_—e

by by, v

V=1,2y...,Q.

Le plus grand commun diviseur de Az, (2%) et de Ay (z) (€ =x=1)
2mif
sera ]] (w —e? ), y parcourant ceux des nombres b, + I’v qui ap-
3

partiennent aux «,.

Supposons que {'P soit un discriminant (contenant toujours tous les
factcurs premiers différents de Q). Soit P le plus grand diviseur non
impairement pair commun 4 Q = Q"= QWP" ct 4 P = P®, et plus
généralement P® le plus grand diviseur non impairement pair com-
mun 4 Q-"=QUP¥eta P (i=1,2,...).

Le dernier Q¥ des Q" sera égal & 1 oua 2. Soient p, &, ¢ les expo-
sants des plus hautes puissances de 2 qui divisent respectivement N,
P,QYetpw=ma+r,r<a Onaura

BO=(m —i—1)a+r,

ety sir22, Q¥=1,sir=1, Q¥=a2.
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Dans tous les cas, puisque

IN =¢P.LOPW,, L@ P@.Q®,

on pourra écrire
400 LT Q#
(be'*'l) ) El—[( be )(b!‘*'l)“),

et le symbole ('b_E-NT)—) ne dépendra de v que si (

o Qe ) en dépend,

c’est-a-dire que si I'on a & la fois Q¥ =2 et P=4 ( mod 8), et alors

méme la valeur de (b—g_“;,—v) reste la méme pour tous les v d'une méme
13

parité. Mais cette circonstance ne peut se présenter si {'P contient le
discriminant fondamental de {N. Supposons que §'P contienne ce dis-
criminant fondamental, autrement dit que P contienne non seulement
tous les facteurs premiers différents de N, mais le facteur 2 en parti-
culier & une puissance de la méme parité que N. Si alors ' parcourt

IN

ceux des nombres b, tels que ( W

) = ¢", les nombres

U+ Py (v=1,2,...,Q)

seront tous des & et le plus grand commun diviseur des deux poly-

3Tih
nomes considérés sera | l <x°— ef )

i

Dailleurs (&, {N) et $(k, {N) étant nuls quand % = o (mod Q)
(en supposant toujours que P contient non seulement tous les facteurs
premiers différents de {N, mais aussi le discriminant fondamental), les
formules de Newton montrent que les af ot k =£ 0 (mod Q) sont tous
nuls.

Ainsi s0it YN =—195, (P =—~15,{"Q=5. On a
_1+Z\/——‘5x|5_ 22" + :‘_‘—Z\/:'S

A_u(2®) =2 + ad 4+,
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et 'on a déja trouvé
_lewez
P —c 3
A_”';(.'L') = ImiE
h—e¢ 9

L. plus grand commun diviscur de A_,;,(«*) et de A_;;,,(x) par
exemple est visiblement

1w 87/
(25— ) (= ).

Dans le cas out N est un carré impair ou le double d’un carré impair,
on devra recourir & I'unc des deux derniéres décompositions.

21. Kronecker a exprimé, pour le cas d’'un discriminant fonda-
mental négatif, les valeurs moyennes de certaines séries de Rosenhaim
dans chaque genre, par des sommes analogues aux sommes ¢ ot les
exponenticlles sont remplacées par des séries simples de Jacobi. Voici
comment on peut étendre son analyse au cas d’un discriminant uel-
conque.

Considérons d’abord la quantité

X[D,D,, F(z)]=\ = Z(U Q’)("*“ )l (hk),
D,D,=D=D,Q? hh=1,2,...,%

Si g, A sont les discriminants fondamentaux de D, = AaI?, D, = AT,
I' et T” divisent nécessairecment Q, sans quoi on pourrait enlever au
discriminant fondamental DD, Q%= D, un facteur carré. On peut

donc terire
x-—ﬁ (h)(A) Q)l‘(/lz.-).

Or, les formules du n° 4 donnent pour = N = Q%, si z devient
infini,

2(,,“ -Qe,n,,)FOl” ey )= ZiaZl« (4 8y ..y 1y0).

(n) 3 (n)
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En appliquant cette transformation & chacunc des sommations

simples dans X et en remplagant (%), (f;:) par des sommes ¢, on
obtient

ATk 28 WA

CEEEE () 3 O Fman T

.00k

s=1,2,...,|4], § =1,2,...,|4

n changeant alors sen |A| - sct s en |A'| - &, ce qui ne change
pas X, ct en ajoutant, il viendra

325 Q) B OE powancas(s-4),

s 0,k

\%liz—.;'<d)<d’) ( )( )l‘(/lk(ld)sm 2-:(,-3 +f' )

. 8 hk

Q
(1) siD>o0, X-:= 2
d
]
(3) siD<o, X=-=Y

Or on a (je prends les notations de M. Jordan),

oy M(o)W Dhk o
(3) - zz“)(:(:; ? _ﬂ(cotnu+cotm‘)+.{zzq‘”*smzﬂ(/m + ko),

ho k

q == e, lg| <.

Donc, si F(z)=¢* ¢t D <o, la double sommation faisant dispa-
raitre les cotangentes,

b ' ¥ (0, wdd)o( 3 f,;uul/")
e E3 B iy
A" y

Soit D, = A’ =1, donc A = D,. Dans (1) ct (2) la sommation rela-
tive & s’ disparaitra et, comme (3) donne, pour ¢ = o,

8 (w) __ 2hk o3
0] _-ncotnu+4ﬂ2q sinakimu,

bk

Journal de Math. (5* sévie), tome V. — Fasc. I, 18gq. 1o
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on aura (I) <o),

¢ ¢ s==D, (l_,maz')
ll

D, ~ /D
XD, 1,¢*%)= s ) (,_» meot ™5 — _\Po_
O )= RR ) B e )
n,’

0
v Wl . . B .
SiQest >, Zs‘,' = o ctla cotangente disparait. Mais, pour éerive
4
une formule générale plus simple, observons que, dapres la velation

'e)T(—a)= ————3 on a

il viendra alors

: . NICAIN /_ |)., D\ e R !
XD, 1, g3y == sgn(Q? — 1) (( Zz 1\-(1( ) z i l"g()<'|");’(°’['l)'

d s=1

Cela posé, les formules du n® 43 donnent, pour D >0 ou D < o,

b, Q2
I \

K(D, Q)

b, e

<1;:1> F(am? +- bmi + cn?)
0

D,
23‘('3;;12’3 S (R)2(E)F1a@nt + bydmn + eyt

o at, bod, el m,n

<

= SO 3 () (M) e

d

~O(D,.d)s(Dod?
mzl' : wi’iz SIX[D,d8, D, B (d25)).

On saura donc exprimer par des séries de Jacobi la valeur moyenne



SUR CERTAIXES SOMMES ARITHMETIQUES, 1h
N\ s . o e
de Zq""”"*””'"*"‘” dans chaque genre, lorsque le discriminant est
m,n
négatif,
Lies résultats seraient analogues si 'on ‘prenait, avee Kronecker, la

fonction F(x)=|1—(— |)’|q% et le développement

0 (0) (@ +¢) ~ B
———— e el ‘-: 0 . v v
05(1)9,(v) b % q* sinw (g +ve),
hyv=1,3,3,..., +=.

Pour le caractére principal, c’est la fonction sn qui intervient alors
o'

au licu de 0

NOTE.

Des équations de M. de la Vallée Poussin relativement aux nombres premiers
(Annales de la Société scientifique de Bruzelles, t. XX, 2¢ Partie, p, 36a;
18g6) on peut déduire la suivante

p“<‘y Jog p logp, (D)

. 08Pt fowy == — 2 —_—l0 M g —

? Pe—1 logy == Po—1 + )+ D) 2ea+ %
Pe I's

_ logp —1 O logp
1“2/;3,--v <2| p’—|<l'
iRl ] r

oit ) est un discriminant et oir p, désigne un nombre premier tel que (-;) =,
g

. , 1
p un nombre premier quelconcue, » tendant vers zéro avec —J.’

()

Or on a vu que, si I est négatif, -~
que, gaut, (D)

fonctions connues. On a donc la une extension de la relation remarquable qu’il
a découverte et qui se retrouve en ajoutant les deux équations contenues dans la

précédente.

s'exprime par un nombre fini de



